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Indépendance dimensionnelle et désintégration dans la
régularisation des intégrales divergentes

Jonot Jean Louis

ABSTRACT. On s’intéresse dans la premieére partie de cet article a la notion
d’indépendance des dimensions pour une mesure positive A\, o-finie. On en
déduit une notion de régularisation a ’aide des A-métriques qui en découlent.
Cette régularisation se généralise par désintégration des mesures. On peut don-
ner ainsi, une description mathématique de la régularisation dimensionnelle.
Ensuite, on généralise cette représentation en définissant ’espace mesuré, sur
lequel on intégre, comme la fibre d’un fibré avec groupe de structure défini par
la mesure positive A, o-finie.

1. Introduction

Le but est de définir des criteres de régularisation des intégrales de fonctions
mesurables positives sur une variété W, de dimension finie, munie d’une mesure
positive A qui est o-finie. On introduit plusieurs procédés de régularisation des
intégrales divergentes

| @) =+,
W

ces différentes méthodes completent 'article: ” Sur quelques méthodes de régularisation
des intégrales divergentes, application a la renormalisation”. On propose de donner,
dans ce qui suit, une représentation mathématique de la régularisation dimension-
nelle et on géométrise les techniques d’intégration en utilisant la théorie des fibrés.

2. Corrélation et covariance dimensionnelle

Soit W une variété de dimension p munie d’'une mesure A positive qui est
o-finie. Une carte (W, ¢) de W est une A-carte si

A(W) < oo et ¢, = (m,00) 1y € L* (W, \)

pour tout ¥ =1,2,--- ,n ou m, est la v-ieme projection de R™ dans R. On pose
o
Puv = £ )
0,0y

ol oy, = cov (P, ¢,) définie par
cov (¢#a Qbu) =K ((¢u - F (¢u)) (¢V - F (¢V))) et o = \/cov (¢Tv ¢T)7
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avec
1
E(¢r) = —/ ér (w) A (dw) < +o0 car ¢, 1y € L? (W, )).
AW) Jw

REMARK 1. |pu| <1 et py, =1, Vu, V.

DEFINITION 1. La matrice de covariance associée a la carte (W, @) est définie
par

cov (Wa ¢) = (COV (¢Ma ¢V)) ’

une carte (W, @) est dite \-indépendante si cov (W, @) est diagonalisable. La matrice
de corrélation associée a la carte (W, ¢) est définie par

corr (W, 6) = (pyv) -

LEMMA 1. Pour toute carte (W, ¢), il existe une application L € O, (R) telle
que la carte (W, L o ¢) soit A-indépendante.

PROOF. La matrice cov (W, ¢) est une matrice symétrique, elle est diagonalis-
able. Soit P = (p#) € O, (R) et D une matrice diagonale telle que

cov (W, ¢) = PD ("'P).

On note L, 'application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

Q=("P)=P'=(¢) (2.1)
alors
(Log), =a,¢r,
cov ((Lo@),,(Loo),) = aua cov (6r, bs)
et

cov (W, Lo ¢)=D.

3. Les A-métriques

Soit (W, ¢) une A-carte, on note {9,}, le local frame associé a la carte et
cov (W, ¢) = (0,,) sa matrice de covariance. Pour deux champs

X =X"0,,Y =Y"9,,
on pose
gw (X,Y) = X"Y"0,,.
PROPOSITION 1. gw est une métrique riemannienne sur W.

PROOF. g est bilinéaire, symétrique. Soit L 'application linéaire de matrice
2.1, alors si e, = ¢} 0~

gw (e, e,) = qlql’jam = +0,, ou0
car {e,} est une base dans laquelle la matrice est diagonale et réduite, c’est-a-dire
gw (ev,e,) =08l v# pet gw(ey,en) =00u £1.
On va montrer que gw (e, e,) =1,
gw (ep,en) = 4,400, = cov (¢, 67, q0¢,) =0
et
gw (eu,e,) =0oul,
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si gw (eu,eu) = 0 alors 4,97 est constante et vaut £ (qlqu). Donc, pour tout p

4, Lo, (¢7) =0, Lo,¢r = pr2 0 T'é- (9,) = b7
car
pr2oTé(0u) = €
ou {¢,} est la base canonique de R™ dont le champ associé est

0
(@) = (5,6),
on en déduit que g, = 0, Vp et e, = o, contradiction. La métrique gy est une
métrique riemannienne. ([l

REMARK 2. gw est l'image réciproque par T'¢ de la métrique g de R™ de matrice
cov (W, ¢),

0 0
aw (5u,au) =g (@a @) .

On recouvre la variété W par une famille localement finie (W, ¢4 ) de A-cartes
et soit une partition de I'unité localement finie subordonnée a ce recouvrement
notée {p“}, on pose

9= p"9os Jo = gwa
ol gy, est la métrique riemannienne associée a la carte (W,, ¢, ), alors g est une
métrique riemannienne.

DEFINITION 2. La métrique g est une \-métrique sur W.

NoTATION 1. On note Fy, l'ensemble des A\-métriques et Ay la mesure rieman-
nienne définie par g ou W est une variété orientable.

Si A est une mesure positive o-finie, le théoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym
permet d’écrire pour tout g € F), la mesure A sous la forme

A= fgAg + Hg, Ag L pg et fg 20,

on s’intéresse a la convergence de fw f (w) A (dw), pour une fonction f mesurable
positive. Formellement, on a

/W f (w) A (dw) = /W (f X £4) (w) Mg (dw) + /W £ (w) py (dw) < +o0.

DEFINITION 3. Si [y, (f X fg) (w) Ag (dw) < 400, on dit que f est continiment
intégrable pour la \-métrique g. Si [\ f(w) pg (dw) < +oo, on dit que f est
singulierement intégrable pour g. Une g-renormalisation de fwf (w) A (dw) est
donnée par [, (f x fg) (w) Xy (dw) si f est continiment intégrable et [y, f (w) pg (dw)
si f est singulierement intégrable.

Pourquoi définir les A-métriques? On s’est posé la question, il y a quelques
années, si le couple (W, \) faisait intervenir une interaction entre les coordonnées
d’une carte (W, ¢) de W et si cette interaction permettait de régulariser les intégrales
divergentes

/ f(w) A (dw) = +o0.
W

On a été amené ainsi a utiliser des méthodes probabilistes qui permettent de
définir le dégré d’indépendance entre les coordonnées. La notion de A-métrique s’en
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déduit immédiatement, le théoreme de décomposition de Lebesgue nous permet
de définir une notion de régularisation qui est incompléte si on se réfere a [1],
cette régularisation dépend du choix de la A-métrique. Il est nécessaire de définir
une notion de régularisation par désintégration de la mesure car le théoreme de
Lebesgue-Radon-Nikodym est un cas particulier de désintégration.

4. Régularisation dimensionnelle

On note M¢ (W, A), lespace de Banach complexe formé des mesures com-
plexes sur (W, .A) muni de la norme

vl = vl (W),
ou |v| est la variation totale de v. Une application
p:UCC—oMc(W,A),zeU — pu(z) e Mc (W, A)

est dérivable en z si elle est dérivable au sens de Banach. Par la suite, on suppose
que la variété est de dimension finie. Si p est dérivable en chaque point z € U, on
note D, u sa différentielle, on pose

W (z) = Dzp(1) € Mc (W, A),
et si dom (i) est ’ensemble des z € C pour lesquels p (z) est défini, on a
dom (¢') C dom (),

u' est Papplication dérivée de u. Soit A une mesure positive o-finie sur (W, .4), on
dit que 2y est un pole de p d’ordre A si il existe un voisinage ouvert U de zg tel que
U~ {2} C dom () et

li_}m w(z)(A) =A(A),VA € A, (4.1)
LU~ {50}

si 4.1 est vérifié alors on dit que u (2) converge ponctuellement vers A et si
lim [z (2) = Al = 0,

Z— 20
zeU~{zp}

on dit que la convergence est normale et que zy est un pdle normal de p d’ordre
A. Soit f une fonction mesurable, on note fu (z) la mesure complexe, si elle existe,
définie par

Fu) () = [ () (du) va e 4
et dom (fu), Vensemble des z € C tels que fu(z) € Mc (W, .A). On note
O={xedom(u)CC:fel (u(:))}.
LEMMA 2. O =dom (fu).
PRrROOF. Formellement, VA € A
[f1(2) (A < [fu(2)] (A) = |fl 1 (2)] (A)
< [fl () (W) = /W [f (w)]|p (2)] (dw) < +00

si z € O, on a 'inclusion O C dom (fu). Réciproquement, si z € dom (fu) alors
1PN = £ () (W) = [ Fllgs oy < 00
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LEMMA 3. Soit f une fonction mesurable bornée sur W, l'application

A@:/“fwnmawm

est une fonction holomorphe sur dom (') et

/‘f duw) (4.2)

PROOF. Vz € dom (p'), on vérifie que

g%f“+h Lo [ s e, (4.3)
f“*Qf“)wfmnM@wm
[ (MR ) (aw)
< [ 18 oy [HEERE BB
TN REUEVCERCEY
N i S GECEVICEY
donc, 4.3 est vérifiée. hﬂo O

Si la fonction f est une fonction A-mesurable sur W a valeurs dans [0, +00],
on a les définitions suivantes.

DEFINITION 4. Une fonction mesurable f sur W est u-holomorphe sur un
ouvert U de C si et seulement si Uapplication [ définie par

:/.HMM&Nm%wGU
A%

est holomorphe sur U. L’application [ est p-méromorphe sur un ouvert connexe
U, si f est méromorphe sur U.

NOTATION 2. On pose d*p(w) = p(2) (dw) et f = Jw f( (w) pour
se ramener a la notation de régularisation dzmenszonnelle

Soit f une fonction mesurable positive sur (W, A), & valeurs dans [0, +00] et
A une mesure positive, une régularisation dimensionnelle de [, f (w) dA (w) est la
donnée d’une application

w:dom () C C— Mc (W, A),
telle que p = dim'W ¢ dom (), fest holomorphe sur O, p est un péle d’ordre fini

ou infini pour f et
lim f / f(w
Z—p
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DEFINITION 5. On dit que l'application u est localement bornée sur U si pour
tout compact K C U, il existe une mesure positive uk telle que

sup |11 ()] (4) < e (4), VA € A
zE

En particulier, pour toute fonction g mesurable sur (W, A), & valeurs dans
[0,4+00], on a

[ s)ln@lan) < [ g me () < +oc, v € X

W W

donc, si u est localement bornée sur U

Fe) -5 @] < [ 0@ -5 @) )] @) < [ @) -5 w) i (do).
A% A%

le théoréeme de convergence monotone de Lebesgue implique que

i [ (f () = s () (d) = 0
A%

et de l'inégalité

< /W (f (w) — $n () i (dw)

sup ’f(z) — 50 (2)
zeK

on en déduit la convergence uniforme de la suite 5, vers f sur K.
THEOREM 1. Si p est localement borné sur U et dérivable au sens de Banach

sur U alors pour toute fonction mesurable f sur (W, A) a valeurs dans [0, +0], la
fonction f est p-holomorphe.

Soit p = dim W, s’il existe un voisinge ouvert U de p € C pour lequel u soit
localement borné sur U~ {p} alors f est holomorphe U~ {p} Si p est un pole de
u d’ordre A et f (U~ {p}) ne soit pas dense dans C, ou bien f est holomorphe sur
U, ou bien p est un poéle d’ordre n de f Sous ces hypotheses, la régularisation
dimensionnelle de [i, f (w) dA (w) est ag dans le développement

o0

F&) = a(z—p"

k=—n
et Z,lc:in ax (z — p)" est le contre-terme.

REMARK 3. Si f est bornée

~ [ £t = [ ) ) =2 dw)
]ﬂz)—/wf(w)A(dw)] < [ 17 @l - Alaw)

<l [ (2) = AL (W)
= [1£llo Nl (z) = All-

En particulier, si p est un péle normal de p, d’ordre X\, on a

)= [ fw

le resultat est encore vrai si p est un pole de u, d’ordre .

et
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5. Régularisation dimensionnelle par désintégration
DEFINITION 6. Une mesure complexe signée sur (W, A) est une application
p:A—R4+iR avec pu(A) = Re(p) (A) +iIm (u) (A), Ve A
et telle que Re (1) et Im (p) sont des mesures signées.

Si p est une mesure complexe signée alors

Re(p) = Re ()" —Re (1)” et Im (u) = Tm ()" —Tm () (5.1)
ot Re (1)", Re ()~ sont des mesures positives dont au moins I'une d’entre elles

est finie et il en est de méme pour Im ()", Im (1)~

DEFINITION 7. On dit que p est o-finie si les mesures positives, non finies,
dans les décompositions 5.1, sont o-finies.

Une mesure compleze signée sur (W, A), telle que Re (1)~ et Im (u)™~ sont des
mesures identiquement nulles, est dite a composantes positives.

Soit U un ouvert connexe de C. Sur (U x W,B® A) et (U, B), on se fixe re-
spectivement, p une mesure complexe signée qui est o-finie et une mesure complexe
signée v a composantes positives, o-finie. Soit

7:UxW = U, 7(z,w) =z,

la v-désintégration fibre a fibre de pu par m sur U, est la donnée d’une famille de
mesures complexes signées p (z), o-finies, telles que pour tout z € U, u(z) est
concentrée sur 71 (2) = {2} x W et pour tout C € B® A, I'application

2eUCC—u(z)(0)ecC,

est une fonction B-mesurable, avec

u(C)Z/Uu(Z) (C)v (d2).

Si W est une variété de dimension p, U X W est un ”espace polonais”, on peut
appliquer le théoréme de désintégration aux mesures Re (1), Re (v) et Im (p)*,
Im (v), si on suppose que 74 (1) ne charge pas les ensembles v-négligeables. Alors

74 Re p (dw) = Re ()™ (2) (U x W) x Re (v) (d2) ,
7y Im p (dw) = Tm (u)i (2) (U x W) xIm (v) (dz)
et
mptt (dw) = o () (U x W) x v (dz)
(2) (U x W) = Re ()" () (U x W) — Re ()" (2) (U x W)
+i (Im ()" (2) (U x W) —Tm (1)~ (2) (U x W)) .
THEOREM 2. Avec les hypothéses précédentes sur les mesures
p=Re(p)+ilm(u), v=Re(v)+iIm(v)

ot Re (1), Im (1) sont des mesures signées o-finies sur U x W et Re (v), Im (v)
sont des mesures positives o-finies sur U, on a

mup (dw) = p(z) (U x W) x v (dz),
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Uapplication
zeU — p(z) (Ux W)
est la densité de Radon-Nikodym de myup par rapport a v et

M(CQ(BXW)):/ w(z) (v (dz),VC e B® A et Be B,

cette désintégration est unique a un ensemble v-négligeable prés.

PrOOF. On applique le théoreme de désintégration fibre a fibre aux paires
(Re ()", Re (1/)), (Re (1) ,Re (V)), (Im ()", Im (u)) et (Im ()~ ,Im (1/)) O
On pose dp(A) = p(2)(Ux A), VA€ AetVz € U, d°np € Mc (W, A), telle
que ’application
p:2€UCC— p(z)=d’ue Mc(W,A)

est dérivable au sens de Banach sur U, on dit qu’une application mesurable f
sur W admet une régularisation dimensionnelle par désintégration si p est une
régularisation dimensionnelle. Dans ce qui suit, on généralise cette notion de
désintégration a un fibré vectoriel.

6. Désintégration sur les fibrés vectoriels

On se fixe un fibré vectoriel
g = (E(§> ,ﬁ,W,‘F)

la fibre F est un espace de Banach réel ou complexe et W est une variété. Sur
W et E: muni de leur tribu borélienne, on se fixe une mesure positive v, o-finie et
une mesure complexe signée p, o-finie. On suppose que la mesure mxu ne charge
pas les ensembles v-négligeables, ’espace total du fibré est un espace polonais et
7w est mesurable pour les tribus boréliennes. On peut appliquer le théoréme de
v-désintégration fibre a fibre de p par 7 telle que la famille de mesures obtenue

{Mw}wew

sur (EC, TEg)’ indexée par w € W vérifie, u* est concentrée sur la fibre 7=1 (w) et
VA € Tg,, 'application w — u" (A) est une application Ty -mesurable avec

p () = [ ) v ldu),
w
REMARK 4. On identifie la mesure p* sur E (¢) d la restriction pu™ |,r71(w) qui
est une mesure sur la fibre Ey, (().
Soient deux cartes de trivialisation en w € W,
ba t Ew, () = Wa X F, ¢a (u) = (7 (u), pa (u))
¢5: Bw, (O) = Wi x F, ¢ (u) = (7 (u) 5 (),
et w € W, N W, on définit les mesures images sur W, x F et Wg x F
Mo (O) = (¢a)#u(0) ) (OXS 7—Wa ® Tr
et pg (0) = (¢5), 1 (0), O € Tw, @ Tr,

si on pose Yo (W) = Yo |x—1(w), les mesures images

to = (0o (W) 4 1" et ug = (g (w)) 4, 1"
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sur F, sont les désintégrations fibre a fibre des mesures ji, et 118 par, respectivement,
$a €t ¢g. On a pour tout O € Ty, nw, @ Tr

o (0) = 1 (63 (0)) = [ (62 (O)) ) = [ i (O)w (aw)
et
1 (0) = (654 ©0) = [ (65 (0)) wiaw) = [ 5 O ().
les cocycles
Jap : Wo NWs — GL (F),
o (W) = pa (W) 0 o (W)™ € GL(F) et w € Wo N Wj
sont (v, 1)-stables si
P (F) = pg (F), VF € Tr, Yw € Wy N W,
NoTATION 3. O (F) ={L € GL(F) : det (L) = £1}.

LEMMA 4. Sile fibré ¢ est un fibré de dimension finie, avec groupe de structure
G C O(F), les cocycles sont (v, u)-stables.

PROOF. On a, VF € Tx
s (F) = i (i ()™ (F)) = 1 (10 () ™" 0 0 (w) 0 a (w) ™ ()

= 1 (924 (@) (F)) = gas (w) 15 (F)
= [det (o ()| a5 (F) = 5 (F).

THEOREM 3. Awvec les mémes hypothéses que précédemment, il existe une ap-
plication
pa W — Mg (F, Tx), jn (w)Z,UZEMS (F,TF) (6.1)

telle que pour toute carte de trivalisation

¢ Ew (Q) = WX F, ¢(u) = (m(u), ¢ (u)
on ait

ny =@ (w)y p”.
REMARK 5. M (F,TF) décrit l'ensemble des mesures complexes signées sur

F muni de sa tribu borélienne. Lorsque p est une mesure complexe alors

pg : W — Mc (F, TF), py € Mc (F,TF)
ot Mc (F,Tr) est espace de Banach des mesures complexes sur (F,Tr).

Dans ce qui suit le fibré ¢ est un fibré de dimension finie avec groupe de structure
G C O(F). On se place dans 'hypotheése ol p est une mesure complexe alors
Papplication p4 est a valeurs dans l’ensemble des mesures complexes Mc (F, Tr)

‘ = ‘,u;’k (F). Si W est une variété
de Banach, on dit que la désintégration est dérivable au sens de Banach si p4 est

dérivable comme application de W dans Mc (F,7x). La désintégration est de
classe C™ si puy est de classe C™.

qui est un espace de Banach pour la norme H/ﬂ#
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Soit F une fonction mesurable pour la tribu TEc ® Tw, de B¢ x W a valeurs
dans [0, +oc], on a

/Eg F (u,m(u)) p(du) = /w /Eg F (u,w) p* (du) v (dw)

et si f est une application, mesurable pour la tribu Tg,, de E; a valeurs dans
[0, +00] et g est une application, mesurable pour la tribu 7w, de W & valeurs dans
[0,4+00], on a

[ twsE@n = [ Fwewpd) (6.2
B w
ou
fw) = [ tur (). (6.3)
E¢
est une fonction mesurable pour la tribu Tw. Si f € L (i) alors 6.3 est définie

v presque partout pour w € W et la formule 6.2 reste vraie si f € LP (Ou) et
g € L1 (v) avec

p €l toc], g = T € [1 ool 0 u) = h(m (w)"!

ou h est la densité de Radon-Nikodym de w4 par rapport & v [3].

Soit f une application Tr-mesurable de F & valeurs dans [0, 400], on propose
de définir une notion de régularisation en considérant F comme la fibre d’un fibré
¢ = (B¢, m, W,F) a groupe de structure G. On suppose que F est muni d’une
mesure positive A pour laquelle

/ f (@) A (de) = +o0,

_7_'

et que le groupe de structure G conserve la mesure \, c’est-a-dire que
AMg(F)=X(F),VgeG,VF € Tr. (6.4)

On définit la fonction fg a partir de la fonction f. Sile groupe G est localement
compact, on note p la mesure de Haar probabiliste définie sur G [4] et pour chaque
x € F, application

fz):geG—f(2)(g) €R, f(z)(g9) = fogl(x)

permet de définir 'application moyenne

fe (z) Z/gf(w) (9)p(dg), p(G) = 1.

LEMMA 5. Si f est une fonction mesurable sur (F,Tr), & valeurs dans [0, +0o0]
et G C O(F), alors

fo(g(x)) = fg(x),Vr e F,Vge g
et
t/munwm:/f@num<+w
F F
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PROOF. Par définition, 'invariance a gauche de la mesure de Haar implique
que

fe (g (x)) = fg (x),Vo € F,Vg € g,

et par le théoreme de Fubini appliquée aux fonctions mesurables positives, on a

[ ge@rin = [ ( L@ <g>p<dg>) A(d)
/Q(Lfog<z>x<dx>>p<dg>,

le théoreme de changement de variable appliqué aux applications linéaires et la
relation 6.4, permet d’écrire

[ fo @ aian) = [ ( [1@ |detg<x>|x<dx>)p<dg>
/g(/rf(:c)dk(:c))p(dg)
=/gp(dg)/Ff(w)A(d:v)=/ff(:v)A da

(I
Pour toute carte de trivialisation W, et
Pa : B¢ (Wa) = Wa X F, da (u) = (7 (), a (u))
on définit I’application
fo 1 Ec (Wa) = [0,+00], fo (u) = fg (pa (u)) -
LEMMA 6. Sur E; (Wy) N E: (Wg) = E (W, N Wpg),
fo |E<(WQHWL3): fs |E§(WQI'TWB) .
PROOF. Soit w € W, N Wy,
E¢ (w) = {w} X F, ¢ (w) (u) = (w0, @a (w) (u))
et
fa (1) = fo 0 (w) (u) = fo (a (W) 0 95 () (05 () ()
= fg (9ap (W) (pp (w) () = £ (u) , Vu € E¢ (w)
par stabilité de fg par rapport a G. O

On note f, Papplication définie sur E; par f | g «(Wa)= fa, quelque soit la carte de
trivialisation W, de (. Le groupe G, la fibre F et la variété base W, permettent de
construire & isomorphisme pres, un unique fibré vectoriel ¢ avec groupe de structure
G, de fibre F et de base W. On munit W d’une mesure positive v, o-finie, et E¢
d’une mesure complexe signée u. Le groupe de structure G est contenu dans O (F)
donc, on peut définir ’application 6.1

pp W = Mg (F,TF) s pg (w) = py
ot M (F, Tx) est Pespace des mesures complexes signées sur (F, 7x). On note

dom (pz) = {w e W : pl € Mc (F,Tr)}
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ot Mc (F, Tr) est 'espace de Banach des mesures complexes pour la norme

]l = [ ] ()

‘ py | représente la variation totale de py.  L’application f est une application,

mesurable pour la tribu Tg,, de E¢ & valeurs dans [0, 4-oc], par 6.3 'application f
est mesurable pour la tribu T .

DEFINITION 8. La mesure positive A de F est une mesure (p, v)-asymptotique
en wg € W st

lim p% (F) = A(F), VF € TF,

w—rwo
sous cette hypothese, on dit que la convergence est simple en wy.
Dans ce qui suit, le choix de la variété W est K", K = R ou C et on se fixe un
groupe de structure G localement compact contenu dans O (F). Soit ¢ un fibré de

fibre F, de base K™ avec groupe de structure G et un couple de mesures y sur E,
v sur K" pour lesquelles la mesure A de F est une mesure (u, v)-asymptotique en

0. Sifaun développement en série de Laurent de la forme

n — n n __ ny . n2 n
f(x) = E anx", o = a{twy? - apr,
nezr
n=(ni,na, - ,np) et a, €K,

la régularisée de

/f f (@) A (dr) = /F fo () A(dz) est R /F £ (@) A (dz) = ao,

le contre-terme est Zne(N,)p anx™. On a

Fw) = [ e do)= [ fo @ ug (o),
E¢ F
la convergence simple en o € K™ implique que

lim /F fo (2) it (der) = /F fo (2) A (dx) = /f £ (@) A (d),

w—>0

en particulier, si [ f (z) A (dz) < +oc alors

f(z) = Z anz™ et ag :/}_f(:c))\(dx).

neNP

REMARK 6. Dans le cas ou F = R™ et f est une fonction radiale, on prend
pour fibré (, le fibré de fibre R™ munie de la mesure de Lebesque X\, de groupe de
structure O (n,R). La mesure positive v, o-finie est la mesure de Lebesgue et sur
lespace total on se donne une mesure complexe . telle que la paire (u,v) telle que
la mesure de Lebesgue est (u,v)-asymptotique en o € R™ pour régulariser

f(z) A(dx) .

R
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7. Généralisation aux variétés de Banach

Soit f une application Tp-mesurable sur B & valeurs dans [0, +0o0], ot B est
une variété de Banach munie d’une mesure positive A sur 7z qui est o-finie. On
suppose que

/ (@) A (dz) = 400,
B

pour régulariser cette intégrale on se fixe une base W munie d’une structure de
variété analytique réelle ou complexe. L’idée est de régarder la variété B comme la
fibre d’un fibré de base W. Si on se donne un sous-groupe G de difféomorphismes
Diff (B), on peut construire un unique fibré de base W, avec groupe de structure
G. Le groupe G est défini par,

GC{heDiff(B): A\(h(B))=A(B),VB € Tg}

et on suppose que G est localement compact, avec ces hypotheses on construit le
fibré
C = (E(aﬂ-aWaB)7

et on se donne un recouvrement localement fini de W par des cartes {W,} et des
cocycles

gop : Wa NWs — G C Diff (B).

On définit, a isomorphisme de fibré pres, le fibré . Soient des mesures p et
v, sur respectivement E: et W, qui sont complexe signée pour p, positive pour v
et o-finies telles que, T4 (1) ne charge pas les ensembles v-négligeables et vérifient
les hypotheses précédentes. La désintégration fibre a fibre de la mesure y par v, le
long de m permet de définir une famille de mesures {u"}, cw, p est concentrée
sur la fibre 771 (w) et telle que

w— " (A), VA € Tg,
est mesurable car les cocycles conservent la mesure A, on en déduit que si
b B¢ (Wa) = Wa X F, da (u) = (7 (), pa (u))
est une carte de trivialisation de ( alors
1 = o (W) (1 lx-1(w)) » Pa (W) = Pa 1)

est une mesure sur B indépendante du choix de la carte de trivialisation ¢,. La
conservation par les cocyles de fg permet de construire f et

By = [ ru o= [ fo @) (o).

On procede de la méme fagon que précédemment pour définir une notion de
régularisation. A partir de la convergence simple en wy, si f est analytique sur
W~ {wp} et admet un développement en série de Laurent

fo v (x) = Z anX"™, ¢ (0) = wp (7.1)

nezp

ou @ est une carte analytique au voisinage de wg

X" =x" %, x = (X1, ,Xp) EWetn=(ng,---,ny) €ZP



14 JONOT JEAN LOUIS

la @-régularisée de [,; f () A (dzx) est

il nous reste a vérifier que

/ f (@) dA(z) = / fo (2)d\ (). (7.2)
B B

LEMMA 7. Vg € G, [5f(x)A(dx) = [5f o g(z)A(dx) pour f mesurable
valeurs dans [0, +00] e

t
/Bf<:c>A<dx>=/Bfg (2) A (dz)

PROOF. Si f = 1p alors [ f (x) A(dz) = [4 fog(x)A(dr) par définition de
G. La relation est vraie pour toute fonction simple

n
s = ZﬁilBia
i=1

or il existe une suite croissante de fonctions simples positives [2]
0<s1 < <8 << f

telle que
lim s, (z)=f(x),Vx €B

n—-+o0o

on applique le théoreme de convergence croissante de Lebesgue,

/B f(@)A(dz) = lim Sn () A (dx) = lim Sn o g (x) A (dx)

n——+00 B n—-+oo B
:/fog(z))\(d:c),VQEQ.
B

Vérifions I'équation 7.2, si p est la mesure de Haar probabiliste sur le groupe
localement compact G alors

/Bfg(w)A(dmz/g(/Bfog(:cn(dx))p(dmz/g(/Bf(xwdw))p(dg)

/gp<dg>/8f<:cwdz>/chc)dA(:c).
O

La ¢-régularisée de [,; f (x) A (dz) dépend du choix de la carte  en wo. Peut-
on définir une notion de régularisation qui soit indépendante du choix de la carte.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut parler de stabilité locale de la mesure p en wy.

DEFINITION 9. La désintégration de p par v est localement stable en wqy st pour
tout difféomorphisme analytique local

0:WCW —=0(W)C W, 0(wy) =w,
il existe un voisinage ouvert U de wy tel que

ui(w) = py, Vw e U.
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REMARK 7. La relation

pf) = e,

implique que p®™) et p® sont des mesures identiquement nulles si 0 (w) # w car
p?) et u sont des mesures de E¢ concentée sur les fibres respectives E¢ ({6 (w)})

et ¢ ({uw}).

PROPOSITION 2. Soient ¢ et ¥ deux cartes analytiques en wy, si la désintégration
de p par v est localement stable en wg alors la p-régularisation et la ¥-régularisation

de [ f (x) A(dx) sont les mémes.

DEFINITION 10. La désintégration discréte de p par v en wg est définie par
la propriété suivante, pour tout difféomorphisme analytique local 6 défini sur un
votsinage U de wy, il existe un ensemble discret D contenant wg dans son adhérence
Adh (D) pour lequel

u:ﬁ(w) =py, VvweDNU.

PROPOSITION 3. Soient ¢ et v deux cartes analytiques en wy, si la désintégration
de i par v en wq est discréte alors la p-régularisation et la W-régularisation de
I f (@) X(dz) sont les mémes.

PROOF. Soient ¢ et 1 deux cartes analytiques locales, on pose § = o1, 0
est difféomorphisme analytique local défini sur U, il existe un ensemble discret D
tel que ,ue(w) = py, Yw € DNU et wo est dans son adhérence Adh (D). Soit x tel
que ¢ (x) e DNU

fop(x) = /B fo () 5% (da) = /B fo () %) (dx)
- /B fo (2) W% (dz) = Fop (),

I’ensemble des x pour lesquels fo v (x) = fo ¥ (x) est un ensemble contenant un
ensemble discret qui a o dans son adhérence. Le théoréeme d’unicité analytique
implique que

fop(x) =Tou(x),vxeV,
ou V est un voisinage ouvert de o € RP. L’unicité de la 1-régularisation et la
p-régularisation s’en déduit. O

REMARK 8. On peut regarder la régularisation dimensionnelle, lorsque ’espace
de base est un ouvert connexe de C et B est une variété réelle de dimension n.

8. Conclusion

On a vu dans [1], plusieurs procédés de régularisation. Le travail proposé
dans ce document est un complément pour étendre la notion de régularisation. La
premiere méthode, développée dans cet article, consiste a déterminer I'indépendance
des coordonnées d’'une carte par rapport a la mesure avec laquelle on intégre et de
faire intervenir les A-métriques pour régulariser certaines intégrales divergentes.
Mais le choix de la A-métrique ouvre beaucoup de régularisations possibles. La
deuxieme méthode consiste a donner un sens mathématique a la renormalisation di-
mensionnelle. Cette construction permet de généraliser un procédé de régularisation
en considérant I’espace mesuré sur lequel on integre comme la fibre d’un fibré avec
groupe de structure défini a 'aide de la mesure A et la fonction f, de fibre 'espace
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mesuré et dont I'espace de base est une variété analytique. Si on choisit pour espace
de base C, on a une régularisation du type régularisation dimensionnelle.
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