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Indépendance dimensionnelle et désintégration dans la

régularisation des intégrales divergentes

Jonot Jean Louis

Abstract. On s’intéresse dans la première partie de cet article à la notion
d’indépendance des dimensions pour une mesure positive λ, σ-finie. On en
déduit une notion de régularisation à l’aide des λ-métriques qui en découlent.
Cette régularisation se généralise par désintégration des mesures. On peut don-
ner ainsi, une description mathématique de la régularisation dimensionnelle.
Ensuite, on généralise cette représentation en définissant l’espace mesuré, sur
lequel on intègre, comme la fibre d’un fibré avec groupe de structure défini par
la mesure positive λ, σ-finie.

1. Introduction

Le but est de définir des critères de régularisation des intégrales de fonctions
mesurables positives sur une variété W, de dimension finie, munie d’une mesure
positive λ qui est σ-finie. On introduit plusieurs procédés de régularisation des
intégrales divergentes ∫

W

f (w) λ (dw) = +∞,

ces différentes méthodes complètent l’article: ” Sur quelques méthodes de régularisation
des intégrales divergentes, application à la renormalisation”. On propose de donner,
dans ce qui suit, une représentation mathématique de la régularisation dimension-
nelle et on géométrise les techniques d’intégration en utilisant la théorie des fibrés.

2. Corrélation et covariance dimensionnelle

Soit W une variété de dimension p munie d’une mesure λ positive qui est
σ-finie. Une carte (W,φ) de W est une λ-carte si

λ (W ) <∞ et φν = (πν ◦ φ) 1W ∈ L2 (W, λ)

pour tout ν = 1, 2, · · · , n où πν est la ν-ième projection de Rn dans R. On pose

ρµν =
σµν
σµσν

,

où σµν = cov (φµ, φν) définie par

cov (φµ, φν) = E ((φµ − E (φµ)) (φν − E (φν))) et στ =
√
cov (φτ , φτ ),
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avec

E (φτ ) =
1

λ (W )

∫

W

φτ (w)λ (dw) < +∞ car φν , 1W ∈ L2 (W, λ) .

Remark 1. |ρµν | 6 1 et ρµµ = 1, ∀µ, ∀ν.

Definition 1. La matrice de covariance associée à la carte (W,φ) est définie

par

cov (W,φ) = (cov (φµ, φν)) ,

une carte (W,φ) est dite λ-indépendante si cov (W,φ) est diagonalisable. La matrice

de corrélation associée à la carte (W,φ) est définie par

corr (W,φ) = (ρµν) .

Lemma 1. Pour toute carte (W,φ), il existe une application L ∈ Op (R) telle

que la carte (W,L ◦ φ) soit λ-indépendante.

Proof. La matrice cov (W,φ) est une matrice symétrique, elle est diagonalis-
able. Soit P = (pµν ) ∈ Op (R) et D une matrice diagonale telle que

cov (W,φ) = PD
(
TrP

)
.

On note L, l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

Q =
(
TrP

)
= P−1 = (qµν ) (2.1)

alors
(L ◦ φ)ν = qτνφτ ,

cov
(
(L ◦ φ)µ , (L ◦ φ)ν

)
= qτµq

σ
ν cov (φτ , φσ)

et
cov (W,L ◦ φ) = D.

�

3. Les λ-métriques

Soit (W,φ) une λ-carte, on note {∂ν}, le local frame associé à la carte et
cov (W,φ) = (σµν) sa matrice de covariance. Pour deux champs

X = Xν∂ν , Y = Y µ∂µ,

on pose
gW (X,Y ) = XνY µσνµ.

Proposition 1. gW est une métrique riemannienne sur W .

Proof. gW est bilinéaire, symétrique. Soit L l’application linéaire de matrice
2.1, alors si eν = qτν∂τ

gW (eν , eµ) = qτνq
ρ
µστρ = ±δνµ ou 0

car {eν} est une base dans laquelle la matrice est diagonale et réduite, c’est-à-dire

gW (eν , eµ) = 0 si ν 6= µ et gW (eµ, eµ) = 0 ou ± 1.

On va montrer que gW (eµ, eµ) = 1,

gW (eµ, eµ) = qτµq
ρ
µστρ = cov

(
qτµφτ , q

ρ
µφρ

)
> 0

et
gW (eµ, eµ) = 0 ou 1,



DIMENSION 3

si gW (eµ, eµ) = 0 alors qτµφτ est constante et vaut E
(
qτµφτ

)
. Donc, pour tout ρ

qτµL∂ρ (φτ ) = 0, L∂ρφτ = pr2 ◦ Tφτ (∂ρ) = δτρ

car

pr2 ◦ Tφ (∂µ) = ǫµ

où {ǫµ} est la base canonique de Rn dont le champ associé est

∂

∂xµ
(x) = (x, ǫµ) ,

on en déduit que qρµ = 0, ∀ρ et eµ = o, contradiction. La métrique gW est une
métrique riemannienne. �

Remark 2. gW est l’image réciproque par Tφ de la métrique g de Rn de matrice

cov (W,φ),

gW (∂µ, ∂ν) = g

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
.

On recouvre la variété W par une famille localement finie (Wα, φα) de λ-cartes
et soit une partition de l’unité localement finie subordonnée à ce recouvrement
notée {ρα}, on pose

g = ραgα, gα = gWα

où gWα
est la métrique riemannienne associée à la carte (Wα, φα), alors g est une

métrique riemannienne.

Definition 2. La métrique g est une λ-métrique sur W.

Notation 1. On note Fλ, l’ensemble des λ-métriques et λg la mesure rieman-

nienne définie par g où W est une variété orientable.

Si λ est une mesure positive σ-finie, le théorème de Lebesgue-Radon-Nikodym
permet d’écrire pour tout g ∈ Fλ, la mesure λ sous la forme

λ = fgλg + µg, λg ⊥ µg et fg > 0,

on s’intéresse à la convergence de
∫
W
f (w) λ (dw), pour une fonction f mesurable

positive. Formellement, on a∫

W

f (w) λ (dw) =

∫

W

(f × fg) (w) λg (dw) +

∫

W

f (w)µg (dw) 6 +∞.

Definition 3. Si
∫
W

(f × fg) (w) λg (dw) < +∞, on dit que f est continûment

intégrable pour la λ-métrique g. Si
∫
W
f (w)µg (dw) < +∞, on dit que f est

singulièrement intégrable pour g. Une g-renormalisation de
∫
W
f (w) λ (dw) est

donnée par
∫
W

(f × fg) (w) λg (dw) si f est continûment intégrable et
∫
W
f (w)µg (dw)

si f est singulièrement intégrable.

Pourquoi définir les λ-métriques? On s’est posé la question, il y a quelques
années, si le couple (W, λ) faisait intervenir une interaction entre les coordonnées
d’une carte (W,φ) deW et si cette interaction permettait de régulariser les intégrales
divergentes ∫

W

f (w) λ (dw) = +∞.

On a été amené ainsi à utiliser des méthodes probabilistes qui permettent de
définir le dégré d’indépendance entre les coordonnées. La notion de λ-métrique s’en
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déduit immédiatement, le théorème de décomposition de Lebesgue nous permet
de définir une notion de régularisation qui est incomplète si on se réfère à [1],
cette régularisation dépend du choix de la λ-métrique. Il est nécessaire de définir
une notion de régularisation par désintégration de la mesure car le théorème de
Lebesgue-Radon-Nikodym est un cas particulier de désintégration.

4. Régularisation dimensionnelle

On note MC (W,A), l’espace de Banach complexe formé des mesures com-
plexes sur (W,A) muni de la norme

‖ν‖ = |ν| (W) ,

où |ν| est la variation totale de ν. Une application

µ : U ⊂ C → MC (W,A) , z ∈ U → µ (z) ∈ MC (W,A)

est dérivable en z si elle est dérivable au sens de Banach. Par la suite, on suppose
que la variété est de dimension finie. Si µ est dérivable en chaque point z ∈ U , on
note Dzµ sa différentielle, on pose

µ′ (z) = Dzµ (1) ∈ MC (W,A) ,

et si dom (µ) est l’ensemble des z ∈ C pour lesquels µ (z) est défini, on a

dom (µ′) ⊂ dom(µ) ,

µ′ est l’application dérivée de µ. Soit λ une mesure positive σ-finie sur (W,A), on
dit que z0 est un pôle de µ d’ordre λ si il existe un voisinage ouvert U de z0 tel que
U r {z0} ⊂ dom (µ) et

lim
z→z0

z∈Ur{z0}

µ (z) (A) = λ (A) , ∀A ∈ A, (4.1)

si 4.1 est vérifié alors on dit que µ (z) converge ponctuellement vers λ et si

lim
z→z0

z∈Ur{z0}

‖µ (z)− λ‖ = 0,

on dit que la convergence est normale et que z0 est un pôle normal de µ d’ordre
λ. Soit f une fonction mesurable, on note fµ (z) la mesure complexe, si elle existe,
définie par

fµ (z) (A) =

∫

A

f (w)µ (z) (dw) , ∀A ∈ A

et dom (fµ), l’ensemble des z ∈ C tels que fµ (z) ∈ MC (W,A). On note

O =
{
z ∈ dom (µ) ⊂ C : f ∈ L1 (|µ (z)|)

}
.

Lemma 2. O = dom (fµ).

Proof. Formellement, ∀A ∈ A

|fµ (z) (A)| 6 |fµ (z)| (A) = |f | |µ (z)| (A)

6 |f | |µ (z)| (W) =

∫

W

|f (w)| |µ (z)| (dw) < +∞

si z ∈ O, on a l’inclusion O ⊂ dom (fµ). Réciproquement, si z ∈ dom (fµ) alors

‖fµ (z)‖ = |fµ (z)| (W) = ‖f‖
L1(|µ(z)|) < +∞.

�



DIMENSION 5

Lemma 3. Soit f une fonction mesurable bornée sur W, l’application

f̂ (z) =

∫

W

f (w)µ (z) (dw)

est une fonction holomorphe sur dom(µ′) et

f̂ ′ (z) =

∫

W

f (w)µ′ (z) (dw) (4.2)

Proof. ∀z ∈ dom(µ′), on vérifie que

lim
h→0

f̂ (z + h)− f̂ (z)

h
=

∫

W

f (w)µ′ (z) (dw) , (4.3)

on a ∣∣∣∣∣
f̂ (z + h)− f̂ (z)

h
−

∫

W

f (w)µ′ (z) (dw)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

W

f (w)

(
µ (z + h)− µ (z)

h
− µ′ (z)

)
(dw)

∣∣∣∣

6

∫

W

|f (w)|

∣∣∣∣
µ (z + h)− µ (z)− µ′ (z) .h

h

∣∣∣∣ (dw)

6 ‖f‖∞

∥∥∥∥
µ (z + h)− µ (z)− µ′ (z) .h

h

∥∥∥∥
or

lim
h→0

∥∥∥∥
µ (z + h)− µ (z)− µ′ (z) .h

h

∥∥∥∥ = 0,

donc, 4.3 est vérifiée. �

Si la fonction f est une fonction A-mesurable sur W à valeurs dans [0,+∞],
on a les définitions suivantes.

Definition 4. Une fonction mesurable f sur W est µ-holomorphe sur un

ouvert U de C si et seulement si l’application f̂ définie par

f̂ (z) =

∫

W

f (w)µ (z) (dw) , w ∈ U

est holomorphe sur U. L’application f est µ-méromorphe sur un ouvert connexe

U, si f̂ est méromorphe sur U.

Notation 2. On pose dzµ (w) = µ (z) (dw) et f̂ (z) =
∫
W
f (w) dzµ (w) pour

se ramener à la notation de régularisation dimensionnelle.

Soit f une fonction mesurable positive sur (W,A), à valeurs dans [0,+∞] et
λ une mesure positive, une régularisation dimensionnelle de

∫
W
f (w) dλ (w) est la

donnée d’une application

µ : dom (µ) ⊂ C → MC (W,A) ,

telle que p = dimW /∈ dom(µ), f̂ est holomorphe sur O, p est un pôle d’ordre fini

ou infini pour f̂ et

lim
z→p

f̂ (z) =

∫

W

f (w) λ (dw) .
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Definition 5. On dit que l’application µ est localement bornée sur U si pour

tout compact K ⊂ U, il existe une mesure positive µK telle que

sup
z∈K

|µ (z)| (A) 6 µK (A) , ∀A ∈ A.

En particulier, pour toute fonction g mesurable sur (W,A), à valeurs dans
[0,+∞], on a∫

W

g (w) |µ (z)| (dw) 6

∫

W

g (w)µK (dw) 6 +∞, ∀z ∈ K

donc, si µ est localement bornée sur U
∣∣∣f̂ (z)− ŝn (z)

∣∣∣ 6
∫

W

(f (w)− sn (w)) |µ (z)| (dw) 6

∫

W

(f (w) − sn (w))µK (dw) ,

le théorème de convergence monotone de Lebesgue implique que

lim
n→+∞

∫

W

(f (w) − sn (w))µK (dw) = 0

et de l’inégalité

sup
z∈K

∣∣∣f̂ (z)− ŝn (z)
∣∣∣ 6

∫

W

(f (w)− sn (w))µK (dw)

on en déduit la convergence uniforme de la suite ŝn vers f̂ sur K.

Theorem 1. Si µ est localement borné sur U et dérivable au sens de Banach

sur U alors pour toute fonction mesurable f sur (W,A) à valeurs dans [0,+∞], la
fonction f est µ-holomorphe.

Soit p = dimW, s’il existe un voisinge ouvert U de p ∈ C pour lequel µ soit

localement borné sur Ur {p} alors f̂ est holomorphe Ur {p}. Si p est un pôle de

µ d’ordre λ et f̂ (Ur {p}) ne soit pas dense dans C, ou bien f̂ est holomorphe sur

U, ou bien p est un pôle d’ordre n de f̂ . Sous ces hypothèses, la régularisation
dimensionnelle de

∫
W
f (w) dλ (w) est a0 dans le développement

f̂ (z) =

∞∑

k=−n

ak (z − p)
k

et
∑1

k=−n ak (z − p)
k
est le contre-terme.

Remark 3. Si f est bornée

f̂ (z)−

∫

W

f (w)λ (dw) =

∫

W

f (w) (µ (z)− λ) (dw)

et ∣∣∣∣f̂ (z)−
∫

W

f (w) λ (dw)

∣∣∣∣ 6
∫

W

|f (w)| |µ (z)− λ| (dw)

6 ‖f‖∞ |µ (z)− λ| (W)

= ‖f‖∞ ‖µ (z)− λ‖ .

En particulier, si p est un pôle normal de µ, d’ordre λ, on a

lim
z→p

f̂ (z) =

∫

W

f (w) λ (dw) ,

le resultat est encore vrai si p est un pôle de µ, d’ordre λ.
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5. Régularisation dimensionnelle par désintégration

Definition 6. Une mesure complexe signée sur (W,A) est une application

µ : A → R+ iR avec µ (A) = Re (µ) (A) + i Im (µ) (A) , ∀ ∈ A

et telle que Re (µ) et Im (µ) sont des mesures signées.

Si µ est une mesure complexe signée alors

Re (µ) = Re (µ)
+
− Re (µ)

−
et Im (µ) = Im (µ)

+
− Im (µ)

−
(5.1)

où Re (µ)
+
, Re (µ)

−
sont des mesures positives dont au moins l’une d’entre elles

est finie et il en est de même pour Im (µ)
+
, Im (µ)

−
.

Definition 7. On dit que µ est σ-finie si les mesures positives, non finies,

dans les décompositions 5.1, sont σ-finies.
Une mesure complexe signée sur (W,A), telle que Re (µ)

−
et Im (µ)

−
sont des

mesures identiquement nulles, est dite à composantes positives.

Soit U un ouvert connexe de C. Sur (U×W,B ⊗A) et (U,B), on se fixe re-
spectivement, µ une mesure complexe signée qui est σ-finie et une mesure complexe
signée ν à composantes positives, σ-finie. Soit

π : U×W → U, π (z, w) = z,

la ν-désintégration fibre à fibre de µ par π sur U, est la donnée d’une famille de
mesures complexes signées µ (z), σ-finies, telles que pour tout z ∈ U, µ (z) est
concentrée sur π−1 (z) = {z} ×W et pour tout C ∈ B ⊗A, l’application

z ∈ U ⊂ C → µ (z) (C) ∈ C,

est une fonction B-mesurable, avec

µ (C) =

∫

U

µ (z) (C) ν (dz) .

Si W est une variété de dimension p, U×W est un ”espace polonais”, on peut
appliquer le théorème de désintégration aux mesures Re (µ)

±
, Re (ν) et Im (µ)

±
,

Im (ν), si on suppose que π# (µ) ne charge pas les ensembles ν-négligeables. Alors

π# Reµ± (dw) = Re (µ)
±
(z) (U×W)× Re (ν) (dz) ,

π# Imµ± (dw) = Im (µ)
±
(z) (U×W)× Im (ν) (dz)

et

π#µ (dw) = µ (z) (U×W)× ν (dz)

avec

µ (z) (U×W) = Re (µ)+ (z) (U×W)− Re (µ)− (z) (U×W)

+ i
(
Im (µ)

+
(z) (U×W)− Im (µ)

−
(z) (U×W)

)
.

Theorem 2. Avec les hypothèses précédentes sur les mesures

µ = Re (µ) + i Im (µ) , ν = Re (ν) + i Im (ν)

où Re (µ), Im (µ) sont des mesures signées σ-finies sur U × W et Re (ν), Im (ν)
sont des mesures positives σ-finies sur U, on a

π#µ (dw) = µ (z) (U×W)× ν (dz) ,
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l’application

z ∈ U → µ (z) (U×W)

est la densité de Radon-Nikodym de π#µ par rapport à ν et

µ (C ∩ (B ×W)) =

∫

B

µ (z) (C) ν (dz) , ∀C ∈ B ⊗A et B ∈ B,

cette désintégration est unique à un ensemble ν-négligeable près.

Proof. On applique le théorème de désintégration fibre à fibre aux paires(
Re (µ)

+
,Re (ν)

)
,
(
Re (µ)

−
,Re (ν)

)
,
(
Im (µ)

+
, Im (ν)

)
et

(
Im (µ)

−
, Im (ν)

)
. �

On pose dzµ (A) = µ (z) (U×A), ∀A ∈ A et ∀z ∈ U, dzµ ∈ MC (W,A), telle
que l’application

µ : z ∈ U ⊂ C → µ (z) = dzµ ∈ MC (W,A)

est dérivable au sens de Banach sur U, on dit qu’une application mesurable f
sur W admet une régularisation dimensionnelle par désintégration si µ est une
régularisation dimensionnelle. Dans ce qui suit, on généralise cette notion de
désintégration à un fibré vectoriel.

6. Désintégration sur les fibrés vectoriels

On se fixe un fibré vectoriel

ζ = (E (ζ) , π,W,F)

la fibre F est un espace de Banach réel ou complexe et W est une variété. Sur
W et Eζ muni de leur tribu borélienne, on se fixe une mesure positive ν, σ-finie et
une mesure complexe signée µ, σ-finie. On suppose que la mesure π#µ ne charge
pas les ensembles ν-négligeables, l’espace total du fibré est un espace polonais et
π est mesurable pour les tribus boréliennes. On peut appliquer le théorème de
ν-désintégration fibre à fibre de µ par π telle que la famille de mesures obtenue

{µw}w∈W

sur
(
Eζ , TEζ

)
, indexée par w ∈ W vérifie, µw est concentrée sur la fibre π−1 (w) et

∀A ∈ TEζ
, l’application w → µw (A) est une application TW -mesurable avec

µ (A) =

∫

W

µw (A) ν (dw) .

Remark 4. On identifie la mesure µw sur E (ζ) à la restriction µw |π−1(w) qui

est une mesure sur la fibre Ew (ζ).

Soient deux cartes de trivialisation en w ∈ W,

φα : EWα
(ζ) →Wα ×F , φα (u) = (π (u) , ϕα (u))

φβ : EWβ
(ζ) →Wβ ×F , φβ (u) = (π (u) , ϕβ (u)) ,

et w ∈ Wα ∩Wβ , on définit les mesures images sur Wα ×F et Wβ ×F

µα (O) = (φα)# µ (O) , O ∈ TWα
⊗ TF

et µβ (O) = (φβ)# µ (O) , O ∈ TWβ
⊗ TF ,

si on pose ϕα (w) = ϕα |π−1(w), les mesures images

µwα = (ϕα (w))# µ
w et µwβ = (ϕβ (w))# µ

w
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sur F , sont les désintégrations fibre à fibre des mesures µα et µβ par, respectivement,
φα et φβ . On a pour tout O ∈ TWα∩Wβ

⊗ TF

µα (O) = µ
(
φ−1
α (O)

)
=

∫

W

µw
(
φ−1
α (O)

)
ν (dw) =

∫

W

µwα (O) ν (dw)

et

µβ (O) = µ
(
φ−1
β (O)

)
=

∫

W

µw
(
φ−1
β (O)

)
ν (dw) =

∫

W

µwβ (O) ν (dw) ,

les cocycles

gαβ :Wα ∩Wβ → GL (F) ,

gαβ (w) = ϕα (w) ◦ ϕβ (w)
−1

∈ GL (F) et w ∈Wα ∩Wβ

sont (ν, µ)-stables si

µwα (F ) = µwβ (F ) , ∀F ∈ TF , ∀w ∈Wα ∩Wβ .

Notation 3. O(F) = {L ∈ GL (F) : det (L) = ±1}.

Lemma 4. Si le fibré ζ est un fibré de dimension finie, avec groupe de structure

G ⊂ O(F), les cocycles sont (ν, µ)-stables.

Proof. On a, ∀F ∈ TF

µwα (F ) = µw
(
ϕα (w)

−1
(F )

)
= µw

(
ϕβ (w)

−1
◦ ϕβ (w) ◦ ϕα (w)

−1
(F )

)

= µwβ

(
g−1
αβ (w) (F )

)
= gαβ (w)# µ

w
β (F )

= |det (gαβ (w))|µ
w
β (F ) = µwβ (F ) .

�

Theorem 3. Avec les mêmes hypothèses que précédemment, il existe une ap-

plication

µ# : W → Ms (F , TF ) , µ# (w) = µw# ∈ Ms (F , TF ) (6.1)

telle que pour toute carte de trivalisation

φ : EW (ζ) → W ×F , φ (u) = (π (u) , ϕ (u))

on ait

µw# = ϕ (w)# µ
w.

Remark 5. Ms (F , TF ) décrit l’ensemble des mesures complexes signées sur

F muni de sa tribu borélienne. Lorsque µ est une mesure complexe alors

µ# : W → MC (F , TF ) , µ
w
# ∈ MC (F , TF )

où MC (F , TF ) est l’espace de Banach des mesures complexes sur (F , TF).

Dans ce qui suit le fibré ζ est un fibré de dimension finie avec groupe de structure
G ⊂ O(F). On se place dans l’hypothèse où µ est une mesure complexe alors
l’application µ# est à valeurs dans l’ensemble des mesures complexes MC (F , TF)

qui est un espace de Banach pour la norme
∥∥∥µw#

∥∥∥ =
∣∣∣µw#

∣∣∣ (F). Si W est une variété

de Banach, on dit que la désintégration est dérivable au sens de Banach si µ# est
dérivable comme application de W dans MC (F , TF ). La désintégration est de
classe Cn si µ# est de classe Cn.
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Soit F une fonction mesurable pour la tribu TEζ
⊗ TW, de Eζ ×W à valeurs

dans [0,+∞], on a
∫

Eζ

F (u, π (u))µ (du) =

∫

W

∫

Eζ

F (u,w)µw (du) ν (dw)

et si f est une application, mesurable pour la tribu TEζ
, de Eζ à valeurs dans

[0,+∞] et g est une application, mesurable pour la tribu TW, de W à valeurs dans
[0,+∞], on a

∫

Eζ

f (u)g (π (u))µ (du) =

∫

W

f̂ (w) g (w) ν (dw) (6.2)

où

f̂ (w) =

∫

Eζ

f (u)µw (du) , (6.3)

est une fonction mesurable pour la tribu TW. Si f ∈ L1 (µ) alors 6.3 est définie
ν presque partout pour w ∈ W et la formule 6.2 reste vraie si f ∈ Lp (θµ) et
g ∈ Lq (ν) avec

p ∈ [1,+∞] , q =
p

p− 1
∈ [1,+∞] , θ (u) = h (π (u))

p−1

où h est la densité de Radon-Nikodym de π#µ par rapport à ν [3].
Soit f une application TF -mesurable de F à valeurs dans [0,+∞], on propose

de définir une notion de régularisation en considérant F comme la fibre d’un fibré
ζ = (Eζ , π,W,F) à groupe de structure G. On suppose que F est muni d’une
mesure positive λ pour laquelle

∫

F

f (x) λ (dx) = +∞,

et que le groupe de structure G conserve la mesure λ, c’est-à-dire que

λ (g (F )) = λ (F ) , ∀g ∈ G, ∀F ∈ TF . (6.4)

On définit la fonction fG à partir de la fonction f . Si le groupe G est localement
compact, on note ρ la mesure de Haar probabiliste définie sur G [4] et pour chaque
x ∈ F , l’application

f̃ (x) : g ∈ G → f̃ (x) (g) ∈ R, f̃ (x) (g) = f ◦ g (x)

permet de définir l’application moyenne

fG (x) =

∫

G

f̃ (x) (g) ρ (dg) , ρ (G) = 1.

Lemma 5. Si f est une fonction mesurable sur (F , TF ), à valeurs dans [0,+∞]
et G ⊂ O(F), alors

fG (g (x)) = fG (x) , ∀x ∈ F , ∀g ∈ G

et ∫

F

fG (x) λ (dx) =

∫

F

f (x) λ (dx) 6 +∞.
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Proof. Par définition, l’invariance à gauche de la mesure de Haar implique
que

fG (g (x)) = fG (x) , ∀x ∈ F , ∀g ∈ G,

et par le théorème de Fubini appliquée aux fonctions mesurables positives, on a
∫

F

fG (x)λ (dx) =

∫

F

(∫

G

f̃ (x) (g) ρ (dg)

)
λ (dx)

=

∫

G

(∫

F

f ◦ g (x) λ (dx)

)
ρ (dg) ,

le théorème de changement de variable appliqué aux applications linéaires et la
relation 6.4, permet d’écrire

∫

F

fG (x)λ (dx) =

∫

G

(∫

F

f (x) |det g (x)|λ (dx)

)
ρ (dg)

=

∫

G

(∫

F

f (x) dλ (x)

)
ρ (dg)

=

∫

G

ρ (dg)

∫

F

f (x) λ (dx) =

∫

F

f (x) λ (dx) .

�

Pour toute carte de trivialisation Wα et

φα : Eζ (Wα) →Wα ×F , φα (u) = (π (u) , ϕα (u)) ,

on définit l’application

fα : Eζ (Wα) → [0,+∞] , fα (u) = fG (ϕα (u)) .

Lemma 6. Sur Eζ (Wα) ∩ Eζ (Wβ) = Eζ (Wα ∩Wβ),

fα |Eζ(Wα∩Wβ)= fβ |Eζ(Wα∩Wβ) .

Proof. Soit w ∈ Wα ∩Wβ ,

Eζ (w) → {w} × F , φα (w) (u) = (w, ϕα (w) (u))

et

fα (u) = fG ◦ ϕα (w) (u) = fG

(
ϕα (w) ◦ ϕβ (w)

−1
(ϕβ (w) (u))

)

= fG (gαβ (w) (ϕβ (w) (u))) = fβ (u) , ∀u ∈ Eζ (w)

par stabilité de fG par rapport à G. �

On note f , l’application définie sur Eζ par f |Eζ(Wα)= fα, quelque soit la carte de
trivialisationWα de ζ. Le groupe G, la fibre F et la variété base W, permettent de
construire à isomorphisme près, un unique fibré vectoriel ζ avec groupe de structure
G, de fibre F et de base W. On munit W d’une mesure positive ν, σ-finie, et Eζ
d’une mesure complexe signée µ. Le groupe de structure G est contenu dans O (F)
donc, on peut définir l’application 6.1

µ# : W → Ms (F , TF ) , µ# (w) = µw#

où Ms (F , TF ) est l’espace des mesures complexes signées sur (F , TF ). On note

dom(µ#) =
{
w ∈ W : µw# ∈ MC (F , TF )

}
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où MC (F , TF) est l’espace de Banach des mesures complexes pour la norme
∥∥µw#

∥∥ =
∣∣µw#

∣∣ (F) ,

∣∣∣µw#
∣∣∣ représente la variation totale de µw#. L’application f est une application,

mesurable pour la tribu TEζ
, de Eζ à valeurs dans [0,+∞], par 6.3 l’application f̂

est mesurable pour la tribu TW.

Definition 8. La mesure positive λ de F est une mesure (µ, ν)-asymptotique

en w0 ∈ W si

lim
w→w0

µw# (F ) = λ (F ) , ∀F ∈ TF ,

sous cette hypothèse, on dit que la convergence est simple en w0.

Dans ce qui suit, le choix de la variété W est Kn, K = R ou C et on se fixe un
groupe de structure G localement compact contenu dans O (F). Soit ζ un fibré de
fibre F , de base Kn avec groupe de structure G et un couple de mesures µ sur Eζ ,
ν sur Kn pour lesquelles la mesure λ de F est une mesure (µ, ν)-asymptotique en

o. Si f̂ a un développement en série de Laurent de la forme

f̂ (x) =
∑

n∈Zp

anx
n, xn = xn1

1 xn2

2 · · ·xnp
p ,

n = (n1, n2, · · · , np) et an ∈ K,

la régularisée de
∫

F

f (x) λ (dx) =

∫

F

fG (x)λ (dx) est R

∫

F

f (x) λ (dx) = a0,

le contre-terme est
∑

n∈(N−)p anx
n. On a

f̂ (w) =

∫

Eζ

f (u)µw (du) =

∫

F

fG (x)µw# (dx) ,

la convergence simple en o ∈ Kn implique que

lim
w→o

∫

F

fG (x)µw# (dx) =

∫

F

fG (x) λ (dx) =

∫

F

f (x) λ (dx) ,

en particulier, si
∫
F f (x)λ (dx) < +∞ alors

f̂ (x) =
∑

n∈Np

anx
n et a0 =

∫

F

f (x) λ (dx) .

Remark 6. Dans le cas où F = Rn et f est une fonction radiale, on prend

pour fibré ζ, le fibré de fibre Rn munie de la mesure de Lebesgue λ, de groupe de

structure O(n,R). La mesure positive ν, σ-finie est la mesure de Lebesgue et sur

l’espace total on se donne une mesure complexe µ. telle que la paire (µ, ν) telle que

la mesure de Lebesgue est (µ, ν)-asymptotique en o ∈ Rn pour régulariser

∫

Rn

f (x) λ (dx) .
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7. Généralisation aux variétés de Banach

Soit f une application TB-mesurable sur B à valeurs dans [0,+∞], où B est
une variété de Banach munie d’une mesure positive λ sur TB qui est σ-finie. On
suppose que ∫

B

f (x) λ (dx) = +∞,

pour régulariser cette intégrale on se fixe une base W munie d’une structure de
variété analytique réelle ou complexe. L’idée est de régarder la variété B comme la
fibre d’un fibré de base W. Si on se donne un sous-groupe G de difféomorphismes
Diff (B), on peut construire un unique fibré de base W, avec groupe de structure
G. Le groupe G est défini par,

G ⊂ {h ∈ Diff (B) : λ (h (B)) = λ (B) , ∀B ∈ TB}

et on suppose que G est localement compact, avec ces hypothèses on construit le
fibré

ζ = (Eζ , π,W,B) ,

et on se donne un recouvrement localement fini de W par des cartes {Wα} et des
cocycles

gαβ :Wα ∩Wβ → G ⊂ Diff (B) .

On définit, à isomorphisme de fibré près, le fibré ζ. Soient des mesures µ et
ν, sur respectivement Eζ et W, qui sont complexe signée pour µ, positive pour ν
et σ-finies telles que, π# (µ) ne charge pas les ensembles ν-négligeables et vérifient
les hypothèses précédentes. La désintégration fibre à fibre de la mesure µ par ν, le
long de π permet de définir une famille de mesures {µw}w∈W

, µw est concentrée

sur la fibre π−1 (w) et telle que

w → µw (A) , ∀A ∈ TEζ

est mesurable car les cocycles conservent la mesure λ, on en déduit que si

φα : Eζ (Wα) →Wα ×F , φα (u) = (π (u) , ϕα (u))

est une carte de trivialisation de ζ alors

µw# = ϕα (w)#
(
µw |π−1(w)

)
, ϕα (w) = ϕα |π−1(w)

est une mesure sur B indépendante du choix de la carte de trivialisation φα. La
conservation par les cocyles de fG permet de construire f et

f̂ (w) =

∫

Eζ

f (u)µw (du) =

∫

B

fG (x)µw# (dx) .

On procède de la même façon que précédemment pour définir une notion de

régularisation. A partir de la convergence simple en w0, si f̂ est analytique sur
W r {w0} et admet un développement en série de Laurent

f̂ ◦ ϕ (x) =
∑

n∈Zp

anx
n, ϕ (o) = w0 (7.1)

où ϕ est une carte analytique au voisinage de w0

xn = x1
n1 · · ·xp

np , x = (x1, · · · ,xp) ∈ W et n = (n1, · · · , np) ∈ Z
p
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la ϕ-régularisée de
∫
B
f (x) λ (dx) est

R

∫

B

fG (x)λ (dx) = a0,

il nous reste à vérifier que
∫

B

f (x) dλ (x) =

∫

B

fG (x) dλ (x) . (7.2)

Lemma 7. ∀g ∈ G,
∫
B
f (x)λ (dx) =

∫
B
f ◦ g (x) λ (dx) pour f mesurable à

valeurs dans [0,+∞] et
∫

B

f (x)λ (dx) =

∫

B

fG (x) λ (dx) .

Proof. Si f = 1B alors
∫
B f (x) λ (dx) =

∫
B f ◦ g (x) λ (dx) par définition de

G. La relation est vraie pour toute fonction simple

s =
n∑

i=1

βi1Bi
,

or il existe une suite croissante de fonctions simples positives [2]

0 6 s1 6 · · · 6 sn 6 · · · 6 f

telle que

lim
n→+∞

sn (x) = f (x) , ∀x ∈ B

on applique le théorème de convergence croissante de Lebesgue,
∫

B

f (x) λ (dx) = lim
n→+∞

∫

B

sn (x) λ (dx) = lim
n→+∞

∫

B

sn ◦ g (x) λ (dx)

=

∫

B

f ◦ g (x)λ (dx) , ∀g ∈ G.

Vérifions l’équation 7.2, si ρ est la mesure de Haar probabiliste sur le groupe
localement compact G alors
∫

B

fG (x) λ (dx) =

∫

G

(∫

B

f ◦ g (x)λ (dx)

)
ρ (dg) =

∫

G

(∫

B

f (x) λ (dx)

)
ρ (dg)

=

∫

G

ρ (dg)

∫

B

f (x)λ (dx) =

∫

B

f (x) dλ (x) .

�

La ϕ-régularisée de
∫
B
f (x) λ (dx) dépend du choix de la carte ϕ en w0. Peut-

on définir une notion de régularisation qui soit indépendante du choix de la carte.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut parler de stabilité locale de la mesure µ en w0.

Definition 9. La désintégration de µ par ν est localement stable en w0 si pour

tout difféomorphisme analytique local

θ :W ⊂ W → θ (W ) ⊂ W, θ (w0) = w0,

il existe un voisinage ouvert U de w0 tel que

µ
θ(w)
# = µw#, ∀w ∈ U .
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Remark 7. La relation

µθ(w) = µw,

implique que µθ(w) et µw sont des mesures identiquement nulles si θ (w) 6= w car

µθ(w) et µw sont des mesures de Eζ concentée sur les fibres respectives Eζ ({θ (w)})
et Eζ ({w}).

Proposition 2. Soient ϕ et ψ deux cartes analytiques en w0, si la désintégration

de µ par ν est localement stable en w0 alors la ϕ-régularisation et la ψ-régularisation
de

∫
B
f (x) λ (dx) sont les mêmes.

Definition 10. La désintégration discrète de µ par ν en w0 est définie par

la propriété suivante, pour tout difféomorphisme analytique local θ défini sur un

voisinage U de w0, il existe un ensemble discret D contenant w0 dans son adhérence

Adh (D) pour lequel

µ
θ(w)
# = µw#, ∀w ∈ D ∩ U .

Proposition 3. Soient ϕ et ψ deux cartes analytiques en w0, si la désintégration

de µ par ν en w0 est discrète alors la ϕ-régularisation et la ψ-régularisation de∫
B
f (x)λ (dx) sont les mêmes.

Proof. Soient ϕ et ψ deux cartes analytiques locales, on pose θ = ψ ◦ ϕ−1, θ
est difféomorphisme analytique local défini sur U , il existe un ensemble discret D

tel que µ
θ(w)
# = µw#, ∀w ∈ D ∩ U et w0 est dans son adhérence Adh (D). Soit x tel

que ϕ (x) ∈ D ∩ U

f̂ ◦ ϕ (x) =

∫

B

fG (x)µ
ϕ(x)
# (dx) =

∫

B

fG (x)µ
θ(ψ(x))
# (dx)

=

∫

B

fG (x)µ
ψ(x)
# (dx) = f̂ ◦ ψ (x) ,

l’ensemble des x pour lesquels f̂ ◦ ϕ (x) = f̂ ◦ ψ (x) est un ensemble contenant un
ensemble discret qui à o dans son adhérence. Le théorème d’unicité analytique
implique que

f̂ ◦ ϕ (x) = f̂ ◦ ψ (x) , ∀x ∈ V ,

où V est un voisinage ouvert de o ∈ Rp. L’unicité de la ψ-régularisation et la
ϕ-régularisation s’en déduit. �

Remark 8. On peut regarder la régularisation dimensionnelle, lorsque l’espace

de base est un ouvert connexe de C et B est une variété réelle de dimension n.

8. Conclusion

On a vu dans [1], plusieurs procédés de régularisation. Le travail proposé
dans ce document est un complément pour étendre la notion de régularisation. La
première méthode, développée dans cet article, consiste à déterminer l’indépendance
des coordonnées d’une carte par rapport à la mesure avec laquelle on intègre et de
faire intervenir les λ-métriques pour régulariser certaines intégrales divergentes.
Mais le choix de la λ-métrique ouvre beaucoup de régularisations possibles. La
deuxième méthode consiste à donner un sens mathématique à la renormalisation di-
mensionnelle. Cette construction permet de généraliser un procédé de régularisation
en considérant l’espace mesuré sur lequel on intègre comme la fibre d’un fibré avec
groupe de structure défini à l’aide de la mesure λ et la fonction f , de fibre l’espace
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mesuré et dont l’espace de base est une variété analytique. Si on choisit pour espace
de base C, on a une régularisation du type régularisation dimensionnelle.
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