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Résumé — La TVRC, initialement proposée par Ladevèze [6] offre une réduction substantielle de la
taille des problèmes à résoudre lors d’un calcul de structure en vibration moyenne fréquence. Néanmoins
cette méthode, de part son approche fréquentielle, perd de son efficacité lors d’une simulation numérique
nécessitant une réponse sur une large bande de fréquence. Avec l’utilisation d’approximants de Padé,
l’objectif est de réduire le nombre de fréquences auxquelles la solution complète doit être calculée, et
d’interpoler la solution entre ces fréquences. Cette approche est d’autant facilitée par l’expression de la
dépendance en fréquence sous la forme de fonctions scalaires en facteur des matrices globales.
Mots clés — approche fréquentielle, réduction de modèle, résolution multi-fréquentielle, approximants
de Padé.

1 Approximants Padé pour la TVRC

Cette étude est consacrée à une approche complémentaire à la TVRC (Théorie Variationnelle des
Rayons Complexes), basée sur les approximants de Padé, pour la reconstruction rapide de fonctions de
réponse en fréquence. La réduction de modèle par les approximants de Padé s’appuie sur [7].

1.1 Les approximants de Padé

Un problème fréquentiel, de vibrations harmoniques à f = ω

2π
, peut se mettre sous la forme suivante :

A(ω)X(ω) = B(ω) (1)

où A(ω) et B(ω) représentent respectivement les formes bilinéaires et linéaires des équations, X(ω)
contient les amplitudes des fonctions d’ondes dans le cadre de la TVRC.

Le calcul de la solution complète de l’Equation 1 en quelques points de fréquence seulement, couplé
à une reconstruction d’une solution approchée entre ceux-ci, s’est révélée être une approche efficace
[1, 4]. Ainsi, étant donnée une solution à une pulsation ω, le développement en série de Taylor autour
ω donne la solution approchée de la forme XT (∆ω), T étant l’ordre de troncature du développement en
série de Taylor. Cependant il a été montré que, pour une fonction contenant des pôles, une expansion
en tant que rapport de deux séries de puissance permet une meilleure représentation, pour un ordre de
troncature donné [2, 3, 5].

A partir d’une solution à ω0, X(ω0), la solution aux alentours est alors recherchée sous la forme
d’une fraction de développements en séries de Taylor, pour chaque composante X j du vecteur solution.

X j(ω0 +∆ω)≈
PL j(∆ω)

QM j(∆ω)
(2)

PL j(∆ω) et QM j(∆ω) sont deux séries de Taylor, tronquées à l’ordre L et M respectivement, et définies
comme :
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PL j(∆ω) = ∑
L
i=0 pi j(∆ω)i

QM j(∆ω) = ∑
M
i=0 qi j(∆ω)i (3)

L’approximation de X j(ω0 +∆ω) est donnée par la détermination unique des coefficients pi j et qi j.
Basé sur la solution en une fréquence, X(ω0), cette méthode est définit dans la littérature comme

l’approximation de Padé en un seul point, mais peut facilement être étendue à plusieurs points [1]. Le
but étant d’estimer la combinaison d’une telle approche avec la TVRC, l’utilisation d’une approximation
de Padé multi-points est considéré comme une extension naturelle de ce travail. La résolution de ce
dernier système d’équations nécessite la détermination de la (L+M) dérivées du vecteur solution X(ω)
en ω0.

1.2 Dérivées successives du vecteur solution

Les (L+M) dérivées successives de X à la pulsation ω peuvent être dérivées de l’Equation 1 par
rapport à ω et être calculées par une formule de récurrence. Cela entraîne la résolution d’un système
linéaire à plusieurs second membres, ce qui est d’un point de vue numérique très efficace (une seule
décomposition de la matrice de coefficients à effectuer). À l’ordre i, l’expression devient :

i

∑
k=0

(
i
k

)
A(i−k)(ω0)X (k)(ω0) = B(i)(ω0), pour i = 1, ...,(L+M) (4)

où les dérivées d’ordre zéro correspondent aux fonctions non différenciées. Extraire le terme d’ordre le
plus élevé de la somme dans l’équation 4 conduit à l’expression récursive suivante de la dérivée de X
d’ordre i en ω0.

A(ω0)X (i)(ω0) = B(i)(ω0)−
i−1

∑
k=0

(
i
k

)
A(i−k)(ω0)X (k)(ω0), pour i = 1, ...,(L+M) (5)

Cela implique que les dérivées successives de X nécessaires pour la détermination de l’approximation
de Padé puissent être calculées de manière efficace en tant que solution d’un système d’équations de
dimension N.

2 Procédure pour la reconstruction de la réponse en fréquence en utili-
sant les approximants de Padé

Les étapes de calcul de la solution approchée sur une plage de fréquence à l’aide des approximants
de Padé peuvent être séparées en deux parties :

– À une fréquence ω0 donnée, la solution ainsi que ses dérivées aux ordres successifs (L+M) est
calculée selon l’équation 5→ résolution de (L+M+1) problèmes de dimension N.

– Reconstruction de la solution autour de ω0→ résolution de N problèmes de dimensions (L+M+
1) pour déterminer les approximants de Padé correspondant à chaque degré de liberté. Puis, N
évaluations de la fraction rationnelle (Equation 2) pour chaque ∆ω où la solution à évaluer est
approchée.

Compte tenu d’une discrétisation de l’espace des fréquences en intervalles associés à leur fréquence
centrale, la procédure détaillée correspondant à un intervalle de fréquence est présenté dans l’algorithme
du Tableau 1.
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Algorithme d’une résolution multi-fréquences via les approximants de Padé
1. Calculer la matrice et le second membre en ω0 découlant de l’Equation 1
2. Résoudre l’Equation 1 pour obtenir la solution X(ω0)
3. Pour k = 1 à L+M
4. Résoudre l’Equation 5 pour obtenir X (k)(ω0)
5. fin
6. Pour k = 1 à N
7. Calcul des approximants de Padé
8. Évaluer la solution multi-fréquences approchée autour de ω0, Equation 2
9. fin

TABLE 1 – Algorithme de reconstruction de la réponse sur une plage de fréquence à l’aide des approxi-
mants de Padé.

Trois points sont donc importants dans cette procédure. Un premier consiste à choisir les fréquences
secondaires où la solution sera évaluée : discrétisation appropriée de l’espace des fréquences [7]. Ensuite,
pour chaque fréquence grossière, l’ordre du polynôme d’expansions et de la plage de fréquence autour
de ω0 doivent être choisis en conséquence, ce qui soulève la question des valeurs de L et M [1]. Enfin,
on doit évaluer les conditions de l’efficacité d’un tel un schéma d’approximation [1].

3 Analyse multi-fréquentielle sur un exemple simple

Cet exemple permet de comparer l’analyse multi-fréquence via les approximants de Padé par rapport
à une résolution classique fréquence à fréquence.

FIGURE 1 – Description de la géométrie et des conditions limites du test.

Le cas présenté est une plaque en acier en flexion de 0,7mm d’épaisseur (voir figure 1). Pour tester l’ef-
ficacité de l’approche multi-fréquentielle proposée, cette plaque est étudiée pour une plage de fréquence
de 60 Hz entre 290 et 350 Hz. Dans cet exemple, le but est de comparer l’efficacité des approximants
de Padé appliqués à la TVRC en terme de résultat mais également au niveau du temps de calcul. On a
pu voir que l’application des approximants de Padé à la TVRC est efficace dés lors que l’ordre de ces
approximants est suffisamment élevé pour pourvoir décrire la solution sur la plage fréquentielle. Néan-
moins même si cette analyse ne nécessite d’inverser la matrice bilinéaire du système qu’une seule fois
pour la fréquence centrale, celle-ci demande de calculer à chaque fréquence les dérivées successives de
cette matrice ainsi que du second membre. On peut donc s’imaginer que ces dérivées peuvent impliquer
un coût numérique important si elles ne sont pas écrites de manière récursive.

Les Figures 2 et 3 tracent la FRF calculée sur la plage de fréquences complètes, soit de 0 à 350 Hz.
Ici nous avons choisi de prendre des ordres pour les approximants de Padé de L = 4 et M = 5 car ce
jeu de paramètres présente le meilleur ratio erreur/temps de calcul au niveau de l’étude sur une bande
réduite de fréquence. Une étude sur la discrétisation des analyses est présentée ici. Cette discrétisation est
observable au travers des fréquences centrales choisies pour représenter la FRF solution. Sur la Figure 2,
le choix des largeurs de bande est fixe (20 Hz) et défini a priori.
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FIGURE 2 – FRF sur une large bande fréquentielle, avec 20 Hz de largeur de bande.

La Figure 3 présente cette fois une étude a posteriori où la largeur de bande est définie de façon à avoir
une erreur sur la plage fréquentielle inférieure à 10 %. Cette largeur de bande commence donc à 3 Hz
pour finir à 20 Hz.
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FIGURE 3 – FRF sur une large bande fréquentielle, avec un critère d’erreur de 10 %.

On peut conclure de cette étude que le choix de la discrétisation est dépendant du contenu fréquentiel
que l’on cherche à représenter. Même si le choix d’une largeur de bande fixe a priori semble efficace
dans notre exemple. On peut remarquer que celui peut induire tout de même des erreurs non négligeables
lorsque le nombre de modes par bande de fréquence devient trop important.
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