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Abstract

Ce papier a pour but d'exposer le modèle développé par Garbellini
([2, 1, 3]). Le développement des propositions mathématiques sera suivi
d'exemples numériques a�n de clari�er le propos.

1 Nouvelles perspectives

Garbellini ([3]) essaye récemment de reprendre le système de Pasinetti et
d'en étendre l'analyse.

Elle souligne tout d'abord la di�érence entre les sous-systèmes simples dé�-
nis par Pasinetti en 1973 (secteurs verticalement intégrés,[4]) et les hypers sous-
systèmes dé�nis en 1988 (secteurs hyper-verticalement intégrés, [6]). Les pre-
miers décomposent le système industriel global en sous-systèmes produisant un
unique bien. Ce bien est ensuite consommé, ou utilisé en tant que capital �xe ou
circulant, ou les deux à la fois. Les seconds décomposent le système industriel
global en sous-système produisant un unique bien de consommation.

Les hypers sous-systèmes sont ainsi indépendants les uns des autres, et évolu-
ent en fonction de l'évolution de la demande concernant le bien de consomma-
tion produit. Les sous-systèmes simples sont par contre dépendants les uns des
autres, dès que le système n'est plus stationnaire : ils évoluent en fonction de
l'évolution de la consommation �nale du bien produit, mais aussi en fonction
des investissements nécessaires pour supporter les évolutions des consommation
�nale des autres biens.

Elle souligne aussi que la théorie de la valeur sur laquelle s'appuie Pasinetti
n'est pas une théorie de la valeur travail pure. Comme on le voit dans l'équation
suivante :

p = l(i)
[
I − (π − g − ri) M(i)

]−1

w (1)

les prix, c'est-à-dire la valeur, s'appuient sur des quantités de travail physiques

(l(i)) et des quantités équivalentes à du travail physique (
[
I − (π − g − ri) M(i)

]−1
),

Ces dernières quantités sont appelées équivalents-travail par Pasinetti in
1981 ([5]), et sa théorie de la valeur est donc une théorie de la valeur équivalent-
travail.

Les prix sont par ailleurs dé�nis à l'équilibre (équilibre du système de prix),
c'est-à-dire lorsque que tous les revenus sont dépensés (revenus du travail et
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du capital - Pasinetti ne traite pas du problème de la rente). L'équilibre du
système physique dé�nit quant à lui une situation de plein emploi de la force de
travail et des capacités productives. Ces deux équilibres sont posés comme des
états possibles du système, et ainsi on peut étudier les conditions nécessaires
pour arriver à ces états. Mais ils ne sont en aucun cas vu comme des états vers
lesquels le système se dirige (Garbellini et Wirkierman).

Elle aborde ensuite le problème de l'étude des variables économiques. Elle
montre, au niveau d'un hyper sous-système, que le ratio valeur du capital sur
valeur de l'output dépend uniquement de la technologie et de la di�érence entre
le taux de pro�t et le taux de croissance de la consommation du bien considéré.
Le ratio capital/output est donc indépendant de la distribution du surplus entre
pro�t et salaire.

Il est aussi indépendant du ratio valeur du capital sur quantité de travail, qui
lui dépend, au niveau de chaque hyper sous-système, du salaire, du taux de pro�t
et de la technologie. Ces 2 ratios, tout comme le produit par travailleur, ont par
contre la même caractéristique : au niveau aggrégé, c'est-à-dire en prenant en
compte l'ensemble des hyper sous-systèmes, ils sont dépendant de la structure
de la demande �nale (alors qu'ils en sont indépendants au niveau non-agrégé).

Elle revient en�n sur le système naturel, ou pré-institutionnel décrit par
Pasinetti ([6]). Le but de ce système naturel est de dé�nir une théorie de la dis-
tribution qui soit déterminée uniquement par les caractéristiques techniques du
système, et non par des caractéristiques institutionnelles. Pour cela, Pasinetti
assigne au taux de pro�t et au taux de salaire des objectifs : le premier doit
permettre de réaliser les investissements nécessaires pour soutenir le taux de
croissance du secteur considéré (il y a ainsi un taux de pro�t di�érent pour
chaque secteur) et le deuxième doit permettre d'acheter tous les biens de con-
sommations produits. Garbellini souligne alors que ce système naturel entre en
contradiction avec le système capitaliste réel : en e�et, un taux de pro�t naturel
étant associé à chaque bien de consommation, si un bien de consommation est
également utilisé comme capital circulant, on lui associerait un deuxième taux
de pro�t naturel, celui du secteur verticalement hyper-intégré où il est utilisé
en tant que capital circulant. Or l'industrie réelle produisant ce bien gagne
le même taux de pro�t sur chaque unité, d'où la contradiction entre système
naturel et réel.

L'avantage du système naturel (avec des taux de pro�ts naturels) est par
contre de revenir à une théorie de la valeur travail, les prix de chaque secteurs
étant proportionnels à la quantité de travail utilisée directement, indirectement
et hyper-indirectement pour produire le bien de consommation considéré.

2 Le système de Garbellini ([2])

Elle démarre tout d'abord avec un système sans capital �xe, avec q le vecteur
des quantités totales ; x le vecteur des demandes �nales pour les biens de con-
sommation ; j le vecteur des demandes �nales pour les biens intermédiaires
(capitaux circulants, ou biens d'investissement) ; y le vecteur des demandes
�nales, avec yi = xi + ji ; A la matrice des coe�cients inter-industries ; ani

le vecteur des besoins directs en travail ; ain le vecteur des coe�cients des de-
mandes per capita pour les biens de consommation, avec xi = ainxn ; akin le
vecteur des coe�cients des demandes per capita pour les biens intermédiaires,
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avec ji = akinxn ; s le vecteur des quantités intermédiaires nécessaires pour
produire les quantités qi ; pi le vecteur des prix ; r le vecteur des taux de crois-
sance des demandes per capita (en moyenne) pour les biens de consommation
(tous les vecteurs sont des vecteurs colonnes).

La population totale est xn, le taux de croissance de la population, g.

2.1 Etat stationnaire : système physique

En situation stationnaire, sans croissance, le système de production devient :

y = x = ainxn (2)

q = Aq + y = Aq + x (3)

Ainsi les quantités produites sont égales à :

q = (I − A)
−1

x (4)

Une période, ou situation d'équilibre, est pour Pasinetti ([5]) caractérisée par
un plein emploi de la force de travail et un plein emploi des capacités productives
existantes. A la recherche de cette situation d'équilibre, on peut poser l'équation
supplémentaire :

xn = aT
niq (5)

Le système à résoudre devient alors :[
I − A −ain

−aT
ni 1

] [
q
xn

]
= 0 (6)

On peut poser le problème comme un problème de recherche de valeur propre.
En posant :

Aq =

[
A ain

aT
ni 0

]
(7)

q =

[
q
xn

]
(8)

On peut poser le système 6 ainsi :{ (
λqI − Aq

)
q = 0

λ∗q = 1
(9)

Pour que le vecteur propre solution q soit réel et positif, il faut que λ∗q soit

la valeur maximale de la matrice non-négative Aq. On peut écrire l'équation
caractéristique ainsi :

aT
ni

(
λqI − Aq

)−1
ain = λq (10)

Avec λ∗q = 1, on obtient la condition pour que le système à résoudre ait des
solutions non-triviales :

aT
ni (I − A)

−1
ain = 1 (11)
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Si cette condition est remplie, et que λ∗q est la valeur propre maximale de

Aq, alors q est un vecteur réel et positif égal à :

q = (I − A)
−1

ainxn (12)

En posant xn comme une donnée exogène. La condition 11 est mathématique
: du point de vue économique, c'est une condition macro-économique assurant
le plein emploi.

2.2 Etat stationnaire : système de prix

Le système de prix peut se poser ainsi :

pT = waT
ni + pTA (1 + π) (13)

A la di�érence du premier système par contre, il n'y a pas de données ex-
ogènes permettant de dé�nir le niveau des prix. On choisit alors un numéraire,
par exemple le salaire en posant w = w. La solution pour le vecteur des prix
est alors :

pT = waT
ni [I − A (1 + π)]

−1
(14)

L'équilibre est alors atteint lorsque tous les revenus sont dépensés, ce qui se
traduit par l'équation supplémentaire :

wxn + pTAπq = pTy (15)

Le système de prix devient alors :

[
pT w

] [ I − A (1 + π) − (I − A (1 + π)) (I − A)
−1

ain

−aT
ni 1

]
= 0T (16)

Ou, en reposant le salaire comme une donnée exogène :

pT =
w
(
aT
ni + xn

q

)
(
I − A + y

q

) (17)

π =

(
pTy − wxn

)
pTAq

(18)

On peut également le poser comme un problème de recherche de valeur
propre, en posant au préalable :

Aq =

[
A (1 + π) (I − A (1 + π)) (I − A)

−1
ain

aT
ni 0

]
(19)

On peut alors réécrire le système ainsi :{
pT
(
λpI − Ap

)
= 0

λ∗p = 1
(20)

L'équation caractéristique avec λ∗p = 1 peut s'écrire ainsi :

4



aT
ni (I − A)

−1
ain = 1 (21)

C'est-à-dire la même condition que pour le système physique. Economique-
ment, il s'agit encore d'une condition macroéconomique pour que tous les revenus
soient dépensés.

La conditions de non-négativité des prix est alors que :

1

1 + π
≥ λmax

A (22)

Avec λmax
A la valeur propre maximale de A. On peut réécrire la condition

ainsi :

π ≤ 1 − λmax
A

λmax
A

(23)

Attention : dans système stationnaire, il n'y a pas besoin d'investissement
(qui servent à modi�er la production). L'équation 15 n'est donc véri�ée dans
ce cas-là que si le taux de pro�t est nul : le taux de pro�t naturel est égal à
0. Par contre, comme on va le voire dans la sous-section suivante, dès qu'il y a
croissance (de la population ou de la consommation), il faut des investissements
et donc il existe un taux de pro�t naturel positif.

2.3 Croissance

A partir de maintenant, le taux de croissance de la population g est supposé
positif et les taux de croissance ri de la demande pour chaque bien sont supposés
di�érents de 0. La croissance de la demande pour chaque bien est alors égale à
g + ri, et le produit net devient :

y = x + j = ainxn + akinxn (24)

La solution pour le calcul des quantités physiques à produire devient :

q = (I − A)
−1

(ain + akin)xn (25)

La condition macro-économique pour le plein emploi est :

aT
ni (I − A)

−1
(ain + akin) = 1 (26)

On peut ainsi dimensionner les investissements per capita à réaliser pour as-
surer un plein emploi (que l'on peut appeler investissements naturels per capita).
Ils doivent être de la forme :

akin =
(
aT
ni (I − A)

−1
)−1

∗
(

1 − aT
ni (I − A)

−1
ain

)
(27)

Mais on s'aperçoit alors que ces investissements per capita peuvent être
négatifs. Inversement, on peut les poser exogènes comme les demandes de biens
de consommation, et dé�nir le changement technique (via un changement de
productivité du travail) nécessaire pour satisfaire la croissance :

aT
ni = 1 ∗

[
(I − A)

−1
(ain + akin)

]−1

(28)

Par ailleurs, la solution à l'équilibre pour le système de prix ne change pas.
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3 Secteur verticalement hyper-intégrés

3.1 Relations pour une période

Dans le système recomposé par secteurs verticalement hyper-intégrés, les in-
vestissements j dépendent de l'évolution de la demande en biens de consomma-
tion x (les coe�cients akin ne sont plus indépendants des coe�cients ain). Le
taux de croissance de chaque secteur hyper-intégré i est noté :

g + ri = ci (29)

Les quantités produites par chaque secteur hyper-intégré sont :

q(i) = Aq(i) + ciAq(i) + x(i) (30)

Avec x(i) le vecteur de demande �nale comportant des 0 et le seul indice non
nul xi. En dé�nissant la matrice H comme :

H = A (B − A)
−1

(31)

, (avec ici B ≡ I), Garbellini montre que les quantités produites par
secteurs peuvent se réécrire ainsi :

q(i) = (I + H) (I − Hĉ)
−1

x(i) (32)

Avec ĉ la matrice diagonale comportant sur sa diagonale principale les dif-
férents ci. Les quantités dont on a besoin produites en agrégé sont égales à
:

s = Aq = H (I − Hĉ)
−1

x = Mx (33)

Une autre manière de dé�nir la matrice M est donnée par Pasinetti ([6]) :

M(i) = A [I − (1 + ci) A]
−1

(34)

Les quantités intermédiaires produites par secteur peuvent alors s'écrire :

s(i) = Ax(i) + AM(i)x(i) + ciAM(i)x(i) (35)

La capacité productive requise pour chaque secteur est ainsi décomposée en
trois partie : la capacité productive directe Ax(i) servant à produire une unité
du bien de consommation i, la capacité productive indirecte AM(i)x(i) servant
à renouveller les quantités intermédiaires consommées, et la capacité produc-
tive hyper-indirecte ciAM(i)x(i) servant à faire croitre la capacité productive
du secteur. Le vecteur colonne m?

i de la matrice M(i) est l'unité de capacité
productive verticalement hyper-intégrée du secteur i.

La quantité de travail en agrégé est égale à :

xn = aT
niq = vT (I − Hĉ)

−1
x = zTx (36)

Avec vT = aT
ni (I − A)

−1
. La quantité de travail requise par secteur est

donnée par :

x(i)n = aT
niq

(i) = aT
nix

(i) + aT
niM

(i)x(i) + cia
T
niM

(i)x(i) (37)
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On peut dé�nir un coe�cient de travail verticalement hyper-intégré par le
ième composant, l?i , du vecteur suivant ([6]) :

l(i) = aT
ni [I − (1 + ci) A]

−1
(38)

Maintenant, que devient la condition macro-économique de plein-emploi 26
? Elle peut se réécrire de la manière suivante :

aT
niain + aT

niM
(i)ain + aT

niM
(i)ĉain = 1 (39)

Concernant le système de prix, en déclarant un taux de pro�t �naturel�
π?
i égal dans chaque sous-système i au taux de croissance ci de ce dernier, on

obtient :

p(i) = aT
ni [I − (1 + π?

i ) A]
−1
w = l(i)w (40)

On peut également calculer le prix d'une unité de capacité productive verti-
calement intégrée via :

p
(i)
k = p(i)M(i) = l(i)M(i)w (41)

Le ième composant de ce vecteur est le prix de l'unité de capacité productive
considérée.

Pour les prix �en agrégé� ou pour avoir des prix uniques, Garbellini em-
ploie la procédure suivante. Elle commence par dé�nir la matrice M comme
étant la matrice avec pour chaque colonne l'unité de capacité productives m?

i

de chaque secteur i (en incluant également les secteurs produisant des biens
intermédiaires). Puis elle dé�nit le vecteur l comme le vecteur ligne comportant
comme éléments tous les coe�cients de travail verticalement hyper-intégré l?i .

Alors, en dé�nissant la matrice Φ =
[
I − M (πI − ĉ)

]−1
, les prix sont dépen-

dants du taux de pro�t uniforme π choisi (on ne peut plus parler de taux de
pro�t naturel s'il est uniforme pour tous les secteurs) et sont calculés ainsi :

p = wlΦ (42)

Les prix des unités de capacités productives au niveau du système avec un
taux de pro�t uniforme sont :

pk = wlMΦ (43)

La condition macro-économique pour que tous les revenus soient dépensés
s'avère être la même que la condition de plein emploi :

lain = 1 (44)

On peut alors calculer le ratio capital/output du secteur i ainsi, en dé�nissant
φi comme la colonne i de la matrice Φ :

γi =
wlMφi

wlφi
(45)

Le calcul du ratio au niveau du système entier est le suivant :
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Γ =
wlMΦain

wlΦain

(46)

On peut également calculer le ratio capital/travail du secteur i :

θi =
wlMφi
l?i

(47)

Le calcul du ration au niveau du système entier est le suivant :

Θ =
wlMΦain

lain

(48)

On peut en�n calculer le produit par travailleur au niveau sectoriel :

yi =
wlφi
l?i

(49)

Et au niveau du système entier :

Y =
wlΦain

lain

(50)

3.2 Dynamique sur plusieurs périodes ([1])

Les liaisons entre les di�érentes périodes, lorsque les taux de consommation
varient au cours du temps, amènent la question des investissement pour prévoir
l'accroissement (ou la diminution) de la consommation future. En posant un
indice de temps sur chaque variable, les relations deviennent :

M
(i)
t = A [I − (1 + ci,t+1) A]

−1
(51)

Ainsi la consommation de la période suivante devient nécessaire pour le
calcul des unités de capacité productive requises pour la période actuelle.

De même, la condition de plein emploi et de dépenses de tous les revenus
devient :

aT
ni,tain,t + aT

ni,tM
(i)
t ain,t + aT

ni,tM
(i)
t ĉt+1ain,t = 1 (52)

Les coe�cients de travail verticalement hyper-intégrés se retrouvent via :

l
(i)
t = aT

ni,t [I − (1 + ci,t+1) A]
−1

(53)

En�n la matrice de transformation des équivalents-travail en prix devient :

Φt =
[
I − Mt (πI − ĉt+1)

]−1
(54)
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4 Introduction du capital �xe

Travail exploratoire : il s'agit ici de comprendre le travail de Lavoie (1995) et
de voir comment l'introduction de capital �xe modi�e le modèle de Garbellini.
L'intérêt est de comprendre comment introduire la notion de capacité de pro-
duction inutilisée (ou de son taux d'utilisation), et donc d'a�ner la dynamique
d'investissement.

Lavoie construit un modèle sans capital circulant, mais avec du capital �xe.
Il y a deux secteurs, l'un produisant un bien de consommation et l'autre, du
capital �xe (une machine). Il n'y a pas d'usure des machines, c'est-à-dire qu'une
fois achetée la machine reste indé�niment la propriété du secteur propriétaire
(l'accroissement de la capacité de production est fait une fois pour toute).

L'intérêt du modèle est que les marges de pro�ts dans chaque secteur sont
déterminées en fonction d'un taux de rendement réalisé sur le capital �xe (dif-
férent du taux de rendement cible, c'est-à-dire celui que l'on cherche à obtenir
a�n que les machines soient e�ectivement rentables). Ainsi son système de prix
est le suivant (avec l'indice c pour le secteur bien de consommation et l'indice
m pour le secteur machine) :

pcqc = (1 + πc)wlcqc (55)

pmqm = (1 + πm)wlmqm (56)

La particularité est donc qu'il existe un lien entre les marges de pro�t πi
dans chaque secteur et un taux de rendement réalisé sur le capital. Ce lien
s'exprime ainsi :

πcwlcqc = rcpmmc (57)

πmwlmqm = rmpmmm (58)

Avec ri le taux de rendement réalisé sur le capital dans le secteur i et mi le
nombre de machines dans le secteur i. Ce taux de rendement est donc égal au
pro�t réalisé divisé par le coût d'achat du capital �xe :

πcwlcqc
pmmc

= rc (59)

πmwlmqm
pmmm

= rm (60)

On peut ainsi réécrire le système de prix ainsi :

pcqc = wlcqc + rcpmmc (61)

pmqm = wlmqm + rmpmmm (62)

Le système des quantités dépend lui de l'investissement réalisé dans chaque
secteur et de la consommation. En supposant que la consommation provient de
l'entièreté des salaires et de la part non épargnée du pro�t (1 − sp), on obtient
les équations suivantes :
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qc =
w

pc
(lcqc + lmqm) + (1 − sp)

pm
pc

(rcmc + rmmm) (63)

qm = gcmc + gmmm (64)

Avec gi le taux d'accumulation du secteur i. Chez Lavoie le taux d'accumulation
(ou fonction d'investissement) est calculé comme une fonction linéaire du taux
d'utilisation ui :

gi = aui + b (65)

Le taux d'utilisation est dé�ni ainsi :

ui =
qi

qmax
i

(66)

Avec qmax
i la production maximale possible dé�ni pour chaque secteur via

un facteur multiplicateur du nombre de machines :

qmax
i = kimi (67)

Ainsi on peut réécrire le système physique ainsi :

qc =
w

pc
(lcqc + lmqm) + (1 − sp)

pm
pc

(rcmc + rmmm) (68)

qm =

(
a

qc
kcmc

+ b

)
mc +

(
a

qm
kmmm

+ b

)
mm (69)

Les variable exogènes sont : a, b, mc, mm, kc, km, w, lc, lm et sp. Les
variables endogènes sont rc, rm, pc, pm, qc et qm, soit au nombre de six. Il
manque donc deux équations pour résoudre le système. Celles-ci nous sont
fournies par l'expression du taux de marge en fonction d'un taux de rendement
cible roi et d'un taux d'utilisation cible uoi dé�nis de manière exogène pour
chaque secteur :

πc =
rocpmmc

wlcqoc
(70)

πm =
rompmmm

wlmqom
(71)

Avec qoi la production cible dé�ni en fonction du taux d'utilisation cible :

qoi = qmax
i uoi (72)

On peut ainsi réécrire les équations concernant les taux de marge ainsi :

πc =
rocpmmc

wlcqmax
c uoc

(73)

πm =
rompmmm

wlmqmax
m uom

(74)

Ou encore, en utilisant le ratio capacité maximal/capital :
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πc =
rocpm
wlckcuoc

(75)

πm =
rompm

wlmkmuom
(76)

On peut alors réécrire les 6 équations du modèle :

pcqc =

(
1 +

rocpm
wlckcuoc

)
wlcqc (77)

pmqm =

(
1 +

rompm
wlmkmuom

)
wlmqm (78)

rc =
πcwlcqc
pmmc

(79)

rm =
πmwlmqm
pmmm

(80)

qc =
w

pc
(lcqc + lmqm) + (1 − sp)

pm
pc

(rcmc + rmmm) (81)

qm =

(
a

qc
kcmc

+ b

)
mc +

(
a

qm
kmmm

+ b

)
mm (82)

A quoi sert ce modèle ? A observer comment l'investissement est relié au
taux d'utilisation du capital. Ce taux n'est pas présent chez Sra�a, car pour
lui il est intégré dans la technique utilisée : à chaque période le prix d'un
bien comprendra les coûts de travail, de capital circulant et d'amortissement du
capital �xe, que ce dernier ait été utilisé ou non. Ainsi une entreprise avec un
taux d'utilisation faible aura un coût de production unitaire plus élevé que la
même entreprise avec un taux d'utilisation fort. Mais bien sûr Sra�a ne dit rien
sur les dynamiques d'investissement, son modèle étant statique.

La dynamique chez Lavoie est la suivante : si le taux d'utilisation est haut, on
investit. Si celui-ci n'est pas haut, on investit moins (on ne peut pas désinvestire
car on ne peut pas vendre une machine). Si le taux d'utilisation est égal au taux
d'utilisation cible, on obtient le taux de rendement cible. La traverse kaleckienne
en�n consiste à faire varier le taux de rendement cible, a�n de voir l'impact sur
les quantités produites et sur les fonctions d'accumulation. On observe que si
le taux de rendement cible augmente, la part du surplus dédiée au salaire (le
salaire réel) diminue, ce qui entraine une baisse de la consommation en bien
�naux. Les quantités produites deviennent plus faible, les taux d'utilisation
également, et l'accumulation ralentit. Par contre le rapport entre le nombre des
machines des deux secteurs est indé�ni : il peut augmenter ou diminuer suite à
la traverse.
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5 Exemple numérique

5.1 Système stationnaire

Un petit exemple numérique ne peut pas faire de mal, au point où on en est.
Prenons un système de production composé de deux secteurs produisant des

biens de consommation : du sel et du pain. Pour obtenir du sel, il faut du travail
et de l'énergie. Pour obtenir du pain, il faut du blé, du travail et de l'énergie. Il
faut ainsi prendre en compte deux secteurs supplémentaires produisant des biens
intermédiaires : la production d'énergie et la production de blé, nécessitant tous
deux du travail et de l'énergie.

On peut ainsi construire une matrice des coe�cients inter-industries, avec
les processus en colonne, les biens utilisés en ligne :

A =

ae as ab ap

énergie (e)
sel (s)
blé (b)
pain (p)


0, 5 1 1 1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 (83)

Le vecteur des coe�cients (initiaux) de travail par industrie est posé ainsi :

aT
ni =

[
0, 5 1 1 1

]
(84)

Maintenant que le système industriel est dé�ni, il nous faut préciser la forme
de la demande. On peut commencer en dé�nissant une première phase pour
0 ≤ t < 10 et en posant une demande constante dans le temps et indépendante
des revenus. Soit le vecteur des coe�cients des demandes �nales per capita :

ain =


0
1
8
0
1
8

 (85)

Et soit la population totale (qui est composé uniquement d'adultes travail-
lant) :

xn = 8 (86)

Alors le vecteur de la demande �nale devient :

y = x = ainxn =


0
1
0
1

 (87)

On va étudier maintenant comment le système productif répond à la de-
mande. Il faut tout d'abord remarquer que le taux de chômage peut être non-
nul : c'est le principe de la demande e�ective de Keynes qui dirige le système
de production.

On en déduit le vecteur des quantités produites, via le système 4 :
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q =


8
2
1
1

 (88)

Il y a-t-il plein emploi ? Pour en être sûr, il faut que l'équation 5 soit véri�ée
:

aT
niq = 8 (89)

La condition macro-économique de plein emploi est véri�ée. Trop de de-
mande, il y aurait de l'in�ation. Trop peu, il y aurait du chômage. On peut
regarder directemement si cette condition est véri�ée en véri�ant que l'équation
11 est égale à 1.

Pour le système des prix, on peut choisir comme numéraire le salaire :

w = 1 (90)

Alors, en posant le taux de pro�t :

π =
2

5
(91)

Et en posant le système 14, on obtient les prix de production :

p =


5
3
10
3
10
3
38
3

 (92)

Mais l'équilibre est-il véri�é, c'est-à-dire tous les revenus sont-ils dépensés ?
Pour cela il faut se reporter à l'équation 15 et calculer l'ensemble des revenus :

wxn + pTAπq = 16 (93)

Et véri�er s'ils sont égaux à l'ensemble des dépenses. Or il n'y a de dépense
que concernant les biens de consommation (puisqu'il n'y a pas d'investissement,
le système étant à l'état stationnaire) :

pTy = pTx = 16 (94)

Si les capitalistes épargnent l'ensemble ou une fraction de leur revenus (provenant
du taux de pro�t appliqué) il n'y a pas d'équilibre, les salaires servant pour les
dépenses de consommation étant égaux à :

wxn = 8 (95)

On n'a donc équilibre du système de prix que si le taux de pro�t est entière-
ment consacré à la consommation. Une manière plus simple de le dire est que
le taux de pro�t naturel du système est nul, comme on le véri�e via l'équation
18. Les prix naturels sont alors égaux à :

p∗ =


1
2
2
6

 (96)
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5.2 Système dynamique

5.2.1 Trois phases d'évolution de la consommation, analyse classique

Supposons maintenant que dans une deuxième phase, pour 10 ≤ t < 20, la
population se mette à augmenter. Soit le taux de croissance de la population
égal à :

g = 0, 02 (97)

La population au temps t est alors égale à :

xn,t = 8 ∗ exp0,02∗t (98)

A ce niveau là, on observe uniquement une croissance proportionnelle. Les
quantités produites évoluent de manière proportionnelle à l'augmentation de la
population, mais les prix naturels et le taux de pro�t naturel ne changent pas.

En�n, dans une troisième phase, pour 20 ≤ t < 30, supposons que les
coe�cients de demande per capita des biens de consommation soient égaux à :

ain,t =


0
1
8
0

3
20 ∗ exp0,02∗t

 (99)

Ce dont on s'intéresse dans cette partie, ce sont les conditions nécessaires
permettant au système de répondre à cette demande qui évolue. Pour satisfaire
l'augmentation de la demande, il faut des investissements. Ceux-ci peuvent être
décrits en posant des coe�cients de demande pour les biens d'investissements,
akin,t. Ces derniers doivent être reliés aux coe�cients de demande pour les
biens de consommation : ils sont déterminés par le système si on veut être sûr
d'avoir un plein emploi. Mais posons-les d'abord de manière arbitraire :

akin,t =


0, 04
0, 04
0, 04
0, 04

 (100)

Le vecteur de la demande �nale est alors :

yt = xt + jt = (ain,t + akin,t)xn,t =


0, 04 ∗ 1

8 ∗ exp0,02∗t

(1 + 0, 02)
t

+ 0, 04 ∗ 1
8 ∗ exp0,02∗t

0, 04 ∗ 1
8 ∗ exp0,02∗t

(1 + 0, 02)
2t

+ 0, 04 ∗ 1
8 ∗ exp0,02∗t t


(101)

On peut alors calculer les quantités à produire pour la période 1 suivant
l'équation 25 :

q1 ∼


12, 2
2, 7
1, 7
1, 4

 (102)
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Il y-t-il alors plein emploi ? Les quantités de travail requises sont égales à :

aT
niq1 ∼ 11, 9 (103)

Alors que la population est alors de :

xn,1 = 8, 16 (104)

On a ainsi trop de travail par rapport au nombre de travailleurs. Les coef-
�cients de demande per capita pour des nouveaux investissements doivent être
revus à la baisse. La solution est trouvée via le système 27 :

akin,1 =


0
0
0

− 1
400

 (105)

On a alors la production suivante :

q1 =


8, 16
2, 04
1, 02
1, 02

 (106)

Les quantités de travail requises sont :

aT
niq1 = 8, 16 (107)

On est bien à l'équilibre, c'est-à-dire un plein emploi, mais avec des demandes
pour les investissements négatives. En fait c'est logique : si la technologie
n'évolue pas, qu'en situation initiale on a un plein emploi et que la demande per
capita augmente, on se retrouve dans l'impossibilité de satisfaire ladite demande.
Il faut introduire du progrès technique, et il faut que ce progrès technique soit
su�sant pour satisfaire la demande a�n que l'on garantisse l'équilibre et en
même temps que l'on produise assez de biens pour satisfaire la demande.

Concernant les prix, en conservant le salaire comme numéraire et un taux
de pro�t égal à 2

5 , les prix sont inchangés par rapport au système à l'état sta-
tionnaire. En e�et les prix ne dépendent que de la technologie employée et du
partage du surplus entre salaire et pro�t. Par contre introduire un changeme-
ment technique induit un changement dans les prix relatifs naturels.

On dé�nit ainsi un vecteur des coe�cients de travail qui évolue au cours
du temps. Dans un premier temps, on pose que l'évolution de la productivité
dans chaque processus suit exactement l'évolution de la demande pour le bien
produit par le processus en question.

On a ainsi, pour la troisième période :

aT
ni =

[
0, 5 1 1 1 ∗ exp0,02∗t ] (108)

On peut maintenant calculer toutes les variables durant les 3 phases décrites
précédemment. On utilise pour la 2ème et la 3ème période un taux de croissance
de la population g = 0, 1. On utilise de même à la 3ème période un taux de
croissance de la consommation per capita de pain r4 = 0, 1.

On remarque que les demandes concernant les investissements sont toujours
négatives : le progrès technique n'est pas su�sant pour couvrir la demande.
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Figure 1: Consommation et investissement per capita pendant la phase 1
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Figure 2: Quantitées produites
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Figure 3: Prix et taux de pro�t naturels : ils restent stationnaires.
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Figure 4: Demande et production e�ective, population et travail disponible : on
voit que la demande n'est pas satisfaite, mais qu'il n'y a pas de chômage
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Figure 5: Coe�cients de demande per capita pour des biens de consommation
et pour des biens intermédiaires

On peut alors renverser le raisonnement et décider que le progrès technique est
la variable décidée par le système, via l'équation 28. On pose, par exemple,
une demande en bien d'investissement nulle, ce qui nous permet d'obtenir les
résultats suivants :

La solution obtenue n'est pas entièrement satisfaisante, la productivité par
travailleur dans les secteurs du pain, du blé et du sel devenant in�nie (comme
si tout était devenu mécanisé, sans travail humain d'aucune sorte pour la pro-
duction). On peut donc décider de ne faire varier la productivité que dans un
seul secteur : par exemple, on pose qu'il n'y a des gains de productivité que
dans le secteur de l'énergie. Les coe�cients de travail des autres secteurs sont
égaux à 1, celui du secteur de l'énergie est calculé comme précédemment, mais
via l'équation 52. On obtient les résultats suivants :

5.2.2 Analyse avec les secteurs verticalement hyper-intégrés

Le nombre de secteurs (verticalement hyper-intégrés) est égal au nombre des
di�érents biens de consommation produits : ils sont ici au nombre de 2, le
secteur du sel et le secteur du pain. Le vecteur et la matrice de l'évolution des
consommations �nales se dé�nit ainsi (pour la troisième phase) :
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Figure 6: Coe�cients de travail, prix relatifs et taux de pro�t naturel
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Figure 7: Quantités produites
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Figure 8: O�re et demande en biens de consommation et en travail
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Figure 9: Coe�cients de travail, prix et taux de pro�t : le coe�cient de travail
devenant nul dans le secteur de l'énergie, le prix de l'énergie devient également
nul
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Figure 10: O�re et demande : on obtient les mêmes �gures que précédemment
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c = ge + ri,t =


0, 1
0, 1
0, 1

0, 1 + 0, 1

 (109)

ĉ =


0, 1 0 0 0
0 0, 1 0 0
0 0 0, 1 0
0 0 0 0, 1 + 0, 1

 (110)

La matrice H, exprimant les quantités physiques directement et indirecte-
ment (c'est-à-dire pour ces dernières servant à la reproduction du capital cir-
culant) requises en tant que stock pour la production d'un unité de chaque
bien, aussi appelée matrice des unités de capacités productives verticalement
intégrées, est égale à :

H =

ae as ab ap

énergie (e)
sel (s)
blé (b)
pain (p)


1 2 2 6
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 (111)

Pour information, la matrice de Léontiev associée est égale à :

(I − A)
−1

=


2 2 2 6
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 (112)

On y voit pour chaque colonne i les quantités de matière utilisées pour la pro-
duction d'une unité du bien i, ainsi que cette unité produite. Alternativement,
dans la matrice H, on voit pour chaque colonne uniquement les quantités de
matière utilisées (uniquement les quantités intermédiaires, et non les quantités
�nales).

Le vecteur v, exprimant les quantités de travail directement et indirectement
requises pour la production d'une unité de chaque bien, aussi appelé vecteur des
coe�cients de travail verticalement intégrés, est égal à :

v =
[

1 2 2 6
]

(113)

Lorsque le système devient croissant, la matrice H est modi�ée : il faut
maintenant prendre en compte les investissements à réaliser pour pouvoir con-
tinuer à répondre à la demande. On dé�nit alors les matrice M(i) via l'équation
34. En l'occurrence, on e�ectue une opération logique sur le système étudié, en
le réduisant à seulement 2 hyper-sous systèmes, caractérisés respectivement par
les matrices M(2) (production de sel) et M(4) (production de pain). Celles-ci
sont, lors de la première période (g = 0 ; r4 = 0) :

M(2) = M(4) = H (114)

Lors de la deuxième période (g = 0, 1 ; r4 = 0) :
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M(2) = M(4) ∼


1, 11 2, 22 2, 22 7, 11

0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 (115)

Lors de la troisième période (g = 0, 1 ; r4 = 0, 1) :

M(2) ∼


1, 11 2, 22 2, 22 7, 11

0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 (116)

M(4) =


1, 25 2, 5 2, 5 8, 5

0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 (117)

La deuxième colonne de la matrice M(2) représente l'unité de capacité pro-
ductive verticalement hyper-intégrée du secteur verticalement hyper-intégré du
sel ; la quatrième colonne de la matrice M(4) représente l'unité de capacité pro-
ductive verticalement hyper-intégrée du secteur verticalement hyper-intégré du
pain (il s'agit d'un bien composite en l'occurrence).

L'évolution des coe�cients de travail verticalement hyper-intégrés sont les
suivants :

Pour les prix, on dispose d'un système de prix di�érents selon le sous-système
considéré. En déclarant un taux de pro�t �naturel� égal dans chaque sous-
système i au taux de croissance ci de ce dernier, on obtient des prix selons les
équations 40 et 41, et on peut voir leur évolution ci-dessous :

On peut ensuite calculer les prix �agrégés�, ainsi que les prix des unités des
di�érentes capacités productives, en agrégé, suivant les équations 42 et 43 (ici
avec un taux de pro�t nul) :

En�n, en utilisant les équations 45 à 50 on peut établir l'évolution des
grandeurs économiques caractérisant le système :

Selon Pasinetti ([6]), on peut suivre l'évolution du système dans son ensem-
ble en regardant d'un côté l'évolution des coe�cients de travail verticalement
hyper-intégrés en fonction du taux de croissance de chaque hyper sous-système
:

Et de l'autre côté les prix de chaque bien et de leur unité de capacité pro-
ductive, comme représenté dans la �gure 12.
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