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Note sur la conjecture de Greenberg

Jean-Frangois JAULENT

Résumé. Nous étudions la conjecture de Greenberg sur les ¢-invariants d’Iwasawa des corps totalement
réels, en termes de classes logarithmiques. Nous faisons apparaitre un critére suffisant de validité trés simple
dont nous montrons qu’il est également suffisant dans le contexte de la conjecture faible. Dans le cas semi-
simple /-complétement décomposé, nous prouvons que la conjecture est vérifiée en ¢ si et seulement si le
{-groupe des classes logarithmiques du corps considéré capitule dans la Z,-tour cyclotomique.

Abstract. We use logarithmic ¢-class groups to take a new view on the Greenberg’s conjecture about
Iwasawa (-invariants of totally real number fields. By the way we recall and complete some classical
results. We give a sufficient logarithmic criterium which is also necessary in the context of the so-called
weak conjecture, when the prime ¢ splits completely in F. In the semi-simple case, we unconditionnally
prove that the conjecture holds if and only if the logarithmic class group of F' capitulates in the Zy-tower.

Introduction

Le résultat emblématique de la Théorie d’ITwasawa affirme que les ordres respectifs ¢#» des
{-sous-groupe de Sylow (lr, des groupes de classes d’idéaux attachés aux étages finis F,, d’une
Ze-extension Fo, = UpenF;,, d'un corps de nombres F' sont donnés asymptotiquement par une
formule de la forme :

hy = ppl™ + Apn +vp,
ot A\p et pup sont des invariants structurels entiers attachés a la limite projective pour les mor-
phismes normiques Cp = 1&1 ClF, et vy un entier relatif convenable.

Il est conjecturé, et cela a été démontré pour F' abélien par Ferrero et Washington, que l'inva-
riant pp est toujours nul lorsque F est la Zs-extension cyclotomique de F'.

Lorsque, en outre, le corps de base F' est totalement réel, la conjecture de Leopoldt (qui est
vérifiée elle aussi pour F' abélien en vertu du théoréme d’indépendance de logarithmes de Baker-
Brumer) affirme que F ne posséde d’autre Z-extension que la cyclotomique, qui provient, par
composition avec F, de 'unique pro-f-extension abélienne réelle Q. de Q qui est ¢-ramifiée (i.e.
non ramifiée en dehors de ¢).

Dans ce méme cadre, i.e. pour F totalement réel, la conjecture de Greenberg postule que les
invariants structurels A et p, sont tous deux nuls,; autrement dit que les /-groupes de classes
(R, sont stationnaires lorsqu’on monte la tour ; ce qui revient & affirmer que leur limite projective
Cp est un groupe fini.

Tester numériquement cette conjecture s’avére rapidement problématique, méme pour un corps
totalement réel de petit degré d, car elle est par essence de nature asymptotique, ce qui nécessite,
en principe, d’effectuer des calculs dans des étages de la Z,-tour de plus en plus élevés donc de
degrés [F,, : Q] = d¢™ de plus en plus hauts. D’ou 'importance d’obtenir des critéres de validité
susceptibles de se lire, sinon directement dans F', du moins & des étages assez bas de la tour. Il est
naturel pour cela de distinguer suivant le comportement du premier ¢ dans extension F/Q.

L’objet de la présente note est précisément de produire de tels critéres et plus spécialement
dans le cas ou la place ¢ se décompose complétement dans F/Q : un critére suffisant mais non



nécessaire, valable en toute généralité et qui se lit directement dans F' (Th. 11), d’une part; un
critére nécessaire et suffisant, valable sous une hypotheése de semi-simplicité (Th. 15), d’autre part.

Nous nous appuyons pour cela sur la notion des classe logarithmique qui, de par sa défini-
tion méme, se trouve particulierement adaptée a I’étude des phénoménes cyclotomiques. Il n’entre
naturellement pas dans le cadre de la présente note de faire une présentation compléte de l'arith-
métique des classes et unités logarithmiques : nous nous appuyons sur [19] pour leur définition ; sur
[20] pour les éléments de la théorie f-adique du corps de classes qui sous-tendent leurs principales
propriétés ; sur [1] et [2] enfin pour une description des algorithmes qui en permettent le calcul.

Disons simplement ici que ces groupes s’obtiennent naturellement en envoyant le f-adifié Rp =
Zy @z F* du groupe multiplicatif du corps considéré dans la somme formelle Dlp = @p Ly p
construite sur les places finies de F' par une famille de valuations div = (7p)p qui coincident avec

les valuations usuelles (v,), & l'exception des places au-dessus de ¢ pour lesquelles leur définition
fait intervenir le logarithme f-adique de la norme locale. Dans la suite exacte obtenue :

1 gp Zy @y F* & éngp @F 1,
restreinte aux diviseurf de degré nul Dp = P, Zi p= {fa=> ,vpp| dega=>", vy degp = 0},
les groupes de classes C/r et d’unités logarithmiques € apparaissent respectivement comme noyau

et conoyau du morphisme div et donc comme analogues des f-adifiés des groupes de classes Clp
et d'unités £ = Zy ®z Er au sens ordinaire.

En dehors du cas abélien (ou cela résulte encore du théoréme d’indépendance de logarithmes
de Baker-Brumer) et de quelques autres (cf. e.g. [21]), on ne sait pas si le L-groupe des classes
logarithmiques est fini : de fait, comme expliqué dans [20, 22|, la finitude de C/f est équivalente a
la conjecture de Gross-Kuz’'min pour le corps F et le premier ¢. Et, pour F' totalement réel donné,
on peut méme espérer que Clp soit trivial pour presque tout ¢. Néanmoins cet obstacle théorique
ne s’oppose pas au calcul : dés lors qu’on connait le corps F' numériquement en ce sens qu’on est
capable de déterminer ses invariants arithmétiques, il est toujours possible de calculer le groupe
des classes logarithmiques et d’en tester la finitude comme la trivialité.

Ce point précisé, les résultats théoriques fondamentaux de cette note sont les suivants :

— En premier lieu nous montrons que le critére de validité étudié par Gras dans [13] en liaison
avec les heuristiques sur les régulateurs f-adiques s’interpréte en termes de classes logarithmiques :

Théoréme A (Théoréme 11 & Scolie). Si F est un corps de nombres totalement réel qui vérifie la
conjecture de Leopoldt pour un premier donné £, la conjecture de Greenberg est vérifiée en £ dans
F sous la condition suffisante que le (-groupe des classes logarithmiques Clp soit trivial.

— En second lieu, généralisant les travaux de Fukuda et Taya sur les corps quadratiques réels
(cf. [4, 5, 6, 7, 8]), nous prouvons inconditionnellement dans le cas dit semi-simple que la conjecture
de Greenberg se lit sur la capitulation des classes logarithmiques.

Théoréme B (Théoréme 15). Si F est un corps de nombres abélien et ¢ un nombre premier
complétement décomposé dans F qui ne divise pas d = [F : Q], la conjecture de Greenberg est
vérifiée en { dans F si et seulement si le £-groupe des classes logarithmiques Clp capitule a un
étage fini de la Ze-tour cyclotomique Foo /F.

— Enfin nous montrons, dans le contexte de ce qu’il est convenu d’appeler la conjecture faible,
que le critére suffisant donné plus haut est également nécessaire :

Théoréme C (Théoréme 17 & Corollaire 18). Soit F' un corps de nombres totalement réel qui
vérifie la conjecture de Leopoldt en un premier £ complétement décomposé. Lorsque les idéauz
construits sur les places au-dessus de £ aux divers étages F,, de la Z¢-tour cyclotomique Fuo /F ont
une image triviale dans le £-groupe des classes Clr, , le corps F' satisfait la conjecture de Greenberg
en ¢ si et seulement si le £-groupe des classes logarithmiques Cly est trivial.



Hypothéses et notations

Dans tout ce qui suit ¢ est un nombre premier arbitraire et F' un corps de nombres totalement
réel de degré d.

Nous sommes plus particuliérement intéressés au cas ou la place ¢ se décompose complétement
dans F. Néanmoins, certains résultats étant valables indépendamment de cette hypothése, nous
le précisons explicitement chaque fois qu’elle est utilisée.

o Iy, = UpenF, désigne la Zs-extension cyclotomique de F' (avec la convention [F,, : F| = (") ; et

I' = 4% = Gal(F/F) son groupe de Galois; puis A = Z[[y — 1]] 'algébre d’Iwasawa associée.

o V" désigne la f-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de F;,. Il suit donc :
Gal(F,,/F) ~ Clpy,

ou (U, est le f-sous-groupe de Sylow du groupe des classes d’idéaux (au sens ordinaire) de F,.

e F'd désigne la (-extension abélienne non-ramifiée £oo-décomposée maximale de F,. I suit donc :
Gal(F/F,) ~ o

o &y, =Cr, /C@}fi est le f-groupe des (-classes d’idéaux de F),, i.e. le quotient du ¢-groupe Clf,

par le sous-groupe engendré par les classes des idéaux construits sur les premiers au-dessus de /.

e Fl¢ désigne la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale de F,, i.e. la plus
grande pro-f-extension abélienne de F), partout complétement décomposée sur Fi. Il suit donc :
Gal(F'¢/Fy) ~ ClF,,

o r, est le l-groupe des classes logarithmiques (de degré nul) du corps F,,. La conjecture de

Gross-Kuz'min (pour F,, et ¢) postule précisément que ce dernier groupe est fini.

e F'" désigne la pro-f-extension abélienne maximale de F,, qui est /-ramifiée et co-décomposée,
i.e. non-ramifiée en dehors des places au-dessus de ¢ et complétement décomposée aux places a
linfini. Le corps F*" contient naturellement la Zs-extension cyclotomique Fi, et la conjecture de
Leopoldt postule précisément qu’il est de degré fini sur F., puisque F,, est totalement réel. Dans
ce cas, nous écrivons Tr, = Gal(F‘"/F..) le sous-groupe de torsion de Gal(F"/F,). Il suit donc :
Gal(F!"JFy) ~ Tr,.

e [1’P désigne 'extension de Bertrandias-Payan associée a F},, i.e. le compositum des /-extensions
cycliques de F;, qui sont localement Zy-plongeables sur F;,. Le corps F' étant pris ici totalement
réel, cette extension n’intervient dans la présente étude que pour ¢ = 2 :

— Pour ¢ impair, F' coincide, en effet, avec F" dés lors que les places [ au-dessus de ¢ sont
complétement décomposées dans F', puisque les complétés Fi de F' ne contiennent alors pas
les racines f-iémes de l'unité non plus que ceux Fy, des F,, aux places [,, au-dessus de /.

— Pour £ = 2, en revanche, supposé completement décomposé dans F', la somme pp, = G2 fip,
est un Fa-espace de dimension d et il en est de méme au niveau Fj,, de sorte qu’il vient :

Gal(Fyr/FP) =~ Or12 hr, /hp, =~ {£1}470
e F désigne la pro-f-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de Fi. Il suit :
FU'=U,en Y7 et Gal(l/Fu) = Cr =~ l'gl(%pn.
Le groupe Cp est canoniquement un A-module noethérien et de torsion. On note Ap et up ses
invariants d’ITwasawa, i.e. le degré et la (-valuation de son polynome caractéristique xc¢, € Z¢[y—1].

o F¢4 dénote la pro-f-extension abélienne non-ramifiée et foo-décomposée maximale de F. Il suit :
Fd=U,en B et Gal(F5/Fu) = Cj zlﬁn@}%

Le groupe Cf est le quotient de Cp par le sous-groupe C l[f] = @1@ }fi construit sur les classes des

premiers au-dessus de £. Et, comme la montée dans la Z-extension cyclotomique F.,/F, éteint

toute possibilité d’inertie aux places étrangéres a ¢ dans une f-extension de F.,, le corps F<? est

aussi la plus grande pro-/-extension abélienne de F, qui est complétement décomposée partout.

Enfin, nous utilisons librement dans I’ensemble de la note les notations usuelles de la Théorie
¢-adique du corps de classes telle qu’exposée dans [19]. Eles sont introduite au fur et & mesure des
besoins et récapitulées en appendice pour la commodité du lecteur.



1. Rappels sur le quotient de Herbrand

Si X est un A-module noethérien et de torsion dont le polynome caractéristique x € Zg[y — 1]
n’est pas divisible par (v — 1), le noyau &' et le conoyau ' X' de la multiplication par v — 1 dans
X sont tous deux finis. On peut donc définir le quotient de Herbrand de X’ par :

q(X) = ||/ x|

Etant donnée une suite exacte courte de tels modules 1 — A — B — C — 1, la suite exacte du
serpent associée a la multiplication par 7 — 1 donne la suite longue :

1A' 5B sl 5 TASTBTC -1,
qui fournit 'identité : ¢(B) = ¢(A)q(C). Or, si F est fini, la suite exacte canonique :
1 Fr FLol F TF L,
donne immeédiatement : |FU'| = [V F|, i.e. ¢(F) = 1. Il suit de 1a que le quotient de Herbrand est

invariant par pseudo-isomorphisme. On peut donc le calculer en remplagant X' par une somme
directe de modules élémentaires A/PA. Or, pour un tel module, on a banalement :

=1 et T = A/(PA+ (v —1)A) = A/(P(0)A + (v — 1)A = Z; /P(0)Zy.
De sorte que finalement il vient de fagon générale : ¢(X) = (Zy : x(0)Z¢). Et il suit :

X~ xeN o x(0)eZ) qXx)=1

Lemme 1. Un A-module noethérien et de torsion dont le polynéme caractéristique n’est pas divi-
sible par v — 1 est pseudo nul si et seulement si son quotient de Herbrand vaut 1.

Ce point acquis, intéressons-nous a la limite projective Cr = lim (¢, des ¢-groupes de classes.
Lorsque le corps de base F' est totalement réel, 'existence du quotient de Herbrand pour le groupe
Cr est liée naturellement aux conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuzmin :

Théoréme 2. Soit F' un corps de nombres totalement réel. Alors :
(i) La conjecture de Leopoldt pour le corps F (et le premier £) postule que la pro-£-extension
abélienne (-ramifiée co-décomposée mazimale F* de I est de degré fini sur Fu.
(i1) Le polynome caractéristique du A-module Cx = Umlr, est étranger a (v—1) si et seule-
ment si la pro-f-evtension abélienne maximale F®° N F'" de F qui est non-ramifice et
oco-décomposée sur Fy, est de degré fini sur F.

(iii) La conjecture de Gross-Kuz’min postule pour le corps F (et le premier £) postule que la
pro-{ extension abélienne mazimale F'¢ = FNFS de F qui est complétement décomposée
partout sur Fu est de degré fini sur Fu.

Les inclusions immédiates F'¢ C F®*NF™ C F montrent que chacune des conditions précédentes
implique celle qui suit.

Scolie 3. Lorsque les places au-dessus de £ ne se décomposent pas dans la tour cyclotomique
F/F, la condition (ii) — et donc la conjecture de Leopoldt pour F — impose au sous-groupe
C}E-.l] = I'&nC@}fi construit sur les classes des premiers au-dessus de £ d’étre pseudo-nul. En d’autres
termes les sous-groupes de classes Cﬂl[fi sont alors d’ordres bornés de sorte que l'on a :
. =limery =1.

Preuve. Le polynome caractéristique xﬁfi] du module C I[f] étant alors une puissance de (y — 1), la
conjecture de Leopoldt impose ngi] =1;et C l[f] est donc pseudo-nul. Cela étant, comme la norme
Ny m est un isomorphime de Cﬂ}fi sur C@}fi pour m > n > 0, l'identit¢ Np, k. ©JjF,. /F, (C@}fi) =
ad

F,

gm—n

=1 pour m > n montre que Cél[fi capitule dans Cél[fil pour m > n.



2. Formulations équivalentes de la conjecture de Greenberg

La conjecture de Greenberg est souvent énoncée pour les corps de nombres totalement réels
qui satisfont la conjecture de Leopoldt pour un premier donné ¢. En fait, comme discuté dans
le Théoréme 2, il est tout & fait possible d’en donner des formulations indépendantes de cette
derniére conjecture. C’est d’ailleurs ainsi que procéde Greenberg dans [15].

Rappelons que, pour chaque étage F,, de la tour cyclotomique Fi,/F, nous avons désigné par
Cl'r le f-groupe des (-classes d’'idéaux de F},, i.e. le quotient du (-groupe des classes Cl, par le

[ B’ . ,
sous-groupe (¢ }[771 engendré par les premiers au-dessus de £. Cela étant, nous avons :

Théoréme 4. Soient F' un corps de nombres totalement réel et Crp = UmClr, la limite projective
(pour la norme) des {-groupes de classes d’idéauzr attachés auz étages finis F,, de la Z¢-extension
cyclotomique Foo /F. Si le polynome caractéristique du A-module Cp n’est pas divisible par v — 1,
les assertions suivantes sont alors équivalentes et constituent la conjecture de Greenberg :

(i) Le quotient de Herbrand de Cp est trivial : ¢(Cr) = 1.

(11) Le A-module Cp est pseudo-nul : Cp ~ 0.

(iii) Les £-groupes de classes Clp, sont d’ordres bornés (et donc stationnaires).

(iv) Le L-groupe de classes Clp,, = lim &, est trivial : U, = 1.

(v) Le sous-groupe ambige Cl, = lig@};n est trivial : Clp = 1.

Lorsque, de plus, les places au-dessus de € ne se décomposent pas dans Foo/F, ces mémes
conditions s’écrivent encore de fagon équivalente :

(vi) Le quotient de Herbrand de C} est trivial : ¢(Cf) = 1.

(vii) Le A-module Cj est pseudo-nul : Cp ~ 0.

viii) Les (-groupes de (-classes Cly  sont d’ordres bornés (et donc stationnaires).

( ) group F,

(iz) Le L-groupe des (-classes (U = liﬂ@’Fn est trivial : Ul = 1.

(z) Le sous-groupe ambige Cl'j = liﬂ@'gn est trivial : CU'5 = 1.

Preuve. Examinons successivement les cing premiéres équivalences :
(1) & (i1) En vertu du lemme précédent.

(ii) < (44i) Puisque la norme Np, ,p, est ultimement surjective de (/g,, dans Clp,,, dés que
Pextension abélienne F,,,/F), est totalement ramifiée en au moins une place.

(i71) < (iv) Si les ordres |Clg,| sont bornés, les groupes de classes Clp, sont ultimement
isomorphes par la norme donc capitulent dans la tour puisque la composée de I'extension jp,, /r,
et de lanorme N, /g, est 'exponentiation par le degré [F;, : F;,]. Et Clf,, est trivial. Inversement,
si g est trivial, les groupes de classes capitulent dans la tour, donc sont d’ordre borné, puisque
la capitulation est structurellement bornée d’aprés Iwasawa. Et Cp est bien fini.

(iv) < (v) Par action du pro-f-groupe I' sur la limite inductive de ¢-groupes Clp, = lim CZp,,.

Ces équivalences acquises, la transposition aux groupes de (-classes Cj ne pose aucune difficulté

en vertu du Scolie 3, le sous-module C }f’ I étant pseudo-nul par hypothése. On a ainsi : (i) < (vi);
(17) & (vii) ; (vii) < (viii) ; et, comme plus haut, (viii) < (iz), ainsi que (iz) < (z).

Remarque. De fagon générale, le polyndéme caractéristique du A-module Crp = limlp, est le

produit xp(y—1) = ngi] (v—1)xm(y—1) de ceux du sous-groupe Cl[f] et du quotient Cj = CF/CI[[,{].

Lorsque les places au-dessus de £ ne se décomposent pas dans Fi, /F, Uhypothése (y—1) t x g (7—1)
entraine la trivialité du premier facteur, en vertu du Scolie 3; de sorte que l'on a : xp = X

L’objet de la section qui suit est de préciser tout cela lorsque les places au-dessus de ¢ sont
complétement décomposées dans F/Q, ce qui implique en particulier qu’elles sont totalement
ramifiées dans la Z-extension cyclotomique Fu./F



3. Compléments sur la Théorie /-adique du corps de classes

Avant d’aller plus loin sur la question qui nous préoccupe, précisons quelques éléments de la
Théorie f-adique du corps de classes lorsque les places sauvages se décomposent complétement.

Notons Rp, = l&n F*/F**" le f-adifié du groupe multiplicatif du complété Iy, de F en p;
désignons par Ur, le sous-groupe unité; et notons Ur, le groupe des unités logarithmiques, i.e. le
sous-groupe de normes attaché a la Zs-extension cyclotomique Fy de Fj, :

— Pour p modérée, i.e. pour p { foo, le groupe Rp, est le produit direct Rp, = ur, wff du /-
groupe des racines de I'unité contenues dans F}, et du Zg,-module libre construit sur I'image
mp d’une uniformisante arbitraire. Son sous-groupe unité est ainsi Ur, = pr, -

— Pour [ sauvage, i.e. pour [ | £, c’est le produit Rp, = Up, 7T‘ZE du groupe des unités principales
du complété Fy et du Zg-module libre construit sur une uniformisante 7. Si ¢ se décompose
complétement dans F', il est naturel de prendre pour 7y I'image de ¢ dans Fy. De plus :

— si £ est impair, le groupe U, des unités principales est lui-méme un Z,-module libre :
il est engendré par 'image 7y de 1 + £; et il vient ainsi : Rp, = Up, z?tF[ = %,Z%TKZ@ ;
— si £ vaut 2, il vient : Rp, = {£1} 7wl Up, = {£1} 7 et Up, = {£1} 7"

— Pour py réelle, enfin, on a: Rp, = pr, = {*1},silvaut 2;et Rp, = pp, = 1,sinon.

Le (-adifi¢ du groupe des ideles du corps F est le produit restreint Jr = [[,*° R, formé des

familles (xp), dont presque tous les éléments sont des unités. Son sous-groupe unité est le produit

Ur = Hp UF, ; le sous-groupe des unités logarithmiques de Jr est le produit Up = Hp Zjlpp.

Nous notons Rr, = [y, Rr puis Ur, = [[;,Ur, et Up, = HKMZ:{FI les groupes semi-locaux.

Le sous-groupe des idéles principaux est le tensorisé Rrp = Zy ®z F* du groupe multiplicatif
de F', qui se plonge canoniquement dans Jr via le plongement diagonal de F' dans le produit
de ses complétés. Le quotient Jr/Rp est un groupe compact et la Théorie f-adique du corps de
classes l'identifie au groupe de Galois Gal(F/F) de la pro-f-extension abélienne maximale de
F. La Théorie de Galois établit alors une bijection entre les sous-extensions de F%°/F et les sous-
groupes fermés de Jr qui contiennent Rp. Le sous-groupe normique attaché a la Zy-extension
cyclotomique Fs de F est ainsi le noyau Jp de la formule du produit pour les valeurs absolues.

Le sous-groupe unité £ = Rr N Up de R est le tensorisé (-adique Ef = Zy ®z Er du groupe
des unités de F. Le groupe des unités logarithmiques £y = R N Ur est le sous-groupe des normes
cyclotomiques dans R g ; contrairement a Ep, ce n’est pas en général le /-adifié d’'un sous-groupe de
F*. Cependant Er comme Ep sont des sous-groupes du (-adifié £, = Z; @z Ef du groupe Ef, des
(-unités de F. Et la conjecture de Leopoldt (pour F' et pour ¢) affirme l'injectivité du morphisme
de semi-localisation s, de £}, dans Rp, induit par le plongement de F* dans F,* = H[‘ JEC

Lorsque, en outre, les places au-dessus de ¢ se décomposent complétement dans F/Q, U'expres-
sion explicite des valeurs absolues montre que l'intersection de Jr avec Up, = H[‘ o Ur, coincide
avec la pré-image Uy, dans Up, du sous-groupe de torsion pg, ~ Zg /2Zy par la norme Ng/q :

Up, =zt €Up, | TIjezt € pg, }-
Et la conjecture de Leopoldt affirme alors que I'image £r,=s,(Er) de Ep dans U, est d’indice
fini dans U}, ou, de fagon équivalente, que l'image £, =s,(Ef) de € dans R, est d'indice fini
dans le produit Ry, = Up, u r,. Comme expliqué plus haut, elle entraine dans ce cas la conjecture
de Gross-Kuz'min, dont une formulation revient & postuler de méme que que 'image & =5, (g )
de &, r dans Rp, est d’indice fini dans Zjlpl.

Enfin, du fait que les places au-dessus de ¢ sont totalement ramifiées dans Fi, /F, chaque classe
dans le ¢-groupe des classes d’idéaux au sens ordinaire peut étre représentée par un idéal de degré
nul (ou, si 'on préfére par un idéle de jp) de sorte quon a : lp = Jr/UrRp =~ jp/U}‘,RF,
analoguement au /-groupe des classes logarithmiques défini par 'identité : Clr=Tp /Zjl rRr. Tous
deux admettent comme quotient le {-groupe des ¢-classes donné par : Cly = Tr/ Ry, [Thp Re.



4. Calcul du quotient des genres dans le cas (-décomposé

Supposons maintenant que les places au-dessus de ¢ se décomposent complétement dans F'.

Notons F®P I’extension de Bertrandias-Payan du corps F, i.e. le compositum des /-extensions
cycliques de F' qui sont localement plongeables dans une Zg-extension. Par la Théorie f-adique du
corps de classes, 'extension F est associée au groupe de normes I, tp, Rp (cf. e.g. [20], Ex.
2.9). En particulier, elle est ¢-ramifiée (i.e. non-ramifiée en dehors de ¢) et oo-décomposée (i.e.
totalement réelle), puisque fixée par Up, = pp, pour p modérée et par Ry, = pip, pour p réelle.

De plus, pour chaque place [ au-dessus de /£, le sous-groupe d’inertie I{(F® /F) s’identifie a
I'image de Up, dans le quotient Jr/ Hp g, RE- Or nous avons ici : Up, = upﬁ[z", de sorte que
I{(F*?/F) est engendré par l'image [7;] de 7, laquelle est d’ordre infini puisque la sous-extension
cyclotomique Fio /F est infiniment ramifiée en [ (et méme totalement du fait de 'hypothése de
compléte décomposition de ¢ dans F/Q). Et F*/F,, est non-ramifiée aux places [ | £. Ainsi :

Théoréme 5. Soient F' un corps de nombres totalement réel, £ un nombre premier complétement
décomposé dans F, et F la pro-f—extension de Bertrandias-Payan attchée a F. Alors :
— Pour £ # 2, la pro-f-extension abélienne (-ramifiée co-décomposée mazimale F* coincide
avec F et c’est la plus grande pro-f-extension abélienne F qui est non-ramifiée sur Fu.
— Pour ¢ = 2 et sous la conjecture de Leopoldt, on a [F*" : F*?] = 2971 et la plus grande
pro-2-extension abélienne totalement réelle de F non-ramifiée sur Fo est encore FP.
Dans les deux cas, le groupe TFbp = Gal(F® /F..) s’identifie au quotient des genres T'Cr attaché
a Cr et la conjecture de Leopoldt (pour le corps F et le premier £) postule donc précisément la
finitude de Y'Cp : en particulier, les conditions (i) et (ii) du Théoréme 2 sont alors équivalentes.

Preuve. Pour £ =2, on a, en effet : Gal(F*" /F') ~ (HW pp,)/ g (cf [20], Ex. 2.9).

Considérons alors le schéma de corps :

T
Fr, —  F¥Y™Rp, — Fb
(652 qu/SZ (8F>/LF,3
r
F - Fn’l"

La Théorie ¢-adique du corps de classes (cf. [20], §2) nous donne ’isomorphisme :
Gal(Fbp/Fm) = UFZ/Sz (gF)/LF[ ;  puis ngp = u;“@/sz (SF),LLF,Z

ot Uy, = Ug, N Jr est défini dans la section précédente. Notant alors £¢ I'exposant de T;’p , Ous
obtenons, pour tout n > e, 'isomorphisme :

* ~ o o
Ur, /50(Ep)ig, = (5,(Ep) N UE,) /5, (EF )
Pour interpréter le numérateur, observons maintenant que L{f,; est précisément le sous groupe nor-
mique de U, relatif a Pextension F,, /F'; de sorte que les éléments de I'intersection avec s,(Er) sont

exactement les images des unités de F' qui sont normes (locales comme globales) dans l’extension
cyclique F),/F. Le morphisme s, étant injectif sous la conjecture de Leopoldt, il suit :

Corollaire 6. Lorsque les places au-dessus de { se décomposent complétement dans F' et sous la
conjecture de Leopoldt dans F, lordre du groupe de torsion Tg est donné, pour tout n > e, par :

b n n(d—1)
|TFp| = |C€F|((5F ﬁNFTL/F(RFn) : 51% ) = |Clr| (gp;gprfNFn/F(an))

C’est la valeur du nombre de genres |"Clg, | dans l’extension cyclique F,,/F ; de sorte que F*" est
encore la plus grande (-extension abélienne de F' qui est non-ramifiée et co-décomposée sur F,.




5. Critére de Greenberg dans le cas /-décomposé

Revenant alors aux sous-groupes ambiges, nous obtenons immédiatement le résultat suivant :

Lemme 7. Soit F' un corps de nombres totalement réel qui vérifie la conjecture de Leopoldt pour
le premier { et ot les places au-dessus de £ se décomposent complétement. Alors F satisfait les
conditions équivalentes de la conjecture de Greenberg listées plus haut si et seulement si la norme
arithmétique N, /F, : Cﬂ};m — Cﬂ};ﬂ réalise un isomorphisme pour tous m > n > 0.

Preuve. D’aprés le Théoréme 5 ci-dessus, les quotients des genres 'C/r ont ultimement le méme
ordre |Tp| = [FCp| dans la tour Fy/F. Il en va donc de méme des sous-groupes ambiges C/f,
en vertu de I'égalité : [/}, | = [F'Clp, |, dans 'extension cyclique F,/F. L'égalité |"Cp| = |Cf| a
donc lieu si et seulement si les sous-groupes ambiges Cﬂ};ﬂ s’identifient ultimement a leur limite
projective, i.e. lorsqu’ils sont ultimement isomorphes par la norme.

Lorsque le corps totalement réel F' vérifie la conjecture de Leopoldt (pour le premier ¢), Green-
berg a donné une formulation équivalente des diverses assertions du Théoréme 4 :

Théoréme 8 (Critére de Greenberg). Sous la conjecture de Leopoldt pour F, dés lors que les
places au-dessus de £ se décomposent complétement dans F/Q, les diz conditions équivalentes du
Théoreme 4 sont réalisées si et seulement si les conditions équivalentes sutvantes le sont également :

(i) Les sous-groupes ambiges CL, ~ sont ultimement isomorphes : (U}, = Npg, /p, (Clp ).

(xii) Pour tout n > 0, le sous-groupe ambige C@};ﬂ de Clp, est engendré par les classes des
premiers au-dessus de £ : Clp, = Cﬂ}fi.

(ziii,a) Cln capitule dans Y,

(xiii) Pour toutn > 0, on a les deux conditions : {
(xm,b) ErN NFn/F(Fg) = NFn/F(EFn)u

ou Er désigne le groupe des unités de F'.

Preuve. La condition (xii) constitue a proprement parler le critére donné par Greenberg.

L’équivalence avec (ziii) provient de I'isomorphisme de Chevalley comparant classes ambiges
et classes d’idéaux ambiges (qui apparait implicitement dans la preuve du Th. 2 de [30]) :

Clp, [Cly (Idf, ) ~ (Er N Ng, ;p(F)))/Nr, ) r(Er,),
la condition Cfp,, (I d};n) = }fi exprimant, elle, la capitulation de /%, dans C/7, .

Compte tenu du Lemme, seule reste donc & vérifier 'équivalence avec la condition (7). Or :

— d’un coté, I'égalité immeédiate C€E§L = Np,./F, (Cégﬁl), pour m > n, les places au-dessus de
¢ étant totalement ramifiées dans Fio/F, nous donne l'implication : (xii) = (xi) ;

— d’un autre coté, sous la condition (xi), le groupe Clp_ est trivial d’aprés le Lemme et
les idéaux de F' se principalisent dans F,, pour n > 0. Prenons aussi n assez grand pour
avoir 'isomorphisme (xi); choisissons m = n + e, ou e est I'indice défini dans la section
précédente ; et partons d’un idéal a,, = Np,, /F, (a,,) représentant une classe de /3, avec
a, appartenant a une classe ambige de F,. Ecrivons a);' = (a,,) pour un a,, € F,,
posons a, = Np, /p, () et considérons I'unité ¢ = Np, /p(am) € Ep N Np, p(E)).
Par construction e est une puissance ¢"-iéme locale aux places au-dessus de ¢, donc une
puissance ¢"-iéme globale, disons ¢ = n*" pour un n € Ep. Il suit : Np, p(an/n) = 1,
donc a,, = 73]t pour un 3, de F*. Et I'idéal a, /3, est un idéal ambige de F,, produit
comme tel d’un idéal construit sur les premiers au-dessus de ¢ et d’un idéal étendu de F
donc principal dans F,,. D’ou (zii).

Le Théoréeme 4 fournit une condition nécessaire et suffisante de validité de la conjecture de
Greenberg, qui reste malheureusement de nature asymptotique. L’objet des sections qui suivent est
de lui substituer un critére un tout petit peu plus exigeant (et donc suffisant mais non nécessaire)
mais qui se lit directement dans le corps étudié.



6. Schéma abélien des principales pro-/-extensions /-ramifiées

Supposons toujours £ complétement décomposé. En vue de compléter le schéma galoisien donné
dans la section 4, introduisons le compositum F,, F"" de la Zs-extension cyclotomique F,, et de
la f-extension abélienne non-ramifiée oco-décomposée ™" de F. Son groupe de normes est ainsi :

Tr N U, Mype 1o R = U, Tlype o Rir-
Comparons F,, F™" a la pro-f-extension localement cyclotomique F'¢ de groupe de normes :
UrRr = Up, [Ty 15 R
De Végalité :  (Up, [Ty Re) (U, ([T 1y Rpp) = U, Uy, 111y Rp = Ry, T 11y R
nous concluons que U'intersection F* N F, F™ est précisément le compositum Fao F, ott F est
la l-extension abélienne non-tamifiée foo-décomposée maximale de F.
Pour déterminer le compositum F!* F" formons I'intersection (ZT{FZ [Tr, Re)N(UE, (T 1y RE).-

Lemme 9. Notons g},{ limage canonique du groupe des L-unités En dans le groupe des unités
logarithmiques semi-locales Zjlp,z, c’est-a-dire la pré-image dans Zjlpe du sous-groupe s, (5},)1/{;;@ /Z/{;[
de Ry, /Uy, ~ ZTIF[/;LF@. Ecrivonide Tﬁéme Ep l’miage de Ep dans Uy,, c’est-a-dire la pré-image
dans Uy, du sous-groupe s,(Ep)Up, /Uy, de Ry, /Uy, = Uy, /g, 11 vient alors :

(ZZFg HUp RF) N (ujf“,_; (H Hy RF) = g;/?f‘g H/LPRF = gl/?;z H:upRF'
Et le groupe de Galois Gal(F® /FIF"") s’identifie au quotient V. o En)EpEp.

Preuve. Le calcul de U'intersection est immeédiat. Il vient, par exemple :
(HF@ [Tr,Re) O (Uk,(TTHy RE) = (HF@ N1 k) [T1, Re-
Intéressons-nous donc au groupe G = Gal(F* /FICF™) ~ g};ﬁ [11yRE/ [1Hy Rp, quotient
des groupes de normes respectivement attachés a FI°F™" et a FP_ 1l vient, comme annoncé :
G~ g}} / (5}% NITwRe) ~ gﬁ/gn = 5%EUFZ/EFEUE = 51/5‘,5/EF£5Fg ~ & [Epp = V-

En résumé, les extensions considérées prennent ainsi place dans le diagramme suivant ol sont
figurés les corps et les groupes de Galois :

.......... Pl
‘MF[ / HEg
CFbP
U o/ g Fo bR, ple pr Z/{I’g’Z JErbim,

: Zle 13 / E/F )3 u;' )3 / g/FZ
'TF

bp
Tr




7. Critére de Gras dans le cas /-décomposé

Le critére de Gras consiste consiste a remplacer la condition (z), qui exprime la trivialité de
la limite inductive des ¢-groupes de ¢-classes ambiges C/’ }; = 1 par la condition asymptotique a

priori plus exigeante : C//f, =1 pour n>> 0 (cf. [13], Th. 2.4) :

Proposition 10 (Critére suffisant de Gras). Sous la conjecture de Leopoldt pour F' et si les places
au-dessus de { se décomposent completement dans F/Q, la condition Cﬁ’l}:oo =1 a lieu dés que sont

vérifiées les conditions asymptotiques équivalentes suivantes :
(zi’) Pour tout n >0, on a : CU'L =
- o (zii’ya) Clp =1,
(zii’) Pour toutmn > 0, on a les deux conditions : . } } i1
(zii’,b) (EF:EFQNFn/F(FnX)) = gn(d-1),

ou EY, est le groupe des (-unités de F.

Preuve. L’équivalence des deux conditions résulte de la formule des classes ambiges qui s’écrit ici
)
pour les /-classes :
AN /
ICl'R, | = |Clp]

en(dfl)

n[‘[eI(FTL/F) _ |C€I |
(BB N g, r (F))

[Frn:F) (E%:E%QNFH/F(F&( ))

Comme observé par Gras (cf. [13], Prop. 4.5), le critére asymptotique introduit peut se lire a
n’importe quel étage de la tour Fi/F. En fait, il se lit directement dans F :

Théoréme 11. Soit F' totalement réel qui vérifie la conjecture de Leopoldt et ot les places au-
dessus de £ se décomposent complétement. Les quatre conditions suivantes sont alors équivalentes :

(a) Le critére asymptotique de Gras est satisfait : C@’En =1, pour tout n > 0.
(b) On a simultanément les identités : (U =1 et Uy, /€ = 1.

(¢) Le L-groupe des classes logarithmiques de F est triwvial : Clp = 1.

Preuve. D’aprés la Proposition 10, nous pouvons remplacer la condition (a) par les deux conditions
'=1et (Ey: BN Np p(FX)) =041 pour n > 0. Intéressons-nous plus particuliérement
F F:LR w/F U

a la seconde, que nous pouvons réécrire, aprés f-adification et pour un n > 0 fixé, sous la forme :

(5;7 . 5}7 M NFn/F(RFn)) = gn(d—l)-

Observons d’abord que l'intersection €N NE, /p(R, ) contient évidemment le sous-groupe g 1 des
normes cyclotomiques ainsi que le sous-groupe des puissances ¢"-iémes dans €. Par suite, puisque
le quotient £ /&R est un Zy-module libre de dimension d — 1 (le corps F vérifiant la conjecture de
Gross-Kuz'min en vertu du Théoréme 2), I'égalité précédente affirme tout simplement que 'on a :
€N Np, p(Rp,) = Ep€id".
Or, d’aprés le principe de Hasse, le groupe de gauche n’est autre que la préimage dans £ (par
lapplication de semi-localisation s,) du sous-groupe normique u;f”u r, de R, associé a F,.
Ainsi, dans le plongement canonique de £7/ E r dans Uy, ~ Ry, /Z{Fw les éléments de I'image
5};; qui sont des puissances ("-iemes dans Uy, sont les puissances £"-iemes des éléments de 8}7’;.
Il vient donc : £ = Uy, ; i.e. comme annoncé : Uy, /EF = 1. Et la réciproque est immédiate.
Enfin, conformément au diagramme des extensions dressé¢ dans la section précédente, la conjonc-
tion des deux égalités /. = 1 et U, /€3 = 1 traduit simplement la trivialité du groupe C/p.

Remarque. 11 est conjecturé que le f-groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres
totalement réel donné est trivial pour presque tout £. Il résulterait dans ce cas du Théoréeme 11
que les corps totalement réels F' qui vérifient la conjecture de Leopoldt vérifient également la
conjecture de Greenberg pour presque tous les premiers ¢ complétement décomposés dans F/Q.

Scolie 12. L’équivalence Cp =1 < Clp = 1 vaut indépendamment de toute hypothése sur le

corps F, puisque Clp est le quotient des genres ICl. = C};/C}?(W_l) associé au A-module Cf.
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8. Critére logarithmique dans le cas abélien semi simple /-décomposé
Revenons un instant sur le cas général étudié dans les premiéres sections : si F' totalement réel
satisfait la conjecture de Greenberg, le A-module C}, = lim Cl'r est fini et I'on a donc :
Cly, =~ Cp pour n.>> 0.
De fagon semblable, 'identité Cl = ]£1 @Fn nous donne : @Fn ~ Cp = U, pour n > 0. Ainsi

les (-groupes de classes logarithmiques sont stationnaires (pour la norme), donc, par un argument
classique déja utilisé lors de la démonstration du Théoréme 4, capitulent dans Clp__ :

Proposition 13. Si F' est un corps de nombres totalement réel qui vérifie la conjecture de Green-
berg, le (-groupe des classes logarithmiques de Fuo est trivial : Clp, = hg Ur, =1.

1l en résulte que le sous-groupe C?Eﬁi de @Fn formé des classes logarithmiques des diviseurs

construits sur les places au-dessus de € est lui-méme trivial pour tout n assez grand : @[ﬁi =1.

Corollaire 14. Si, en outre, les places au-dessus de { se décomposent completement dans F/Q,
le L-groupe Clp des classes logarithmiques de F capitule dans F,, pour tout n assez grand.

Preuve. D’aprés le critére de Greenberg (cf. Th. 8, (xiii, a)), en effet, le ¢-groupe des ¢-classes Cl
capitule dans F;, pour n > 0. Or, sous la conclusion de la Proposition, C€’Fn coincide avec C/ Fy»
puisque les diviseurs logarithmiques (de degré nul) construits sur les places de F,, au-dessus de ¢
sont alors principaux.

Nota. La condition obtenue n’exige pas la trivialité de a F, qui entraine, elle, C = 1.

Le Corollaire ci-dessus fournit ainsi un critére algorithmiquement effectif pour tester la conjec-
ture de Greenberg : dés lors qu’on sait calculer dans le corps F, on dispose d'un systéme de
générateurs du (-groupe des classes logarithmiques Clr et il s’agit de s’assurer que ceux-ci de-
viennent principaux lorsqu’on les étend dans la tour cyclotomique, le calcul s’arrétant dés qu’on
a obtenu un corps F;, ou cela se produit.

En fait, ce critére nécessaire est également suffisant dans le cas semi-simple :
Théoréme 15 (Critére logarithmique). Soient F un corps abélien de degré d et €1 d un nombre
premier complétement décomposé dans F'. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
(i) F vérifie la conjecture de Greenberg (pour le premier £).
(i1,a) Cly capitule dans F,
(ii,h) Cl =1.

(111) Le goupe Cly des classes logarithmiques de F capitule dans F,, pour tout n assez grand.

(i) 1l existe un r € N tel qu’on ait les deux conditions : {

Avant d’établir ce résultat, donnons quelques exemples :

— Si F est un corps multiquadratique totalement réel et £ un premier impair qui se décompose
complétement dans F/Q, les (-groupes de classes attachés a F' s’écrivent comme produits
directs des f-groupes homologues respectivement attachés aux sous-corps quadratiques k
de F. La condition (iii) du Théoréme est donc remplie si et seulement si elle 'est pour
chacun de ces sous-corps k.

— Pour k = Q[v/d| quadratique réel et d = 1 [mod /], la condition @Eﬁ = 1 requise par l'as-
sertion (74, a) correspond exactement a la condition (i) du Théoréme 2 de [7]. Le Théoréme
15 peut ainsi étre regardé comme une double généralisation, conceptuelle et technique, du
résultat principal de Fukuda et Taya sur les corps quadratiques réels.

— Ainsi, pour £ = 3 et m = 1 [mod 3] sur les quelque 2256 corps quadratiques réels obte-
nus pour m < 10.000, seuls 237 (soit environ 10%) ont un 3-groupe des classes logarith-
miques non trivial, donc ne satisfont pas le critére (i) pour r = 0. Cette proportion est
de 2.801/22.793 (soit environ 12 %) pour m < 100.000. Elle est de 30.747/227.953 (soit
environ 13,5 %) pour m < 1.000.000.
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9. Preuve du critére logarithmique

Soient donc F' un corps abélien de degré d et £t d un nombre premier impair complétement
décomposé dans F. Notons A = Gal(F/Q) le groupe de Galois de F.

Nous allons montrer que sous la condition (i7) du Théoréme 15, le corps F satisfait la condition
(zii7) du Théoréme 8, ce qui achévera la démonstration du critére logarithmique annoncé.

Par hypothese, ’algébre Zy[A] est une algébre semi-locale qui s’écrit comme produit direct

Zo[A] = ©pZo[Ale, = By Zyp
d’extension non-ramifiées Z, de Z, indexées par les caractéres f-adiques irréductibles de A. Et les
idempotents primitifs associés e, = 23 A ¢(7)7! permettent de décomposer chaque Z[A]-
module comme somme directe de ses p-composantes, lesquelles sont des Z,-modules.

En particulier, les ¢-groupes Cﬂ[lfii s’écrivent comme sommes directes de leurs ¢-composantes
respectivement engendrées par les classes [a¥¢] des idéaux a¥ = [,* obtenus par action de l'idem-
potent e, sur l'unique idéal premier [, = (/¢ au-dessus de 1'un des idéaux [ de F divisant ¢
choisi arbitrairement. Or, ces groupes sont ultimement constants, comme expliqué dans la section
1, puisque le corps F', supposé abélien, vérifie la conjecture de Leopoldt. Notons donc ¢+ 'ordre
de la p-composante de C€E§L et écrivons (pour n > r assez grand) :

a2?"? = (a¥), pour une f-unité af € ERr.
Observons que 5’ ¢ est Z,-engendré par I'élément of et le sous-module 5;{ ; que o est défini

modulo une unité. Ch01sissons donc of de telle sorte que la f-valuation v¥ = v,(7y, (af)) de sa
valuation logarithmique 7y, (af)) = Logé(NF[n 0. () /0" Log,(1 4 £) soit minimale dans E’e”’

Notons que ce choix implique v = 0 : en effet, comme le diviseur logarithmique (de degré
nul pour w # 1) défini par a¥ = ; Doren (T ~U)I7 est principal en vertu de la condition (i, b), il
s’écrit dlv(ﬂ*") pour une (-unité B¢ € ' qui vérifie par définition 7 vir (BY) = dgp( 1) pour tout
7 € A. L’un au moins de ces coefﬁments ‘disons 7 Vi (Bf), n'est pas divisible par £; et il vient donc,
) =0;ie 12 =0.

Cela étant, écrivons a +é1 = (o) ; puis prenons la norme N = Np, /5, . Nous obtenons :

par minimalité : v¥ < v(7y, (ﬁ“”

- €
af = N(of,|)ef, pour une unité ef € Epr-

Et de v(v,(Naf,,)) = 1+ v, (af ) = 1+vf, =1 >0 =vf = v (af)), nous
concluons : vy (7. (¢¥)) = 0. Ainsi :

Lemme 16. Sous la condition 5@% = 1, pour chaque caractére (-adique irréductible ¢ # 1, la
p-composante du l-adifié Ep, du groupe Ef, des unités de F, contient une unité ¥ qui est une
uniformisante logarithmique en la place I, i.e. qui vérifie : ve(vy, (e¥)) = 0.

Posons alors : e, = N, /p(ef). Nous avons par construction : ve(vi(e,)) = 7 +ve(v, (F)) = 7.

D’un autre coté, nous avons directement :

(Er N NE,/r(RE))™ = {1, € € | ve(mi(n,)) 2 v VIIL}.
Observons que (8 r N NEg F(RFT))E“’ est monogene comme Z,-module, en tant que sous-module
de E}e,f ; et faisons choix d’'un générateur 7,. Cela étant, écrivons :
Ep = ni“" pour un A, € Z, de la forme £"#u, avec n, € Net u, € Z;.
La condition ve(vi(g,)) = r < ve(¥1(ny,)) nous donne alors n, = 0; de sorte que e, € Np, /p(EF, )%
est aussi un générateur de (£ N Np, /p (RFT))e”’. Et il suit donc :
(Er N NE,r(RE)) = Np,yp(Er,)%.
Sommant enfin sur tous les caractéres ¢ # 1, nous obtenons :
Er N Np,/p(Rr,) = Np,yp(€r.) ie. EpNNp, p(F)=Np,/r(Er,),

ce qui bien est la condition manquante requise par le critére de Greenberg (cf. Th. 8, (ziii,b)).
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10. Condition modérée et conjecture faible en /-décomposition

Il est d’usage d’appeler conjecture de Greenberg faible 'implication Fp =1 = Cp = 1, ou
Fr désigne le plus grand sous-module fini de Cp (cf. e.g. [27, 28]); ce qui revient & étudier la
conjecture de Greenberg sous 'hypothése additionnelle Fr = 1.

Pour préciser la portée de cette condition, commencons par en donner différentes formulations :

Théoréme & Définition 17. Soit F' un corps de nombres totalement réel qui vérifie la conjecture
de Leopoldt pour un premier ¢ qui se décompose complétement dans F. Les conditions suivantes :
(i) La limite projective des (-groupes de classes sauvages est triviale : CL{] = l&n Cg[lﬁl =1
(ii) Les (-groupes de classes engendrés par les places sauvages sont tous triviaux : Cﬁgﬁi =1
(i1i) Le sous-groupe des points fizes du A-module Cp = l&n Up, est trivial : Ch =1

(iv) Le sous-module fini Fr du A-module Cp = ]&n Clp, est trivial : Frp =1

sont alors équivalentes. Lorsqu’elles sont vérifiées, nous disons que F' satisfait la condition modérée.

Preuve. Examinons successivement les diverses implications :

(i) < (i1) Les places au-dessus de ¢ étant ici totalement ramifiées dans la Zs-extension cy-
clotomique F./F, les morphismes normiques N, /p, : Cﬂ[ﬁ]n — Cﬂ[lfil entre sous-groupes

sauvages sont surjectifs pour m > n > 0. Et il revient donc au méme d’affirmer que tous
les Cégﬁl sont triviaux ou que leur limite projective ’est.

(14) = (i4i) Si tous les groupes sauvages C@;ﬁl sont triviaux, les diviseurs construits sur les
places au-dessus de £ sont engendrés par les f-unités et on a canoniquement :
D%l ~ &L /€ pour tout n € N.
Observant que nous avons par ailleurs Dgﬁ] = Ng,, F(Dgfii), nous obtenons l'identité :
r=Np,/r(€E )Ep pour tout n € N;
ce qui nous donne a la limite, par compacité du f-adifié du groupe des unités, l'identité :
Ep = (mnEN NFn/F(gfrn)) Ep=Ep&p,
ott & = Npen Ve /r(ER,) = Nnen NFn/F(an) est le sous-groupe de gF formé des normes
logarithmiques, i.e. des éléments de R qui sont normes d’unités logarithmiques a tous les
étages F,,/F de la tour cyclotomique (cf. [22], §7, Prop. 19). Il suit en particulier :
r=Ep&p et Ep=EF.
Ce point acquis, notons Cp = lim (¢, la limite projective des f-groupes de (-classes (/7. |,
qui coincide ici avec Cr du fait de la condition (7). L’égalité a droite jointe & I'isomorphisme
de Kuz'min &, /E% ~ CiF (cf. e.g. [22], §6, Th. 17), nous donne immédiatement C/l' =1,
i.e. comme annonceé :
Cp =1
(iii) = (iv) De CL =1, on tire FT = 1; ce qui entraine Fr = 1, puisque Fr est fini.

(iv) = (4) Enfin, puisque C;{] est fini, d’aprés le Scolie 3, donc contenu dans Fp.

Corollaire 18. Sous la condition modérée, le critére logarithmique suffisant Clp=1dela conjec-
ture de Greenberg donné par le Théoréme 11 se trouve étre également nécessaire.

Preuve. Notons T, le groupe cyclique Gal(F,/F). La condition £, = £% rencontrée dans la
démonstration de Théoréme implique en particulier : H 2(Fn,gF); donc, du fait de la trivialité
du quotient de Herbrand des unités logarithmiques : H*(T,, E ) = 1. Il résulte alors de la suite
exacte des classes logarithmiques ambiges (cf. [19]) que les morphismes de transition (/p — Clp,
sont injectifs. Et la condition de capitulation requise par la Proposition 13 ne peut étre remplie
que si le groupe Clp est déja nul; ce qui est précisément la condition (¢) du Théoréme 11.
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

Nous recensons ci-dessous les principales notations utilisées dans le corps de ’article.

Corps et extensions
F' : un corps de nombres totalement réel; et F), : le complété de F' en la place p;
Foo = UpenFy, avec [F, : K] = (" : la Zs-extension cyclotomique de K ;
F, :le n-iéme étage de la tour : et F}, :le complété de F;, en la place p,, ;
E77 ¢ la l-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de F, ;
F'd . la f-extension abélienne non-ramifiée foo-décomposée maximale de F, ;
Fl¢ : la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale de F, ;
F : la pro-f-extension de Bertrandias-Payan associée & F}, ;
F" : la pro-f-extension abélienne /-ramifiée co-décomposée maximale de F}, ;
F¢d : 1a pro-f-extension abélienne partout complétement décomposée maximale de Fi ;
E77 ¢ la pro-f-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de £}, ;

K’ : la pro-f-extension abélienne /-ramifiée co-décomposée maximale de Fi ;

Groupes d’idéles
Rp, = lim Fy/ prem: le compactifié £-adique du groupe multiplicatif F},* ;
u 7, - le sous-groupe unité et I/ 7y le groupe des unités logarithmiques dans R Py
R, = e Re s puis Up, =11y Up, ; et Up, = [Ty U,
pr, © le f-groupe des racines de I'unité dans RFP ; puis fip, = Hr|e Pp et pp = leoo B, s
Tp = ;CS Ry, : le L-adifie du groupe des idéles de F';
T, ) = Rp,br, Hp Uu 7, le sous-groupe des foo-idéles ;
Up = (I1,Up, )1r, : le sous-groupe unité (au sens ordinaire) de Jp ;

Uy, = (I, an Jip + le groupe des unités logarithmiques (au sens ordinaire) de Jp. ;

Groupes de classes
Clp~ Jp/UpRp : le L-groupe des classes d’'idéaux (au sens ordinaire) du corps F';
a r= J o /EIFRF : le f-groupe des classes logarithmiques (au sens ordinaire) du corps F';

Cly =~ jp/Jg]RF : le f-groupe des f-classes d’idéaux du corps F';

Groupes globaux
Rp =2Z¢ @z F* : le f-adifié du groupe multiplicatif du corps F';
Ep =Zy @7 EY : le L-adifié du groupe des f-unités (au sens ordinaire) de F';
Ep =Zy @7 Er = Rp N U : le l-adifié du groupe des unités (ordinaires) de F';
gF =RpN Z:IF : le f-groupe des unités logarithmiques de F';
E .= Unen E , © le f-groupe des unités logarithmiques de Fix ;

Ep = Np r(€p_) =MNpen Nr,/r(Ep, ) ¢ le groupe des normes logarithmiques.

Groupes de Galois
I : le groupe Gal(K/K) ; v un générateur topologique et A = Zy[[y —1]] algébre d’Twasawa ;
Cr =1imClp, ~ Gal(F2 /Fu) ; puis Cpi' = lm (U ; et Cp = lm Clf, ~ Gal(F/Fi) ;
TFbp = Gal(F" /F.) le groupe de torsion de Bertrandias-Payan.
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