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APPROCHE p-ADIQUE DE LA CONJECTURE DE GREENBERG
(CAS TOTALEMENT REEL p-DECOMPOSE)

GEORGES GRAS

ABSTRACT. Let k be a totally real number field ant let ko be its cyclotomic Z,-extension
for a prime p > 2. We give (Theorem [B4)) a sufficient condition of nullity of the Iwasawa
invariants A, u, when p totally splits in k, and we obtain important tables giving quadratic
fields and various p for which we can conclude that A = = 0.

We show that the number of ambiguous p-classes of k, (the nth stage in ko) becomes
equal to the order of the torsion group 7, of the Galois group of the maximal Abelian
p-ramified pro-p-extension of k (Theorem [L7)), for all n > e, where p® is the exponent of
Ui /Ex (local units of norm 1 modulo global units). Thus we recover some classical results
of Fukuda, Greenberg, Inatomi, Komatsu, Sumida, Taya, . ..

Then we establish analogs of Chevalley’s formula for a family (A;)o<i<m,, of subgroups of
k>, prime to p, containing Ej, in which any x is norm of an ideal of k,, (Theorem [£3]
Corollary [£12]). This family is attached to the subgroups of the classical filtration of the
p-class group of k,, giving the theoretical algorithm computing its order in m,, steps.

We show that mn, > (A-n+ p-p" + v)/vp(#Tk) and that the condition m, = O(1)
P71
(i.e., A = p = 0) depends essentially on the p-adic valuations, for p | p, of the — m 1,
zi € Ay, so that Greenberg’s conjecture seems strongly related to the (tricky) properties
of “Fermat quotients” of suitable elements of k. A statistical analysis of these Fermat
quotients (Section [7]) shows that they follow natural probabilities, whatever the value of

n, showing that, almost surely, A = u = 0 (see the main Heuristic [(3)).

This would imply that for a proof of Greenberg’s conjecture, some deep p-adic results are
necessary before referring to the purely algebraic Iwasawa theory.

1. INTRODUCTION

Nous appelons Conjecture de Greenberg pour les corps de nombres totalement réels k, le fait
que les invariants d’Iwasawa \,(k) et p,(k) de leur p-tour cyclotomique ko, sont nuls (quel
que soit p). Comme la nullité de \,(k) et p,(k) implique celle relative aux sous-corps de
k, on pourra toujours supposer k/Q Galoisienne réelle de degré d. Le corps k et le nombre
premier p étant fixés, on désigne pour simplifier par A, u, v les invariants d’Iwasawa pour k
et p.

Dans l'approche classique, la décomposition de p dans k/Q joue un role important et nous
nous limiterons ici au cas ou p est totalement décomposé. La raison est la suivante : la nullité
du p-groupe des classes (i, du n-iéme étage k,, de ko est, en supposant implicitement que
p est totalement ramifié dans ko, /k, équivalente a celle de (formule des classes ambiges de

Chevalley) :

pn~(t—1)

(Ey, : B NNy, jp(kn))’

#O = #Cly -

ou G,, = Gal(ky,/k), t | d est le nombre d’idéaux premiers au-dessus de p dans k, (/j, est le
p-groupe des classes de k, et Ej, son groupe des unités.
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Le cast = 1 implique B} C Ny, (k) (formule du produit des symboles de restes normiques)
et les invariants A et p dépendent essentiellement du comportement du p-groupe des classes
de k par extension des idéaux dans la tour (|Grel Theorem 1, §4|).

pn~(d—1)
(Ek : Bx NNy, ji(kn )
a méme valuation p-adique que le régulateur p-adique normalisé Ry de k (Théoréme [A.7]).

Le cas t = d montrera que, sous la conjecture de Leopoldt, le facteur

Sil <t < d, 'étude se raméne grosso modo aux cas précédents, ce que 'on peut justifier par
exemple au moyen du cas Abélien réel de degré d étranger a p (en se reportant au principe
de découpage selon les caractéres p-adiques de Gal(k/Q) lorsque p 1 d, e.g., |Grad| et [Hil) :
pn~(t—1)

(Bx : Ex NN, k(kn))

si k' est le corps de décomposition de p dans k, alors est le produit de

pn-(t—l) 1 . )
et de =1, oul'on a posé E, = E D E;
(Eg : By N Ny g (k7,)) (B« BN Ny, e(kn) ‘

(& un indice prés étranger a p), ot Ef est le sous-groupe des unités de k de norme 1 sur
k'. Autrement dit, on a toujours E; C Nkn/k(k‘;f) pour tous les étages de la tour et on est
ramené au cas totalement décomposé pour &’. Cependant, s’il existe un p-groupe de classes
relatives dans k/k'| la question est analogue, en relatif, au cas non décomposé ¢t = 1.

2. CONJECTURE DE GREENBERG (CAS TOTALEMENT DECOMPOSE)

Soit k£ un corps de nombres Galoisien réel de degré d et soit p > 2 un nombre premier
totalement décomposé dans k. Soit Qn la Z,-extension cyclotomique de Q et ko := k Qo
celle de k ; puisque p est non ramifié¢ dans k/Q, on a kN Qy = Q. Il y a alors totale
ramification de p dans ko /k.

On désigne par k, C ko lextension de degré p™ de k et par G, son groupe de Galois.
Soient (U et Cly, (resp. Cﬁfk et @g:") les p-groupes des classes de k et k,, (resp. les Sk et
Sk, -groupes des classes de k et k,) ou S et Sy, sont les ensembles des p-places de k et k,
respectivement. On a Cﬁfk =y )l (Sk) ot cli(Sk) est le sous-groupe de (¥, engendré par
les p-classes des éléments de Sy (et de méme pour C€£:")

Théoréme 2.1. |Gre, Theorem 2, (1976)]. Sous les hypothéses et notations précédentes, et
sous la conjecture de Leopoldt pour p dans k, les invariants A\p(k) et p,(k) d’lwasawa sont
nuls si et seulement si pour tout n assez grand, on a Cﬁan” = d, (Sk,) (i-e., le sous-groupe
des p-classes ambiges de ky, est égal au sous-groupe engendré par les p-classes des éléments

de Skn)

On notera que dans cet énoncé interviennent le p-groupe des classes ambiges Cﬁan" et le
groupe d, (Sk, ) qui est un sous-groupe du p-groupe des classes du groupe des idéaux invari-
ants IkG; ; or on a 'isomorphisme classique Cean"/c@kn (IE;) ~ Ex NN, k(b ) /Ny 1 (B, ),
ot B, (resp. Ey, ) est le groupe des unités de k (resp. ky). Or seul Ex NNy, /i (k; ), donné
par le corps de classes local, est accessible en pratique, Ny /. (B}, ) étant un invariant arith-
métique non trivial associé a l'extension k, /k, ce qui explique la difficulté du calcul de A et
w en termes d’unités globales (éventuellement comparées aux unités cyclotomiques du cadre
Abélien comme dans [KS]). On a par ailleurs dkn(Ig") = i, (Sky) * Jhon /i (k) O G, /i
est I'extension des classes de k a k, ; la relation C€,~CG7:Z = d, (Sk, ) implique donc, de plus,
la relation jy,, /i (Clx) C clk, (Sk,) pour tout n assez grand.

Remarque 2.2. 1l est clair que si pour tout n assez grand on a C€an” =1, la conjecture de
Greenberg est vraie ; or cette propriété a lieu si et seulement si (formule des classes ambiges

pnv(d—l)
, cf. Remarque :
(Bx : Ex NNy, k(kn)) 53)

Ur=1 & (By:ExNNy, (k) =p™@=,

de Chevalley qui s’écrit ici #C@an" = #Cl}, -
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puisque ici p est totalement ramifié dans k&, /k. On verra plus loin que la condition normique
sur les unités équivaut au fait que le régulateur p-adique normalisé Ry de k (cf. [Gra6
Définition 2.3 (i)]) est une unité p-adique ; il en résultera que la condition Cﬁan” = 1 pour
tout n assez grand est équivalente a la nullité du groupe de torsion Tj de Gal(H}'/k)
(i.e. p-rationalité de k), on H}jr est la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée maximale de k
(Théoréme A7) (en effet, #7 = #Cly - Ri). En outre on montrera que la condition C€,~CG7:Z =1

pour tout n assez grand est équivalente & ng: = 1 (Proposition [4.4]).

3. CONDITION SUFFISANTE DE NULLITE DE A ET p

Nous avons démontré dans [Gra3l, (1973)], [Gra2l (1994)], et repris récemment dans [Gradl,
Theorem 3.6, (2016)], le résultat suivant valable en toute généralité, ici énoncé dans le
cas “T = (7 qui correspond aux groupes de classes au sens classique (I’énoncé n’utilisant
que la ramification des places finies et I’éventuelle complexification des places & l'infini on
doit utiliser le sens restreint) ; on désigne par Ix et Px le groupe des idéaux de K et son
sous-groupe des idéaux principaux (au sens restreint) :

Théoréme 3.1. Soit K/k une extension cyclique quelconque de corps de nombres, de groupe
de Galois G. Soient (g et Cli les groupes des classes au sens restreint de K et k respec-
tivement. Soit eq Uindice de ramification dans K/k d’un idéal premier q. Alors pour tout
sous-G-module H de Clk et tout sous-groupe I de I tel que T - Px/Px =H, on a :

#Cek : Hq €q
[ 2 k] - #Ngep () - (A AN Ny (K))
ot Ngp, est la norme arithmétique et A := {x € k* (x> 0), (z) € Ng/(Z)}

(1) #(Clic /M) =

Corollaire 3.2. SiH = dk(Sk), ot Sk est un ensemble fini quelconque d’idéaux premiers
de K, on obtient :

#Cgk ! Hq €q
[K : k] - #clp(NSk) - (By°€ « BEYF A Ngjp(KX))
ot N = Ny, et donc, E,IjSK = {z € E,‘j" (x>0), vy(zr) =0 (mod fy) Vg € Sk}, ot Sk

est l’ensemble des idéaux premiers de k au-dessous de Sk et fy le degré résiduel de q dans

K/k.

(2) #OUKC =

Jaulent a obtenu dans [Jall p. 177, (1986)] une autre écriture de cette méme formule (2] :

Sk
40ISKG _ #CF - Tlags, €a Ilges, € fa '
K2 K] - (B« B 0 Ny yp(KX))

On peut utiliser la relation E]f’“ N Ngep(K*) = EkNSK N Ng/p(K*) et la suite exacte :
1 — B} B —— (Sk)z/(Ng/wSk)z, —— i(Sk)/cle(Ng/iSk) — 1

pour comparer les deux expressions. Dans I’application que nous en ferons (totale ramifica-
tion de Sy, dans K/k) on aura Ng Sk = Si. quel que soit K C Koo.
Remarques 3.3. (i) Il est important de noter que la relation () (et ses analogues) peut
se mettre sous la forme du produit de deux entiers :
[HkKﬁHk] % quq

#Ng/u(H) [K : KN Hg]- (A: AN Ng p(K*))’

ou Hy, est le corps de classes de Hilbert de k£ ; si K N H = k, alors le premier facteur est
#Cl

#Ngyp(H)

Lanorme Ny, : Clix — Cl), a pour image le sous-groupe de (¥, isomorphe a Gal(Hy/KNHy).

(3) #(Clc /M) =

égal a
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(ii) Pour K =k, C koo, G = Gy, = Gal(ky,/k), et pour les ensembles de p-places Sy et S,
(p totalement décomposé dans k/Q), la formule devient :

n-(d—1)

Sk, G p

(Eifk : E;fk men/k(k‘nX)).

(4) HOLE O = 4L x
On peut alors énoncer, en désignant maintenant par (¥ les p-groupes de classes, et en prenant
un corps de la forme k,, de degré p™, de groupe de Galois G,

Théoréme 3.4. Soit k un corps de nombres Galoisien réel de degré d et soit p > 2 un
nombre premier totalement décomposé dans k vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p
dans k. Soit ki, de degré p sur k, le premier étage de la Zy-extension cyclotomique de k.
Alors une condition suffisante pour que A = pu = 0 est que les deux conditions suivantes
sotent réalisées, ot Sy, est l’ensemble des p-places de k :
(i) ngk =1 (i.e., Sy engendre le p-groupe des classes de k),

. S Sk _
(i1) (ER* + By NNy, (k) = p™ 1.
Démonstration. Soit n > 1 et considérons k,. On a la suite exacte de G,,-modules :

1 —> oy, (Sk,) )y crn

n

— 1,

qui conduit & :

1 — by, (Sk,) i A —— HY (G, b, (S,))-

Ici, comme p est totalement ramifié dans koo /k, on a cfy,, (Sg, )" = dy,, (Sk, ) et finalement :

1 — G5 [l (Sk,) — QL = (Cly, [l (Sk, )" —— HY Gy i, (Sky)),

qui fait que la condition C€Sk"G" = 1 pour tout n assez grand implique la conjecture de

Greenberg (cf. Théoréme IZ[I) cette condition équivaut a la réunion de la condition (i) et
de la condition (El‘j" : Ek" N Np,/k(ky)) = p" m(d=1) Q’aprés @). Or d’aprés la Proposition
46 il suffit que cette derniére condition soit satisfaite pour n = 1 pour qu’elle le soit pour
tout n. U

Remarques 3.5. (i) Pour le cas des corps quadratiques réels, il est facile de faire un
programme qui teste cette condition suffisante quel que soit p > 2. La condition de nullité
du Si-groupe des classes de k doit étre examinée en relation avec la détermination des
Sp-unités puisque celles-ci dépendent de l'ordre de la classe des p € Si.

(i) On a HY(G,,, e, (Sk,)) = vk, (Sk, ) oll vy, est la norme algébrique pour Gy, ; par con-
séquent, si Ny, /. est la norme arithmétique et j;, /. I'extension des classes, on a vy, = ji,, /50
N, /& avec surjectivité de la norme arithmétique. Fixonsn > 1. On a HY(Gp, cly, (Sk,)) =0
si et seulement si v, est injective, donc si et seulement si (I'image de v, étant jy,, /5 (clr(Sk))
puisque Ny, /%(Sk,) = Sk) on a I'isomorphisme :

wt i, (Sk,) = i/ (i (Sk)) € b, (Sk,)
qmmwwww%)JM%@WMMMMMFMM%WMWM
p € Sk, ona g k(p) =P, P | p dans k,,, d’ou ly, (Sk,) = Lk, (Sk,)P et cy, (Sk,) = 1.
On a donc HY(G,,, ey, (Sk )) = 0 si et seulement si oy, (Sk,) =
4. SYMBOLES DE RESTES NORMIQUES
Par commodité, rappelons (d’aprés [Grall, 11.4.4.3]) une méthode de calcul (global) des sym-
kn/k
boles de restes normiques de Hasse (L> € G, := Gal(k,/k), dans le cas particulier

d’un corps de nombres Galoisien réel k avec k,, C ko de degré p™ sur k, et relativement a
un idéal premier p | p de k.
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Dans notre cas (p > 2 totalement décomposé), le conducteur de k,, /k divise (p"*!) puisque

localement, 1+ p"*lag = (1 +pah)?" = N, k(14 pap), oit ag, of sont des p-entiers du

n+1

produit des complétés Hp|p kp de k. Le conducteur de Q,, est p pour tout n > 1.

Les calculs en question sont liés & la théorie des genres dont nous rappelons [’essentiel
ci-aprés. On désigne par Hy, (resp. Hy, ) le p-corps de classes de Hilbert de k (resp. ky).

4.1. Suite exacte des genres pour les sous-corps de ko /k. Dans le cas p totalement
décomposé dans k, les groupes d’inertie I,(k, /k) des p | p dans k, /k sont égaux a Gy,.

x,kn/k)
. . . .p ’
p | p. On obtient alors la suite exacte des genres interprétant la formule du produit des

symboles de Hasse d’une unité (voir, e.g., [Grall Proposition IV.4.5.1] pour T'= 5 = {)) :
(5) 1 — Ep/E, NNy, (k) — GP I(kn/k) =" Gal(Hy,, /i /knHi) — 1,
pip

On considére I’application w,, qui associe & x € Ej, la famille des symboles de Hasse (

ou Hy, /. est le p-corps des genres de ky, défini comme la sous-extension maximale de H,,,
Abélienne sur k, selon le schéma suivant ou I'on sait que Hy, /. est fixe par I'image de
C€,1€;°", ol o, est un générateur de G,, (en effet, le groupe des commutateurs [I',T'] de
I' = Gal(Hy, /k) est Gal(Hy, [kp)'=on puisque I'/Gal(Hy,, /ky) est cyclique) :

1 on

Ry oo s Hy,, )y —=—— Hy,

n

Gn
Io(Hy, e/ Hi))plp

k—=r

L’image de wy, est contenue dans Q(k, /k) := {(Sp)p € DI, (kn/k), s, = 1} ~(Z/p"Z)%1
plp plp
et Vapplication 7, est ainsi définie : a (sp)p € D I, (kn/k), 7, associe le produit des reléve-
plp

ments s, des s, dans les groupes d’inertie Iy(Hy,, j,/Hy) qui engendrent Gal(Hy,, ./ Hy) ; il
résulte de la formule du produit que si (sy), est dans Q(kn/k), [y, sy fixe a la fois Hy et
k., donc k, Hj. La suite exacte des genres montre que le noyau de 7, est wy,(E}).

On a comme attendu, puisque #Q(k,/k) = p* @1 et H, Nky = k,

pn-(d—l)

(Bk : Ex NNy, i (kn )

[Hi, /1o : in] = #CLy - = #algm.
On montrera que le degré [Hy, 1, : ky] (et donc #C€an") est constant a partir du rang n = e
donné par I'exposant p© du groupe de torsion de Gal(H}' /Hy), ou HY" est la pro-p-extension

Abélienne p-ramifiée maximale de k et que ce degré est égal & #7T;, ou Ti est le groupe de
torsion de Gal(H}" /k) (cf. Théorémes A7 et E9).

4.2. Calcul effectif des symboles (%) Soit = € k™ et soit p | p un idéal premier de
k au-dessus de p (z n’est pas supposé étranger a p). Soit a;; € k* (appelé un p-associé de
x relativement & ky,/k) tel que (théoréme des restes chinois) :

(i) x;,x_l =1 (mod p"t1),

(ii) z; =1 (mod p’™ ™), pour tout p’ | p, p’ # p.
! z!  kn —1 z ! n
Par la formule du produit, (%n/k) = I (M) , et comme ( ’];"/k) = ( "’I; /k)
a.a#py 1

d’aprés (i) et par définition du p-conducteur local de &, /k, (%’Z/k) =14 q2p (M) B

Déterminons les symboles du membre de droite :
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e siq=p'|p,p' #p, v,=1 (mod p’" ™) (d’apres (ii)) et on a (% ’f,"/k) =1,

kK
=)

x;,kn/k) _ (kn/k)vq(x;) (
q q
symbole de Frobenius de q et vq la valuation g-adique).

Finalement, (M) = Iqp (k”—/k)_v“(m;). Posons ay(z) =[], qU @) (ay(x) est étranger

est le

e siq{p, qest non ramifié et dans ce cas, ( ol (

p q
a p), alors on a :
(6) (h) =2 p* D ay (@) = p Py (2),
-1
et on a obtenu (pour p | p) (m’];”/k> = (f:é’;) (inverse du symbole d’Artin de ay(z)).

kn/k
ap ()
En dépit des notations, (z},) et a,(x) dépendent de n.

> ne dépend pas du choix de xy. Si vp(x) = 0, alors ay(z) = (x},).

On vérifie que <

D’apres le théoréme de relévement normique dans k/Q, 'image canonique de <k"/ k) € G,

ap (z)
dans Gal(Q,/Q) ~ {a € (Z/p"*1Z)*, a = 1 (mod p)} ~ Z/p"Z, est le symbole d’Artin
(%) qui caractérise (%) et ott Ny jg(ap(x)) > 0 (norme absolue).[]

Définitions 4.1. (i) Soit x € k* étranger a p. On suppose p totalement décomposé dans k.
Alors on définit les coefficients d,(x) > 0, pour tout p | p, par la relation :

(xp—l —1)=p- ﬂ;pépm by, by étranger a p.

(11) Si x n’est pas étranger & p, on définit les coefficients dy(x) > 0 par les relations :
((m -p_”"(x))p_l — 1) =p-ph@. by, by étranger a p.

Ces définitions ont un rapport avec les groupes de classes logarithmiques et les valuations
logarithmiques introduites par Jaulent (cf. [Jad], [Ja6] et leurs bibliographies ainsi que [BJ]
pour les aspects numeériques ; voir aussi [Grall, II1.5]).

Dans le cas ol x est étranger & p, on a 6, (7x) = 0,-1,(x) pour tout p | p et 7 € Gal(k/Q).

Lemme 4.2. Soit x € k*, x étranger a p, et soit p | p fivé. Soit ay(x) = (v},), ot x; est un
p-associé de x relativement a ky/k. Alors on a Ny g(ap(z)) =z (mod p™*') et on a, pour
tout n > 0y (x), % -log(Ny/q(ap())) = ap(w) -p»@) (mod p"), ay(z) € Zy.

Démonstration. On peut écrire (i) et (ii) définissant xy, sous la forme :

(i) b z7! =1 (mod pmtl),

p
(ii') #, = 1 (mod 7 'p"*1), pour tout 7 € Gal(k/Q), T # 1.
On a N = ]I Y=o I (2! - conduit A -
n a Ny /g(zy) TEGal(k/Q)(Txp) T, #1(7%) qui conduit a

Nyjo(zp) =2 (mod p"*h).

Donc, pour n > 6,(x), il vient en élevant la congruence ci-dessus a la puissance p — 1 :
up(Niyg(ap)P ™' = 1) = (@™ = 1) = Gy(2) + 15

mais comme Ny g(z;) est rationnel, on a vy(Nyg(a})P~! — 1) = §(x) + 1, d’oit le lemme
en prenant le “logarithme normalisé” % -log. O
Lemme 4.3. Soient p | p fivé et x), un p-associé de x relativement a ky/k, et soit ay(z) =
() p% @ Alors on a Ny g(ap(z)) = z-p~@ (mod p"*1), et on a, pour tout n > 5,(x),
L log(Ni/o (ap(2))) = ap(z) - 5% (mod p), ay(x) € Z;

Ipour p # 2, Gal(Q,/Q) est 'ensemble des restrictions & Q, des automorphismes définis sur les racines
p"T1oiémes de P'unité ¢ par ¢ — ¢%, pour @ > 0, a = 1 (mod p). On a alors Gal(Quo/Q) =1+ p - Z,.
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Démonstration. On a alors Ny q(ap(z)) = Ny g(zy) -p~* () . on est ramené au calcul précé-
dent via les congruences (i'), (ii’), ott 'on aura Ny g(z;) 27! =1 (mod p™*!). Finalement,
Nyjolap(r)) =2 -p~%®) (mod p"*1) qui conduit a :

Up(Np g (ap ()P = 1) = vy ((z - p @)=t — 1) = §y(2) + 1

et & une conclusion analogue pour ’expression du logarithme. O

Vu comme élément de {a € (Z/p"*'Z)*, a=1 (mod p)}, le symbole d’Artin (N %"a/gx )

est représenté sous forme additive par le logarithme normalisé i log (avec log(p) = 0) d
ap(r) := Ny g(ap(z)) > 0. On identifie par abus cet automorphisme d’Artin & :

% -log(ap(x)) =: ap(x) p%@) (mod p"), ap(z) €2,

L’ordre de (k"/k) dans G, est I'ordre de <M) dans Gal(Q,,/Q). On peut alors énoncer :

ap () ap ()

Théoréme 4.4. Soit k un corps de nombres Galoisien réel et soit p > 2 un nombre premier
totalement décomposé dans k. Soit ks la Z,-extension cyclotomique de k et, pour tout n > 0,
s0it ky, le sous-corps de koo de degré p™ sur k. Soit x € k* et soient 6,(x) > 0, pour p | p,
les entiers définis par &y(z) + 1 := vy ((x p~*@P~=1 — 1) pour tout p | p (Définition[f1) :
(1) L’élément x est norme locale en p | p dans ky,/k si et seulement si §,(z) > n.

(ii) Pour p | p fizé, soit a;; un p-associ€ de x relativement au calcul du symbole (%) et
soit ap(z) = Ny g((z) -p~@)). Alors, si dy(x) < n, Uordre et l'image de (%) dans
Gal(Q,/Q) ~ Z/p"Z sont p"~%*) et % log(ay(z)) =: ay(z) - p»@ (mod p"), ay(z) € Zy.

Corollaire 4.5. Six € k*, étranger a p, est partout norme locale en dehors de p dans ky,/k
(i.e., (x) norme d’un idéal de ky,), il est alors partout norme locale (donc norme globale
dans ky, /k) si et seulement si 6,(z) > n pour tout p | p (sauf un).

D’un point de vue heuristique on a, a priori, dy(x) > 1 avec la probabilité %, de sorte qu’en
@, kn/k kn/k\—

p/ ) = (ap(/w))
conjecture de Greenberg. Cependant, le cas de x € k* partout norme locale en dehors de
p dans k,/k montre que, pour p | p, les d,(z) ne sont pas indépendants en raison de la
formule du produit (considérée comme unique) ; on verra que ceci provient aussi du fait que
Ni/g(z)?~1 =1 (mod p"*!) (voir Section [7] pour une analyse détaillée).

general ( ! est un générateur de G, ce qui est trés favorable pour la

Proposition 4.6. Soit A un sous-groupe de k™ tel que tout x € A soit partout norme locale
en dehors de p dans ky, /k, n > 1 donné (i.e., (x) est norme d’un idéal de ky). On suppose
que (A : AN Nkl/k(klx)) =p?1 ; alors on a (A : AN Nkn/k(k‘g)) = pr(d=1),

Si A est le groupe Elf’“ des Si-unités, on a (E]fk : Elf’“ N Ny, /w(ky)) = P40 pour tout
n > 1 dés que ceci est vrai pour n = 1. De méme pour A = Ej,.

Démonstration. L’hypothése signifie que wq(A) = Q(k1/k) (cf. §HI). Il existe donc des
d—1

éléments x; € A, 1 < i < d— 1, tels que Q(ki/k) = G%(wl(:ni)% ou chaque wy(x;) =

((w)) olp est d’ordre p ; les wi(x;) sont les images canoniques (par restriction des

p
symboles de Hasse) des woo(2;) := ((%ﬁ"/k
d—1
de Q(koo/k) =~ Zg_l car toute relation I weo(z;)% =1, a; € Z, non tous divisibles par p,
i=1
conduit & une relation non triviale au niveau n = 1. Par restriction au niveau n, on obtient
d—1
wn(A) = D (w,(x;)), dordre p™ (@), Pour les Sp-unités, la condition de normes locales en
i=1

))p‘p qui constituent une Zy,-base topologique

dehors de p dans ky,/k est satisfaite pour tout n (totale ramification de p dans k,/k). O
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En pratique, ayant un systéme de générateurs de A dont on connait les d,, on obtient

facilement 1'ordre de wy,(A) C Q(k,/k) ~ (Z/p"Z)4~1.

4.3. Groupe de torsion de la p-ramification Abélienne. Soit 7 le groupe de torsion
du groupe de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée maximale H}?r de k. En
appliquant la formule classique donnant #7; dans le cas réel sous la conjecture de Leopoldt

(cf. |Cd, Appendix, (1975)], [Grall Remark I11.2.6.5 (i)]), en tenant compte du fait que

Hp‘p Ny /o(p) _ d-1

Hp, Nky = k, que p est totalement décomposé dans k, que p*~*, et que le

régulateur p-adique normalisé Ry, (cf. |Gra6l, Définition 2.3 (i)]) est le régulateur p-adique

classique précisément divisé par p?~!, on a :

#T. = #C0y, - #torp(Uk/Ek) & #torp(Uk/Fk) ~ Ry,

en désignant par Uy := Hp|p(1 +p) le groupe des unités locales principales de k, et par Fj,

I’adhérence de E}, dans Ujy. Par abus, nous écrirons que ce régulateur Ry est égal a pvr(Bik)
bien qu’il soit un élément non nul de Z, défini a une unité p-adique preés.

Posons Uy := {u € Uy, Ny g(u) = 1}. De fait, on a tor,(Uy/Ey) = U /E}, car U} est un
Z,-module libre de rang d — 1 dans lequel Ej, est d’indice fini (conjecture de Leopoldt).

Théoréme 4.7. Soit k un corps de nombres Galoisien réel de degré d dans lequel p est
totalement décomposé. On suppose que la conjecture de Leopoldt est vraie pour p dans k.

Soit Ty, le groupe de torsion du groupe de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifice
mazximale H,Sr de k et soit p® lexposant de U}/ Ey,. Alors :

(i) Pour tout n, il existe une injection canonique v, de Ej N Nkn/k(k,f)/Ein dans U} /Ey,
pn-(d—l)

(Bx : BEp NNy, k(kn))

(i) Pour tout n > e, Uapplication 1, est de plus surjective et dans ce cas les divisibilités

et par conséquent divise Ry, et #C€g: divise #T; pour tout n.

précédentes sont des égalités. En particulier #Cﬁan” = #T} pour tout n > e.

Démonstration. Nous supposerons dans la suite que tout nombre étranger & p est de fait
congru a 1 modulo p (quitte a I’élever a la puissance p — 1).

Soit € € Ex NNy, /i (k) ; vue dans Uy, on a e = Ny /p(up), ott uy, € Uy, = H‘DeSkn(l +P)
et par conséquent on a &, () > n pour tout p | p (cf. Corollaire LH). Donc e =l , ug € Uy.
Comme Ny /g(e) =1, on a ug € U}.

(i) (définition de ¥y,). Soit ¢, 'application qui & e € Ex NNy, /i (k, ) associe la classe de ug
dans U} /E}. L’application 1, est définie car il n’y a pas de p-torsion dans Ur.

(i) (calcul de Ker(¢y,)). Sl ug € Ey, alors e € (E},)P" est arbitrairement proche d’un element
de E} ; en effet, E—EN up, €y € By, uy — 1 dans Ej pourN—)oo d’ou un EEp
(conjecture de Leopoldt [Gral Théoréme 111.3.6.2 (iv)]) ; dou € € Ek et Ker(¢,) = Ei .
A ce stade, puisque (Ej : Ep ) = p™ @1 on obtient pour tout n les divisibilités du (i) de
I’énoncé.

(iii) (surjectivité pour n > e). Soit u € U} et écrivons que uP® € E}, ; pour N — oo, il existe

e N —e

ey € Ej, tel que uP :_EQV ~un, uy — 1 dans U} Il en résulte que uy = uf = (uff )pN ,
uy € U et u] =:% € Ej par définition de e. Donc uy = ZP° pour N assez grand, auquel
cas on obtient u?* = &f - &'7° ; par consequent il existe ' = u - &~ dans la classe de u

n €

modulo Ej, tel que u/P° = = ¢/y. Posons ¢ = EN = u'P" (car m > e) ; il est clair que

e € Ny, /k(kyy) et que i, () est la classe de u modulo B}, d’ou la surjectivité de 1, et le
n-(d—1) .

fait que P = #(U; /E)) et #C€kG7:‘ = 47T

(Bk : By N\Np, (k)
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(iv) (calcul direct de l'ordre pour n > e). On peut calculer #@g: de la fagon suivante :

puisque p® annule U} /Ey, on a pour n > e, Uy /Ey = U} /(UF)P" Ey, et la suite exacte :
1 — Ex/Ex N (U —— Ug /(U —— U/ (Up)P By — 1.

On a Fk/Fk N (U]:)pn = Ek/Ek N (U;)pn ; or BN (U;:)pn = Ek/Ek men/k(k;;) ; d’ott le
résultat puisque #(U}/(UF)P") = pr(d=1). O
Corollaire 4.8. On a la suite ezacte 1 — Ezn — B NN, k(ky) SN U /Er — 1,
pour tout n > e.

Théoréme 4.9. Soit k un corps de nombres Galoisien réel de degré d dans lequel p est
totalement décomposé. On suppose que la conjecture de Leopoldt est vraie pour p dans k.
Soit Ty le groupe de torsion du groupe de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée
mazximale Hlfr de k et soit p® l’exposant du groupe Ug/Ek On a les résultats suivants :

(i) Le corps des genres Hy, /i de ky, est, sur ky, de degré #7Ty pour tout n > e.
(i) On a kooHy, s = Hy' . Par conséquent lextension Hp' [koo est non ramifiée 3

(iii) Soit A un sous-groupe de k*, contenant E}, tel que tout x € A soit norme locale dans
kn/k en dehors de p, pour un entier n > 0 donné (i.e., (x) est norme d’un idéal de k).
n-(d—1)
P — divise Ry. Pour A C E,f’“, cette divisibilité a lieu pour tout n.
(A AN N, k(kn))
(iv) Supposons que p1d. Si A contenant Ey, est étranger a p et constitué de normes locales

dans ky,/k en dehors de p pour n > e, alors il existe une injection de A/ANEy, dans U} /E}.
On a la suite exacte 1 — AﬂEZn — AN N, k(ky) P, Ui /Ey — 1.

Alors

Démonstration. (i) Considérons les corps des genres Hy, s, et Hy, s (cf. SEI) ; on a
Hy, jikn C Hy, ji en raison des hypothéses de ramification dans ke /k et de ’Abélianité au-

dessus de k. D’ot la valeur stationnaire du degré [Hy, i, : kn] puisque [Hy, i, © kn] = #C€an"
et que #@g: = #7T pour tout n > e d’aprés le Théoréme E7]

(ii) Conséquence immédiate de (i).

(iii) On a les injections canoniques Ex/Ex NNy (k) < A/ANNy (k) < Q(ky /k) car
les symboles de Hasse en p des x € A vérifient la formule du produit par hypotheése ; donc

pn-(d—l) pn-(d—l)
divi i divise Ry, (Théore i)). D
A ANN 20 ivise Er BN n ) qui divise Ry (Théoréme 7] (i)). Dans

le cas de E,f’“, toute Sk-unité est norme locale en dehors de p dans k&, /k pour tout n.

(iv) Le premier point vient de la relation Ny jg(z)P~' =1 (mod p"*?t) (cf. Corollaire ELT) et
du fait que Ny, /o(Uy) = Ug. L’application ¢, du Théoréme E T est définie sur ANNy, /. (Kyy),
car il existe une injection de A/A N E} dans U ns et iy, est a fortiori surjective. O

Remarque 4.10. La théorie des genres du §[4.1] dit que I'image par m, de Q(k,/k) est
Gal(Hy,, /i/knHg) et que Ker(m,) = wn(Ey) C Q(ky/k), ot wy(e) = ((e’kp”/k))mp pour tout
€ € By et ot #wn(Ex) = (Ef : B NNy, /1(ky)).

Autrement dit, pour tout n fixé, l'application 6, := 7, o w, définit un isomorphisme
de Q(kn/k)/wn(Ey) sur Gal(Hy, /i/knHy) et 'image d'un sous-groupe A (contenant [,
et constitué de normes locales en dehors de p dans k,/k) par 6, est un sous-groupe de

Gal(Hy,, /i,/knHy) isomorphe & wp(A)/wn(Ey), ott #wn(A) = (A : ANNy k(k))).

2Ce résultat et une partie du Théoréme 7] sont aussi démontrés dans [Ta2l, Theorem 1.1, Lemma 2.3]
par introduction du corps des genres. Il est aussi une conséquence du corps de classes ¢-adique de Jaulent
[Ja6l Corollaire 6].
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@, Hy/p/Hg

Comme Hy,_/; est contenu dans Hy, . pour n > e, les symboles ( ) sont les

p
. JH H .. L. .
restrictions des symboles (%#), et 'image de 6,(A) dans la surjection canonique

Gal(Hy, /i/knHy) — Gal(Hy, /i /ke Hy) est égale a 6.(A). Calculons son noyau :
Supposons que x € A est tel que m.ow(xz) =1 ; on a donc we(z) = we(e), € € Ek, et on voit
que cela implique x - e~! norme globale dans k. /k ; donc z -7 € U,:pe C Ey, soit z € Ey,.
Ceci implique facilement x € Fj -Ezn et wy(z) € wp(Ey), dou ,(x) = 1 (injectivité de
On(A) — 0.(A)) ; par conséquent on a 6,(A) ~ 0.(A) C Gal(Hy,, 1,/kn Hy).

Tout ce qui précéde relativement a 'entier n > e est valable pour n’ tel que e < n/ < n.

Définition 4.11. Soit p°® ’ezposant de U,:/Ek Pour n > e, soit Ny, le sous-groupe des
x € kX, x étranger a p, x© partout norme locale en dehors de p.

Soit O Uapplication définie par 0o () = 1‘_[ (%) € Gal(HY' /kooHy) ~ Uy /Ey, pour
pip

pr H JH
tout x € Ny, ou (%) reléve <w¢> (cf. Théoréme[{.9).

On peut énoncer avec ces définitions et la Remarque [L.10 (interprétation de A/Ey dans Ty) :

Corollaire 4.12. On a 0(E)) = 1 et pour tout sous-groupe A de N, n > e, O(A) est
isomorphe a un sous-groupe de U} /Ey, ; en particulier #0.o(A) divise Ry,. Comme Elf’“ C Np
pour tout n, #HOO(E,”S’“) divise Ry,.

Remarques 4.13. (i) Certains résultats de théorie d’Iwasawa donnent des isomorphismes
au niveau infini mettant en jeu le groupe 7Ty (cf. |[LMN|, Lemma 4.7|, [Tal], [Ta2], [OT],
[BaN, Lemme 3.1]), mais en réalité, il y a régularisation & un niveau fini explicite. On peut
également rappeler le comportement (lorsque p = 0) de A dans les p-extensions (relations de

Riemann-Hurwitz—Kida (e.g., [Iw], [Sin|), et analyse du phénomeéne & un niveau fini [GraT7]).
n-(d—1)
(ii) On a P —~ = 1 pour tout n assez grand si et seulement si ceci est vrai
(Ey : B, O Ny, /k(kn )

pour n = 1 (Proposition [£.6]). Dans ce cas, R =1, #Cﬁan” = #T = #, pour tout n.

(iii) Si T = 1 (i.e., k est p-rationnel), on a évidemment A = p = 0 ; ceci s’applique dans
de nombreux cas numériques, comme par exemple le corps cubique étudié dans [Ta3] pour
p = 5. Plus généralement on trouvera de nombreux exemples concrets dans ce cadre et une
étude détaillée des régulateurs p-adiques dans |[Gra6]. Dans [Ja6, Théorémes 11 et 15], les
résultats sont exprimés en termes de groupes de classes logarithmiques, sous la conjecture
de Gross-Kuzmin.

(iv) On a T = 1 si et seulement si (/, = Rr = 1, et alors la formule de points fixes
donnant #7;3" (cf. |Grall Théoréme IV.3.3], §IV (b)) conduit a T, = 1 car k,/k est
“p-primitivement ramifiée”. D’out (¥, =1 et Ry, = 1 pour tout n > 0.

Théoréme 4.14. Soit k un corps de nombres Galoisien réel de degré d dans lequel p est
totalement décomposé. On suppose que la conjecture de Leopoldt est vraie pour p dans k.
Soit Ty le groupe de torsion du groupe de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée
maximale H,Sr de k et soit p°® l'exposant de U,’;/Fk Soit I, le groupe des idéaux de k étrangers

ap et, pour n > 0, soit E,? ={x € k¥, (z) € I,fn}. Alors, E,? contient Ej, et pour tout
n > e, on a une suite exacte de la forme 1 — B*P" —— EgﬂNkn/k(k‘rf) L'ﬁg — 1.

Démonstration. Dans toute la suite, les nombres et idéaux considérés sont étrangers a p.
(i) (définition de 1by,). Soit z € E,? NN, k(kY) ; on a (z) = a?" et 2 norme locale en p,
d’oll x = ugn dans Uy, ; par conséquent, pour N — oo, il existe yy € k™, uy € k*, uy — 1

dans Uy, tels que x = y‘?\?- uy et (z) = a?”, auquel cas :
(a- (yn) ™" = (un).
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Y /k
Alors, & x on associe la limite, lorsque N — oo, du symbole d’Artin (ﬁ) qui est
“\Yn

un élément de T, (pour T vu comme sous-groupe de torsion de Gal(H}' /k) ~ Ty, /P« en
termes d’infinitésimaux, cf. [Grall 111, § (b)|, [Jal], [Ja2|, [Ja3], [Ja4]).

~ H /k
(i) (noyau de 1,). Si <k7

" a-(yn)~! .
s'écrire (uy,), uly, — 1, d'ott (un) = (up,)P", soit uy = ul, - en, ey € Ej ; comme
en est arbitrairement proche de 1, on a ey = E%, (conjecture de Leopoldt) et finalement

n o 1T 3
T=yR cun Ep € E*P"  ce qui montre que le noyau est k*P".

) tend vers 1 lorsque N — oo, c’est que a - (yn)~ ! peut

(iii) (surjectivité de ¥, pour n > €). On a la suite exacte immédiate :

1 — By/EY —— EP R —— ), — 1.
En tenant compte de la suite exacte du Corollaire .8 (qui suppose n > e) et du fait
que E NNy, (k) /k*P" est isomorphe & un sous-groupe de Ty, la surjectivité a lieu si et
seulement si on montre que l'injection canonique Ey,/E NNy, /i, (ky ) — E,? / E,? NN,k (E)
est surjective, auquel cas il vient :

(Ey - BN N,k (kn)) - (Ex N Np, ke (k) « K*P7)
= #Cl; - (Br - By NNy, e (62) - (Bl ANy, (kX)) < BV,

doit (Ep NNy, (k) : KXP") = #Cl, - Ry = #Tx.
Soit x € E,? ;ona (r) = a?" et on reléve le symbole d’Artin <Hk—/k> € Gal(Hy/k) dans

a
. HP" /k
Ti en le symbole 1\}?@(7“9\7'(91\7)71
a et vérifie (ay - (yn)HP" = (), avec uly, € k* tendant vers 1 (ceci est possible car
la projection canonique 7 — Clj est surjective). On a alors, a = ay - (yn) ™! - (un),

) (cf. (i), ot yn € k™, et ou @y est dans la classe de

avec uy € kX tendant vers 1. Donc (z) = a?" = (ay - (yN)—l)p" (un)P", et z est de la

forme x = v}, - €, € € Ey, u, € Eg, u» — 1. On considére alors € dont I'image dans
EpJER NNy, /k(kyy) est dans la classe de . O

Corollaire 4.15. On a l’isomorphisme E,i N Nke/k(kex)/k“’e ~ Ti., ot p¢ est ’exposant de
U} /Ey et ou E,i ={zek*, (x)€ I,fe}, ou Iy, est le groupe des idéaux de k étrangers a p.

Remarques 4.16. (i) Une Si-unité est norme locale en dehors de p dans k,/k pour tout
n > 0, tandis que pour z ¢ Elfk ceci n’a lieu dans k,/k que si (z) est norme d’un idéal de
k, : en effet, supposons x norme locale en dehors de p dans k, /k, pour tout n, et posons
() =a- Hp|p P a étranger a p ; si [ est la composante [-primaire de a pour idéal premier
[, pour un idéal £, | [ de ky, il doit exister w, € Z[G,] tel que [ = N/, (£5") = (fitwn(1)
ot f{* est le degré résiduel de [ dans k,/k et wy(1) € Z est I'image de w, par I'application
canonique Z[G,] — Z. Comme les f{* sont strictement croissants pour n assez grand, ceci
est impossible pour tout n sauf si ¢; = w, (1) = 0, auquel cas x est une Si-unité.

Par conséquent, dés que A est quelconque, pour chaque z € A il existe n(z) tel que pour
tout n > n(z), x n’est pas partout norme locale en dehors de p dans k;,/k ; n(z) dépend
simplement de la décomposition de (x) en produit d’idéaux premiers et de leurs degrés
résiduels dans ko, /k. Pour n > n(z) on ne peut donc pas appliquer de formule du produit
sur les p-places.

(ii) Le cadre de la conjecture de Greenberg et I'introduction de la filtration des groupes de
classes (fy, mettra en jeu des groupes A" = {z € k*, (z) € Ny _/x(Z")} et le calcul de
(A™ : A" NNy, (k) ont Ny i (Z™) = (N, (A1), .., Ny, /(A7) z, ot les idéaux 7 sont

étrangers a p et représentent des classes de k,, annulées par une certaine puissance de 1—a,,.
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Donc A™ ne contiendra pas de Sg-unités autres que les unités. Ainsi I'aspect heuristique
se raménera a I'étude des z € A™ et de leurs quotients de Fermat, ce qui constitue une
approche différente de la conjecture de Greenberg (cf. Sections [0 et IZI)

(ili) On a Ny (N, x(27)) = Ng, 0Nk, /0,@7)) = (a), ot a > 0 vérifie a?~! = 1
(mod p"*1) (cf. Corollaire 5], et par conséquent (Nk/Q(aj))p_l = 1 (mod p"*!) pour
tout x € A".

5. ASPECTS NUMERIQUES — CAS DES CORPS QUADRATIQUES REELS

Soient p; et pa les deux idéaux premiers de k = Q(y/m) au-dessus de p et Sy leur ensemble.
Les Sk-unités génératrices modulo les unités sont données par m; et sa Q-conjuguée mo, et
sont telles que (7;) = p?o ol hy est un entier divisant le nombre de classes h de k.

Lemme 5.1. Soit « € k*, de conjugués oy et as, a étranger a p, tel que (Nk/Q(a))p_l =1
(mod p"™), n > 1 ; alors on a (cf. Définition [[1) 6p, (o) = 8p, () ou bien &y, () >
n & Oy,(a) > n. Alors, si a1 # 1 (mod p"*1), on a a7t = 1+ p-p»@). 3, avec
dp(a) < m et étranger a p.

Démonstration. On a Ny g(a)P~! = (a1 - az)?”' =1 (mod p"“) ; donc :

7.(_(15331( a) 6)32( ﬁ + 7T py () 7_(_(15332( ﬁ +p1+5p1(a +5p2 51 52 =0 (mod pn)’
si dp, () < n ou dy,(a) < m, il vient nécessairement dy, (o) = dp, (o) < n. O

Remarque 5.2. Dans cette situation pour les corps quadratiques, les d,(a) seront notés
dp(cr). Ceci vaut pour un « € k* étranger a p et partout norme locale en dehors de p (i.e.,
norme dun idéal de k) ; en effet, le conducteur de Q, /Q étant p"*!, on a Nk/Q(a)p_l =1
(mod p"*1). Pour une unité a = ¢ de k, on a (indépendamment de n) eP~1 = 1+4p-p® ). 3,
dp(e) > 0, avec [ étranger a p.

5.1. Calcul pratique des symboles normiques des Sip-unités. Pour le calcul des
(M) et (M>, J = 1,2, on remarque que les m; sont normes locales en dehors

P1 P2
T, kn/k

p1 > par exemple ;

de p et que la formule du produit permet de ne calculer que les (
mais 'action de Gal(k/Q) =: {1, 7} montre que :
T(75)  kn/k\ wikn/k\ _—1 (7, kn/k
< 7J'(P1) )_T< J131 >T _< JP1 >

On est donc ramené au seul calcul de <7T2’p7kl”/k> avec mo étranger a p;. On a a résoudre le
systéme de congruences définissant un pj-associé de x = m (pour n majorant dy, (m2)) :

o' =my (mod pith),

@ "=1 (mod pyth),

X

que 'on peut remplacer, a fortiori, par les congruences :

¥ =m (mod 7

(8) /

=1 (modm

n+1)

n+1)
)

On détermine alors une “relation de Bézout” Uj - "H + Us - 7T"+1 =1, U, Uz € Zy )
(anneau des p-entiers de k), qui conduit a la solution 2’ = Uy - "+1+U2'7T§+1 -y (mod p"t1)
pour laquelle on a bien les congruences ci-dessus. L’idéal ay, () est alors (z') dont on prend
la norme dans k/Q pour trouver a,, définissant le symbole d’Artin pour k,, /k dont on calcule

Pordre dans (Z/p"t! Z)* qui est, pour n assez grand, de la forme p™~%:(72),

Le cas de ¢ est identique a partir du py-associé 2/ = Uy - 7™ + Uy - 7)™ & (mod pnth).
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5.2. Programmes PARI. Le programme suivant (d’aprés [P]) fournit les informations :

m, h = nombre de classes de k, ¢ = u+ v - y/m = unité fondamentale de k, u,v € Z ou %Z,

{m1, ma}, 21 = p01(m2) et z, = p~9(2) et aussi ny et n. qui figurent les symboles de Hasse
de my et € dans Q(ky,/k).

La conjecture de Greenberg est vérifiée (cf. Théoréme B.4) dés que i (Sk) = Uy et que
I'un au moins des nombres 21 ou z. est égal a 1 (i.e., 0y, (m2) = 0 ou J,(¢) = 0) car alors
I'automorphisme correspondant engendre Gy, et ceci a lieu pour tout n > max(dy, (72), d,(¢))
(si ceci a lieu pour z., c’est que le régulateur normalisé Ry ~ %log(a), est égal a 1). En
pratique le programme utilise un ng de I'ordre de 8 qui suffit largement dans tous les résultats
numériques obtenus pour avoir les valeurs exactes de z; et z., mais d’aprés la Proposition
48] il suffit de prendre ng = 1 (donc des calculs modulo p? seulement) pour obtenir tous
les cas o le test est positif.

Les mentions “PROBLEME-NORMIQUE” (resp. “PROBLEME-CLASSES”) indiquent que z; > 1
et z. > 1 (resp. que Sk n’engendre pas le p-groupe des classes de k).

{m =10*p=11;70 = 8;n =n0 + 1;

while(m < 10* 4 10%,m = m + 1;if(core(m) == m&kronecker(m,p) == 1,

y=x;Q = 2> —m; K = bnfinit(Q,1); M = m;q = Mod(m,4);if(¢! = 1, M = 4 xm);

E = quadunit(M); h = qfbclassno(M); el = component(E,2); e2 = component(E, 3);
if(g==1,e2=¢2/2;el = el +€2); E = el + €2 x x;

D = divisors(h);nh = numdiv(h); for(k = 1,nh,d = component(D, k);

Sm = bnfisintnorm(K, —p?); Sp = bn fisintnorm (K, p?);

if (component(matsize(Sm),2) > 1, pil = component(Sm,1); k = nh);

if (component(matsize(Sp),2) > 1,pil = component(Sp,1); k = nh); h0 = d);

delta = valuation(h, p) — valuation(h0, p); pi2 = —component(pil, 1) + component(pil, 2) * x;
print(””);print("m =", m,”h=",h,"E =", E);print("p =",p,”S =7, pil,””, pi2);

Pil = pil™; Pi2 = pi2"; Z = bezout(Pil, Pi2); Ul = component(Z,1); U2 = component(Z,2);
P =y* — Mod(m,p™);Y = Mod(y, P);x = Y; Al = eval(U1); A2 = eval(U2);

B1 = eval(Pil); B2 = eval(Pi2); bl = eval(pil); b2 = eval(pi2); e = eval(F);

XP1 = Mod(Al « Bl + A2 x B2 x b2, P); X Pe = Mod(Al x Bl + A2« B2 x ¢, P);

nl = norm(X P1)?~V; ne = norm(X Pe)*~V; 21 = znorder(n1)/p"°; ze = znorder(ne) /p"°;
if (21 + ze < 1, print(’ PROBLEME — NORMIQUE”));

if(delta! = 0,print(’ PROBLEME — CLASSES”)); print(z1,””,ze);x = y))}

On pourrait en déduire un programme plus court ne calculant que dy, (m2) et d,(e).

Donnons l'extrait suivant pour 30007 < m < 30097, m = 1 (mod 3), et p = 3 (la derniére
colonne donne la structure du 3-groupe des classes du premier étage ki) :

m h = Ze structure m h 21 Ze structure
30001 1 1 1 1 30055 2 1/27 1/27 Z/3Z
30007 2 1/9 1/3 Z/3Z xZ/3Z 30058 4 1 1 1
30010 8 1 1 1 30061 1 1 1 1
30013 1 1/3 1 1 30067 2 1 1 1
30019 4 1 1/3 Z/3Z 30070 4 1 1/3  Z/3%Z
30022 4 1/3 1 1 30073 4 1 1/27 7Z/3Z
30031 2 1/3 1/3 Z/9Z x Z/3Z 30079 2 1 1 1
30034 2 1 1 1 30085 2 1/3 1 1
30043 18 1 1 Z/9Z 30091 1 1 1 1
30046 2 1 1 1 30094 8 1 1/3  Z/3Z
30049 1 1 1/3 Z/3Z 30097 1 1 1 1

Si le nombre de classes est divisible par p, il faut vérifier si le p-groupe des classes de k
est engendré par les idéaux premiers au-dessus de p, sinon la conclusion n’est pas valable.
Pour cela le programme retient 'ordre hg de la classe de p; pour lequel p?o = (m1) ; si les
valuations p-adiques de hg et de h = #(l}, sont égales, ceci veut dire que (¥, est cyclique et
engendré par la p-classe de p;.

Par exemple, dans le cas de m = 30043 ou h = 18, la Sg-unité génératrice est 31742 -y/m,
de norme 3?, et par conséquent la classe de py, d’ordre 9, est génératrice de /.
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La méthode est extrémement simple et le programme trés rapide pour n’importe quel p ;
pour les 22794 valeurs de m inférieures a 10°, on a 19993 valeurs pour lesquelles on peut
conclure que A3 = pu3 = 0. Mais dés que p est un peu grand le test est presque toujours
positif et montre que A\, = p, = 0.

Pour chaque p, 3 < p < 541, on obtient le tableau suivant selon le programme de comptage
ci-aprés indiquant successivement le nombre Cy de m < 10* (tels que p soit décomposé dans
k = Q(y/m)), le nombre Cy de cas donnant A\, = p, =0, et C; — Cy (cas non résolus) :

P 1 Cy C1—Cy P Cy Cy C1—-0Cy
3 2279 2042 237 67 2993 2993 0
5 2534 2459 75 71 2994 2994 0
7 2660 2599 61 73 3001 3001 0
11 2781 2759 22 79 3001 3000 1
13 2822 2808 14 83 3002 3002 0
17 2873 2860 13 89 3008 3007 1
19 2886 2877 9 97 3011 3011 0
23 2908 2904 4 101 3010 3009 1
29 2936 2931 5 103 3005 3004 1
31 2944 2939 5
37 2960 2958 2 149 3020 3019 1
41 2968 2967 1
43 2971 2971 0 193 3023 3022 1
47 2971 2971 0 197 3029 3028 1
53 92983 2982 1
59 2986 2984 2 211 3027 3026 1
61 2988 2988 0 cee e e .

Les nombres premiers p, 223 < p < 541, absents du tableau, donnent A\, = p, = 0 pour
tous les m < 10* tels que p soit décomposé dans Q(y/m).

{for(j =2,100,C1 =0;C2=0;m = 1;p = prime(j);n0 = 1;n = n0 + 1;

while(m < 10*,m = m + 1;if(core(m) == m&kronecker(m,p) == 1,C1 = C1 + 1;

y=x;Q =z? —m; K = bnfinit(Q, 1);

M =m;q= Mod(m,4);if(¢! =1, M = 4 xm); E = quadunit(M); h = qfbclassno(M);

el = component(E,2); e2 = component(E,3);if(g ==1,e2 =e2/2;el = el +e2); E =el +e2xx;
D = divisors(h);nh = numdiv(h); for(k = 1,nh,d = component(D, k);

Sm = bnfisintnorm(K, —p?); Sp = bn fisintnorm (K, p?);

if(component(matsize(Sm),2) > 1, pil = component(Sm, 1); k = nh);

if (component(matsize(Sp),2) > 1,pil = component(Sp,1); k = nh); h0 = d);

delta = valuation(h, p) — valuation(h0, p); pi2 = —component(pil, 1) + component(pil, 2) * x;
Pil = pil™; Pi2 = pi2"; Z = bezout(Pil, Pi2); Ul = component(Z,1); U2 = component(Z,2);
P =y* — Mod(m,p™);Y = Mod(y, P);x = Y; Al = eval(U1); A2 = eval(U2);

B1 = eval(Pil); B2 = eval(Pi2);bl = eval(pil); b2 = eval(pi2); e = eval(E);

XP1 = Mod(Al « Bl + A2 x B2 x b2, P); X Pe = Mod(Al x Bl + A2« B2 x e, P);

nl = norm(X P1)?~V; ne = norm(X Pe)*~Y; 21 = znorder(n1)/p"°; ze = znorder(ne) /p"°;
if(z1 + ze > 1&delta == 0,C2 = C2 4+ 1);z = y)); print(C1,””,C2))}

Dans [Su] il y a deux exemples plus délicats (pour p = 3) :

(i) m = 2659, h = 3, ¢ = 63190881 - \/m + 3258468890, m; = —2/m + 103 qui dans notre
table est indiqué avec z1 = % et z, = 3% (mais C/y, est engendré par Sy). Il faut alors d’autres
calculs explicites dans la tour pour démontrer que A3 = pg = 0 (cf. [FuTal], [FuKo], [KS],
[IST], [IS2] utilisant les unités cyclotomiques).

(il) m = 12007, h = 3, ¢ = 65199591367431507 - \/m + 7144340241111277688, p = 3,
m1 = 429331 - \/m + 47044570, avec z; = 3—16 et ze = 3% (O, est engendré par Si). Dans ce
cas, la vérification utilise les fonctions L p-adiques, de nombreux arguments et aussi [[S1],
[IS2].

Voir d’autres calculs dans [BJ], [CN], [Ful], [FuKo|, [FuTal], [FuTa2|, [I], [KS], [LMN],
INi|] (cas p = 2), [Tall, [Ta2] (pour des corps cubiques totalement réels et p = 3), et bien
d’autres. Pour une table plus compléte (p = 3,5,7,11,13,17,19), priére de se connecter & :
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https://www.dropbox.com/s/8wgjdkbm1m04xu4/R%C3%A9sultat%20de%20Terminal- GC.txt?d|=0
Il'y a identité des valeurs de dy, (m2) et é,(e), pour p = 3, avec celles de la table de [FuTal].

Pour une table plus importante (mais avec ng = 1), utiliser :
https://www.dropbox.com/s/tcqfp41plzI3u60/R%C3%A9sultat%20de%20Terminal- GC-11.txt ?d|=0

Le programme suivant calcule la structure des groupes des classes de k (dans h,,) et de ky
pour p = 3 ; les bornes b et B de U'intervalle [b, B] des m testés peut étre choisie quelconque
car le programme n’utilise que les m =1 (mod 3) de cet intervalle :

{b=10% B = 10%;b = b — component(Mod(b, 3),2) + 1;m = b;

while(m < b+ B,m = m + 3;if(core(m) == m, K = bnfinit(z*> — m, 1); hm = bnrinit(K, 1);

hm = component(hm,5); R = component(polcompositum(z® — 3 z + 1, 2% —m), 1);

H = bnrinit(bnfinit(R,1),1); F = component(H,5); G = component(F,1);

print("m =", m,”hm =", hm,” structure =", F)))}

Ce qui donne les quelques exemples suivants (sous la forme [#Cy, [structure]]) :

m [« Uy, m [« Uy,
1000003  [3,[3]] (27,13, 3, 3]] 1000126 |2, [2]] [24, 6,2, 2]]
1000018  [4, [4]] [12,[12]] 1000135 [4,[2,2]] [12,]6,2]]
1000042 [36,[18,2]] [36,[18, 2]] 1000147  [30,[30]] [90, [30, 3]]
1000051  [4,[2,2]] [12, [6, 2]] 1000159 [1] 3, [3]]
1000093  [12,[6, 2]] [48,6,2, 2, 2]] 1000177 [1] [12,[6,2]]
1000099 [1] (3, [3]] 1000189  [1] 9,3, 3]]
1000102 |2, [2]] [18, [6, 3]] 1000198 [12,[12]] [36,[36]]

6. FILTRATION DES Yy, — ETUDE QUANTITATIVE

On revient au cas général d’un corps de nombres Galoisien réel k de degré d et ot p > 2
est un nombre premier totalement décomposé dans k. On suppose que la conjecture de
Leopoldt est vérifiée pour p dans k.

Dans cette section nous reprenons 'analyse de la conjecture de Greenberg sous la forme
directe du “calcul” du p-groupe des classes de k,, selon I’algorithme défini dans [Gradl (2016)],
et en utilisant des idéaux étrangers a p pour représenter les classes.

6.1. Introduction de la filtration de (/. On rappelle que si I'on pose pour simplifier
M"™ = Cly,,, kn C koo de degré p™ sur k et de groupe de Galois G,, =: (o,,), il existe une
filtration ainsi définie :

Définition 6.1. Pour n fizé, soit (M]");>o la i-suite croissante de sous-Gy-modules de M"
définie (avec M :=1) par M /M == (M"/M)%", pour 0 <i < my, —1, ot my, est le
plus petit entier i tel que M} = M™ (i.e., M™ = M ).

Remarques 6.2. (i) Pour i = 0, on obtient M} = (M™)%n.

(i) On a M, = {h € M", K= € M?'}. Ainsi M = {h € M", h0=on)" = 1}, et
(1 —0y,)" € Zy|Gy] est contenu dans 'annulateur de M™.

(iii) Pour n fixé, la d-suite des #(MJ /M), 0 < i < m, — 1, est majorée par #M]" et
décroissante vers 1 en raison des injections

i /M= MMy - My M MY

définies par l'opération de 1 — o,.

Ensuite, pour les sous-G,-modules M =: ), (Z]') de M™, on a la formule générale
(Théoréme [3.1)) qui devient dans notre cas particulier :

n n #Cly p @1
(9) # (Ml /M) =

TN (M) (A7 AP NN, e (BX))


https://www.dropbox.com/s/8wgjdkbm1m04xu4/R%C3%A9sultat%20de%20Terminal-GC.txt?dl=0
https://www.dropbox.com/s/tcqfp41plzl3u60/R%C3%A9sultat%20de%20Terminal-GC-II.txt?dl=0
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o A} := {x € k*, (v) € Ny, /1(Z}")} qui contient Ej, et tout x; € A} est norme locale en
dehors de p dans k,/k. On a alors :

mp—1
(10) #M" = (M2 /M),
1=
Ainsi, dans cette filtration (n fixé), les M]* et Ny, /,(M]") définissent des i-suites croissantes
de sous-groupes de (fy,, et C(fy respectivement ; donc My, = Cly, et Ny . (My, ) = Cly.

pn-(d—l)

(AP - A7 NNy, (k)
i-suite décroissante de diviseurs du régulateur Ry pour n > e (Théoreme [4.9] (iii)), en raison
des injections :

Ek/Ek men/k(k;) e A?/A? ﬂNkn/k(k;;) — Azn—l—l/Azn—l—l ﬂNkn/k(k;f) e

On obtient alors que, pour n fixé, les entiers i > 0, forment une

Par conséquent, on a au rang final i = m,,, en utilisant ce qui précede pour My, = Cly, -
(A, + A, NN (k7)) =p™ 0 & Ny (M) = Cla,

ce qui explique que #(¥y, dépend essentiellement du nombre de pas m,, car dés qu'un
r € A} se rajoute aux éléments de A}, ses dy(x), p | p, ont une grande probabilité d’étre
nuls ou au moins inférieurs aux précédents, ce qui donne la i-suite croissante des indices
(A}« AP NN, k(ky)) (cf. Section [0 pour une approche heuristique).

Remarque 6.3. D’aprés le Théoréme 2.1] de Greenberg, on a A = u = 0 si et seulement si

C€g: = dk, (Sk, ) pour tout n assez grand. Si cette condition est vérifiée, alors nécessaire-

ment (M"/MP)Sn = (M"™/cly, (Sk,,))%", ce qui s’écrit MY /M = Cﬁiz"G”. En particulier,

M7 est d’ordre égal & #7j, (Théoréme A7), ce qui conduit a #C, > MY = #7T;, - #Cﬁ::” Gn

On a wy(EF) = (B* : BJF NNy (kX)) et wa(Ey) = (By, : By NNy (kX)), ot wy, est
lapplication qui & z € k* associe la famille des symboles de Hasse dans k,, /k, et on obtient :

40l > 45 x #Ti .

#0l(Sk) - (n(E) : wa(Er))
Le second facteur est entier et se calcule explicitement & partir de #Cf, du régulateur
normalisé Ry, #7Tr = #Cl. - Ry, et (wn(E,f") : wn(Ek)) se calcule en fonction des entiers
dp(n) des Si-unités 7 de k.

Théoréme 6.4. Soit k un corps de nombres Galoisien réel de degré d dans lequel p est
totalement décomposé. On suppose que la conjecture de Leopoldt est vraie pour p dans k.
Soit Ty le groupe de torsion du groupe de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée
mazimale HY" de k (cf. §[I.3).

On a, en termes d’invariants d’lwasawa A > 0, > 0, v € Z, les propriétés suivantes :

(1) On a les inégalités my, < X-n+p-p" +v < vy(#7Tg) - My, pour tout n > ng, o ng est
un rang & partir duquel la formule d’lwasawa est valable.

(ii) Si T =1, alors A = p=v =0, sinon les inégalités du (i) se traduisent par :
M = c(n) - (\en g +0), e <o) <1,

. . ) iy . 1 n

avec en particulier ["inégalité essentielle my, > T A-n+p-p*+v).

Démonstration. On a #Cly, = p*™#P" ¥ Comme # (M, /M]") > p pour 0 < i < m, —1,
soit #Clk, > p™ en utilisant ([I0]), on en déduit l'inégalité m,, < A-n+ u-p" + v ; ensuite,
d’aprés (@) et le Théoréme L9 on a pour 0 < i < m,, — 1, #(M[fH/MZ”) < #7Ti ; dou
#Clr.,, < (#Tx)™, ce qui achéve la démonstration. O
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Une heuristique raisonnable est que m,, reste, pour tout n, d’'une valeur moyenne fonction
de Gal(k/Q) et du groupe de torsion Ty et non de n. Si cela pouvait étre prouvé, on en
déduirait A = p = 0. Or, pour tout n assez grand, les #(MﬁH/MZ") forment, & partir de
#M7', une i-suite décroissante d’entiers divisant #7 ; une telle suite ne peut avoir, pour

A ou g non nuls, au moins % (A-n+ p-p" + v) termes non triviaux sauf & établir
p

un lien de type particulier avec les normes d’idéaux 2(; € Z;* utilisés dans la tour, ce qui
philosophiquement semble exclu, & notre avis, car ceci implique 'existence d’au moins un
diviseur t" de #7}, tel que # (M | /M*) = t™ pour O(1)-(A\-n+p-p"+v) valeurs consécutives
de i € [0,m,]. Nous examinerons cet aspect dans les §§[6.3] [6.5] et dans la Section [7

A cet effet, rappelons l'algorithme qui permet de passer de A" a A7, ;, et qui détermine le
nombre de pas m,,, pour analyser les phénoménes en jeu.

6.2. Algorithme de calcul des A;. On omet l'indice n qui est fixé et on se place dans
Iextension K C koo de degré p" et de groupe de Galois G =: (o) d’ordre p".

On désigne pour simplifier par N la norme arithmétique N/, et on pose M := (k.

(i) Pour le calcul de M; = M G A partir de My =1 et Ty = 1, on a la formule des classes
n-(d—1)

e /]io ANED)) avec Ao = {zg € k*, (x0) € N(1)} = E}.

On consideére les zg € Ag qui sont normes d’un élément y; € K*. Donc (x9) = N(y1) = (1),

ce qui conduit & l'existence de 2; € Ix tel que Qli_a = (y1), ou 2y est défini & un idéal

invariant prés ; donc ici, puisque les idéaux premiers au-dessus de p sont invariants, on peut

prendre 2[; étranger & p. On a i (A1) € M.

ambiges # My = #Cly, -

Réciproquement, si o (2A]) € My, 2} choisi étranger a p dans sa classe, il existe v} € K*
tel que 21177 = (y}), donnant N(y}) = xf € Ag N N(K*). Ainsi ¢} est étranger a p.
Les classes de ces idéaux 2 engendrent M; et on pose :

T = (,..., A1),

Ceci suppose que 'on a résolu suffisamment d’équations normes. Par exemple, le cas xg =
y1 = 1 conduit normalement & inclure dans Z; des idéaux ambiges représentant les classes
de k et les idéaux P de K au-dessus de p ; en effet, 2y est défini & un idéal invariant prés, ce
qui peut changer la classe car 2 peut étre principal et non 2 -8 ; mais on peut toujours
représenter la classe de T8 par un idéal 8 de K étranger a p.

On obtient N(M;) comme sous-groupe de Clk, & partir de N(Z;) = (N(241),...,N((})) ;
alors il vient A; = {z1 € k*, (x1) € N(Z;)} et, toujours au niveau n fixé :

#Cek pn-(d—l)
X .
#N(Ml) (Al AN N(KX))

On vérifie qu’en dépit de la non unicité de Z, le groupe A; est unique modulo N(K ™).

#(Ma /M) =

(ii) Pour le calcul de Zy, on considére les éléments 1 de A; qui sont normes d'un yo € K* ;
alors (z1) = N(y2) = N(B1), B, € 7, donc il existe 2y € Ik tel que ?2[%_” -B1 = (y2), avec
2y choisi étranger a p. On a ol (A2) =7 € M.

Inversement, si ol (A,) € Moy, 2, étranger a p, il existe 35, € K* tel que Ay 7 - B, = (4b),

avec B € 7, d’'ou N(B)) = N(v}) =: (2}), 2} € Ay NN(K™).

Ces idéaux de la forme 243, . .. ,A57, sont ajoutés a 7 (puisque My D M) pour former :
To= (AL, AT 5 A, AR,

d’ott N(Ma) et Ay = {z2 € k™, (x2) € N(Z2)}, etc.

On obtient donc des groupes A;, étrangers a p, uniques modulo N(K ™), tels que :

ExCAC---CACL.L

On suppose implicitement que chaque Z; est constitué d’idéaux étrangers a p.
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Cette description n’a pas lieu d’étre effective dans la tour ko, mais elle montre comment se
déterminent les éléments x; des A; dont on rappelle que tout repose sur leurs “p-quotients de
Fermat”, p | p, & partir de I’écriture a:f_l = 1+4p-B(x;), conduisant a oy (z;) = vy(B(x;)) > 0.
Compte tenu du fait que Ej, C A;, les dy(x;) sont définis modulo 6,(Ey).

Une heuristique classique est que, pour p fixé, les d,(z), x € k*, sont aléatoires, indépen-
dants, donnant ainsi une heuristique, de type Borel-Cantelli lorsque n — oo, “justifiant” tres
facilement la conjecture de Greenberg. Cependant, il est nécessaire de préciser la nature et
I'indépendance des idéaux 2; de ky, constituant les groupes Z;" pour lesquels Ny, (Z;) con-
duit aux nombres z;. Nous montrerons dans la Section [7] qu’il en est bien ainsi d’un point de
vue heuristique en utilisant des programmes établissant des statistiques trés convaincantes.

En effet, si, comme nous ’avons observé dans [Gra6l, les d,(z;) sont nuls avec une probabilité
n-(d—1)
p
K X
(A? = A NN, (k)
a~dire m,, borné, mais ici, contrairement au cas général, les x; sont soumis & certaines

conditions (normes locales en dehors de p) et dépendant fortement de n. Pour cela exami-
nons le cas non trivial le plus simple possible ci-aprés en supposant la conjecture fausse.

de l'ordre de %, ceci rend le facteur égal & 1 trés rapidement, c’est-

6.3. Analyse de la i-suite des groupes A} sous I’hypothése (/;, =1 & A > 1. Pour
fixer les idées, supposons que k est un corps quadratique réel, que p > 2 est décomposé,
que #Cl, = 1, que dp(e) > 1, et que (en posant pour simplifier p; =: p et mp =: ) on a
dp(m) =1 (cf. §BI)).

Par exemple, m = 103, ¢ = 22419 - v/103 + 227528, 7 = /103 + 10, pour lesquels k est
principal, d,(¢) = 1 et dy(m) = 1 ; ainsi la condition suffisante du Théoréme B4l n’est pas
vérifiée. On a donc Ry = p et la formule du Théoréme A7

Soit n fixé pour lequel la formule d’Iwasawa est applicable, posons a nouveau K := ky,
M := Clk, et supposons par exemple A =1 (on a p=0et v € Z) ; on a donc au niveau n,
#M = p" T et puisque dy(c) =1 :

7

p
(Ao : Ao N N/ (KX))
o Ag = Ej. On a Z; = () obtenu de la fagon suivante : pour une puissance convenable
¢’ de I'unité fondamentale € (de fait, sous I'hypothése faite, nécessairement &’ = Ele), on
ac =N(y1),y1 € K*, dou (y1) = Ql%_" avec %y convenable étranger a p. La classe de 20y
est d’ordre p puisque M; est d’ordre p.
Posons A} = (z1), 21 € K*, et Ng /(1) = (a1), a1 € k* ; on obtient of = Ny /x(21) - m
ol 71 est une unité de k.

#Ml = =D,

Soit alors w = w,, 'application qui & = € k* associe dans Q(K/k) ~ Z/p"Z la famille des
symboles de restes normiques dans K/k. On obtient w(m) = w(cd) = w(aq)? € QK/k)P ;
or, en raison de I'hypothése 0,(¢) = 1, on a w(ny) € Q(K/k)P, et par conséquent w(ay),
donc d,(av1), peut a priori prendre toute valeur de facon équiprobable dans Q(K/k) (sans
la condition w(m) € Q(K/k)P, algorithme se serait arrété avant, la relation w(n;) = w(af)
étant alors absurde). On a donc obtenu N /5 (Z1) = (N /4 (211)) = ((a1)), d’out :

pTL
(A AN NK/k(KX))7
Puisque 6,(¢) = 1, l'algoritme ne peut se terminer en donnant M = M; que si d,(aq) est
nul ; sinon 'algorithme se poursuit, et en supposant d,(c) > 1, il faut prendre un élément
convenable de Ay, de la forme oY - €, u,v € Z, comme norme dans K/k et on obtient,
puisque Ng /(1) = (1), une relation de la forme A577 =AY (y2) dans K pour définir Zy.
Mais My/M est annulé par p, et en supposant My # My, on aura 245 = AV - (22), w € Z,
zp € KX, d'out N/ (Ay) = () Ngyp(22) qui conduit, en posant (az) = Ng/p(22), &
w(ah) = w(az)? = w(ad -n2) pour une unité 7z de k (or w(ay) et w(nz) sont dans Q(K/k)P).

#(Mo /M) = avec A1 = (g, a1).
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Comme précédemment, w(ag) n’est soumis a priori & aucune obstruction pour conduire
éventuellement & d,(ag) = 0.

L’algorithme pour k,, se poursuit avec des calculs analogues, pour lesquels on a :

(11)  w(a) € w(Ag), w(ah) € w(A1),...,w(ad ;) € w(Ay),... oAy =(g,a1,...,0q).
et ot 'on sait que les #w(A;) forment une suite croissante, ici majorée par p"~! puisque
T
#(M;y1/M;) = # = p pour 0 < i < m, — 1, donc stationnaire & la valeur p"~! dés
W1}y

I'indice 0 ; chaque fois la relation w(a? 1) € w(A;) permet, statistiquement, une “décrois-
sance” des 0, (), ce qui semble contradictoire avec un nombre de pas m,, tel que m, > n+v
découlant de I’hypothése A =1, =0, vp(#7) = 1 (cf. Théoréme [6.7]).

Une autre fagon d’aborder ces questions heuristiques est la suivante (sous les mémes hy-
pothéses de travail que ci-dessus) : représentons la classe de 20 dans K par un idéal premier
£de K ;onaNg,(8) =" = (B)" =: (o) ont [ = (B) est I'idéal premier de k en-dessous
de £ et f™ son degré résiduel dans K/k (autrement dit, o = 8/"-n, n € E}). Or la con-
dition normique () = 0 ne peut avoir lieu que si f* =1 (i.e., [ totalement décomposé
dans K/k), puisque dy(n) > 1 par hypothése sur d,(e) ; ainsi dy(a) = 0 implique, pour ¢
en-dessous de [, IP~1 = 1 (mod p"*!), condition nécessaire trés forte pour n — oo (mais
c’est toujours possible au moyen du théoréme de Tchebotarev, cf. Section [7).

Or ceci n’a pas lieu pour P € Sk, de degré résiduel 1. Ceci explique en partie la condi-
tion nécessaire et suffisante de Greenberg (Théoréme 2.1)) qui semble la seule “possibilité
raisonnable” pour avoir C€an" = dk, (Sk, ) pour tout n assez grand.

On a donc, sous I'hypothése Cl = 1, R = p, A = 1, #(M;+1/M;) = p pour environ n pas, ce
qui est considérable, et on peut méme conjecturer que pour n assez grand on a M = Mpy)
qui est essentiellement le critére de Greenberg dans notre cas particulier.

Le programme du §5.2] donne pour m = 103, Cly, ~ Z/37Z & Z/3 Z, ce qui prouve que au
premier étage on a un My distinct de M, de probabilité 1/3. Ensuite on obtient Cfg, =~
Cliy ~ Z/3Z & Z/3Z, qui suppose également M = My # M; au second et troisiéme étage ;
il serait utile de savoir si ceci se prolonge indéfiniment et donne 'invariant v. On peut par
des méthodes numeériques de type “spiegelungssatz’ montrer que A = 0 (cf. [FuTal]). Le
paragraphe suivant peut permettre d’analyser ce fait.

6.4. Conséquences locales de la conjecture de Greenberg sur les unités. Soit n
fixé assez grand tel que la formule d’Iwasawa soit applicable, et soit h — co. On a, d’aprés
la formule de Chevalley pour Gy, 4p 5 = Gal(k,n/kn), la relation :

o . (=D .
# " "= # k‘n : S # kn L'
Fnth (B, : Er, "Ng i (R ) !
=1
Si A =p =0, onadonc #C, , = #U, = p”, dou =1,

(B, : Er,, "Ng i (B )
pour tout h > 0. Soit wyyp , I'application qui a une unité €" € Ej, associe la famille

" knyn/kn -

((%)) | dans Q(kpip/kn) ~ Z/pP@VZ (cf. SET), alors wyipn(Er,) =
n bnip

Q(kn+n/kn). 1l existe donc des unités €7 € Ey,, 1 <j <d -1, telles que les d — 1 familles

((5?7koo/kn

o ))p Ip constituent une base topologique, de sorte que :

(12) koo /kn) = ) <(<M>>plp> ~ 741,

Jj=1 pn

Soit ng fixé pour lequel les &?;‘O vérifient la relation ci-dessus. Alors on peut prendre € = E;LO

d—1
pour tout j et tout n > ng ; en effet, posons ¢; := 5;-“) et Fp := ) <€j>. Au niveau ny,
J=1
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h
si € € Fy est norme dans kyyypn/kn,, alors € € Fop ; supposons € vue dans k, et norme
dans k1 /kn, alors en prenant la norme dans k, /ky,, on obtient que eP" " est norme dans
, _ _ n—ng+h
Enin/kno (degré p"~moth) donc e?" " € FY

On notera aussi que pour tout py, | p, &, (g;) = p"~"°- 0p° (€5) +p" "0 — 1, ce qui fait que ces

, d’ot la propriété.

unités sont rapidement des puissances p” -iémes locales en p, ott N tend vers l'infini avec n.

On a alors, pour tout n > ng et tout h > 0 : il

h
(13) Ekn/Ek?n N Nkn+h/kn(k7>7,<+h) = FO/Fé) ) ot FO = @l <€]> g Ekno‘
]:

Si I'on prend ng minimum, on aura ng = 0 si et seulement si pour les p | p on a dy(g;) =0
pour un systéme fondamental d’unités définissant Ej, soit Ri = 1.

Inversement, sous 'existence de Fjy pour un ng convenable, on obtient la condition nécessaire
) )
h-(d—1)
p

(B, : Br, ONp /i, (R n)

a la conjecture de Greenberg, =1, d’ou #Cngn"::’n = #Uy,

pour tout n assez grand.

6.5. Heuristiques sur les propriétés de la filtration dans k. /k. Ici, contrairement
aux études précédentes, on fixe 7 > 1 et on considére la n-suite des groupes M;" des filtrations
des groupes M" := (l},, pour n — 00.

6.5.1. Approche générale. On considére les quotients #(M[_LH/MZ") pour i fixé et n — oo et
leurs deux facteurs donnés par la formule

Lemme 6.5. Pour tout i > 0 fizé, les #(MZ’_’H/MZ") forment une n-suite croissante sta-
tionnaire de diviseurs de #7T, et les #M]* définissent une n-suite croissante d’entiers, sta-
tionnaire & partir d’un rang e; > e, ot p° est l'exposant de U,:/Ek

pn-(d—l)

(Ey : BEx NNy, (k)
#M] = #Ti (n > e) est donc clair (Théoréme [£7) et on a e; = e. Considérons pour i > 0
fixé la n-suite définie par :

Démonstration. On a #M{" = #Cly - Le cas de #(M7/M}) =

#CUy, prtd
(M1 /M) #Np, (M) (AP - AP NNy (k)
ot A ={z € k*, (z) € Ny, /n(Z]")}.

Puisque M* = {h € M™, p(1=on)' = 1} on a Nkn+h/k(M[‘+h) C Ng,/k(M]), pour tout

h > 0, et la n-suite d’entiers #7“ =: phi est croissante, donc stationnaire a une
#Ng, /k(Mi )
valeur notée p= | #Cl,, a partir d’'un certain rang.
pn-(d—l)

o . . . . . .
Le second facteur =: pPi définit une n-suite croissante stationnaire

(A 2 AT N, (k)
a une valeur notée p”i | Ry (cf. Théoréme et Remarque [10), & partir d'un cer-
tain rang, et le premier point du lemme en résulte pour la n-suite #(MZZ_I/MZ") ;on a
nh_)n;o #(M[_‘H /MZ") = phi" . PP | #75. Enfin si on suppose par récurrence que la n-suite

# M stationnaire a partir d’un certain rang, la propriété en résulte pour la n-suite M ;. [

Onae=e<e <..-<g; <--- et lai-suite des phfo -ppfo est décroissante (cf. Remarque
(iii)) donc stationnaire, mais non nécessairement de limite 1 ; en effet, on a seulement
que phi® - pPT divise #£7;, et il convient d’examiner chacun des deux facteurs.

On dira que le processus sur ¢ est fini (ce qui équivaut & A = p = 0) s'il existe ig € N
tel que ph%} . pp vo=1 ; dans ce cas, pour tout n assez grand, #M™ est une constante p”
indépendante de n, et est obtenu au moyen de la filtration au niveau n.
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6.5.2. Comportement heuristique de wy(A}") C Q(ky,/k), n — co. Dans le cas ol par exem-
ple ;. = 1, le processus sur ¢ est infini si et seulement si pour tout i il existe n assez grand
tel que wn(AT) = AP /AP (1 Ng, i (6) G Q(kn/K) = (Z/p"Z)11 (ie., pT # 1),

Par conséquent la finitude du processus dans ce cas ne peut provenir que de ’heuristique
suivante, en raison des propriétés des quotients de Fermat (voir le §[7.Iqui montre I'indépen-
dance probable de ces propriétés par rapport a n) :

Heuristique 6.6. On considere les A} associés a l’ensemble des algorithmes de détermi-

nation des sous-groupes M, 0 <i < m,,, des filtrations des groupes M™ := ¥y, , n > 0.
pnv(d—l)

(AP A} NNy, k(kn)

n — 00. On peut remplacer i1 par une fonction i1(n) telle que # — 0 st n — oo.

Alors il existe i1 assez grand, indépendant de n, tel que =1 pour

Par exemple, dans le cas quadratique p-principal, la finitude du processus est assurée dés
que le §,(x) d'un = € A} est nul puisqu’alors wy(z) engendre Q(k, /k) (cf. §[6.3)).

6.5.3. Comportement heuristique de Nkn/k(Mi") C g, n — 0o. Supposons (¥ # 1 ; la non
finitude du processus sur ¢ (a U'infini) peut provenir du fait que pour tout i il existe n assez
grand tel que Ny /. (M]") G Uy (ie., ph" # 1) ou l'on rappelle que Ny, /x(Z]') permet la
poursuite de I'algorithme & partir des z; = Ny, /x(yi) € A} NNy (k) par définition tels
que (x;) = Ny, /x(B;), B; € I}, et conduisant a ?2[2-1;1”” -B; = (y;) pour obtenir la p-classe
(a priori aléatoire) de Ny, /i (Ai+1) € Ny, /i (Z7, 1) dans k.

On a, pour tout n et tout h > 0 (i fix¢), le diagramme suivant ot les normes Ny o /kn
définies sur M et (M77)(1=onen)" sont surjectives, mais non celle définie sur M (qui
peut étre ni injective ni surjective) :

1 — Ml_n+h SN Mn+h M_"*’l); (M7l+h)(1—gn+h’)i 1

l Nkwh/knl Nkwh/knl

1= Mp ——— mr L ymyeeet g

On a Nkn+h/k?n(Min+h) C M et on peut supposer, en modifiant Z"" modulo les idéaux
principaux, que l'on a Ny . /p. (IZ-"H) C I7' et par conséquent que, pour tout h fizé :

E, CAMhC . C AP C L C A,
mais on ne peut pas définir une n-suite de A}" (i fixé) décroissante infinie contenant FEj.

On peut appliquer 'Heuristique en affirmant qu’il existe i; assez grand indépendant de
(d—1)
p"

(A7 2 AR NNy, i(kn)

n — oo tel que = 1, pour tout n assez grand. On considére alors

#Cly
#Np, k(M)
#(M] M) = #(M] /M) = P, pour iy < i < my — 1 (Remarque (iii)). Ceci
signifie que sous ’hypothése A > 1, 'algorithme habituel au niveau n devrait comporter
O(\-n) étapes en fonction de la différence m,, — iy (cf. Théoréme [6.4]). Or on peut se baser
sur ’heuristique naturelle suivante stipulant que les classes des idéaux de k& de la forme
Ny, k(i) (ou Ny, /(L) avec un représentant premier £; totalement décomposé dans k, /k,
cf. Section [I]) sont aléatoires, indépendantes, et se répartissent dans le groupe fini C/
selon les probabilités standard dans la mesure ot Ny, /. (Cly,,) = Cy, -

n assez grand tel que la n-suite des soit constante égale a ph?f # 1 ; il vient

Heuristique 6.7. On considere les A} associés a l’ensemble des algorithmes de détermi-
nation des sous-groupes M, 0 <i < m,,, des filtrations des groupes M™ := ¥y, , n > 0.
Alors il existe iz > i1, assez grand, indépendant de n, tel que Ny, /1, (M]) = Cly, pour n — 0o.

On peut remplacer iy par une fonction ia(n) > i1(n) telle que # — 0 sin— 0.
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Dans le cas quadratique ott 'on suppose par exemple #Cl;, = p, la finitude du processus est
assurée dés que la classe d’un 2; de I'algorithme est non p-principale, ce qui est raisonnable.

On peut proposer le programme suivant, pour p = 3 et n = 1, lorsque #Cl}, = p et lorsque
I'unité fondamentale € de k est telle que d,(e) = 0, auquel cas w,(A]") = 1 pour tout i et

a
tout n, et #( [_‘H/MZ") = A On suppose également que (/; n’est pas engendré

# Ny, /(M)
par la classe de p | p (sinon le critére du Théoréme [3.4] s’applique trivialement puisqu’alors
C€£’“ =1et wl(E,f’“) = wi(Ek) = p). On a évidemment #, = p», w > 1.

{p=3;n=1;b=10% B = 105 Cyclo = polsubcyclo(p("H)7p");
C2=0;03=0;C4=0;C5=0;CM = 0;m = b;while(m < Bm =m+ 1;
if(core(m) == m&kronecker(m,p) == 1,Q = x> — m; K = bnfinit(Q, 1);
M =m;t = Mod(m,4);if(t! =1, M = 4 xm);

h = qfbclassno(M);v = valuation(h,p);if(v == 1,T = 0; hh = h/p";

D = divisors(hh);nh = numdiv(hh); for(k = 1,nh,d = component(D, k);
Sm = bnfisintnorm(K, —p®); Sp = bnfisintnorm (K, p%);

if (component(matsize(Sm),2) > 1, Am = Mod(component(Sm, 1), Q);

vm = valuation(component(Sm, 1), p);if(vm == 0,k = nh; T = 1));

if (component(matsize(Sp),2) > 1, Ap = Mod(component(Sp,1),Q);

vp = valuation(component(Sp,1),p);if(vp == 0,k =nh; T = 1)));

E = quadunit(M); el = component(E,2); e2 = component(E, 3);
if(t==1,e2=1¢€2/2;el =el+e2); E = Mod(el +e2xxz,Q;);

EE = component(E®~Y —1,2);vale = valuation(EE, p) — 1;

if(vale == 0&T == 1,CM = CM + 1; P = polcompositum(Cyclo, Q);

R = component(P,1); KK = bnfinit(R,1); HH = bnrinit( KK, 1);

H = component(component(HH,5),1); w = valuation(H, p);
if(w==202=02+1)if(w==3,03=C3+1);
if(w==4,C4=C4+1)if(w>=50C5=C5+1);
print(m,””,CM,””,C2,7” ,C3,””,C4,””,C5);))));

print(C2/CM +0.0,””,C3/CM +0.0,””,C4/CM + 0.0,””,C5/CM + 0.0);
S=1-(p*-10)/p* - (p* = 1.0)/p" — (p* = 1.0)/p° — (p* — 1.0)/p%;
print((p* —1.0)/p*,””, (p* = 1.0)/p*,””, (p* = 1.0)/p°, "7, (p* — 1.0)/p%,””, S)}

On obtient alors les résultats numériques suivants pour m < 10, Cy; = 4703, Cy = 4232,
03:417, 04:52, 05:32

proportions probabilités

£+ = 0.8998511588 8 = 0.8388888888
Ci = 0.0886668084 = = 0.0987654320
Cﬁ = 0.0110567722 = = 0.0109739368
% =0.0006378907 3., ga7 = 0.0013717421

7. STATISTIQUES ET HEURISTIQUES SUR LES 0y(2), € k*

Le point essentiel, abordé au §6.3] est le comportement, pour n fixé, des “quotients de
Fermat” p% (%) §,(a;) > 0 (Définition EI)), pour les a; € A} tels que (a;) = Ny, /(i)
ou les 2A; € I (choisis convenablement) représentent toutes les classe de M*. On a alors
wn(A) = Q(ky/k) pour i = my,.

L’étape de l'algorithme calculant le (i+1)-ieme sous-groupe M ; de la filtration repose sur
le calcul des 11 & partir des z; = Ny, /(i) € AT NNy, /1. (ky) qui sont par définition tels
que (z;) = Ny, /1(B:), Bi € I, ce qui conduit a une relation de la forme : Qlillf" B = (i),
avec ;11 convenable choisi étranger & p (cf. §[6.2). Lorsque par exemple (¢ = 1, on a alors
Ny, /k(ir1) = (aiy1) dont on calcule les 6, (a;11) comparés aux dy(a), o € A7

D’apreés le Théoréme [6.4] en supposant T # 1, hypothése A > 1 doit conduire & au moins
m (A-n+p-p"+v) valeurs consécutives de 'indice i (de i = 1 & ¢ = m,,) pour lesquelles
tous les ; sont tels que dp(a;) > 1 pour tout p | p, ce qui rend indispensable la confrontation
avec d’expérimentation numérique, d’autant plus que ces propriétés se lisent dans k ; pour
cela on se place dans un cadre simple mais non trivial, utilisant des 2|; premiers.
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7.1. Représentation des classes de la filtration par des idéaux premiers £;. Pour
un corps quadratique réel, on souhaite observer le comportement des d,(c;) dont seule la
nullité est susceptible de terminer I’algorithme ; on est alors en “dimension” 1 pour Q(ks/k)
et un seul p | p est utilisé, et comme on a ici pp = 0, m,, > m (A-n+v) tend vers 'infini
comme A -n si A > 1. On reprend ici les méme hypothése simplificatrices faites au §6.3 :

(i) Le corps k = Q(y/m) est principal ;

(iii) les entiers d,(¢) et/ou dy(m) sont non nuls, de telle sorte que la condition suffisante 3]
ne s’applique pas (en réalité, les résultats n’en dépendent pas, sauf en ce qui concerne le
dénombrement des corps k par rapport a certaines propriétés, cf. Remarque [7.2)).

Montrons qu’il existe une infinité d’idéaux premiers £ de k, représentant une classe donnée
¢ de k;, et totalement décomposés dans I'extension Galoisienne k,/Q. En effet, d’aprés le

théoréme de Tchebotarev, il existe une infinité de nombres premiers ¢ tels que (M),

pour £ | ¢ dans Hy,, soit I'élément de Gal(Hy, /k,) qui correspond a ¢ par le corps de
classes sur k,, ; comme Hy, /k, est Abélienne, ce Frobenius ne dépend que de l'idéal premier

£ de k, au-dessous de £'. L’image de (H]“"T/k"> dans Gal(Hy,, /k,) est encore c et ¢ est
représentée par £ totalement décomposé dans k, /Q.

Par ce choix, on ne modifie pas les d,(c;) provenant de ¢; = fy, (UA;) € M) puisque la
relation £; = 2; - (v;) implique Nkn/k(ili) = (o) - (Nkn/k(%')) et que 5p(Nkn/k(7i)) > n.

Autrement dit, en se limitant a des idéaux premiers £ totalement décomposés dans k,,/Q
et en considérant [ = () pour 'idéal premier I = N /,(£) de k en-dessous de £, on peut
effectuer des statistiques sur les valeurs prises par d,(«) indépendamment de tout contexte
conjecture de Greenberg puisque les £; seront aléatoirement certains £ particuliers.

Le nombre « est un entier de k (unique & une unité prés) de norme ¢ = [N Z sur Q, ou
=1 =1(mod p"*1). On a a?~' =1+ p-p%(@ . B 3 étranger & p, si 6,(a) < n.

7.1.1. Cas p = 3. Dans l'expérimentation numérique pour p = 3, on prend n assez grand,
de sorte que I'on compte les cas ot dp(a) = k, ot k varie de 0 & n — 1 au plus et on compare

le résultat aux probabilités naturelles %7 3%7 cees %7

Le programme compte dans Cj les proportions de nombres premiers £ = +1 (mod 3"+1)
tels que dp(a) =k -

{p=3m=39T;n=12B = 10%; M = p"*tV,; Q = 2% — m; K = bnfinit(Q, 1);
C0=0;C1=0;02=0;C3=0;C4=0;C5=0; NL = 0;

for(t =—-1,0,L = 2%t + l;while(L < B,L = L+ 2% M,

if (isprime(L) == 1&kronecker(L,m) ==1,NL = NL + 1;

Sm = bn fisintnorm (K, —L); Sp = bn fisintnorm(K, L);

if (component(matsize(Sm),2) > 1, A = component(Sm, 1));

if (component(matsize(Sp),2) > 1, A = component(Sp,1));

AA = (Mod(A,Q)? —1)/3;v = valuation(AA, 3);

if(v==0,00=C0+1);if(v ==1,C1 = C1 + 1);

if(v==2,02=02+1)if(v == 3,03 = C3 + 1);

if(v==4,C4=C4+1);if(v >=5,05=C5+1))));

print(p,””,m,””,n,””, B); print(NL,””,C0,””,C1,””, 02,7, C3,””,C4,””, C5);
print("”); print(CO/NL +0.0,””, C1/NL + 0.0,””, C2/NL + 0.0,””, C3/NL 4 0.0,””,
C4/NL +0.0,””,C5/NL + 0.0); print(’?); S = 0.0; for(j = 1,8, = S + (p — 1.0) /p®+D);
print(2./3,77,2./9,77,2./27,77 2./81,7" 2./243,7” | S)}

On obtient la remarquable confirmation du fait que les d,(«) se répartissent de facon in-
dépendante de la condition trés forte £ = 1 (mod 3"*1), quel que soit le niveau n.

On considére 'exemple ci-dessous, pour lequel é,(¢) =1 :
p=3, m=103, n=12, £==1 (mod 3!3), 1</ < 10",

Il y a alors Ny, = 325791 nombres premiers ¢ dans l'intervalle, dont respectivement
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Co = 217142, C) = 72364, Cy = 24287, O3 = 8140, Cy = 2581 et C5 = 1277,
sont tels que d,(a) =0,1,2,3,4 et 0,(r) > 5.

proportions probabilités

Co = 0.6665070551 = (0.6666666666
C1 = 0.2221178608 = 0.2222222222
C2 = 0.0745477929 = 0.0740740740
C3 = 0.0249853433 = (0.0246913580
Cy = 0.0079222569 =5 = (0.0082304526
Cs = 0.0039196908 > 2 =0.0041152263

j>6 37

SIS SIS

Le méme calcul pour m = 2149, o §,(e) = 3, conduit a des résultats similaires :
N, = 325538, Cy = 216955, C; = 72406, Cy = 24145, C3 = 8060, Cy = 2680, C5 = 1292.

Enfin en prenant m = 397, et des £ = +1 (mod 3!°!), on obtient toujours des valeurs trés
stables : Ny = 12174, Cy = 8119, C7 = 2659, Cy = 898, C3 = 337, Cy = 101, C5 = 60,
conduisant par exemple & la proportion 0.6669130934 de d,(«) nuls.

On peut méme observer que les résultats sont analogues si 'on considére des nombres
premiers £ = +1 (mod p™*1!) ng > 1 fixé. Mais dans notre contexte avec n > ng,
0p(a) = o0 avec n ; autrement dit cette question semble étre un probléme d’arithmétique
indépendant de la conjecture de Greenberg, et probablement accessible.

7.1.2. Cas général. On suppose toujours p décomposé dans k et (;, = 1. Le programme
est un peu plus complexe car on souhaite obtenir tous les ¢ vérifiant la condition #~1 =1
(mod p™*1) (on utilise les puissances p¥, 1 < k < p — 1, d’une racine primitive (p — 1)-iéme
de I'unité p (mod p"*t1)).

{p="T7;m =44853;n = 5; B = 10'%; M = p(»*Y;

Q =1z*—m; K = bnfinit(Q,1);70 = znprimroot(M)(pn);
C0=0;C1=0;C2=0;C3=0;C4=0;C5=0; NL = 0;
for(k=1,p—1, R = Mod(ro, M)*; L = component(R, 2);
while(L < B,L = L + M;

if(isprime(L) == 1&kronecker(L,m) == 1, NL = NL + 1;
Sm = bnfisintnorm(K, —L); Sp = bn fisintnorm(K, L);

if (component(matsize(Sm),2) > 1, A = component(Sm, 1));
if (component(matsize(Sp),2) > 1, A = component(Sp, 1));
AA = (Mod(A,Q)P~Y —1)/p; v = valuation(AA, p);
if(v==0,00=C0+1);if(v ==1,C1 = C1 + 1);
if(v==2,02=02+1)if(v == 3,03 = C3 + 1);
if(v==4,C4=C4+1);if(v >=5,05=C5+1))));
print(p,””,m,”” ,n,””, B);
print(NL,””,C0,””,C1,7”,C2,””,C3,””,04,””, C5); print("”);
print(CO/NL +0.0,””,C1/NL +0.0,””,C2/NL + 0.0,””,
C3/NL +0.0,7”,C4/NL +0.0,””,C5/NL + 0.0); print("”);

S =0.0; for(j =1,10,58 = S + (p — 1.0) /pC®F);

print((p —1.0)/p,””, (p — 1.0)/p>,””, (p — 1.0)/p*,””,
(p—1.0)/p",7", (p = 1.0)/p°,”", S)}

On considére dans 'exemple ci-dessous, pour lequel d,(c) =1 :
p="T, m=44853, n=5 "1 =1 (mod 7°), 1</ < 102,

Il y a alors Ny, = 1118955 nombres ¢ dans l'intervalle, dont respectivement Cy = 959051,
C1 = 137487, Cy = 19121, C3 = 2841, Cy = 381 et C5 = T4, sont tels que §,(a) = 0,1,2,3,4
et dp(a) > 5.

proportions probabilités

Co = 0.8570952361 = 0.8571428571
C1 = 0.1228708929 = 0.1224489795
C2 = 0.0170882653 = 0.0174927113
= 0.0025389760 = 0.0024989587
Cy = 0.0003404962 = 0.0003569941
Cs = 0.0000661331 = (0.0000059499
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On considére enfin le cas suivant pour lequel d,(¢) =1 :
p=29, m=0683, n=>5, P '=1 (mod29%), 1< /<10,

Il y a alors Ny = 728880 nombres ¢ dans l'intervalle, dont respectivement Cy = 703535,
Cy = 24450, Cy = 857, C3 = 38, Cy = 0 et C5 = 0, sont tels que dp(a) = 0,1,2,3,4 et
Op(a) > 5.

proportions probabilités
Co = 0.9652274722 28 = 0.9655172413
C1 = 0.0335446163 = = 0.0332936979
C> = 0.0011757765 =% = 0.0011480585
Cs = 0.0000521347 = = 0.0000395882
Ci=0 = = 0.0000013651
Cs=0 Y>35 = 0.0000000487

Ainsi on observe que, statistiquement, il n’y a pas d’obstruction au niveau de la finitude
de la d-suite des groupes A} = {z; € k™, (z;) € Ny, x(Z7")}, 1 < i < my, qui sont (dans
le contexte particulier étudié¢) de la forme A? = (¢, ,...,04) (cf. () pour lesquels la
probabilité d’avoir au plus m,, générateurs (outre l'unité ) suit une loi binomiale indépen-
damment de la valeur de n — oco.

On peut alors en déduire, sur un plan heuristique, la nullité de la probabilité d’avoir un

nombre de pas m,, > m (A-n+v) pour A > 1 (cf. Théoréme [6.4] et Remarque [7.2)).

7.2. Statistiques sur m,, — Indépendance des ;. Considérons un corps quadratique k
et le n-iéme étage ky, de ks pour lequel on souhaite tester I'indépendance des dp(c;) > 0,
a; € A, obtenus successivement par l'algorithme de calcul de (¢;,. On suppose pour les
calculs que ofy, = 1.

Rappelons alors que si z; = Ny, /(i) € A7 NNy, /i.(ky), ot (w5) = Ny i (Bi) € Ny, i (Z]),
la relation Ql};f " - B; = (y;) fournit le nouvel ;11 dont on calcule Ny /p(Ui11) =: (@it1),
aip1 € A}, puis dp(aiq1), ete.

La recherche par programme des idéaux 2; de lalgorithme et des «; € k™ tels que (o) =
Ny, /k(QlZ) étant particulierement difficile par programme, on se place dans les conditions
pour lesquelles le nombre de classes ambiges dans k,/k est égal a p, donc avec la seule
hypothése :
(Bx : Ex NNy, (k) = p,

qui équivaut au fait que le régulateur Ry = % - log(e), de I'unité fondamentale ¢ de k,
est égal a p. Il en résulte qu’il est équivalent de faire des statistiques sur l'ordre de (¥,
lorsque k& = Q(y/m) varie, ce que PARI effectue assez rapidement ; en effet, on a la filtration
correspondante (M;');>o, de M™ = Cy,,, telle que #(M]  /M]") = p pour 0 < i < my — 1,
et telle que :

mp—1

#Cly,, = 11 #(M7y /M) = pmm.

On a M™ = M7 si et seulement si M3 = M7, ce qui est équivalent & d,(a;) = 0, de
probabilité 1 — %. Ensuite, on a M"™ = M3 si et seulement si M3 # M7 et M3 = M3, ce
qui est équivalent a dp(a1) > 1 et dp(az) = 0, de probabilité (1 — %) : %, ete.

Remarque 7.1. Noter que puisque Ny g(e) = 1, la condition Ry =0 (mod p) est équiva-

lente & d,(¢) > 1 (cf. Lemme [5.J] et Remarque [5.2)) et est donc de probabilité %, alors que

pour z € k* arbitraire, la condition dy(x) > 1 pour tout p | p est de probabilité 1%'
Plus généralement, si a« = 1+p-p"- 3, 0 <r < n, est tel que Ny g(a) =1 (mod p" ) (ce

qui est le cas lorsque «a est norme d’un idéal de k,,) on a la relation exceptionnelle :

B_'_ﬁ/_‘_pr—l—l.ﬁﬁ/:u.pn—r
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qui refléte la formule du produit et qui modifie la probabilité de p-divisibilité de 8 en % au

lieu de ]% puisque p | B équivaut a p | ', et donc modifie les probabilités pour d,(«).
Si « est une unité ¢, on a la relation 8+ 3-&’ = 0 qui rend la propriété ci-dessus vraie pour
tout n.

Les deux programmes suivants pour k = Q(\/? ) et p = 3 justifient a nouveau le phénomeéne
pour un « € k* étranger a p selon la proximité de Ny g(a) avec 1 (cf. Lemme B.1, Remar-

ques et [ :

(i) Cas ou 'on impose que la norme de 1’élément aléatoire y soit assez proche de 1 (on peut
remplacer 9 par toute puissance de 3 plus grande, le résultat est inchangé) :

{m=7,Q =2 —m; X = Mod(z,Q); N = 10*; B = 105, NY = 0.0; NY0 = 0.0;

for(k =1, B,a =random(N);b =random(N);Y = a* X 4+ b;n = norm(Y);

if(Mod(n?,9) ==1,NY = NY +1;Z = (Y2 - 1)/3; 2 = norm(Z);

if(valuation(z,3) == 0, NY0 = NYO0 + 1))); print(NYO/NY)}

Densité de 6,(y) = 0 obtenue : 0.6667092445 ~ 2.

(ii) Cas sans conditions (i.e., aucune condition de norme locale en dehors de p pour y) :
{m=7Q=2>—m; X = Mod(z,Q); pil = X —2;pi2 = X +2;

N =10%B =10% NY =0.0; NY0 = 0.0;

for(k =1, B,a =random(N);b = random(N);Y = ax* X + b;

n =norm(Y);if(Mod(n,3)! =0, NY = NY + 1,

Z=(Y?*-1)/3;21 = Z % pil; Z2 = Z * pi2;

vl = valuation(component(Z1,2), 3); v2 = valuation(component(Z2,2), 3);

v =min(vl,v2);if(v ==0,NY0 = NYO+1))); print(NYO/NY)}

Densité de min(dy(y), dy(y)) = 0 obtenue : 0.8881668501 ~ 8.

7.2.1. Cas de my & my. Dans le cas n = 1, il suffit de supposer Ry =0 (mod p), donc que
k est tel que d,(e) > 1 (probabilité %) Autrement dit, € € A; est partout norme locale et
n’intervient pas dans les raisonnements.

L’indépendance des «; est alors mesurée par les probabilités %_hl d’avoir #Cly, = P h> 1.

En effet, puisque «; est norme locale en dehors de p (i.e., Nk/(@(ai)p_l =1 (mod p?)), la

p—1_
%Lt % ; la probabilité de d,(c;) = 0 est donc 1— %. Pour h > 1
la probabilité de divisibilité par p* est #, et par conséquent la probabilité que #C¥y, = pl

est (1 — %) . phl,l = ”}T_hl.

Le programme est valable pour tout p > 2, mais pour p > 3, le temps de calcul devient
prohibitif si 'on veut traiter un nombre important de cas. Il est écrit pour n = 1 ; pour
n > 1 remplacer polsubcyclo(p?, p) par polsubeyclo(p™ ™t p") :

probabilité que p divise

{p = 3; Cyclo = polsubcyclo(p?,p);

Cl=0;,C2=0;C3=0;C4=0;CM = 0;

b=1;B =3%10°;m = b;while(m < b+ B,m =m+1;

if(core(m) == m&kronecker(m,p) == 1,

M =m;t = Mod(m,4);if(t! =1, M = 4 xm);

h = gfbclassno(M);if(valuation(h,p) == 0, E = quadunit(M);

el = component(E,2); e2 = component(E, 3);if(t == 1,e2 = e2/2;el = el + €2);
E = Mod(el +e2*x,2*> —m;); EE = component(E(pfl) —-1,2);

vale = valuation(EE, p) — 1;if(vale == 1,CM = CM + 1;

P = polcompositum(Cyclo, z*> — m;); R = component(P, 1);

K =bnfinit(R,1); H = bnrinit(K, 1);

G = component(component(H,5),1); w = valuation(G, p);
if(w==1,C1=C141)if(w==202=C2+1);
if(w==3,C3=C3+1);if(w>=4,C4=C4+1)))));
print(CM,””,C1,7”,C2,7”,C3,””, C4); print(C1/CM + 0.0,””,C2/CM +0.0,””,
C3/CM +0.0,7”,C4/CM +0.0); S = 0.0; for(j = 0,8,8 = S + (p? — 1)/pB+2)),
pm’nt((p2 - 10)/]72, ””7 (p2 - 10)/174, ””7 (p2 - 1'0)/p67””7 S)}
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Pour p = 3 et B = 3 -10° on obtient les valeurs numériques Cj; = 18928, C| = 16857,
Cy = 1814, C3 = 221, C4 = 36 et le tableau suivant :.
proportions probabilités
1 — (0.8905853761 = 0.8888888888
= 0.0958368554 = 0.0987654320
= 0.0116758241 = 0.0109739368
= 0.0019019442 ijo ﬁ = 0.0013717421

Qoo RJoo oo

cleclecled]

Remarque 7.2. La différence de nature entre d’une part les résultats numériques obtenus
ici sur le comportement “fictif” des d,(c;) déduit du calcul effectif de #C/y,,, et d’autre part
les expérimentations du §[71] sur la représentation des classes par des idéaux premiers £
totalement décomposés dans k, /Q, provient des faits suivants :

Dans l'écriture € = Ny, /(y1) qui conduit a (y1) = 2177, comme 2l; est défini modulo les
idéaux invariants, I'algorithme (non unique) reste valable si’on prend 20, = 2| By, o 2} est
étranger a p et ott Py € (Sg,,) peut étre choisi arbitrairement ; on a alors Ny, /(1) = (a1)
avec o = ) - m1, ot 1 est une Si-unité (arbitraire).

V13

On a #(M3 /M) = oA m%kn/k(knx))’ ou A; = (g,a1), et la condition M"™ = M7 a
lieu si et seulement si M3 = M7, soit §,(c) =0 ; or si la Sp-unité 7y est non norme dans
kn/k, quel que soit o/f on peut faire en sorte que ag = o - 71 soit norme, auquel cas on a

3 n n
au contraire M3 # M7,

Autrement dit, cette statistique, dénombrant les corps k tels que M"™ = M} , m, > 1, par
I’algorithme utilisant des idéaux étrangers a p, élimine les corps k dont les Si-unités sont
normes ; ceci se propage pour chaque M;*, mais cet algorithme évite le calcul laborieux des
Sp-unités non unités et de leurs symboles de Hasse.

On montre, pour n = 1, que 'on passe d’une statistique a 'autre en multipliant par pp—tl,

k > 1, celle relative aux idéaux premiers £ totalement décomposés dans k1/Q ; les vraies
densités sont celles obtenues via la représentation “fictive” des classes de k1 par les idéaux £
(e.g., densité des corps k ((l =1, d,(e) > 1), tels que #C¥y, = #@gll = p, égale a ijl).

Dans le cas n = 2 sous les hypothéses précédentes, la condition #]\412 = p suppose 6y(c) =1,
et on a alors #(Mi2+1/Mz'2) = p pour 0 < i < mgy — 1 ; pour obtenir my il suffit encore de
calculer #Cly, (cf. §6.5), mais les calculs sont longs, les statistiques moins précises et
I'interprétation probabiliste plus délicate mais conduit & des résultats analogues.

7.2.2. Heuristique finale. Les Heuristiques [6.6] se résument par l'existence de iy assez
grand tel que M /M = 1 pour tout i > iy et tout n > e;,, o la suite finie des e,
1 <7 < dp, est définie au §0.5.1] et suggere la formule d’Iwasawa #Clg, = p” pour tout
n > e;,. Ceci correspond a la succession des diviseurs t; de #7, tendant vers 1, et définis
comme les maximum sur n des #(M;" /M) pour chaque i fixé.

On peut donc proposer I'heuristique probabiliste suivante (on suppose, a priori, = 0) :

Heuristique 7.3. Soit k un corps de nombres totalement réel et soit p > 2 totalement
décomposé dans k/Q. On considére ’algorithme associé a la filtration de Cly,,, n > 1 fizé, et
1
la i-suite des groupes A}, 1 <1i < my,,, avec my > m ()\ -n+v) (Théoréme ), ou
Up k

T est le groupe de torsion du groupe de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée
mazximale de k (supposé # 1).

(1) La probabilité que, pour un oy € A} fixé, on ait dy(a;) > r pour tout p | p est zﬁ et
la probabilité que l'on ait 5p(c;) = 0 pour tout p | p est 1 — ;z%'
(ii) Soit ¢ € Cly. Puisque Ny, /i(Cly,) = Clx, la probabilité que, pour un idéal A de ki,

étranger a p, la p-classe de Ny, /(1) soit égale a c, est ﬁ

(#i) La probabilité que l'on ait #Cly, = O(p)""), A>1, est W, lorsque n — o0.
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Cette heuristique (méme imparfaite) montre non seulement la légitimité de la conjecture
de Greenberg mais aussi que la suite des #(lj, est probablement trés rapidement station-
naire, ce qui est plutét un élément favorable pour une approche analytique éventuelle (e.g.,
exemples de stabilisations donnés dans [KS]|).

Il semble difficile de trouver des arguments théoriques qui “obligeraient” les classes des
normes Ny /() d’idéaux aléatoires 2 de k,, & ne pas se répartir uniformément dans C/y,
ou les quotients de Fermat successifs des a € k* & ne pas avoir des probabilités de nullité en
1 — 1 voire encore plus proches de 1 comme nous I’avons longuement analysé dans [Grab),
(2016)] et [Gra6l, (2016)] pour les nombres algébriques en général.

Cette question risque de rester sans réponse, d’autant plus qu’un éminent mathématicien
frangais m’avait affirmé, dans un échange au sujet des quotients de Fermat des entiers
rationnels : mais vous savez bien que l'on ne sait absolument rien en dire !

Tout ceci explique en partie la difficulté exclusivement “théorie d’Iwasawa algébrique” de
“calculer” les invariants d’Iwasawa de la limite projective des (g, .

8. CONCLUSION

Cette étude (qui a, au moins pour la premiére partie, des points communs avec par exemple
les approches de [Ful], [FuKo], [FuTall, [FuTa2|, [Gre], [], [IS1], [IS2], [Su], [Tall, [Ta2])
montre que la question de la conjecture de Greenberg est essentiellement p-adique et sans
doute moins “théorie d’Iwasawa algébrique” qu’admis généralement, le cas Abélien pouvant
étre de nature plus particuliére en raison des “formules analytiques” du nombre de classes
introduisant les unités cyclotomiques et conduisant & de nombreux travaux spécifiques (voir
[Fu2|, [BeN], [BaN], [KS|, [Ngl], [Ng2] et leurs références), bien que nous pensions que la
version fonctions L p-adiques “élémentaire” (e.g., [Sin] et beaucoup d’autres) ne soit qu’une
traduction de l'aspect “modules sur 1’algébre d’Iwasawa” ; le passage a la limite (algébrique
ou analytique p-adique) est au demeurant plus concis que les calculs aux niveaux finis,
pourtant nécessaires pour localiser les profonds phénoménes arithmétiques sous-jacents.

En effet, d’'un point de vue théorie d’Iwasawa, le probléme porte sur la détermination du

quotient de Herbrand q(A},) := #(X5)C /#(Xk) g de Xy = im Cly,, on (X3)C (resp. (A)q)
n—oo

est le noyau (resp. le conoyau) de lopération de 1 — o sur X}, ol o est un générateur

topologique de G := Gal(ko /k) (voir e.g., [Ja6, §1 & §4, Lemme 7] pour quelques rappels).
Si la détermination de (Xj)g équivaut grosso modo aux résultats du §H3] c’est-a-dire a
la théorie du corps de classes global, la détermination de (Aj;)® semble non triviale et
probablement liée aux considérations p-adiques précédentes ot ’on rencontre manifestement
des problémes de type “quotients de Fermat généralisés” de nombres algébriques dont les
heuristiques impliquent facilement que les conjectures énoncées sont trés raisonnables ; par
exemple, la conjecture de Greenberg pour les corps totalement réels devient triviale lorsque
le corps k est p-rationnel (i.e., T = 1), mais autrement fort difficile & démontrer au vu
de la situation actuelle de ces questions “analytico-diophantiennes p-adiques” qui semblent
gouverner plusieurs aspects essentiels de la théorie algébrique des nombres.

Pour conclure, nous nous proposons de faire quelques remarques sur les groupes T, dans
la tour cyclotomique, ce qui nous parait plus canonique en raison de la spécificité de ces
groupes de torsion associés a la p-ramification Abélienne et plus susceptibles d’une approche
essentiellement p-adique de la conjecture de Greenberg.

Pour tout n, on a encore #7,, = #C, - #(U} /E}, ) avec des notations analogues a celles
du §(3]ot, au niveau n, les Z,-modules U, r, €t Ey,, sont Z,-libres de Z,-rangs d-p™ —1. On
peut également noter Ry, = #(Uj /E}, ) le régulateur convenablement normalisé de k.

Il resterait a étudier la formule d’Twasawa #7j,, =: px'“+; (en supposant que g = 0) telle que

T .
A= # ki lorsque n — oo ; sous la conjecture de Greenberg, on a #C¥y, , = #C, = p¥,

# 1k,



APPROCHE p-ADIQUE DE LA CONJECTURE DE GREENBERG 29

Rkn+1

kn
k est p-rationnel) pour les raisons suivantes :

pour tout n assez grand, auquel cas pX = . On a X =0 si et seulement si T =1 (ie.,

Les “transferts” jy .. /k, * Tk, — Tk,,, sont injectifs pour tous n,h (sous la conjecture
de Leopoldt pour p dans la tour, cf., e.g., [Grall IV.2, Theorem 2.1]), on a en particulier

GnJrh,n
kn+}L . . . . .
Theorem 1V.3.3]). Considérons alors vy . /b, = Jk, . /kn © Nk, n/k, (ici la norme arithmeé-

= Jkpon/kn(Tk,) Puisque extension kyyp/ky, est p-primitivement ramifiée ([Grall

tique est surjective) ; si A= 0, on a Tg, \ = J,sp/kn(Tk,) dordre p” constant et, pour h
assez grand, on obtient :

3 . h h
77611 = Vk7l+h/k?n (77€n+h) = an+h/k7l (jk7l+h/k7l (ﬁn )) = ‘]kn+h/k” (7_]'51 ) = kn >

d’ou T, =1, et comme 7;3” ~Tp,onaT,=1.

Ainsi A =0 implique (g, = Ry, = 1 pour tout n (p-rationalité dans la tour), ce qui peut
suggérer que A a une certaine “canonicité”.

On remarque que #—7,;1?1 = #(Tk./ ’775”) et que le calcul de (T, / EEH)G” serait le second pas

de I’algorithme définissant la filtration habituelle dans le cadre différent de la p-ramification
Abélienne qui, a notre connaissance, n’a pas été étudié.

Remerciements. Je remercie Jean-Frangois Jaulent et Thong Nguyen Quang Do pour de
nombreux échanges, commentaires et indications (techniques et bibliographiques) au sujet
de ce texte.
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