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Introduction

Soient p un nombre premier et F' une extension finie de Q,. Soit n > 1 un entier.
On suppose que p est grand relativement a n. On considere le groupe spécial ortho-
gonal d'une forme quadratique non dégénérée sur un espace de dimension 2n + 1 sur
F'. Plus précisément, on considere les deux formes possibles de ce groupe : la forme
déployée que l'on note Gy, et la forme non quasi-déployée G,,. Pour I'un ou l'autre
de ces indices § = iso ou an, notons Irr,,;, s l'ensemble des (classes d’isomorphismes
de) représentations admissibles irréductibles de Gy(F") qui sont de réduction unipotente.
Cette derniere propriété est définie de la fagon suivante. Soit m une représentation ad-
missible irréductible de G4(F') dans un espace complexe E. Pour tout sous-groupe para-
horique K de G4(F), notons K" son radical pro-p-unipotent et EX" le sous-espace des
éléments de E fixés par K“. De 7 se déduit une représentation de K/K* dans EX".
Le groupe K /K" s’identifie au groupe des points sur le corps résiduel F, de ' d’'un
groupe algébrique connexe défini sur F,. En suivant Lusztig, on sait définir la notion
de représentation unipotente d’un tel groupe. On dit que 7 est de réduction unipotente
si et seulement s’il existe K comme ci-dessus de sorte que EX" soit non nul et que la
représentation de K/K" dans EX" soit unipotente. On note [ T'Trunip,s 1€ sous-ensemble
des représentations dans I77u,p 4 qui sont tempérées. L'involution introduite par Zele-
vinsky dans le cas des groupes GL(n) a été généralisée aux autres groupes par Aubert
et par Schneider et Stuhler, cf. [3] et [8]. Notons-la D. Dans trois articles dont celui-ci
est le premier, nous allons étudier les représentations appartenant a I774,,:p 4 ainsi que
leurs images par l'involution D. Notre but est de calculer le front d’ondes de D(7) pour
T € ITTunipy- Cela sera fait dans le troisiéme article et nous y reviendrons le moment
venu. Décrivons plutot le contenu des deux premiers.

On note Irrymp la réunion disjointe de I77iwnipiso €t ITT1unipan- La conjecture de
Langlands, raffinée par Deligne et Lusztig, paramétrise I774,,;, de la facon suivante.
Notons Wi de groupe de Weyl de F' et Sp(2n; C) le groupe symplectique complexe d'un
espace de dimension 2n. Pour un homomorphisme ¢ : Wr x SL(2;C) — Sp(2n;C),
notons S(¢) le groupe des composantes connexes du centralisateur dans Sp(2n;C) de
I'image de v. C’est un produit fini de groupes Z/27Z et on note S(¢)" son groupe de
caracteres. Alors I77y,,;, est conjecturalement paramétré par les classes de conjugaison
par Sp(2n; C) de couples (¢, €) ol

¢ Wgp x SL(2;C) — Sp(2n; C) est un homomorphisme dont la restriction a Wp est
non-ramifiée, semi-simple, d’image bornée et dont la restriction a SL(2; C) est algébrique ;

e € S()".



Ce paramétrage devient unique si on impose aux représentations ainsi paramétrées
des conditions relatives a ’endoscopie et a ’endoscopie tordue. Nous y reviendrons ci-
dessous.

Le paramétrage a été obtenu par différents auteurs : Lusztig, cf. [4]; Moeglin, cf. [5]
théoreme 5.2; Arthur, cf. [1] théoreme 2.2.1. Arthur a prouvé les propriétés relatives a
'endoscopie, du moins dans le cas du groupe G (F'). Nous utilisons les constructions
de Lusztig. Le but des deux premiers articles est de prouver que les représentations qu’il
a construites vérifient bel et bien les propriétés requises quant a 1’endoscopie.

Pour énoncer ces propriétés, il est commode de modifier le paramétrage. Considérons
un homomorphisme 1 comme ci-dessus. Puisqu’il est non ramifié, il est déterminé par
sa restriction p a SL(2;C) et par I'image s d'un élément de Frobenius de Wg. On sait
paramétrer les classes de conjugaison d’homomorphismes algébriques p : SL(2;C) —
Sp(2n; C) par les orbites unipotentes de Sp(2n; C). Celles-ci sont elles-mémes paramétrées
par I'ensemble P*¥™P(2n) des partitions symplectiques de 2n, cf. 1.3. Ainsi, pour tout
A € PsvmP(2n), fixons un homomorphisme p, dans la classe paramétrée par A. Notons
Z(A) le commutant dans Sp(2n;C) de I'image de p,. L’élément s doit étre un élément
semi-simple de Z(\). De plus, ses valeurs propres doivent étre de module 1 : ¢’est la condi-
tion ”tempérée” et on dira simplement que s est ”compact”. On note Z (A, s) le commu-
tant de s dans Z(\), Z(, s) le groupe des composantes connexes de Z(A, s) et Z(\, s)"
son groupe de caracteéres. On a les égalités S(v) = Z(\, s) et S(¢)" = Z(A, s)". Ainsi,
I'ensemble I77¢,,,, est paramétré par I’ensemble des triplets (A, s, €), ot A € P¥V"P(2n),
s est un élément semi-simple et compact de Z(\) et € € Z(s, \)" (plus exactement par
'ensemble des classes de conjugaison de tels triplets, en un sens facile & préciser). Nous
notons (A, s, €) 'élément que Lusztig associe a un tel triplet.

Remarque. En fait, Lusztig construit non pas les représentations tempérées mais
leurs images par Uinvolution D ; notre 7(\, s, €) est 'image par cette involution de la
représentation construite par Lusztig.

Pour tout ensemble X, notons C[X] I'espace vectoriel complexe de base X. L’espace
C[I77tynip) est somme directe de C[IrTunip.iso] €t ClUTTtunip.an). Pour m € ClITT4nsp|, on
note m;s, et Ty, ses deux composantes. Introduisons I'ensemble Endoy,,;, des classes de
conjugaison de triplets (A, s, h) o A € P¥™P(2n), s et h sont des éléments semi-simples
de Z()\), s et h commutent entre eux, s est compact et h? = 1. Pour un tel triplet, on
ah € Z(\ s) et, pour € € Z(\, s)", on peut évaluer € en I'image de h dans Z(\, s). On
note simplement €(h) cette valeur. Posons

I\, s,h) = Y 7\ s e)e(h).

€€Z(A,5)N

On note Gtypip le sous-ensemble des (A, s,h) € Endogynip tels que h = 1. On sait
définir la notion de distribution stable pour le groupe Gz (F'). On dit quun élément
de ClIrTtunip.iso) €st stable si sa distribution trace associée l'est. La premiere propriété
caractérisant le paramétrage est

(1) pour (A, s,1) € Gtiynip, iso(A, s, 1) est stable.

La deuxieme propriété fait intervenir I’endoscopie tordue qui relie G, et le groupe
G L(2n), ou plus exactement un espace tordu sur ce groupe. Nous I’énoncerons précisément
en 2.1 et la résumons ici par 1’assertion vague

(2) pour (A, s,1) € Glyypip, le transfert de I;5,(A, s, 1) a GL(2n) par endoscopie tordue
est une représentation bien déterminée de ce groupe.



Considérons un couple (ny,ns) € N? tel que ny + ny = n. On note G, iso €t Grg.iso
les groupes similaires a G5, quand on remplace n par n; ou ny. De méme, on affecte
les objets introduits ci-dessus d’un indice n; ou ny quand ils sont relatifs a ces entiers.
Considérons (A1, $1,1) € Gtynipn, et (A2, 52,1) € Stiynipn,. On en déduit un triplet
(A, s,h) € EndOyyy;, de la fagon suivante. Le groupe Sp(2ng; C) x Sp(2ng; C) se plonge
naturellement dans Sp(2n;C). Par composition avec ce plongement, py, ® py, devient
un homomorphisme de SL(2;C) dans Sp(2n; C), qui est paramétré par la partition A =
A1 U Ag. Lélément (sq,s9) devient pareillement un élément s de Sp(2n;C). Enfin, h
est I'image par le plongement du produit de l'identité de Sp(2n;;C) et de I’élément
—1 de Sp(2n9; C). Le groupe Gy, iso X Ghn,.iso €st le groupe endoscopique d’'une donnée
endoscopique évidente de G4, ou de G,. On sait définir le transfert & Gis(F) ou Gy, (F)
d’une distribution stable sur Gy, iso(F) X Gpy.iso(F).

Remarque. Pour travailler simultanément avec les deux groupes Gs, et Gg,, on
doit utiliser une variante un peu sophistiquée de l’endoscopie, cf. 2.1. On peut parler
d’endoscopie pour les formes intérieures pures.

La troisieme propriété du paramétrage est

(3)(a) Iiso(A, s, h) est le transfert & Gyso(F) de ;s0(A1, 51, 1) @ iso(Aa, S2,1) ;

(3)(a) —ITan (A, s, h) est le transfert & G, (F) de ;so(A1, 51, 1) @ is0(Ag, $2, 1).

On souligne la présence du signe —1 dans (3)(b). Les trois propriétés ci-dessus
déterminent entierement le paramétrage. La propriété (1) est connue : c’est le résultat
principal de [6]. La propriété (2) 'est aussi, cf. [11]. Nous énoncerons plus précisément les
propriétés (3)(a) et (3)(b) en 2.1 ci-dessous et nous les démontrerons dans le deuxieme
article.

La premiere section du présent article introduit tout le matériel qui sera utilisé
dans la suite. On reprend en particulier de nombreuses constructions faites dans [6].
La deuxieme section est consacrée a 1'une de ces constructions, celle d’une certaine in-
volution. Rappelons d’ou vient celle-ci. Introduisons le sous-ensemble End0.,ip—disc des
(A, 8, h) € EnDOymip tels que s* =1 et que le commutant commun Z(A, s) N Z(A, k) de s
et h dans Z(\) soit fini. La famille des II(A, s, h), quand (A, s, h) décrit Endoyip disc, €st
une base du sous-espace de C[I7r7y,,;,] engendré par les représentations de réduction uni-
potente qui sont elliptiques au sens d’Arthur, cf. [2]. L’espace C[End0yyip. disc| $'identifie
donc a ce sous-espace de C[I7Tyynip). Une compatibilité a l'induction permet de rame-
ner la preuve de (3)(a) et (3)(b) au cas ou (A, s,h) € ENDOyip disc. Pour § = iso ou
an, on doit calculer autant que faire se peut le caractere de II;(\, s, h) sur les éléments
fortement réguliers de Gy(F'). Grace a un résultat d’Arthur, on peut se restreindre aux
éléments elliptiques de Gy(F). Un tel élément appartient a un sous-groupe compact et
la premiere chose a faire est de restreindre nos représentations aux divers sous-groupes
compacts maximaux de Gy(F'). La construction de Lusztig est parfaitement adaptée
pour cela. Mais elle décrit ces restrictions en termes de représentations irréductibles
des groupes "résiduels” (les groupes K/K" ci-dessus). Le calcul des caracteres de ces
représentations n’est pas simple mais a été effectué par Lusztig. Pour cela, il a in-
troduit les "faisceaux-caracteres” qui créent des fonctions-traces plus facilement calcu-
lables que les caracteres de représentations. Les faisceaux-caracteres et les représentations
irréductibles d'un groupe résiduel sont paramétrés par un méme ensemble combinatoire,
appelons-le X. On a ainsi deux applications linéaires k et Rep définies sur C[X] : pour
x € X, k(x) est la fonction-trace du faisceau-caractere paramétré par x et Rep(z) est
le caractere de la représentation irréductible paramétrée par x. Lusztig a défini une in-



volution FL de C[X] qui vérifie k = Rep o FX. Revenons & notre probleme. Apres avoir
restreint nos représentations aux sous-groupes compacts maximaux de Gy(F'), on doit
appliquer les involutions F* relatives & ces sous-groupes. Le calcul parait bien compliqué
mais on l’a simplifié dans [6] en introduisant une involution F de C[End0ypip disc] qui a
la propriété suivante. Soit (A, s, h) € ENdOyuip.disc- On en déduit une représentation du
groupe résiduel ci-dessus K /K. Soit ¢ € C[X] tel que cette représentation (identifiée
a son caractere) soit Rep(y). Alors la représentation du méme groupe résiduel associée
a F(II(\, s,h)) est égale & Rep o FL(p), c’est-a-dire a k(). Cette involution F rend
possible la suite du calcul.

Remarque. En fait, on a démontré dans [6] une propriété plus faible mais suffisante,
a savoir que la projection cuspidale de la représentation du groupe résiduel associée a
F(II(A, s,h)) est égale a la projection cuspidale de Rep o FX(y).

Dans [6], on a donné une définition combinatoire assez compliquée de F. Avec les
notations ci-dessus, elle est tres simple : elle consiste a échanger s et h. En effet, pour
(A, 8,h) € ENDOypip disc, O a aussi (A, h,s) € ENdOypipdisc €6 0N montrera en 2.3 que
F(II(A, s,h)) = II(A hys). Enfin, en 2.7, nous leverons la restriction évoquée dans la
remarque ci-dessus : on a bien égalité entre les deux représentations de cette remarque
et pas seulement de leurs projections cuspidales. Le résultat de 2.7 est conditionnel :
on admet les propriétés (3)(a) et (3)(b). Mais, comme on I’a dit, ces propriétés seront
démontrées dans ’article suivant.

Remarque. A l'aide des constructions de Lusztig, on devrait pouvoir traiter non
seulement le cas des parametres non ramifiés, mais celui des parametres modérément
ramifiés. J’ignore ce que devient notre involution F dans cette situation plus générale.

Un index des notations se trouve en fin de ’article.

1 Les groupes et leurs représentations

1.1 Groupes orthogonaux

Soit F' un corps local non-archimédien de caractéristique nulle. On note o son anneau
d’entiers et on fixe une uniformisante w. On note F, = 0/wo le corps résiduel, ¢ étant
son nombre d’éléments; p la caractéristique de F; |.|r la valeur absolue de F'; valg la
valuation. On a |w|p = ¢! et valp(w) = 1. On suppose p # 2. On note F* le groupe
multiplicatif F' — {0}; 0* le groupe des unités; F**, 0”* et F? les sous-groupes des
carrés dans F'*, 0™ et F.

Soit d > 1 un entier et soit V un espace vectoriel sur F' de dimension d, muni
d’une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée (. Le déterminant det(Q)) est bien
défini dans F*/F*2. On pose n(Q) = (—1)1%2det(Q), ol, pour x € R, [z] est la partie
entiere de x. La valuation valp(n(Q)) est bien définie dans Z/2Z. On note O(Q) le
groupe orthogonal de (V,Q), SO(Q) ou OT(Q) le groupe spécial orthogonal et O~ (Q)
la composante connexe non neutre de O(Q).

Les mémes définitions s’appliquent si V' est un espace sur F,. La terme 7(Q) est alors
un élément de F* /F*2. On identifie ce groupe & 0% /0*2. Pour mieux distinguer les corps
de base, on notera par lettres grasses SO(Q) etc.. les groupes relatifs aux espaces définis
sur IF,.



Revenons a un espace quadratique (V,@Q) défini sur F. Pour un o-réseau L C V,
notons L* = {v € V;V' € L,Q(v,v") € o}. 1l existe des réseaux L presque autoduaux,
c’est-a-dire tels que wl* C L C L*. Pour un tel réseau, posons I' = L/wl* " = L*/L.
On note d', resp. d”, la dimension sur F, de I, resp. [". La forme () se réduit en une forme
quadratique non dégénérée Q" sur I’ et la forme w(@ se réduit en une forme quadratique
non dégénérée Q" sur I”. Les termes n(Q’) et n(Q") sont indépendants du choix du réseau
L. On les note 7/(Q) et n”(Q). On vérifie les relations

d = d+ valp(n(Q)) mod 2Z, d" = valp(n(Q)) mod 27,
(=D (" (Q)ao'r ) = (Q).

Considérons maintenant un entier d > 1 et un élément n € F*/F*2. A I'exception
des cas d =1 et (d,n) = (2,1), on sait qu'il y a deux classes d’isomorphie d’espaces qua-
dratiques (V, Q) comme ci-dessus tels que (@) = 1. On les note (Viso, Qiso) €t (Van, Qan),
les indices iso et an étant déterminés par les relations suivantes

si d +valp(n) est pair, " (Qiso) € F*? et 1" (Qun) € F)?;

si d +valp(n) est impair, 7'(Qiso) € F** et 7/ (Qan) & F 2.

Dans les cas particuliers d = 1 ou (d,n) = (2,1), la définition ci-dessus conduit a
considérer I'unique espace quadratique (V, Q) comme étant (Vs Qiso)-

Le groupe SO(Q;s,) est quasi-déployé. Le groupe SO(Qq,) en est une forme intérieure.
Il n’est pas quasi-déployé si d est impair ou si d est pair et n = 1. Il est isomorphe a
SO(Qiso) si d est pair et 7 # 1.

Considérons maintenant le cas des espaces quadratiques définis sur [F,. Dans ce cas,
d étant fixé, la classe d’isomorphie de (V, Q) est déterminée par 1n(Q). Si d est impair,
le groupe O(Q) est indépendant de 7. On le note simplement O(d) et on note ses deux
composantes connexes SO(d), ou OT(d), et O~ (d). Le groupe SO(d) est déployé. Si d
est pair, on note O(d);s, le groupe orthogonal de I'espace (V, Q) tel que n(Q) € F)* et
O(d)qn celui de Pespace (V,Q) tel que n(Q) ¢ F*. Pour un indice § = iso ou an, on
note aussi SO(d)y, ou OT(d)y, et O~ (d)y les deux composantes connexes de O(d). Le
groupe SO(d);s, est déployé et le groupe SO(d),, ne l'est pas.

Dans cet article, nous fixons un entier n > 1. On suppose

p > 6n+4.

Cette borne est reprise de [6]. Nous considérons la construction ci-dessus (sur F') pour
d=2n+1etn = 1. On a donc deux couples (Visp, Qiso) €t (Van, Qun) définis sur F.
Concretement, fixons un élément & € 0* — 0*2. Pour un indice § = iso ou an, il y a une
base {v1,...,v2,11} de V; telle qu’en notant v = Ei:l,...,2n+1 x;v; la décomposition d'un
élément v € V} dans cette base, on ait

siff = 150, Qiso(v, V) = x%+1 +2 Zi:l,...,n TiTom4-2—i;

si § = an, Qun(v,v) = waf + &al, — Ewa, . +2 > iza.. n TiTonta—i-

On pose simplement Gy = SO(Qy).

Nous introduirons divers objets relatifs a notre entier n fixé. On aura parfois besoin
des objets analogues relatifs a d’autres entiers. On les notera simplement en ajoutant
I'entier en question dans la notation. Par exemple G} peut aussi bien étre noté G, ;.

1.2 Sous-groupes parahoriques maximaux

Notons D(n) l'ensemble des couples (n',n”) € N? tels que n’ + n” = n. Posons
Diso(n) = D(n) et Dg,(n) = {(n/,n") € D(n);n” > 1}. Soit § = iso ou an. Pour

bt



(n’,n") € Dy(n), on définit le réseau L, ,» C V; par
Ln’,n” =0V D ... DoV t1—pn D WOVt 2_n D ... D WOV 41,
ou {vy, ..., vo,41} est la base introduite dans le paragraphe précédent. On a
L* _ -1 -1
nn/ = w U1 D...Dw 0V, D 0V;41 D...D 0V2n41

et les inclusions
YDL;/7n// C Ln/7n// C L;’,n”'

On pose lg,r 41 = Ln/,n”/WLZ/,nu, lopn = L;/m///Ln’,n”- Comme on I'a dit en 1.1, ces espaces
sur IF, sont munis de formes bilinéaires symétriques et non dégénérées. Leurs groupes
orthogonaux sont respectivement O(2n' + 1) et O(2n”),.

Remarque. Sif = isoet n” =0,y = {0}. Dans ce cas, on supprime les constructions
relatives a cet espace.

On note Ki:,,n// le sous-groupe des g € Gy(F) tels que g(Lyy n7) C Ly pnr (ce qui en-
traine aussi g(L;, ,») C Ly, ). C’est un groupe compact et on note K, . son radical
pro-p-unipotent. Si § = iso et n” = 0, on pose simplement K,J{,O = K;L—L,O et on a l'iso-
morphisme K /K}, = SO(2n+1;F,). Hormis ce cas, KiE,’n///Kﬁ,,n// s'identifie au sous-
groupe des éléments (¢', ¢”) € O(2n' + 1;F,) x O(2n")4(F,) tels que det(g')det(g”) = 1.
On identifie ce groupe a SO(2n' + 1;F,) x O(2n")y(F,) par I'application (¢',¢") —
(¢'det(g"),¢"”). On note K;,vn,,, resp. K, », l'image réciproque dans Kf,m,, du sous-
groupe SO(2n/+1; F,) xSO(2n")4(FF,), resp. du sous-ensemble SO(2n'+1;F,) x O~ (2n")4(F,).

Un élément de Gy(F') est dit compact si et seulement si le sous-groupe qu’il engendre
est d’adhérence compacte. On sait qu'un élément g € Gy(F') est compact si et seulement

si il existe (n/,n”) € Dy(n) et h € Gy(F) de sorte que h™gh € Kff,,nu.

1.3 Représentations de réduction unipotente

Pour § = iso ou an, notons Irr 4 'ensemble des (classes d'isomorphismes de) représentations
admissibles irréductibles tempérées de G(F'). Notons Irr; la réunion disjointe de 177y ;50
et 117y .

On sait conjecturalement classifier ’ensemble Irr; de la fagon suivante. On note Wg
le groupe de Weyl de F' et Sp(2n,C) le groupe symplectique complexe d’un espace de
dimension 2n. Pour un homomorphisme ¢ : Wr x SL(2,C) — Sp(2n,C), on note S(1))
le groupe des composantes du centralisateur dans Sp(2n,C) de I'image de ¥. C’est un
produit fini de groupes Z/27Z et on note S(¢)" son groupe de caracteres. On note z(¢))
I'image naturelle dans S(¢) de I’élément central —1 de Sp(2n,C). Alors Irr; est en
bijection avec les classes de conjugaison par Sp(2n,C) de couples (1, €), ou

¢ Wp x SL(2,C) — Sp(2n, C) est un homomorphisme dont la restriction a Wp est
semi-simple et d’image bornée et dont la restriction a SL(2,C) est algébrique;

€ est un élément de S(1)".

On note 7 (1), €) la représentation paramétrée par (1, €). Celle-ci appartient a Irr; s,
resp. IT7e an, si et seulement si €(z(¢)) = 1, resp. e(z(¢))) = —1.

Les représentations (1, €) sont caractérisées par leur comportement par endoscopie
et endoscopie tordue. Nous y reviendrons en 2.1. Dans le cas ou § = iso, la classification
et ces propriétés relatives a I’endoscopie ne sont plus conjecturales : elles ont été établies
par Arthur, cf. [1] théoreme 2.2.1. La situation présente du cas f = an est peu claire.
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Soit § = iso ou an et soit m une représentation admissible irréductible de Gy(F') dans
un espace complexe E. Pour (n/,n”) € Dy(n), le sous-espace d’invariants ESwa st de
dimension finie et est stable par I’action du groupe K in,,. Notons 7, ,» la représentation
de ce groupe dans cet espace d’invariants. Elle est triviale sur K7, . et se descend en une
représentation du groupe SO(2n’ + 1;F,) x O(2n")4(FF,), que 'on note encore 7, ,». On
sait définir la notion de représentation unipotente de ce groupe fini. On dit que 7 est de
réduction unipotente si et seulement sil existe (n’,n”) € Dy(n) tel que E"war s0it non
nul et que 7, ,» soit unipotente. On sait qu’alors, pour tout autre (n/,n”) € Dy(n) tel
que ESwn s0it non nul, m,/ ,~» est unipotente. On note 177y,  I'ensemble des (classes
d’isomorphisme de) représentations admissibles irréductibles de réduction unipotente de
Gy(F). On note ImTumips = 117y O ITTynips. On note 117y, 1€8p. 117y, la réunion
disjointe de Irrypipiso €t de 117 ypnip an, TeSP. de ITTnip iso €6 de 1717 umip an.-

Conjecturalement, ’ensemble Ir74,,:, est classifié par les (classes de conjugaison des)
couples (1, €) comme ci-dessus vérifiant de plus la condition : la restriction de ¢ a Wg
est non ramifiée. Lusztig a effectivement classifié I’ensemble Irry,,;, par de tels couples
(1, ¢€), cf. [4] théoreme 5.21.

On va décrire de fagon plus combinatoire I'ensemble des couples (1), €) qui paramétrisent
I'ensemble I774,p:,. Pour cela, introduisons quelques définitions. On appelle partition une
classe d’équivalence de suites décroissantes finies de nombres entiers positifs ou nuls, deux
suites étant équivalentes si elles ne different que par des termes nuls. Pour une telle par-
tition A = (A1 > A2 > ... > A;), on pose S(A) = >°,_, A; et on note [(A) le plus
grand entier j tel que A; # 0. Cas particulier : on note () la partition (0, ...) et on pose
[(0) = 0. On note multy la fonction sur N — {0} telle que, pour tout i dans cet ensemble,
multy (i) est le nombre d’entiers j tels que A; = ¢. On note Jord(\) 'ensemble des ¢ > 1
tels que multy(i) > 1. Pour N € N, on note P(N) I'ensemble des partitions A telles que
S(A) = N. On note P*¥"P(2N) I’ensemble des partitions symplectiques de 2N, c’est-a-
dire les A € P(2N) telles que multy(i) est pair pour tout entier ¢ impair. Pour une telle
partition, on note Jordy,(\) 'ensemble des entiers i > 2 pairs tels que multy(i) > 1. On
note P*¥™P(2N) I'ensemble des couples (A, €) ot A € PV (2N) et e € {F1}7orderV),

On sait que les classes de conjugaison d’homomorphismes algébriques p : SL(2;C) —
Sp(2n; C) s’identifient aux orbites unipotentes dans Sp(2n; C) : a p on associe l'orbite de
I'image par p d'un élément unipotent régulier de SL(2;C). Ces orbites unipotentes sont
elles-mémes classifiées par P*¥™P(2n). Ainsi, & p, on associe une partition A\ € PP (2n).
Inversement, pour toute telle partition A, fixons un homomorphisme p, classifié par \.
On note Z(\) le commutant de py dans Sp(2n; C).

Considérons un couple (1, €) paramétrisant un élément de I774y,:,. A la restriction
p de ¢ a SL(2;C) est associée une partition A\ € P*¥P(2n). Puisque la restriction de 1)
a W est non ramifiée, celle-ci est déterminée par 'image s d’un élément de Frobenius.
C’est un élément semi-simple de Z(\). Parce que la restriction de ¢ & Wg est d’image
bornée, les valeurs propres de s (considéré comme un élément de GL(2n;C)) sont de
valeurs absolues 1. On dit que s est compact. Notons Z(\,s) le commutant de s dans
Z(N), Z(\, s) son groupe de composantes connexes et Z(\, s)”" le groupe des caracteres
de Z(A,s). On a les égalités S(v) = Z(\,s), S(¥)" = Z(\, s)". Le terme € appartient
a Z(\, s)". La partition A étant fixée, il y a une notion évidente de conjugaison par
Z(A) du couple (s, €). On voit que I'ensemble des classes de conjugaison de couples (1, €)
s’identifie aux classes de conjugaison au sens que 'on vient d’indiquer des triplets (A, s, €)
vérifiant les conditions ci-dessus. On note Jrvy,,;, cet ensemble de classes de conjugaison
de triplets (A, s, €). Pour un tel triplet, on note 7(A\, s, €) la représentation associée par



Lusztig au couple (1, €) associé au triplet.

Remarquons que, pour A € P¥™(2n) et s € Z(\), ’élément s définit une décomposition
de A. En effet, considérons les valeurs propres de s. Ce sont +1 intervenant avec une
multiplicité paire 2n*t > 0, —1 intervenant avec une multiplicité paire 2n~ > 0 et un
ensemble de couples (s;, sj_l), J parcourant un ensemble fini d’indices J, chaque s; étant
un nombre complexe différent de 1, et s; comme s;l intervenant avec une multiplicité
m; > 1. Le commutant d'un tel s dans Sp(2n,C) est

Sp(2n™;C) x Sp(2n~;C) x HGL(mj;C).

jed

L’homomorphisme p, prend ses valeurs dans ce commutant. Pour un groupe H =
GL(m;;C) ou Sp(2nt; C) ou Sp(2n—;C), la classe de conjugaison d'un homomorphisme
de SL(2,C) a valeurs dans H est déterminée comme ci-dessus par une partition \; €
P(m;) si H= GL(m;;C),resp. \T € P¥"™(2n") si H = Sp(2n™; C) et A\~ € P*¥™P(2n")
si H= Sp(2n~;C). Ainsi, a p, sont associées des partitions AT, A~ et \; pour j € J. On
a I'égalité
A=ATUN Ujes (N UN),

ou il s’agit de I'union usuelle des partitions. On vérifie facilement que Z(\, s)" s’identifie
a {£1}7ordw () s {41} Sj e € Z(), 5)" s'identifie ainsi & un élément (eT,e7) €
{£1}ord (A7) 5 L4711 0rden(A7) on vérifie Iégalité

1) )= I @™ I e@m™n),

i€Jordy, (A1) i€Jordy, (A7)

ou ¢ est 'homomorphisme associé a (A, s). Il résulte des constructions de Lusztig que
(A, s,€) est bien, comme on l'attend, une représentation de Gz (F') si le produit ci-
dessus vaut 1 et de G, (F) sl vaut —1.

Un cas particulierement intéressant est celui ot s n’a pour valeurs propres que +1 et
—1, c’est-a-dire s> = 1. On JtCunip—quaa 1€ sous-ensemble des (A, s, €) € Tty tels que
s> = 1. La construction ci-dessus l'identifie & celui des quadruplets (A", e, A7, ¢7) tels
que

il existe (n*,n~) € D(n) de sorte (AT, eT) € PP (2nT) et (A", e ) € P (2n7).

Si (A, s,€) correspond ainsi & (A1, €™, A7, e7), on note w(AT, et A7, e7) = w(A\, s, €).
On note I77ynip—quaa 1’ensemble de ces représentations.

1.4 Représentations elliptiques

Notation. Pour tout ensemble X, on note C[X] 'espace vectoriel sur C de base X.

Pour toute partition symplectique A, on a défini 'ensemble Jords,(\) des entiers pairs
i > 2 tels que multy(i) > 1. Pour tout entier k > 1, notons plus précisément Jordy (\)
'ensemble des entiers pairs i > 2 tels que mult, (i) = k.

Notons €ll,,;, 'ensemble des quadruplets (AT, e™, A7, ¢7) vérifiant les conditions sui-
vantes :

il existe des entiers n*,n~ € N tels que n™ +n~ = n, AT € P¥"™(2n") et A\~ €
PvmP(2n7) ;

pour ( =+ et i > 1, multyc(i) = 0 si ¢ est impair et multyc (i) < 2 si i est pair;
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pour ( = =, €% est un élément de {—1}J°7"dép(A<).
A un tel quadruplet, on associe I'élément mo (AT, €™, A7, €7) € C[Irrynip) défini par

Tan(XF, €5, A7, ) = 27 O ord, 000§ M <0

E,+7E,, iEJordgp()ﬂL)

[T ¢ G)rr et aen),

1€ Jord%p (A7)

ol la somme porte sur les (¢, ¢ ~) € {£1}7ordrO7) 5 {£1}1/0rdn(37) tels que, pour ¢ = =+
et i € Jord,(\), on ait €¢(i) = €*(7). On note Ellyy;, I'ensemble de ces représentations
Ten(ANT, €7, A7, €7) pour (AT, €T, A7 €7) € Ellypip.

Une représentation mey(AT, et A7 €7) est elliptique au sens d’Arthur, cf. [2] pa-
ragraphe 3. Plus précisément, Ell,,;, est exactement I'’ensemble des représentations
elliptiques de réduction unipotente des groupes Gis(F) et G, (F) (la définition des
représentations elliptiques dépend de certains choix ; on veut dire que 'on peut effectuer
ceux-ci de sorte que 'assertion ci-dessus soit vraie).

1.5 L’application de restriction, les espaces R’* et RP¥9lob

Pour tout n’ € N, on note C/, le sous-espace de l'espace des fonctions sur SO(2n’ +
1;F,) (a valeurs complexes) engendré linéairement par les traces de représentations uni-
potentes de ce groupe. Pour f = iso ou an et pour tout entier n” > 1, introduisons
I'espace des fonctions sur O(2n")(IF,) engendré par les traces de représentations unipo-
tentes. Pour ¢ = £, on note C;;,C,vﬁ I'espace des restrictions & O%(2n")4(F,) des fonctions
de l'espace précédent (ou encore le sous-espace des éléments de cet espace précédent qui
sont nuls sur autre composante O~¢(2n");(F,)). On pose

Cor = Ch 100 @ Crir 130 ® Crl 1 ® Cr

n'’iso n n'’ ,an n'’,an*

N 11
Dans le cas ot n” = 0, on pose formellement Cf = C,7,, = C. On pose

RPar — @(n’,n”)GD(n)CrlL’ (29 CZ,,.

Les espaces C7, etc... sont naturellement munis de produits hermitiens définis positifs.
On en déduit un tel produit sur RP".

Soit § = iso ou an, soit (n',n") € Dy(n), soit ( = £ (avec ( = + si ff =iso et n” =0)
et soit ™ € IT7ypipy. On a défini la représentation m,/ ,» de SO(2n'+1;F,) x O(2n" )y (F,).
On note Resi,m,,(ﬂ) la restriction & la composante SO(2n’ + 1;F,) x O¢(2n”);(F,) de la

trace de 7, . Cette fonction s’identifie & un élément de C/, ® C’;{f ﬁ, donc a un élément

de RP%". On note Res(m) la somme des Resi,m,, (7) sur les triplets (n/,n”, () soumis aux
restrictions indiquées ci-dessus. Cela définit une application Res : I77yp;, — RP*". Cette
application se prolonge en une application linéaire Res : C[I77yy,,] — RP™".
Considérons un entier m € {1,...,n}, posons ny = n — m. Notons CEL(™ D'espace
de fonctions sur le groupe fini GL(m;F,) engendré par les traces de représentations
unipotentes. On définit deux applications linéaires
resh, resh, : RP — COHm) @ Reor

m?
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de la fagon suivante. Considérons une composante C!, ® C;;,Q,:ﬁ de RP*. Sin' <m, res,,
est nulle sur cette composante. Si n’ > m, on introduit un sous-groupe parabolique P de
SO(2n' 4+ 1) dont une composante de Levi est isomorphe & GL(m) x SO(2n’ —2m + 1).
L’application module de Jacquet envoie C’, dans CEX™ @ C!, et elle ne dépend pas

du choix de P. Alors res!, est égale sur C!, ® C”,Q,:ﬁ a l'application

n
Cl @ Clyy — COMM @ Ol @ Cly
produit tensoriel de 'application précédente et de I'identité de C,’;ff 4 Siff=isoetn” <m
ousif =anetn” <m,res! est nulle sur notre composante. Sinon, on introduit comme

ci-dessus un sous-groupe parabolique P de O(2n"); dont une composante de Levi est
isomorphe a GL(m) x O(2n” — 2m);. On a de nouveau une application module de

Jacquet C",Q,:ﬁ — COLm) @ C%

n dont on déduit 'application

_mvﬁ’
resy : Cr, & C;;f,ﬁ — O™ @ O, ® Cg,ﬂm’ﬁ.

On note RP™99 le sous-espace des éléments ¢ € RPY tels que res!, (¢) = rest (¢)
pour tout m € {1,...,n}. On note res,, la restriction a ce sous-espace de 1'une ou 'autre
des applications res], ou res. . C’est une application linéaire

res, : Rpar,glob N CGL(m) ® R]T)chr.

Elle prend ses valeurs dans C¢4(™ @ REe919b En effet, pour 7 € {1, ..., ng}, notons res, ,
la composée de res,, et de 'application res;. définie sur R?%". On définit de fagon similaire

[} . . I/ . . . /7 /
Iapplication resy, . On voit que ces deux applications sont composées de res;, ., resp.

resy .., et d’une application module de Jacquet de CGLmtr) dans CCLM g CGL0),

A L4 ! _ " par,glob fa A L4 ! _ " ) N
L’égalité res,,,, = res; . sur R entraine I'égalité res,, . = resy, ., d’ou notre
assertion.

On vérifie que lapplication Res introduite plus haut prend ses valeurs dans RP*9b.
Plus précisément, soient m € {1,...,n}, § = iso ou an et m € Irry,, . Introduisons
un sous-groupe parabolique P de Gy dont une composante de Levi soit isomorphe a
GL(n) x Gpyy (en supposant m < n si § = an). Notons ), le module de Jacquet de 7
relatif & P. On a une application Res™ : C[ITrynipy) — COH™ @ REI similaire & Res.
On a I’égalité

(1) resy, o Res(m) = Res™ (myy).

Cela résulte directement de [7] proposition 6.7. Dans le cas ou § = an et m = n, on
a res,, o Res(m) = 0.

Dans les espaces C7, et C’;;,?ﬁ, on sait définir le sous-espace des fonctions cuspidales
et la projection orthogonale sur ce sous-espace, que ’on note projeysp.

" correspondant au groupe SO(2);5, ~

Remarque. Dans le cas particulier de '’espace Cf ;.

GL(1), cette projection est nulle.

On note REY;, le sous-espace des éléments de R dont toutes les composantes sont

cuspidales. Des projections précédentes se déduit une projection projeusp : RP*" — RELC,.

L’espace Reusp est inclus dans RP9°Y. Pour tout entier m > 1, on note aussi Cg%}/(}m) le
sous-espace des éléments cuspidaux de C*(™) . On sait qu'il est de dimension 1. Notons

P(< n) l'ensemble des partitions m = (myq,...,m;) telles que S(m) < n. Soit m =
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(my, ..., m¢) € P(< n), posons ng = n — S(m). En itérant la construction précédente, on
obtient une application linéaire

resm Rpar,glob N Rzr;rclw,glob — CGL(ml) ®..® CGL(mt) ® Rflcgr,glob.

On pose
Rpar =G g @ CGLIMm) g Rpar o~ RPar

m,cusp cusp cusp nQ,CuUSp nQ,cusp”

On dispose aussi des projections cuspidales de R sur R et de CEEM)) sur Cgiémj ),
On note proje,sp ces projections ainsi que les produits tensoriels de telles projections.
On a donc une application linéaire

(2) Rpar,glob N @mear

m,cusp’

qui est la somme des applications projeusp © resm sur toutes les partitions m € P(< n).
On vérifie facilement que c’est un isomorphisme.

La restriction de l'application proje.s, © Res au sous-espace C[Ellp] de ClITTumip)
est un isomorphisme de ce sous-espace sur 'espace RZ , cf. [6] 4.2 et 5.4.

Remarque. On peut définir 'application res,, pour toute suite d’entiers positifs m =
(myq, ..., my) telle que my +...4+m; < n (on n’a pas besoin que m soit une partition, c’est-
a-dire que my > ... > my). Mais, pour une telle suite, res,, se déduit par permutation des
facteurs de resy, ol m’ est la partition associée a m, c’est-a-dire celle qui a les mémes
termes que m, ordonnés de fagon décroissante.

1.6 Egalité de restrictions aux éléments compacts

On va considérer deux situations auxquelles s’appliqueront le lemme ci-dessous.

Dans le cas (A), on considere un triplet (A, s,€) € Jttymip. On pose m = w(A, s, €).
On sait décrire le groupe Z(A). C’est le produit des Sp(multy(i); C) pour i € Jord(\)
impair et des O(multy(i); C) pour i € Jordy,(A). Ainsi, 'élément s € Z(\) se décompose
en produit de s; pour i € Jord(\). Fixons iy € Jord(\) et supposons que s;, ait une
valeur propre z # 41 (il a donc aussi la valeur propre z7!). On peut alors fixer une
décomposition

C2n — (CQZ'O EB (C2n72i0

qui soit stable par s et par ’lhomomorphisme py, de sorte que les composantes s et p de
ces termes & valeurs dans la premiere composante C*° vérifient : -

s a pour valeurs propres z et 27!, chacune avec multiplicité iy ;

p est paramétré par la partition (i, 7).

On note sq et py les composantes de s et p, dans autre composante C2"~20 et on
note )y la partition associée a py. On note § I’élément qui agit comme sy dans cette
deuxiéme composante mais qui agit par I'identité sur la premiere C?°. Si i, est impair
ou si 7y et pair et s;, admet la valeur propre 1, on voit que le groupe Z(\, 5) est isomorphe
a Z(\, s). L’élément e s’identifie & un élément de Z(A, $)", le triplet (A, s, €) appartient
a Ity et on pose T = (A, 5, €). Si iy est pair et s;, n’a pas 1 pour valeur propre, le
groupe Z(A, §) est plus gros que Z(\, s). Plus précisément, le deuxiéme s’identifie a un
sous-groupe d’indice 2 du premier. Il y a deux prolongements du caractere € au groupe
Z()\,5), que l'on note € et €. On pose 7 = 7(A, §,€) + (A, §,€"). Cest un élément de
ClIT7tunip)-
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Dans le cas (B), on considere un entier 45 > 1, deux partitions symplectiques AT et A~
et des éléments e € {£1}77 ) et e € {£1}77%% (A7) On suppose 2n = 2ig+S(A )+
S(A7). On pose AT = At U {ig, ig}. Si ig est impair ou si 4y est pair et multy+ (i) > 1,
on a Jordy,(A\*) = Jordy,,(A*) et € est aussi un élément de Jordy,(AT). On pose m =
(AT, €5, A7, €7). Siig est pair et multys (ig) = 0, on a Jordy,(AT) = Jordy,(A*) U {io}.
Il y a deux prolongements de € en des éléments de Jordy,(A*), que I'on note €+ et
€t. Onposem =m(A\, et A7)+ (AT, € T, A7, e7). On pose A~ = A~ U {ig,i0}. Si
ip est impair ou si 4y est pair et multy-(ig) > 1, on a Jordy,(A\~) = Jordy,(A\7) et e~
apparait comme un élément de {£1}7o7%»*") On pose 7 = (AT, e", A7, e7). Si iy est
pair et multy-(ig) = 0, on a Jordy,(A\~) = Jord,,(A™) U {io} et il y a de nouveau deux
prolongements de €~ en un élément de {£1}7% (A7) que I'on note € ~ et € —. On pose
7=n(\t et AT @) (A et AT E ).

Lemme. Dans les deux cas (A) et (B) ci-dessus, on a I'égalité Res(m) = Res(T).

Remarque. On peut considérer des situations similaires a celles ci-dessus mais ot
I'on échange les roles des valeurs propres 1 et —1 dans le cas (A), ou des exposants + et
— dans le cas (B). Evidemment, le lemme vaut aussi dans ces cas.

Preuve. On considere d’abord la premiere situation. Notons § l'indice tel que nos
représentations soient des représentations de Gy(F'). Introduisons un sous-groupe para-
bolique P de G} de composante de Levi

M = GL(Z()) X Gn—io,ti-

On a introduit les termes sy et Ag. Le groupe Z(\Ag, s¢) est naturellement un sous-groupe
de Z(\, s), d’ott un homomorphisme de Z(\g, so) dans Z(A, s). On vérifie que c’est un iso-
morphisme (parce que z # £1). Ainsi, € s’identifie & un élément de Z(\y, s¢) et on définit
la représentation my = m(Ao, S0, €) de G,_;, 4(F). Notons st;, la représentation de Stein-
berg de G L(ig; F'). Pour un élément y € C, notons st;,(|.|% o det) x my la représentation
de G4(F) induite a l'aide de P de la représentation st;,(|.|% o det) @ mo de M(F'). Soit
y un nombre complexe tel que ¢7¥ = z. Il est connu que © = st;,(].|% o det) x my. La
représentation st;,(].|% o det) x my est irréductible si iy est impair ou si iy est pair et
i, a pour valeur propre 1; elle est réductible si iy est pair et s;, n’a pas 1 pour valeur
propre. Dans les deux cas, il est connu que son image dans le groupe de Grothendieck des
représentations lisses de longueur finie de Gy(F) est égale a 7. 1l suffit donc de prouver
que, pour y € C, Res(st;,(].|% o det) x mp) ne dépend pas de y. Ce terme se déduit des
restrictions de la représentation st;,(|.|% o det) x my aux différents groupes K3 . Ces
restrictions s’identifient a des représentations de dimension finie de groupes ﬁflis, que
I'on peut écrire > p m(y, p)p, ou p parcourt les représentations irréductibles du groupe
en question et les multiplicités m(y, p) sont des entiers positifs ou nuls. Il est clair que les
caracteres de ces représentations varient contintiment en y, ce qui entraine que les mul-
tiplicités m(y, p) aussi. Comme ce sont des entiers, il sont constants en z. Cela démontre
le lemme dans le cas (A) .

Considérons maintenant le cas (B). On note (g, So, €) I'élément de Jvv,,_;; tunip auquel
sidentifie le quadruplet (A*, &7, A7, ¢7). On fixe un nombre complexe z # +1 de valeur
absolue 1. On introduit la partition A = (ig, i) et un élément s € Z()A) ayant deux
valeurs propres z et 27, On note (), s) la somme directe, en un sens évident, de (), s)
et (Ao, o). On a I'égalité Z(A, s) = Z(Ao, So) et € peut étre considéré comme un élément
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de Z(\,s)". On pose alors IT = 7(\, s,€). Appliquons le cas (A) aux données A, s, €,
a lentier iy et a la valeur propre z de s;,. On en déduit un élément de C[I774nip) que
'on note IIT (pour le distinguer du 7 dont on dispose déja). On vient de démontrer
que Res(Il) = Res(IIT). Mais on voit que, par construction, II* n’est autre que le
présent . Donc Res(II) = Res(w). Maintenant, on applique le cas (A) aux mémes
données, mais en échangeant les roles des valeurs propres 1 et —1, ce qui est loisible ainsi
quon I'a remarqué. On obtient un autre élément I1~ et I'égalité Res(I1) = Res(II7). De
nouveau, par construction, on a I'égalité II- = 7. Donc Res(I1) = Res(7), puis I'égalité
Res(m) = Res(7), qui acheve la démonstration. [

1.7 L’involution de Aubert-Zelevinsky

Soit § = iso ou an. On sait définir une involution de I’ensemble des classes de
représentations admissibles irréductibles, qui généralise l'involution introduite par Ze-
levinsky dans le cas du groupe GL(n), cf. [3] ou [8] paragraphe III.3. On la note D. Il est
connu qu’elle conserve 'ensemble 177, 5. Pour un groupe SO(2n'+1) ou O(2n"); défini
sur [F,, on sait définir une involution similaire. Par produit tensoriel et sommation, on en
déduit une involution DP*" de RP*. On sait que les involutions en question commutent
en un sens convenable a ’application module de Jacquet. Il en résulte que DP*" conserve
I'espace RPer9iob,

Lemme. On a I'égalité DP*" o Res = Reso D.

Preuve. Fixons (n',n”) € Dy(n) et une représentation @ € Ir7ypipy. On a défini
en 1.3 la représentation m, ,» de Gy(FF,), ou Gy = SO(2n' + 1) x O(2n");. Notons D
I'involution de I’ensemble des représentations de G4(F,). On doit prouver que D(m, ) =
(D(7) )t -

Notons P, le sous-groupe parabolique minimal de G} formé des éléments qui, avec
les notations de 1.1, stabilisent les drapeaux de sous-espaces

Fuy, Fuy ® Fug,....Fuy @ ... ® Fu,, si t = iso,

Fuy, Fuo ® Fus,...,Fug @ ... & Fuy,, si f = an.

On note M,,;, sa composante de Levi ”évidente”.

Les sous-groupes paraboliques standard de Gy, c’est-a-dire contenant F,;,, sont en
bijection avec les multiplets d’entiers m = (my, ..., my, ng), ou t € N, m; > 1 pour tout
je{l,..,t}, no+ Ej:17___7tmj =netng>0sig=1is0,ny>1sif=an. On note Py, le
sous-groupe parabolique standard associé a m et My, sa composante de Levi standard,
c’est-a-dire contenant M,,;,. On a un isomorphisme

My >~ GL(my) X ... x GL(my) X G 4.

Par définition, on a I’égalité suivante, que I'on expliquera ci-dessous :
(1) (=1)"™D(m) = > (~1)"™) Ind§; oresy (r).

Par 7égalité”, on veut dire ici que les deux membres ont méme image dans le groupe
de Grothendieck des représentations admissibles de longueur finie de G4(F"). On a noté

I nalgfn le foncteur d’induction et resgfn le foncteur module de Jacquet. On a noté ¢(m)
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I'entier ¢ qui figure dans la donnée m. Enfin, n(7) est un entier dépendant de 7 sur lequel
on reviendra plus loin. Fixons =(my, ..., my, ng), notons
Tm = Indgil o resgil (m)

et calculons (mpm)n . Cette représentation est une somme indexée par les doubles
classes Py (F)\G4(F)/ Kin,,. On voit que cet ensemble de doubles classes est indexé
par l'ensemble X, des couples de multiplets d’entiers m’ = (m/,...,m},ny), m" =
(m7,...,m{,ng) vérifiant les conditions suivantes :

pour tout j =1,....t, mi,mj > 0 et m; = m’; + m;

no =mny+ny,nyg>0,n5 >0sif=isoetni>1sif=an;

n =nf+ ijl,___,t mf, " = ng + ijl,...,t mj.

Ainsi, on a une égalité (mm)n nr = (m;m")e Xon TT/;m”"-

Fixons un couple (m’,m”) € X,,. Il détermine plusieurs sous-groupes. D’une part
un sous-groupe parabolique P! , de SO(2n' + 1), dont une composante de Levi M/ , est
isomorphe a

GL(m}) x ... x GL(m}) x SO(2ng + 1),

et un sous-groupe parabolique P, de O(2n");, dont une composante de Levi M7, est
isomorphe a

GL(m{) x ... x GL(my) x O(2ng);.

On pose Py = P, X PV, et My = ML, x M, Le couple (m’, m”) détermine
d’autre part un sous-groupe compact Kpy m» de My (F'), qui est produit de sous-groupes
des diverses composantes. Le sous-groupe de G, 4(F) est (a conjugaison pres) ng,ng'
Pour j = 1,...,t, le sous-groupe de GL(m;; F) est un sous-groupe parahorique dont le
groupe résiduel associé est isomorphe a

GL(m}) x GL(mj).

La représentation mp m» de SO(2n' 4+ 1)(F,) x O(2n")4(F,) associée a (m’, m”) s’ob-
tient de la facon suivante. Par un procédé analogue a celui de 1.3, le groupe Kin,, de

ce paragraphe étant remplacé par Kfq, > on déduit de la représentation resgfn () de

M (F) une représentation du groupe résiduel de K rj;/ - Par permutation des facteurs,
cette représentation devient une représentation o mr de My mr (F,). Alors My mr =

Gy
I nde“
;

par le foncteur module de Jacquet TGSS/I .- On obtient

(Om/.m~). D’apres [7] proposition 6.7, 0y m» n'est autre que 'image de mp

m’/

G G
(2) (T )n/ o = Z Indpfn,’m” ) resMﬁmlym” (Tt )

(m’,m”)eXm

Notons X l’ensemble des couples de multiplets d’entiers r' = (1,...,7},,ng), t” =

(r{,...,rp,ng) tels que

ri > 1 pour tout j = 1,...,t" et v > 1 pour tout j = 1,...,t";

ng>0,n5>0sif=isoetng >1sif=an;

’_ / "o n "

no=ngy+ Zj:l,...,t’ Tj T =mng + Zj:l,...ﬂf’ Ty

Evidemment, a tout tel couple, on peut associer comme ci-dessus un sous-groupe pa-
rabolique P, . et sa composante de Levi M . Un couple (m’,m”) € Xy, n’appartient
pas toujours a ’ensemble X car des composantes m;- ou m;-’ peuvent étre nulles. Mais,
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en supprimant les termes nuls, on obtient un élément (r',r"”) € X et, évidemment, les
paraboliques et groupes de Levi associés a (m’,m”) et (r/,r”) sont les mémes. On peut
donc récrire (2) sous la forme

G G
(Trm)n,,n” = Z :L‘m(rlv I‘”)Inde“r” o 7”681\/[{./7,.// (ﬂ-nlvn”)’

(I"J‘”)GX

ol Ty (r',r") est le nombre des éléments (m’, m”) € X, égaux a (r',r”), a des termes
m; ou mj nuls pres. En utilisant (1), on en déduit

<—1)n(ﬂ)D(7r)n/,n” — Z .',U(I'/, rl/)[ndl(jj/’r// o T@Sglﬁrl’r” (7{'”/,”//>7

(r’J‘”)EX

ol
:L‘(I'/, I‘”) _ Z(_l)t(m)xm(r,, I‘”).

On prouvera plus loin 1’égalité
(3) :L‘(I'/, I‘”) _ (_1)t/(r/)+t”(r”)’

t'(r') et t"(r") étant évidemment les entiers ¢’ et ¢ figurant dans les données r’, r”. En
utilisant cela, on obtient

(4) (_1>n(W)D<7T>n’,n” — Z (_1>t/(r/)+tu(r”)[ndg'f/’r” o resf/[ﬁr/’r” (ﬁn,mu).
(r',r'"ex

Soit p une composante irréductible de 7,/ ,». On a alors une formule similaire a (1) :

n ey 1" (p!! G G
(5) (_1) (P)D(p) - Z (_]‘)t( I+ )Indpjlyru o 7/‘681\/[{,/71.//(p)'

(I"J‘”)GX

Expliquons cela. La formule résulte d’une formule similaire pour les groupes SO(2n'+1)
et O(2n");. Pour le premier et aussi le second quand § = an, il n’y a pas de probleme, c’est
bien la formule de définition de l'involution. Considérons le cas d'un groupe O(2n");s,,
avec n” > 0 (sinon le groupe disparait). Traitons chacune des composantes, en com-
mengant par SO(2n");s,. Les sous-groupes paraboliques standard de ce groupe ne sont
pas en bijection avec nos données r”. Pour paramétrer ces sous-groupes, on doit d’une
part ne considérer que des v’ = (rf, ..., v}, ng) telles que ng # 1 (car les sous-groupes pa-
raboliques définis par (r{,..., 7, ng = 1) et (r{,...,r, 1,n{ = 0) sont les mémes). D’autre
part, si ng = 0 et 7, > 2, il y a deux sous-groupes paraboliques associés a r”, qui sont
conjugués par un élément de O~ (2n");,(F,) mais pas par un élément de SO (2n");s,(F,).
Considérons le second probleme, soit r’ = (r{,...,r},ng = 0) avec rj, > 2. Dans la
définition de Iinvolution interviennent les induites a SO(2n");s(F,) a partir des deux
sous-groupes paraboliques en question. D’apres leur définition, les représentations que
I'on induit sont conjuguées par 1'élément de O~ (2n”);s,(F,) qui échange les deux pa-
raboliques. Dans la formule similaire & (5) intervient la restriction a SO(2n”);,(F,) de
'induite de P2, (F,) & O(2n");s0(F,) de 'une ou I'autre de ces représentations. Mais, parce
que ng = 0, PY, ne coupe pas la composante O~ (2n");,, et la restriction a SO(2n");s,(F,)
de cette derniere induite se décompose naturellement en deux induites qui ne sont autres
que les précédentes. Considérons maintenant le cas d’'une donnée r” = (rf, ..., 7}, ng = 1).
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Introduisons l'autre donnée v = (77, ..., 7}, 1,n{ = 0). Dans la définition de l'involution
intervient le produit de (—1)"*! et d’une induite de PZ,(F,) & SO(2n").,(F,) dune
certaine représentation. Par construction de celle-ci et parce que le normalisateur de P,
dans O™ (2n");s0(F,) est non vide, cette représentation est invariante par ce normali-
sateur. Dans la formule similaire & (5) intervient d’une part le produit de (—1)""*! et
de la restriction a SO(2n");5(F,) de l'induite de P, (F,) a O(2n")s(F,) de la méme
représentation. D’apres la propriété d’invariance ci-dessus et le fait que PZ, ne coupe
pas O~ (2n”);s0, on obtient 2 fois la contribution de ¥ & la formule de 'involution. Mais,
dans la formule similaire & (5), il y a aussi le produit de (—1)" et de la restriction &
SO(2n");s0(F,) de I'induite de P, (F,) a O(2n");s,(F,) de la méme représentation, pro-
longée en une représentation de M, (IF,). Cette fois, P, coupe O~ (2n");s, et on obtient
—1 fois la contribution de r” & la formule de l'involution. Comme 2 — 1 = 1, les deux
formules coincident. La comparaison des formules pour la composante O~ (2n");s, est
similaire. Cette fois, I'involuion est définie en induisant a partir des normalisateurs dans
O~ (2n");50(F,) des sous-groupes paraboliques de SO(2n");s, pour lesquels ce normali-
sateur est non vide. Les données r” = (r{,...,r},,ny = 0) avec r,, > 2 disparaissent,
leurs deux sous-groupes paraboliques associés ne vérifiant pas cette condition. Une telle
donnée intervient dans la formule similaire & (5) par la restriction a O~ (2n");5,(F,) d'une
certaine induite de P, (F;) a O(2n");s(F,). Parce que P}, ne coupe pas O~ (2n");s,, on
voit que l'action de O~ (2n");5(FF,) permute deux sous-SO(2n");s,(FF,)-modules de I'in-
duite et une telle représentation de O~ (2n");s,(F,) est de trace nulle. Enfin, pour une
donnée r" = (17, ..., 7}, ng = 1), il intervient dans la formule de I'involution une induite
a partir du normalisateur dans O~ (2n");s(F,) de P%,, avec la méme notation que plus
haut. Or ce normalisateur est justement l'intersection O~ (2n”);s,(F,) NP, (F,). On voit
que les deux formules se réconcilient encore. Ces considérations justifient la formule (5).

En vertu de (4) et (5), pour prouver l'égalité cherchée D(m ,v) = D(m)y prr, il
suffit de prouver que, pour toute composante irréductible p de m, ,», on a 'égalité
(=1)™™ = (=1)"). Cela résulte de la définition par la méthode de Lusztig des éléments
de Ir7unips. En fait, ces signes se calculent, ils valent (—1)" si § = iso et (—1)""! si
£ = an, cf. [6] corollaire 5.7.

Cela acheve la démonstration, a ceci prés qu'il nous reste a prouver 'égalité (3).
Considérons un couple ' = (rf,...,r},,ng), v’ = (r{,...,r},, n{) appartenant a X. Les
données t, m’ et m” intervenant dans la définition de z(r’,r”) se construisent de la fagon
suivante. On considere un entier ¢ > sup(t’,t") et deux sous-ensembles Y’ Y C {1, ..., t}.
On suppose que Y’ resp. Y, a t —t' éléments, resp. t —t”. Notons iy, ..., iy les éléments
de {1,...,t} = Y'. On définit m’ par m; = r; pour k = 1,...,t" et m; = 0 pour j € Y.
On définit de fagon similaire m”, en utilisant 1’ensemble Y & la place de Y. Pour tout
J=1,..,tle terme m; = m’ + m] doit étre non nul. Cela équivaut évidemment a la
condition Y NY” = ). On voit qu’elle ne peut étre réalisée que si t < ¢ + t”. Pour
t € {sup(t',t"),....,t' +t"}, on obtient que

Z Im(I‘/, I'”)

m;l(m)=t

est le nombre de couples (Y, Y"”) comme ci-dessus. Ce nombre est le produit du nombre
de sous-ensembles Y’ a t — ¢’ éléments de {1, ...,t} et du nombre de sous-ensembles Y a
t —t” éléments de {1,...,t} — Y'. C'est-a-dire

t! t'! t!

=t (E— )+t =) (=)t — )+t — )
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D’ou
t!

(t — )\t — "Nt + " —t)

z(r', ") = (—1)
t=sup(t’';t")...;t' +t"

Supposons t' > ¢ pour fixer la notation. On remplace ¢ par ¢’ + u. Alors z(r’,r”) est la
valeur en X = 1 du polynome

, t'+u)! g
PX) = uozv_;t,f_l)t +uu!(t’ —~ t(” :u)!)(t" — u)! S
En posant .
QX) = uo,...,w(_l)t,ﬂm e
on voit que P(X) = ()" Q(X). Or on calcule

X — (_WX'“ s
On voit que (-%)*"Q(X) est lasomme de (—1)"**" et d’un polynoéme divisible par (1—X).
Donc la valeur en 1 de (5%)""Q(X), cest-a-dire de P(X), vaut (—1)***". Cela prouve
(3). O

1.8 Les espaces R et RI

Pour tout groupe fini W, on note W l'ensemble des classes de représentations irréductibles
de W. En identifiant une telle représentation a son caractere, ’espace (C[W] s’identifie a
celui des fonctions de W dans C qui sont invariantes par conjugaison.

Soit N € N. On note & le groupe des permutations de I'ensemble {1, ..., N}. On note
sgn le caractere signe usuel de G y. Les classes de conjugaison dans Gy sont paramétrées
par P(N). On note w, un élément de la classe ainsi paramétrée.

Pour un entier k£ > 1, notons Px(N) I'ensemble des familles (ay, ..., a) de partitions
telles que S(ay) + ... + S(ax) = N. Dans la suite, on utilisera des variantes de cette
notation, par exemple P, (N). On note Wy le groupe de Weyl d’un systéme de racines
de type By ou Cy (avec la convention Wy = {1}). On note sgn le caractere signe usuel de
Wy et sgneop le caractére dont le noyau est le sous-groupe W4 d’un systeme de racines
de type Dy. Les classes de conjugaison dans Wy sont paramétrées par les couples de
partitions (o, 3) € P2(N). On note wyp un élément de la classe ainsi paramétrée. On a
sgn(wap) = (—1)NTUD et sgnop(wes) = (—1)1P).

On note I" 'ensemble des quadruplets v = (1, 7", N, N”) tels que

reN, " €Z, N eN, N €N, r?+r + N +r*+ N =n.

Pour un tel v, on pose ) )
R(7y) = CWx] @ C[Wyn].

On définit
R = @veFR(V)'

Chaque espace C[WN] est naturellement muni d’un produit hermitien défini positif.
On en déduit un tel produit sur I'espace R.
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Soit m € N avec 1 < m < n. Pour un entier N > n, le groupe &,,, x Wy _,,, apparait
comme sous-groupe "de Levi” de Wy et il y a une application linéaire de restriction

resm : C[Wy] = C[S,] © C[Wi_m)-

Pour ¢ € C[Wy], 1 € P(m) et (a, ) € Po(N —m), on a Iégalité

resm (@) (W, X Wa,g) = ©(Wuia,z)-
On construit des applications linéaires

~

res,  resn : R — ClG,,] @ Ru_m

m?

de la fagon suivante. Soit v = (/,7", N', N") € I',,. Si N' < m, res/, est nulle sur R(y).
Si N'>m,~ = (',r", N —m, N") appartient a I',,_,,. L’application res, envoie R(7)
dans R(7') et coincide sur R(7) avec le produit tensoriel de

resm : C[War] = C[Sp] @ C[War_m)

et de l'identité de C[WNN]. L’application res! est similaire, en permutant les roles des ’
et ”. On définit R comme ’ensemble des éléments de R qui, pour tout m, ont méme
image par les deux applications res] , res! . On note

resy, : RI — C[ém] R Rp—m

Papplication commune res’, = res”.. On voit que res,, envoie R¥ dans C[&,,] @ R,
(la preuve est similaire & celle de 1.5 concernant 1’espace RPI™9°b).

On note Rysp le sous-espace des éléments de R annulés par toutes les applications
res! et res!’ . 1l est inclus dans R9°°. On note proje,s, la projection orthogonale de R sur
Reusp- L'espace Reysp se décrit de la facon suivante. Pour tout NV € N, notons C[WN]CUSP
le sous-espace des fonctions sur Wy, invariantes par conjugaison, et a support dans les
classes de conjugaison paramétrées par des couples de partitions de la forme (0, 3). Pour
tout v € I', on pose R R

Rcusp(V) = (C[WN’]cusp & C[WN”]cusp-

Alors
Rcusp = @’yeFRcusp(’Y)'

Donnons une autre présentation de l’espace R. Notons I' I'ensemble des triplets
(r',r", N) tels que
reN, reZ NeN, r?2+r+r?+N=n.

Il y a une application évidente I' — I" qui, a (v, 7", N', N”) € T, associe (r',r"”, N'+ N").
On la note 7y +— ~. Pour v = (+/,r”, N) € T, posons

R(Y) = BrerpmyR(Y) = Z C[WN’] ® C[WN”]-
(N',N")eD(N)

Alors
R = @'VEI‘R<7) .

Soit v = (r',7”",N) € T et soit ¢ € R(7). On peut identifier ¢ a une fonction sur
I'ensemble des wy g X wqr gr pour (o, B, 0", ") € Py(N). D’apres la formule explicite
écrite plus haut pour I'application res,,, la condition res!, (¢) = resr () signifie que,
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pour tout p € P(m) et tout (o/, 5, a”, ") € Py(N —m), on a l'égalité p(w,uw g X
Warr gn) = P(War gr X Wyoar gr). En faisant varier m, on voit que ¢ € R si et seulement
si, pour tout (o, ', ", ") € Py(N), ¢(wa g X war gr) ne dépend que du triplet (o U
o’ B, 3"). On note RY(v) l'espace des p € R(7) qui vérifient cette condition. Pour
(a, 7', 8") € P3(N), on note wq g g» un élément quelconque wys g X wor gr ot &’ Ua" = a.
On peut considérer que R9°(y) est 'espace des fonctions sur 'ensemble de ces éléments
Wa,p 5. On a I'égalité
Rglob — @‘YEFRglOb<7)-

1.9 L’involution de Lusztig

En suivant Lusztig, on a défini en [6] 3.16 deux isomorphismes
Rep : R — R, k: R — RP".

Donnons seulement une idée des définitions, en renvoyant a [6] 2.6, 2.7, 2.9, 2.10 pour plus
de précision. Lusztig a classifié de facon combinatoire les représentations irréductibles
unipotentes d'un groupe SO(2n'+1; F,). Elles sont paramétrées par les couples (1, N') €
N2 tels que 7'2+r'+ N’ = n’. De méme, la réunion disjointe des ensembles de représentations
irréductibles unipotentes de O(2n");s,(F,) et de O(2n"),,(F,) sont paramétrées par les
couples (1", N") € Z x N tels que % + N” = n”. Pour v = (v',r", N',N") € T, pour
P € Wy et p € Wyn, isomorphisme Rep envoie I'élément p/ ® p” € R(v) sur un
élément de C/, @ C”, oun' = r? + 7'+ N = n' et n” = r"? + N”. Cet élément est
le produit tensoriel des traces des représentations irréductibles unipotentes paramétrées
par (1", o) et (1", o).

Lusztig a aussi introduit la notion de faisceau-caracteére. Pour un tel faisceau défini
par exemple sur un groupe SO(2n' + 1), la fonction trace associée a ce faisceau est une
fonction sur SO(2n’ +1; F,), invariante par conjugaison. Lusztig a classifié les faisceaux-
caracteres dont la fonction trace est unipotente, c’est-a-dire appartient a I'espace C7,.
De nouveau, ils sont paramétrés par les couples (r', N') € N2 tels que 72 +1' + N’ = n/.
Une construction analogue vaut pour les groupes O(2n”);5, ou O(2n”),,. Pour v =
(r', 7", N',N") € T, pour p € Wy et o € Wyn, lisomorphisme k envoie 'élément
P ®@p" € R(y) sur un élément de C!, ® C”, ou n’ et n” sont comme ci-dessus. Cet
élément est le produit tensoriel des traces des faisceaux-caracteres paramétrés par (r’, p')
ot (T”,p”).

Remarque. La fonction-trace associée a un faisceau-caractere n’est vraiment ca-
nonique qu’a homothétie pres. Pour la définir précisément, on doit faire des choix de
normalisations. Nous utilisons ceux de [6] 2.7 et 2.10.

Notons F¥ I'automorphisme de R tel que Rep o F¥ = k. C’est une isométrie. Lusz-
tig a prouvé que c’était une involution, qui peut se décrire de facon combinatoire. On
transporte F¥ en une involution FP¥ de RP%. Autrement dit, FP%" est I'involution de
RP telle que FPY o Rep = k. Elle est isométrique.

Pour tout entier m > 1, on a de méme des isomorphismes Rep, k : C[ém] — CCGEm),
Cette fois, ils sont égaux et les analogues de F* et FP* sont les identités. Supposons
m < n, posons ng = n —m. On a construit des applications linéaires

res, res! R — CYHM g Rpar

m? no ?
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res. res’ : R = C[Sp] @ Ry
Les applications Rep et k sont compatibles en un sens plus ou moins évident a ces
applications. Il en résulte que F¥ et FP9 le sont aussi.
Les applications Rep et k se restreignent en des isomorphismes R — Rprorgled,
L’involution F* conserve RI° et FP" conserve RP9'°° Les propriétés de compatibilité
ci-dessus de 'involution isométrique FP*" entrainent que :

(1) FP¥ o projcusp = prOquSp o Jpar,

1.10 L’induction endoscopique

On a défini en [6] 3.18 une application linéaire pr : R — R9°*. Rappelons sa définition.
Soit v = (r',r",NT,N7) € T' et ¢ € R(7). Posons N = Nt + N~. L’élément pc(p)
appartient & R(d), o1 § = (', (—=1)" 7", N) € T. Soit § = (', (—1)"", N1, Ny) € T. Nous
allons décrire la composante pi(p)s de pi(p) dans R(J).

On définit un quadruplet d’entiers a = (af,a;, a5, a; ) par les formules suivantes :

a=1(0,0,0,1)si 0 <r” <71’ ousir”=0etr est pair;

a=(0,0,1,0) si =" <r”" <0 ousir”=0etr estimpair;

a=(0,1,0,0) si " <",

a=(1,0,0,0)sir" < —r'.

Notons N l'ensemble des quadruplets N = (N7, N;, NJF, Ny') d’entiers positifs ou
nuls tels que

Nt =Nt 4+ NS, N" =Ny + Ny, Ny =N + Ny, Ny =N + Ny .

Pour un tel quadruplet, posons W = WN1+ X WN; X WN; X WN;. Ce groupe se plonge de
facon évidente dans Wy, x Wiy, resp. Wi+ x Wiy-, et ces plongements sont bien définis

N . . N c . W+ xXW - . .

a conjugaison pres. On a donc des foncteurs de restriction resy, TN et d’induction

. WN ><WN \ . . . N

ndy, ! 2. On note sgnd , le caractere de Wi qui est le produit tensoriel des caracteres
WN CD

+ - + -
a a [¢2 a.
SgNcp, SINEp, SN, SGNcp sur chacun des facteurs de Wi. Alors

pLp)s = Z indlexwlv2 <3gn‘5D ® res%ﬁ*XWN_ ((p)) )
NeN

Donnons une formule plus concréte. Fixons plutot v = (7,7, N) € T’ et supposons
¢ € R(7v). On a pi(p) € R(J), ou & est comme ci-dessus. Soit (a, f1,B2) € Ps(N).
Notons Z I'ensemble des sextuplets I = (I, 1=, J;", J;, J5, J;y), dont les composantes
sont des ensembles tels que

{1, l(@)y=T"ul", {1, B)}=J UJ {1, U(B)} = JF U J; .

A tout tel sextuplet, on associe six partitions a™(I), o™ (I), 8, (1), 8y (1), B85 (I), 35 (I). La
partition a™(I) est formée des a; pour j € IT. Les autres sont construites de fagon
similaire. On vérifie la formule suivante

al |JT a7l |7 |+ad |JS |+as |5
(1) pul) (o) = D (—1) T e e ]
IeT

@(waﬂl),ﬁj(l)uﬁ;(l) X wa*(l),ﬁf(l)uﬁg(l))'
On voit que notre application p. commute aux projections projeysp-
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1.11 Description de Reso D(m) pour m € IT7upnip—quad

On définit un espace R
Sn - @k,NC[WN]a

olt 'on somme sur les couples (k, N) € N? tels que k(k + 1) + 2N = 2n. On a P'égalité
(1) @(rﬁ,n*)eD(n) ‘gn7L & Sn* = @IWL,N*,k*,N*(C[WNJF] & (C[WN*]u

olt 'on somme sur I'ensemble I's des quadruplets (KT, N, k=, N~) € N* tels que k*(k++
1)4+2N*+k~(k~4+1)+2N~ = 2n. Pour un tel quadruplet, définissons des entiers r’ € N,

r" € Z par les formules suivantes :

. _ g g
-sikt = kT mod2Z, r' = B g = Bk

Ssikt £k mod2Z et kY >k, = EEh =Ly = koL

-sikT £k mod2Z et kT < k™, 1 = 7’“7_’2#_1, rT = —7’%”2“7“.
On vérifie que (1, r”, N*, N7) € T'. Inversement, pour (', 7", N*, N~) € T', définissons

deux entiers k7, k= € N par les formules suivantes :

B S S
-Sir’<r”, k+:T/+T//, k,—:r//_r/_l;
-sir’ < —r' kT =—r" =0 =1 kT =1 — 1",

Alors (k*,k=,NT,N~) € T's. Ces deux applications sont inverses I'une de 'autre
et définissent donc des bijections entre I's et I'. On peut donc remplacer ’ensemble de
sommation I's par I' dans la formule (1) et on obtient un isomorphisme

J Bt n)epm)Snt @ Sp- — R.

Puisque & = C, l'espace S, = S, ® Sy se plonge dans 'espace de départ de j. On
note j, o la restriction de j a ce sous-espace.

Soit (AT, e, A7, €7) € Ittunip—quaa- Posons S(AT) = 2n™, S(A7) = 2n~. Soit ( = =+.
Par la correspondance de Springer généralisée, le couple (A, €¢) détermine deux entiers
k¢, N¢ € N tel que k¢(k¢ + 1) + 2N¢ = 2n¢ et une représentation irréductible pyc ¢ de
Wie. On définit une autre représentation py¢ . de Wy, cf. [9] 5.1. Nous ne rappelons
pas sa définition. Disons seulement que pyc ¢ est l'action de Wy dans un certain sous-
espace déterminé par € de I'espace de cohomologie de plus haut degré d’une certaine
variété algébrique, tandis que py¢ ¢ est I'action de W dans un sous-espace analogue de
la somme de tous les espaces de cohomologie de la méme variété. Cette représentation
n’est pas irréductible en général. Elle est de la forme

— )\ S
Pri e = @()\%Eg)c()\c’ 647 A7, 61)p>€,e§7

otl (XS, €}) parcourt les éléments de P (2n¢) tels que les entiers kS, N¢ qui leur sont
associés sont égaux a kS, N¢ et ol ¢(AS, €650, €5) € N est une multiplicité. On sait
que si c()\C,eC;)\g,e%) > 1, on a soit A§ > X pour lordre usuel des partitions, soit
(XS, €5) = (XS, €9) et, dans ce dernier cas, on a c(AS, €6 X¢, €€) = 1.

On identifie le produit py+ + ® py- - & un élément du membre de droite de (1), plus
précisément de la composante indexée par k*, N*, k=, N=. On a donc j(py+ +®@py- ) €
R et on définit I'élément pi o j(py+ + ® py- -) € R.

Proposition. On a ’égalité
Res o D<7r<)\+7 €+7 )\_7 €_>) = Rep o pLo j(p)\+,e+ ® p)\_,e_)'
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Cf. [9] 5.3.

1.12 Un lemme technique

Soit m = (my,...,m; > 0) € P(< n). Posons ng(m) = n — S(m). En itérant les
constructions de 1.8, on définit I’application linéaire

~ ~

resm: R = C[6,,,] ® ... ® C[6,,,] ® Ruy(m)-
Pour ¢« = 1,.... ¢, C[é’)mi]cusp est de dimension 1. On choisit pour base la fonction ca-
ractéristique de la classe de conjugaison dans &,,, paramétrée par la partition (m;). On
peut alors considérer que projeysp © resm prend ses valeurs dans R, (m),cusp-

Soit (n*,n~) € D(n). Pour ¢ = =, soit ¢° € S,c, posons ¢* = pr o juco(¢°), cf.
1.11 pour la définition de j,¢ o. Dans ce paragraphe, 'application p¢ est relative a divers
entiers, ici c’est n¢. Pour toute partition m € P(< n¢), soit ¢¢[m] € Sng(m), ol n§(m) =
n¢ — S(m). Posons ¢¢[m]| = pi o jng(m),o(¢<[m])' Posons ¢ = pro j(¢pT @ ¢7). Fixons
maintenant une partition m = (mq,...,m; > 0) € P(< n) et posons nyg = ny(m).
Considérons un couple d’ensembles (I, 17) tels que It U I~ = {1,...,t}. Pour tout tel
couple, on définit les partitions m(/"), resp. m(I~), formées des m; pour i € I't) resp.
i € I". On note J I'ensemble des couples (I, I7) comme ci-dessus tels que S(m(/™)) <
nt et S(m(I7)) < n~. Pour un tel couple, posons

PlIT 1] = pro g (¢ m(IT)] @ ¢~ [m(I7)]).

Lemme. Supposons que, pour tout ( = = et pour toute partition m’ € P(< n¢), on ait
Iégalité

¢

projcusp o resm/(cp ) = p’r‘ojcusp(spC [m/])

Alors on a I'égalité

Projeusp © T€Sm(p) = Z Projeusp(Q[ I, 17]).
(I*+,I7)eT

Preuve. Pour tout f € R et tout v € I, on note f, la composante de f dans
R(7). Pgsons f = projeusp © resm(p). Fixons v, = (r',7",N) € I, posons dy =
(r', (=1)" 7", N). Nous allons calculer fs,. Puisque f est cuspidale, il suffit de calculer
f50(wo s, 5,) pour tout couple (31, B2) € Po(N). Posons § = (', (—1)"r", N + S(m)) € T
et v = (r',r",N 4+ S(m). Par définition de resy,, on a fs,(wp s, 5,) = ¢s(Wmps . 6,)- De
(r',r") se déduit un quadruplet a comme en 1.10 et la formule (1) de ce paragraphe nous
dit que
Z(_l)aflﬁwa;\J;l+a$|J;|+a;|J;|

Iz

905<wm,61,62) =
jé" ® ¢7)’Y(wm+(l),ﬁf(l)uﬁ;(l) X wm*(I),Bl_(I)UﬁQ_(I))'
De (r',r") se déduit aussi un couple d’entiers (k*, k™) comme en 1.11. Par définition de

j,ona j(¢r ® ¢ ), = 0 sauf si
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(1) kT (kT4 1) <2nT et k= (K~ +1) <2n".

On en déduit d’abord que fs,(wp g p,) = 0 si (1) n'est pas vérifiée.

Supposons (1) vérifiée et définissons Nt et N~ par kT (kT +1)+2N*t =2nt k= (k™ +
1)+ 2N~ =2n~. Notons gb;; la composante de ¢* dans le composant de S,,+ indexé par
(k*,N*). On définit de méme ¢,_. Toujours par définition de j, un terme

39T ® )y (Win+ @57 musF @ X Win- (.67 MUs; @)

est nul sauf si

(2) S(mé(T)) + S(B5(T)) + S(B5(T)) = N¢ pour ¢ = +.

Si ces conditions sont vérifiées, il vaut

¢k+( m*(I Bl (I)UB2 (I))¢k ( m~(I),8; ()UBy (I))

Remarquons que, pour I = (I, 1, J;",J;,J5", J;), les partitions m*(I) et m~(I)
coincident avec les partitions m[I "] et m[I~] définies plus haut. Les I qui vérifient (2)
sont les sextuplets I = (I, [, J, J;, J,7, J; ) tels que

(3) ITul-={1,..t}, JJuJ; ={1,...0B)}, Jy UJy ={1,..,1(B)},

et
(4)  KS(EC+ 1) +2S(m(I°)) + 28(8; (1)) + 25(85(1)) = 2n
pour ¢ = £. Cette derniere condition implique

(5) kT(kT 4+ 1) <2nt —=2S(m[I1]), k= (k~ +1) <2n~ —2S(m[I7)).

On note Jy 'ensemble des (I, I7) vérifiant la premiere condition de (3) ainsi que (5).
Notons que ¢’est un sous-ensemble de J. Pour (I, I7) € Jy, notons J[I", I"] ensemble
des quadruplets (J", J; , Jy, Jy ) vérifiant les deuX dernieres conditions de (3) ainsi que
(4). On remplace les notations By (I) etc... par 3, (J) etc... On obtient

Hlta— 1T |+at | TT +a= 1T~
6)  foo(wppm) = D > of Y Har Ve Fad 17 Tz 173 D (Wi 67 @085 ()
(I+t,I7)eJo JeT[I+,17]

D (Wn (11 5o (@y085 (3))-

Remarquons que, si (1) n’est pas vérifiée, Jy est vide. L’égalité (6) est donc vraie que
cette condition (1) soit vérifiée ou pas.

Fixons (IT,17) € J et posons f[IT,17] = projeuspy(¢[I*, I7]). On calcule de la méme
facon f[I*, I7]s,(wg s, 5,)- L'application resy, disparait. On obtient que f[I1, I7]s, (wp s, 5,) =
0 sauf si 'analogue de (1) est vérifiée. Mais cette analogue est précisément la condition
(5), autrement dit la condition (I, 17) € Jy. Si (I1,17) € Jp, 'ensemble Z est directe-
ment remplacé par J[I1, I7]. Le quadruplet a est inchangé. On obtient

(1) fU sy (wopi) = Y (“1)d P Rerl el ez 1 |

JeJ[+,1-)

T ()] (Wy 5 ot @)@ MU )]k (wy 5-3y085 @))-

En comparant les formules (4) et (6), on voit que, pour achever la preuve du lemme,
il suffit de fixer (I7,17) € Jo, J € J[I",17] et de démontrer que le terme

+ —_
O (Wnir4), 5+ (08t 3)) P (W11 87 (087 (3))
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de lexpression (6) est égal au terme

¢ ()i (W st ayuss )0 MU )]k (0o 5- 3085 (3)

de l'expression (7). Cela va résulter de deux assertions paralleles, l'une pour les termes
affectés d'un exposant 4+, I'autre pour les termes affectés d’un exposant —, dont nous
n’énoncerons que la premieére. Soit m* € P(< N7T) et soit § € P(NT — S(m™)). Alors
on a l’égalité

() Of (Wme g) = 6* ] (i ).

Du couple (k*,0) se déduit un couple (r'*,7"*). On pose 6§ = (r'*, (—l)r,+r,,+, Nt—
S(m™")) € Ty+_gmm+). Posons aussi f* = projeusy o resm+(¢"). Le calcul du terme
f;; (wp ) est un cas particulier du calcul ci-dessus. Il se simplifie grandement car les

0

composantes affectées d'un exposant — disparaissent, ainsi que le f5. L’analogue de
I'ensemble T est réduit & 'élément (I, 17, J;,J;, Jy, Jy ) tel que It = {1,...;1(m™)},
JF={1,.,1(B)}, " =J; =Jf =J; =0. Dapres la recette de 1.11, on a '+ > 0
donc af = 0 d’apres la définition de 1.10. Comme analogue de la relation (6), on obtient
simplement

f;} (w@,ﬁ,@) = ¢;—:+ (wm+,6)-

Posons f" = projeusp(p[m*]). On calcule de méme
f0+750+ (wo,5,0) = &[]+ (wp ).

L’hypothese de 1'énoncé est que f+ = f. Avec les égalités ci-dessus, cela entraine (8),
ce qui acheve la démonstration. []

2 Endoscopie; 'involution F

2.1 Endoscopie

Pour m € C[ITrtunip) = ClITTtunip.iso] ® ClITTtunip.an) €t § = iso ou an, notons my la
composante de 7w dans C{I77pynip.4)-

On sait définir la notion de distribution stable sur G;s,(F'). Un élément m € C[I77tynip iso)
est dit stable si son caractere-distribution (c’est-a-dire la forme linéaire f — trace(n(f)))
est stable.

Pour travailler commodément avec nos deux groupes Gis, et G, il convient de
modifier la définition usuelle des données endoscopiques. Nous n’entrerons pas dans les
détails théoriques. En pratique, une donnée endoscopique elliptique est déterminée ici par
la classe de conjugaison dans Sp(2n;C) d’un élément & de ce groupe tel que h? = 1. En
notant 2n, la multiplicité de 1 parmi les valeurs propres de h et 2ns celle de —1, la donnée
endoscopique est aussi bien associée au couple (ny,ns) € D(n) (il serait plus logique de
noter n_; au lieu de ny mais cela compliquerait 1’écriture). Le groupe endoscopique
associé a la donnée est H = G, .is0 X Ghp,.iso. Pour des groupes spéciaux orthogonaux
impairs, il y a un choix canonique de facteurs de transfert, cf. [10] 1.10. On doit faire
attention au point suivant. Un tel facteur est une fonction Ay définie presque partout
sur H(F') x Gy(F). Si on multiplie h par —1, on remplace H par le groupe isomorphe
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H' = Gy .is0 X Gy iso- Notons ¢ I'isomorphisme de H sur H' qui permute les deux facteurs.
Pour h € H(F') et g € G4(F'), on a alors

-8l =150, A_piso(t(h), 9) = Apiso(h, 9) ;

-sif=an, A_pan((h), 9) = —Apan(h, g).

En tout cas, on dispose d’un tranfert qui envoie une combinaison linéaire stable
de représentations tempérées de H(F') sur une combinaison linéaire de représentations
tempérées de Gy(F'). Notons-le simplement transferty.

En particulier, pour h = 1, on a H = G,,,. Evidemment, le transfert de H vers Gy,
est I'identité. Mais il y a aussi un transfert de H = G, vers Gg,.

Introduisons 'automorphisme extérieur 6 : g — g~ " de GL(2n), le groupe GL(2n) %
{1,6} et sa composante connexe GL(2n) = GL(2n)f. Par endoscopie tordue, il y a aussi
une notion de transfert qui envoie une combinaison linéaire stable de représentations
tempérées de G (F') sur une combinaison linéaire de représentations tempérées tordues
de GL(2n; F).

Introduisons I'ensemble Endoy,,;, formé des classes de conjugaison de triplets (A, s, h)
tels que A € PP (2n), s,h € Z(\), s et h commutent entre eux (sh = hs), s est compact
et h? = 1. La notion de conjugaison est la conjugaison de s et h par un méme élément
de Z(\). Pour un tel triplet, h appartient a Z (A, s), notons h son image dans Z(\, s).
Pour € € Z(\, s)", on peut évaluer € au point h. On note simplement €(h) cette valeur.
On pose

I, s,h) = Y 7\ s €)e(h).

e€Z(\, )N

Par linéarité, on obtient une application
H : (C[anaotum‘p] — (C[[T'rtunip]-

Notons Gtynp le sous-ensemble des (A, s, h) € Endoyyp;p tels que b = 1. Les résultats
principaux de [6] sont que

pour (A, s,1) € Gtyynip, Liso(A, s,1) est stable et —I1,, (A, s, 1) est son transfert a la
forme non déployée G, ;

tout élément de m € ClIrrumy) tel que m;g, soit stable et que —m,, soit le transfert
de ;5o est combinaison linéaire des II(A, s,1) quand (A, s, 1) parcourt Gtyypp.

Pour tout entier m > 1, notons st,, la représentation de Steinberg de GL(m; F'). Pour
une partition g = (1 > ... > p; > 0), notons st, la représentation de GL(S(u); F) qui
est induite, en un sens évident, de st,, ® ... ® st,,. Soit (A, s,1) € Styypip. Décomposons
A en

AUt u o)
jet
selon les valeurs propres de s, cf. 1.3. Pour tout j € J, notons x; l'unique caractere
non ramifié de F'* tel que x;(w) = s;. Notons x~ 'unique caractére non ramifié de F*
tel que x~(w) = —1. Notons II19%(), s) l'induite de sty+ ® (x~ o det)sty- @ Qjecs((x; ©
det)sty,)®(x; ' odet)sty,)). Cette représentation se prolonge en une représentation tordue
II9E(\, s) de GL(2n; F) (il y a différents prolongements possibles, il faut normaliser le
prolongement de fagon adéquate). Le résultat principal de [11] est que le transfert par
endoscopie tordue de IL;, (), s,1) & GL(2n; F) est TIFF (), ).

Remarque. Ceci n’est pas tout-a-fait exact. Dans [11], on n’a énoncé le résultat que

dans le cas ou s = 1. Mais le résultat général en résulte par induction.
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Ces propriétés caractérisent entierement I;5,(X, s, 1) et II,, (A, s, 1).

Soit maintenant h € Sp(2n; C) un élément tel que h* = 1. Il détermine une donnée
endoscopique elliptique dont le groupe est Gy, iso X Gn,.iso avec les notations ci-dessus.
Soient (A1, 81,1) € Gty tunip €t (A2, 52,1) € Sty tunip- Pour j = 1,2, \; parametre un
homomorphisme p; : SL(2;C) — Sp(2n;;C) et s; est un élément du commutant de
I'image de p;. Le groupe Sp(2ny; C) x Sp(2ns; C) est le commutant de h dans Sp(2n; C)
et est donc plongé dans ce groupe. L’homomorphisme p; X po devient un homomorphisme
p de SL(2;C) dans Sp(2n; C). Evidemment, p est paramétré par A = A\ U \y. L’élément
(s1,$2) devient un élément s du commutant de I'image de p, c’est-a-dire de Z(\). On a
aussi h € Z(\) par construction. Les éléments s et A commutent. On conclut que (A, s, h)
appartient a Endogy,p.

Théoreme. Sous ces hypothéses, on a les égalités
transferth,iso(niso()\la S1, 1) ® Hiso(A% S2, 1)) = sto()‘ S, h) ’
transferth,an(HiSO(Ala S1, 1) ® Hiso(A% S2, ]-)) = - ( S, h)

A Taide d’une transformation de Fourier sur Z(\,s), les représentations (A, s, €)
pour (A, s,€) € Tty s'expriment comme combinaisons linéaires de représentations
II(\, s, h). Alors, les propriétés de I’énoncé ci-dessus caractérisent entierement nos représentations
(A, s,€). Le théoreme sera démontré dans l'article suivant.

Remarque. Pour définir un transfert endoscopique entre fonctions, il est nécessaire
de fixer des mesures de Haar sur tous les groupes considérés. Mais le transfert dual entre
représentations est indépendant de ces choix.

2.2 Le cas "quadratique-unipotent”

Notons Endoyip—quad € sous-ensemble des (A, s, h) € Endoyyy, tels que 5?2 = 1. Soit
(A, 8,h) € ENDOLpip—quad €t s0it @ € Jord(A). On note s; et h; les composantes de s et h
dans la composante Sp(multy(i); C) ou O(multy(i); C) du groupe Z(\). Cette compo-
sante agit naturellement dans un espace C™“"() et s; et h; sont des automorphismes de
cet espace, de carrés 1 et qui commutent. Ainsi, I'espace se décompose en sous-espaces
propres communs pour s; et h;. Pour ¢, € {£} ~ {£1}, on note mggh(z) la dimension
du sous-espace propre ou s; agit par ¢ et h; agit par £&. D’autre part, on a vu qu’a s est
associée une décomposition A = AT U A™. On calcule alors

M aash =S c0nd Ao [ T comio ) [ T ewmao ],
et,e” i€Jordy, (A1) i€Jordy, (A7)
ot (¢*,e7) parcourt l'ensemble {1V ord (A7) 5 41} ordp(A7)
Pour (A, s,h) et (A, 5,h) € EMDOunip—quaa, disons que ces deux triplets sont Res-
équivalents si et seulement si A = \ et mgfh(z) = Cg + (1) mod 2Z pour tout i € Jord(\)

et tous (, & = £. Notons R le sous-espace de C[Qinboump,quad] engendré par les différences
(A, s,h) — (N, s, h') de deux éléments Res-équivalents.

Lemme. L’application Res oIl : C[EN00.unip—quad] — RP™I est surjective. Son noyau
est I'espace R.
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Remarque. En vertu du lemme 1.7, I’énoncé reste vrai si I’'on y remplace ’application
Res oIl par Reso D oll.

Preuve. Pour (A, s,h) et (A, 3,h) € ENd0upnip_quad, disons que ces deux triplets sont
liés si, quitte a les permuter, les conditions suivantes sont vérifiées :

A=A\;

il existe i € Jord(\) et il ex1ste Q £,(E = =+, avec ((,€) # ((,€), de sorte que

gi() = mgi() 2, mC§ W () = mg ()+ 2 et mgg( ") = mgﬁ( ") pour tout triplet
(7, ¢, ¢) différent de (i (1,¢, §) et (i,¢ ) Considérons deux tels triplets liés (et abandon-

nons la notation A inutile puisque )\ = A). Montrons que
(2)  Resoll(\, 5 h) = ResolIl(\,s,h).

On utilise les données i, ¢, &, ¢, € fournies par la définition ci-dessus. Supposons d’abord
¢ = (. Les valeurs propres des termes s et § sont alors les mémes et on peut supposer
5 = s. La décomposition A = AT U A~ est la méme pour nos deux triplets. On utilise
la formule (1) pour chacun de nos triplets. Les seuls termes qui changent d’un triplet
a l'autre sont les exposants des termes €' (i) et ¢ (). Mais ces exposants m; (i) etc...
n’interviennent que par leur parité et, par définition, celle-ci ne change pas quand on
remplace h par h. L’égalité (2) en résulte. Supposons maintenant que ¢ # (. Pour
simplifier la notation, supposons ¢ = + et ( = —. Notons A = AT U A~ la décomposition
associée a s et A = )\Jr U A~ celle associée & 5. On a AT = AT U {i,i} et A\ = A\~ U {i,i}.
Il y a des inclusions naturelles Jordy,(A") C Jordy,(A*) et Jordy,(A~) C Jordy,(A™).

Pour (€*, ) € {1}/ () x {£1}70rd(A7) | posons

Ply(ete) = [[ e [I o).

i'€Jordy, (A1), i/ #i i € Jordy, (A~ )i/ #i
Roa(e, €)= > m(AF e, A7, e )et (i)mon De(i)men @)
et

ou €t parcourt les éléments de Jord,,(AT) qui prolongent é (il y en a 1 ou 2) et, par
convention, € (i) = 1 si i & Jordy,(A") et € (i) = 1si i & Jordy(A™). On définit
PZ (€€ ) de la méme facon que ci-dessus et on pose

ot1 € parcourt les éléments de Jordy,(A~) qui prolongent €~ (il y en a 1 ou 2) et avec la
méme convention que ci-dessus. On peut récrire (1) sous la forme

(A, 5,h) = > PL(e", e )Ron(e", ),

et,e™

et on a la formule similaire

(A, 5,h) = > Pis(er, e )Rp(eh, ).

et,e~
Il nous suffit de fixer (€*,¢7) et de démontrer 1’égalité

(8)  Pin(€" € )Res(Ron(e", €7)) = Piy(e", € )Res(Ryj(e", €)).
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Il est clair que P, (", e7) = P!, (€",¢) : pour les ' € Jordy,(\) tels que i' # i,
les multiplicités ne changent pas quand on remplace s, h par 5, h. Dans la définition

de Rsu(€7,€7), on peut remplacer le terme e* (i)m:;(i) par E*(i)m;ﬁ(i). En effet, si i €
Jordy,(AT), il n’y a qu'un seul prolongement ¢ de €, pour lequel €* (i) = €*(i), et les
exposants m/, (i) et m o A

convention. Si ¢ est impair, on a aussi €' (i) = 1 par convention. Si i est pair, ’hypothese

(i) sont de méme parité. Si i € Jord,,(AT), on a €7 (i) = 1 par

i & Jordy,(AT) entraine ml5 (i) = 0, donc m/, (i) est pair et e* (i)™ @ = 1 pour chacun

des deux prolongements ¢*. On obtient

Ronl€,€7) = (@)™ O (i) 3o a(h, e 4, e0),

et

De méme L -
Rop(@ ) = (i)™ D (i)mn O3 (A eh A, &),

€

Les premiers facteurs sont les mémes et le lemme 1.6 affirme précisément que

Res() m(A*,e", A7 e7)) = Res(D)_w(AT, e, A7, ).

et €

Cela démontre (3), d’ou (2).

Pour deux éléments (\,s,h) et (A, 5,h) de End0unip—quaa qui sont Res-équivalents,
on voit qu’il existe une suite (\, s, h) = (A1, s1,h1), (A2, S2,h2),..,( M, Sk, hie) = (N, 5, h)
d’éléments de End0yip—quaa de sorte que, pour j = 1,...,k—1, (A, 55, hj) et (Nji1, Sj+1, hjt1)
soient liés. En appliquant (2) a chacun de ces couples, on obtient

ResoTI(\, s,h) = ResoII(\, 5, h).

Cela démontre que R est contenu dans le noyau de Res o II.

Notons ano;fzp_qwd le sous-ensemble des (A, s,h) € EMDOLnip—quad tels que, pour
tout i € Jord()), on ait mJ; (i) < 1, m_; (i) < 1, m_; (i) < 1. Il est clair que tout
élément de EndOypip—guaa €St Res-équivalent a un unique élément de anozzcﬁp_qwd. En
conséquence, on a 1’égalité

C[EM00unip—quad) = C[Endo’d | ® A

unip—quad

Pour achever la preuve du lemme, il suffit de prouver que

(4) la restriction de Resoll a C[anofﬂp_ quad) €5t un isomorphisme de cet espace sur
'R,par,glob'

Notons 91 'ensemble des quadruplets (A, 5, m,m) tels que

A € PP (2n) ;

7, m et m sont des éléments de {41}/ordwr() .

pour i € Jordy,(\) tel que multy(i) =1, on a J(i) = 1;

pour i € Jordy,(N) tel que multy(i) = 2, on a ((), m(i), m(i)) # (—1,1,1).

Dans [6] 6.7, on a associé a tout tel quadruplet un élément rea(ys 5, m.m) € CUTTunip—quadl
(a ceci pres que, dans [6], la partition A est remplacée par I'orbite unipotente symplec-
tique O qu’elle parametre). D’apres [6] 6.9, quand (A, 7, m,m) décrit N, les éléments
rea(y 5.mm) sont linéairement indépendants. Notons C[I Trunip—quad]o le sous-espace de
ClI77unip—quad) engendré par ces éléments. La proposition 6.21 de [6] dit que la restric-
tion de Res o D & ce sous-espace est un isomorphisme de celui-ci sur RP9'°°. D’apres
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la remarque suivant 1’énoncé ci-dessus, cela revient a dire que la restriction de Res a
ce sous-espace est aussi un isomorphisme de celui-ci sur RP*9°°. Pour prouver (4), il
suffit donc de définir une bijection ¢ : Endo? — N de telle sorte que, pour tout

unip—quad
(A, s, h) € Endo"? on ait 1’égalité

unip—quad?
(5) Res o II(\, s, h) = Res(rea(ty 5.m.m)),
ou (N, %, m,m) = t(\, s, h). Construisons cette bijection. Soit (A, s,h) € ano;i‘fp_qwd.
On définit un triplet (3, m,m) de la facon suivante. Soit i € Jord,,(A). On pose

m(i) = (—1)eh OFmn @ g () = (—1yman OFme @),

Si multy(i) = 1, on pose (i) = 1. Si multy(i) > 2, on pose (i) = (—1)™s» @ On vérifie
que le quadruplet (A,%,m,m) appartient & 91. On pose t(\, s, h) = (A, 5, m,m). 1l est
facile de vérifier que I'application ¢ ainsi définie est une bijection de @nbofﬂp,qwd sur M.
On doit prouver la relation (5). Utilisons les notations de cette relation (on a A = X par
définition de ¢). Le lemme 6.7 de [6] calcule le terme rea(1y 5 m.m). Avec nos présentes

notations, ce lemme dit que

(6)  rea(tazmm) =271 > T\ 1),

(s',h')EE

ou & est un certain ensemble de paires (s, h') telles que (A, s', ') appartienne & End0,ip—quad-
L’énoncé de ce lemme décrit I’ensemble €. En utilisant cette description et la définition
de ¢ donnée ci-dessus, on s’apercoit que ’ensemble £ n’est pas vide et que, pour tout
(s',h') € &, I'élément (A, s',h') est Res-équivalent a (A, s,h). Puisque deux éléments
Res-équivalents ont méme image par Res o I1, I'égalité (5) résulte de (6). Cela acheve la
démonstration. [

2.3 Définition de I’involution

On définit une involution F de 'ensemble Endo,nip—quad Par F (A, s,h) = (A h,s)
pour tout (A, s, h) € EMD0ynip—quad- 1l résulte de la définition de la Res-équivalence que, si
deux éléments de End0,ip—quad SONt Res-équivalents, leurs images par F sont encore Res-
équivalents. On prolonge I'involution F en une involution linéaire de C[End0,ip—quad), €0-
core notée F. La propriété précédente entraine que JF conserve le sous-espace K. D’apres
le lemme 2.2 et la remarque qui le suit, F se descend via 'application Reso D oll en une
involution de RP%"9!°* notons-la §P*. On a donc par définition I'égalité FP* o Reso Doll =
Reso D ollo F. On a aussi défini au paragraphe 1.9 une involution FP* de l'espace
Rpar9lod En admettant le théoréme 2.1, nous démontrerons en 2.7 que les deux involu-
tions FPY et §P" sont égales. Pour le moment, contentons-nous du lemme inconditionnel
suivant.

Lemme. On a I'égalité projeusy © §7*" = FP¥ 0 projeusp-

Preuve. En [6] section 6, on a défini une involution de RP"9'°" similaire & FP*", par

une construction légerement différente. Notons-la §h7y,,. Montrons que

(1) on a I'égalité FP* = Fhi -
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D’apres la remarque suivant 1’énoncé du lemme 2.2, on peut glisser des involutions
D dans les assertions (4) et (5) de la preuve de ce lemme. Grace a cette assertion (4), il
suffit de prouver ’égalité

(2) §7" o Reso D o II(\, s, h) = &4y 0 Res o D o II(\, s, h)
pour tout (A, s, h) € Endol 4+ Posons (A, s, h) = (X, 4, m,m). D’apres 2.2(5), on a

UNITP—qUa

Niw © Res o D oII(A, s, h) = §hjy © Res o D(rea(vn5,mm))-
Par définition de §hyy, cf. [6] 6.4, le membre de droite ci-dessus est égal a
Res o D(rea(y5,m.m))-

Mais il résulte de la définition de la bijection ¢ (cf. 2.2) que (A, 7,m,m) = (A h,s) =
Lo F(A,s,h) (remarquons que (A, h,s) appartient encore a Endo,® En utilisant
de nouveau 2.2(5), on obtient 1’égalité

unip— quad)

Mw © Res o D(rea(iy 5,mm)) = Reso D oIl o F(A, s, h).

Le membre de droite ci-dessus est égal au membre de gauche de (2) par définition de
§P". Cela démontre (2), d’ou (1).

Le théoreme 6.26 de [6] affirme que 1'égalité de 1’énoncé est vraie si 'on y remplace
§P" par Sﬁ\’%y L’égalité de ces deux involutions entraine donc ’énoncé. []

2.4 Le cas elliptique

Notons Endo,mip aisc le sous-ensemble des (A, s, h) € EMDOypnip—quaa tels que le commu-
tant commun de s et h dans Z(\) (c’est-a-dire le groupe des = € Z(\) tels que sz = xs
et he = zxh) soit fini. Ce commutant commun se calcule facilement. C’est le produit
des groupes Sp(mgfh(i); C) pour les i € Jord(\) impairs et les (,& = + et des groupes

O(m ggh( ); C) pour les i € Jordy,(\) et les (, € = £. Que ce groupe soit fini est équivalent

a ce que m<£ (1) < 1 pour tous 4, ¢, £&. Dans le cas ol 4 est impair, mCg (1) est forcément

pair, la condition équivaut donc a m<£h< ) = 0. Puisque multy(7) est la somme des m<£ (1)

sur les (, &, cela entraine que A ne contient que des termes pairs.
On vérifie facilement que I'image par l'application IT de 'espace C[End0yuip. disc| est

égal & C[Ellypnp). On a une suite d’applications linéaires
C[anooumpdwc] E> C[Ellunw] Res Rpar glob pT‘O]cuSP Rpar

cusp*

red

L’ensemble Endo,,ip disc €st inclus dans I’ensemble End Ounip—quad introduit dans la démonstration

précédente. Comme on I’a vu alors, 'application Resoll est injective sur C[End ofﬁfﬁpf quad)-

Il en résulte que la premiere application de la suite ci-dessus est bijective. Comme on I'a
dit en 1.5, la composée proje.sp o Res des deux dernieres applications est bijective. La
suite fournit donc un isomorphisme de C[End0ynip,gisc] sur Ry,

L’involution F de Endoypip—quad Préserve le sous-ensemble Endoyyip gise. Donc l'in-
volution F de C[EMd0upnip—quada] Préserve le sous-espace C[EMD0,pip aisc]- Via la bijection
ci-dessus, on peut la considérer comme une involution de C[Ell,;,|. Le lemme 2.3 en-

traine que, pour m € C[Ell,,,|, on a 'égalité

(1) FPY 0 projewsy © Res o D(TT) = projeusy © Res o D o F(r).
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Notons Gtynip quad le sous-ensemble des (A, s,1) € Gtyypnip tels que s* = 1. Pour
(A, 8,1) € Stunip—quad, $ détermine une décomposition A = AT U A~ et le couple (AT, A7)
appartient & Py¥"""(2n). L’application (A, s, 1) — (AT, A7) est une bijection de Stynip—quaa
sur PV (2n).

Notation. Pour (A, A7) € P;¥"""(2n), on note I1¥*(A*, A7) la représentation IT(\, s, 1)
ou (A, s,1) correspond a (A1, A7).

Pour tout entier pair N € N, notons P¥™P:4s¢( N') I’ensemble des partitions symplec-
tiques de N qui ne contiennent que des termes pairs, lesquels interviennent avec multipli-
cité au plus 1. Notons Gty,pip aisc I'intersection de Stypip—quaa €t de EndOyyip gise- L'appli-
cation (), s,1) — (AT, A7) se restreint en une bijection de Gty dise sur P’ "% (2n).
Pour (AT, A7) € P™4s¢(2n) et pour (et,e7) € {£1}/ordn(") x {£1}7ordw(3) | a
représentation (AT, et A7 e7) est de la série discrete. D’apres [6] proposition 8.2, on a

tout élément m € C[Ell,n;p) tel que m;s, soit stable et que —mg, soit le transfert de
Tiso st combinaison linéaire des II*(A*, A7) quand (A*, A7) décrit P54 (2n).

2.5 Modules de Jacquet des représentations stables

Soit m = (my > ... > my > 0) € P(< n). Posons ng = n — S(m). Pour § = iso ou
an, la partition m détermine un sous-groupe parabolique standard P; (standard voulant
dire qu’il contient le groupe P,,;, défini en 1.7) et sa composante de Levi standard

My = GL(mq) x ... x GL(my) X Gpg g

Dans le cas ou § = an et ng = 0, il n’y a pas de tels sous-groupes et on les élimine de ce
qui suit. De méme que 'on a considéré simultanément les deux groupes G, €t Ggp, On
considere simultanément les groupes M;,, et M,,. Les notions introduites précédemment
pour les groupes Gy, et G, se généralisent aux groupes My, et M,,. On ajoute des
indices ou exposants M aux objets définis pour ces groupes. En particulier, on définit
Vensemble I77pp 0, des (classes d’isomorphismes de) représentations irréductibles de
réduction unipotente de My(F') et on note 117y, v la réunion disjointe de 177 ypnip u,., €t

I unip M., - On définit aussi le sous-ensemble Ellypnip pr C ClITTynip 1] des représentations
elliptiques. Un élément de Ell,,, v est de la forme

(1) Sty (|| 0 det) ® ... ® st (|.|7 o det) & oy,

ou zi,...,% sont des nombres complexes, 0y € Ellynipn,.- On rappelle que, pour tout
m > 1, st,, est la représentation de Steinberg de GL(m; F'). On sait que tout élément de
ClI7Tunip.p) est somme d’un élément bien déterminé de C[Ellyip 1] €t d’une combinaison
linéaire d’induites a partir de sous-groupes paraboliques propres.

En identifiant un élément de C[I77yip ] & sa distribution trace (ou plus exactement
a la paire de distributions, I'une sur M, (F'), 'autre sur M,,(F)), on peut définir la
restriction de cette distribution aux éléments elliptiques (fortement réguliers) de M (F),
que I'on note proje;, ou aux éléments elliptiques et compacts, que 1'on note projeu,comp-
Remarquons qu'un élément elliptique de M (F') est compact si et seulement si ses com-
posantes dans les groupes GL(m;; F) sont de déterminants de valeurs absolues 1.

Montrons que

(2) pour 0 € C[ITTunipm], O & Projeucomp(c) = 0 si et seulement si projeusp o

ResM (o) = 0.
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Les applications proje comp cOMME Projeyspy © Res™ annulent les induites & partir de
sous-groupes paraboliques propres. On peut donc supposer que o € C[Ellypip ). Pour
une représentation o de la forme (1), on voit que projey.comp(0) comme proj.,s,o Res™ (o)
ne dépendent pas de zi,..., 2. Modulo l'intersection des noyaux de nos applications
PrOJeil,comp €t PrOJeysp © Res™ | on peut donc supposer o de la forme

St @ ... @ Sty & 00,

ou 0y € Ellynipn,. Pour tout @ =1, ...t, st,,, n’est annulé par aucune des analogues pour
GL(m;) des deux applications proje,comp €t projeuspoRes. Les conditions projeu comp(0) =
0, T€Sp. Projeusy © Res(a) = 0, équivalent donc & projeui(og) = 0, resp. projeuspy ©
Res,, (00) = 0. Parce que oy est elliptique, chacune de ces conditions équivaut a oy = 0.
Cela prouve (2).

Pour § = is0 ou an et pour ™ € Irry,,4, on note my; le semi-simplifié du module de
Jacquet de 7 relatif au sous-groupe parabolique P;. C’est une représentation de My(F')
dont on sait que toutes ses composantes irréductibles sont de réduction unipotente. Par
linéarité, on prolonge 'application m — 7, en une application linéaire de C[Ir7;,| dans
ClIrrunip,m]. Pour i =1, ..., ¢, notons st,,. la restriction de st,,, aux éléments elliptiques
et compacts de GL(m;; I'). Il résulte de ce qui précede que, pour m € C[IT7yyp), il existe
une unique oy € C[Ellynipn,] de sorte que 'on ait I'égalité

projell,comp(ﬂ-M) - S_tml ®.Q S_tmt & projell(O-O)-

Considérons (AT, A7) € P;V"(2n). A m = II¥*(A*T, A7) correspond ainsi une représentation
0o € C[Ellynipn,)- Les propriétés de stabilité et de transfert se conservent par passage
au module de Jacquet et par I'application projeu comp. On en déduit que o s, est stable
et que —ogq, en est son transfert au groupe Gy, (F). D’apres ce que l'on a dit au
paragraphe précédent, o est combinaison linéaire des ITI¥' (v, v™) quand (v*, v ™) décrit
Paymrdisc(onq). 1l y a donc une unique décomposition

(3) projell,comp(HSt()\+a )\_)M) = Z Cm()\+, )\_; I/+, I/_)

(vt v )ePsymPdise(op,)

S—tm1 ®..&® S—tmt ®pr0jell<HSt<y+7 Vﬁ))v

ot les e(AT, A7, v, v7) sont des coefficients complexes.

Montrons que A

(4) si A= = 0, alors e (MY, 0; 0%, v7) = 0 pour tout (v, v7) € P35 (2n,) tel que
v- # 0.

Considérons d’abord un couple (AT, A7) quelconque et posons

oy = Z Ccon AT AT I (vt v,

(vt )EP;Y P (2mg)

On a décrit en 2.1 la représentation de GNL(Qn; F) correspondant par endoscopie tordue
a 15t (AT, A7), notons-la TISL(AT A7), Au sous-groupe parabolique P, correspond un
sous-groupe parabolique PYF de GL(2n) dont une composante de Levi MY est de la

forme

GL(my) x .. x GL(my) x GL(2ng) x GL(m;) X ... x GL(my).
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A M est associé un sous-espace de Levi M G’~L(2n). La correspondance définie par
I’endoscopie tordue est compatible au passage au module de Jacquet et aux projections
sur les éléments elliptiques et compacts (ces notions étant relatives a l'espace dL(Qn)
et non pas au groupe GL(2n)). Il en résulte que projey. comp (11 (AT, A7) as) correspond &
projell’comp(f[GL()\Jr, A7) x)s avec des notations compréhensibles. Le module de Jacquet
TIGH(A*, A7) est somme de prolongements & M (F) de représentations irréductibles
de M(F). Celles-ci interviennent dans le module de Jacquet ordinaire TI®“(A*, A7), et
sont de la forme
(5) P1& . @ Pt @ Py @ Pt @ ... @ pr,

ol les p; sont des représentations irréductibles de GL(m;; F'), les p; en sont les contragrédientes
et pn, est une représentation irréductible de G L(ng; F') qui se prolonge en une représentation
P, de 'espace dL(QnO;F ). Toutes ces représentations sont de réduction unipotente.
Comme précédemment, il en résulte que, pour i = 1, ..., ¢, projeu.comp(p;i) est proportion-
nelle a st,, . La correspondance entre projeu,compy(II* (AT, A7) ar) et

projeu,comp(f[GL()\Jr, A7) ;7) entraine alors que proje;(oo) correspond a une certaine com-
binaison linéaire des proje;(pn, ), pour les py intervenant ci-dessus. De nouveau, pour une
telle pp,, le prolongement p,, est somme d’une représentation tordue elliptique pp, e et
d'une combinaison linéaire d’induites propres. Puisqu’on projette p,, sur les éléments
elliptiques, on peut aussi bien remplacer p,, par pn, ;. D’autre part, on sait d’apres 2.1
que projen(oo) correspond a l'image par proje; de

Z cm AT, AT 0T o )IICE (v, 0.
(vt v )EPSYTP ¢ (9ng)

Les représentations tordues intervenant ici sont elliptiques. La projection sur les éléments
elliptiques est injective sur les représentations tordues elliptiques. Donc la représentation
ci-dessus est combinaison linéaire des p,, .y précédents. Cela entraine que, pour tout
couple (v*, v7) intervenant avec un coefficient ¢y, (A, A7; v, v7) non nul, la représentation
irréductible sous-jacente 1%L (v, v~ vérifie la condition suivante : il existe p,, comme
ci-dessus tel que I (v, v7) soit une composante irréductible de la représentation de
GL(2ng; F') sous-jacente a Pug cii-

Faisons maintenant I’hypothése que A~ = 0. Alors le support cuspidal de II¥* (AT, 0)
est formé de caracteres du tore déployé maximal de GL(2n) de la forme

h /2

hon /2
|-|r

® .0 |77,

ou h; € Z pour tout i. Les représentations (5) interviennent dans le module de Jacquet
de IISL(X*, () donc le support cuspidal de la représentation p,, est de la méme forme,
I'entier n étant remplacé par ng. La représentation p,, .; se déduit explicitement de py,
par la théorie du quotient de Langlands. Il en résulte que la représentation sous-jacente
de pn,.eu @ méme support cuspidal que p,,. Cela entraine que, pour tout couple (v+,v7)
intervenant avec un coefficient ¢y, (A1, 0; %, v7) non nul, la représentation irréductible
sous-jacente II%(v*, v™) a pour support cuspidal des caracteéres du tore déployé maximal
de GL(2ng) de la forme ci-dessus. Mais, si v~ était non vide, les caractéres intervenant
dans ce support cuspidal contiendraient au moins une composante ||2/ 2)( ou x~ est le
caractere non ramifié de F* d’ordre 2. C’est impossible donc v~ est vide. Cela prouve
(4).

Pour \ € P¥™P(2n) et v € PY™P45¢(2n4), on pose simplement

cm(A\; V) = em(A, 051, 0).
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Notons Z I'ensemble des paires (I, 17) d’ensembles tels que It U T~ = {1,...,t}. A
toute telle paire, on associe les partitions m(I™) et m(7~) : m(I") est formée des m;
pour i € I'™ et m(I7) est formée des m; pour i € ™.

Lemme. Soient (AT, A7) € P3¥™ (2n) et (v+,v) € P %¢(2n,). Alors on a I'égalité

Cm()‘+7)‘_;y+7y_) = Z Cm(I+)(>‘+;V+)Cm(1*)()‘_;7/—)7

I+,1-

ot 'on somme sur les (IT,17) € T tels que S(AT) = S(v*) +2S(m(I1)) et S(\7) =
S(v™)+2S(m(I7)).

Preuve. En vertu de (2), I'égalité (3) équivaut a

(6)  projeusp o Res™ (I (A, A7) ) = > (AT AT v 0
(V+,V_)€P25ymp’disc(2n0)
PrOjeusp © Res™ (stp, @ ... @ sty,, @ I (v, 17)).

On peut composer cette égalité avec la dualité DP¥ M. Cette application commute avec
Projeusy- On sait d’apres 1.5(1) que Res™ (TTH(AT, A7) ar) = resm o Res(IT¥H(AT, A7)). On
a aussi DP"M o resy, = respy o DPY et DP? o Res = Reso D d’apres le lemme 1.7. Dot

DM o proje,sy o Res™ (IFY(NY, A7)ar) = projeusy © resm o Res o DI (AT, A7)).

Par définition, on a
AT AT) = > (AT, e A7 e),

et,e—
ol (e*,€7) parcourt {£1}70% (A7) x {£11/o7d(A7) Pour un tel couple, la proposition
1.11 dit que
Res o D(?T()\+, €+7 )‘_7 E_)) = Rep opLo j(p)\+,5+ ® p)\*,e*)'

Rappelons que py+ .+, resp. py- -, ont ét¢ identifiés a des éléments de S+, resp. S,-,
ou S(A\T) =2n", resp. S(A7) = 2n~. Définissons 1’élément

P+ = E P+ et
et

de S,+ et I’élément similaire p,- de S,-. En utilisant les propriétés de compatibilité des
applications Rep et Rep™, on obtient

DY M 6 projesy o Res™ (TN, A7) ar) = Rep™ (),
ol

U = Projeusp © 7€5m © pL 0 j(Pr+ @ py-).

On calcule aussi I'image par DP*™ du membre de droite de (6). Pour i = 1, ..., ¢,
I'image par I'involution de Zelevinsky de st,,, est la représentation triviale de GL(m;; F').
Son image par l'application analogue a Res est 'image par I'application analogue a Rep
de la fonction constante égale a 1 sur le groupe G,,,. Rappelons qu’en 1.12; on a identifié
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C[Sm;)eusp & C précisément en choisissant pour base de cet espace la projection cuspidale

de cette fonction constante. En faisant ainsi disparaitre ces espaces C[S,,,, |cusp, on obtient
que I'image par DP**™ du membre de droite de (6) est égale & Rep™ (1)), ot

wO - Z Cm()‘+7 )‘_; V+7 V_)projcusp o pLo jno (py+ & pu*)'

(vt p=)EPSYP 4 ()

Puisque Rep™ est bijectif, 'égalité (6) équivaut a

(7) = v

On a vu que 1'égalité (6) déterminait les coefficients ¢,y (AT, A7; v, 7). Il en est donc
de méme de I'égalité (7).

On peut remplacer le couple (AT, A7) par (A*,0), en remplagant n par n* et m
par une partition m* € P(n™). L’assertion (4) nous dit que les v~ intervenant dans la
définition de 1)y disparaissent. En posant ¢ = p,,, ng (m™) =n" — S(m™) et

¢"[m*] = > Cmt (AT, V7)p, 4,

1/+€'Psymp’disc(2nar(m+))
I'analogue de 1'égalité (7) devient

projcusp OTeéSm+ O pPLo jn+,0(¢+) = projcusp o pLo ]ng(m+)(¢+ [er])

La méme chose vaut pour les données affectées d'un exposant —. Cela vérifie les hy-
potheses du lemme 1.12. Appliquons ce lemme. Il affirme une égalité dont le membre de
gauche n’est autre que 1. On voit que le membre de droite est égal a

U= Y N A )P0 0 o (R @ 1,0 ),

(vt v )ePSYP A (2n)

ou ¢, (AT, A7 v, v7) est le membre de droite de I’égalité du présent énoncé. On a donc
1 = 1fy. Puisqu’on a aussi ¢ = 1y et que cette égalité détermine les coefficients, on conclut
AT, AT v ) = A (AT AT v vT) pour tout couple (v, rT), ce qui démontre le
lemme. [

2.6 Modules de Jacquet des représentations endoscopiques

On a vu en 2.4 que Stynip—quaa S'identifiait a P37 (2n). L’ensemble End0o,nip—quad

s'identifie de méme a P;"""(2n) : & (A, s,h) € ENdOunip—quad, ON associe le quadruplet
de partitions (ATT, A™T AT A7) on, pour (,& = + et tout entier ¢ > 1, la multipli-
cité de ¢ dans \S¢ est mggh(i), cf. 2.2. Remarquons que le sous-ensemble Endoy,ip gisc de

symp,disc

ENDO0unip—quaa S'identifie a Py (2n).

Soit m = (my,...,m; > 0) € P(< n). On reprend les constructions et notations
du paragraphe précédent associées a cette partition. Soient (A, s,h) € End0ynip—quad €t
(v, 2, k) € ENDOupip diseny- On déduit de ces données des quadruplets (ATH, A™F AT A7)
et (vt v~ vt v~ 7). Considérons un quadruplet I = (I*t+, 1=+ 1T~ [~7) d’ensembles
tels que

Iturturtul T ={1,..,t}.
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On en déduit des partitions m®(I) pour ¢, £ = =, formées des m; pour i € I°¢. Notons
7 I'ensemble des quadruplets comme ci-dessus qui vérifient

S(AE) = S(1*%) + 28 (m*4(I))

pour tous (,&. Pour I= (It [T It7 I77) € T et pour (,§ = =+, on a défini en 2.5 le
coefficient ¢ypee () (A% %), Posons

CI<)‘7 S5 h’a v,z, k) = H Cm<5(1)<)\cg;1/<£)7
(==

puis
c(\, s, h;v, 2, k) = Z ca(\ s, hyv, 2, k).
IeT
Remarquons la propriété suivante
(1) on a l'égalité c(\, h, s;v, k, z) = c(\, s, h; v, 2, k).
En effet, échanger s et h, resp. z et k, revient & échanger A™1 et AT~ resp. v~ et
v, L’échange de I~" et [T dans la définition ci-dessus conduit a I'égalité (1).

Lemme. Supposons vérifié le théoreme 2.1. Soit (A, s,h) € ENd0ypip—quad- Alors on a
Iégalité

projell,comp(ﬂ<)\7 S, h’)M) = Z C()\a S, h7 v,z, k)S_tm1®®S_tmt ®pr0jell<H<V7 Z, k))

(V,Z,k)eenbounip,disc,no

Preuve. On introduit le quadruplet de partitions (AT, A=t AT~ A7) associé a (), s, h).
Soit ff = 250 ou an. Le théoreme 2.1 dit que
(A, s, h)y = sgngtrans fert(TEL, (AT AT @ I (AT, 077)),

oll on a posé sgn;s, = 1 et sgng, = —1. On définit les entiers m™ et m~ de sorte
que IIL (ATT,A"T) soit une représentation de G+ iso(F) et IIEE (AT7,A77) soit une
représentation de G,,— ;s0(F'). Le transfert est compatible au passage au module de Jac-
quet. On doit toutefois considérer tous les sous-groupes de Levi de G+ jso X G- iso qui
se transferent en notre Levi M. Précisément, considérons une paire d’ensembles (J*, J7)
telle que J* U J~ = {1,...,t}. On lui associe comme toujours deux partitions m(J") et
m(J ). Notons J ’ensemble de ces paires telles que S(m(J7)) < m™, S(m(J 7)) < m™.
Une telle paire définit des groupes de Levi M (JT) C G+ iso €6 M(J7) C G- 4so aSSOCIés
aux partitions m(J") et m(J7). On a un isomorphisme

M(JJr) X M(Jf) = G’L(ml) X ... X GL(mt) X GmO(J+)7Z‘SO X Gmo(‘]f)ﬂ‘so,

ot mo(J*) = m* — S(m(J)) et mo(J~) = m™ — S(m(J")). Le groupe Gpy(s+),is0 X
Ging(J-),is0 €5t celui d'une donnée endoscopique évidente de G, 3. On dispose pour ces
objets d'un transfert. En le tensorisant par les identités sur les groupes GL(m;), on
obtient un transfert entre distributions invariantes stables sur M (J7)(F) x M(J™)(F)
et distributions invariantes sur M (F'). On a précisément

(A, s, h)gar, = sgny Z trans fert(ILL, (AT, A7) p+) @ L (AT A ) m-y).
(J*+,J7)eg
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Le transfert commute aussi aux projections sur les elliptiques compacts. Donc
<2> p'ro.jell,comp<H()\7 S, h)ﬁ,Mﬁ) = Z Sgny
(J+,J)eT
tT(M’LSfGTt(p’l“Ojechomp(Hfgo()\-i_—’—, )‘_+)M(J+)) X projell,comp(nf;o()‘+_a )‘__)M(J—)))-
Fixons (J*,J7) € J. On applique la relation 2.5(3) :

projell,comp(nfzo()‘JrJrv )‘7+)M(J+)) ® projell,comp(nfzo()ﬁriu Aii)M(J*)) =
Z Z Cm(J+)<)\++7 )\7+; 1/**, y7+)
(vt w=H )PP (2m (JH) (v = )EP;Y P (2mo (7))
Con(a—) (AT AT T 0T st @@t @projen (1L, (v v ) @projan (1L, (v~ v 7).

Les quadruplets (v, v=" vT~ v77) qui interviennent dans cette formule appartiennent

tous & PP (9n0). La relation (2) se récrit
(3) projell,comp(n()\a S, h)ﬁ,Mu) - Z C(l/++, l/_+, l/+_, I/__)

(y++ vt ot 7V77)€'P2ymz7’disc(2n0)

sgnyst,, @ ...® st,, @ sgnﬁtransfert(projeu(Hfﬁo(l/++, v1)) ®pr0jell(1_[f§o(l/+_, v=))),
ou la constante C'(v™+ v~ vt~ v77) est définie de la fagon suivante. Le quadruplet
(vtt v~ vt v77) étant fixé, on note J* le sous-ensemble des (J*,J7) € T tels que
Swtt) + S(v=F) =2me(JT) et ST )+ S(v=") = 2mo(J ). Alors
(1) COTTT )= Y aman (N AT
(J+,J)eT*
Cm(J_)()‘+_a )‘__; V+_7 V__)'
Pour (v, v~ vt v77) € PY™EC(9n), les mémes arguments que ci-dessus (en

particulier, on utilise le théoreme 2.1) montrent que

sgnﬁtransfert(projell(H‘?t (1/++, 1/_+)) ®pr0jeu(H‘?t (1/+_, v~ ))) = proja(Il(v, 2, k)y),

180 180

ou (v, z,k) € End0upip disen, correspond a (v, v~ v~ v~7). La formule (3) devient
celle de I’énoncé a condition de démontrer 1’égalité

(5) c\, s, hyv, 2, k) =C(vtr vt vt v,

Fixons donc (v, z, k) et le quadruplet (v v=F v+t~ v=7) qui lui correspond. On ap-
plique le lemme 2.5 aux termes intervenant dans la définition (4). On obtient

6) Ccetrtytu) = Y > munaen M)

(J*J-)eT* I++ 1-+

Cm(oy -+ (A7) Z Cm) 1) ATV T ) emuy - (AT ).
I
On vérifie que les quadruplets I = (I, =% [t~ I~7) intervenant dans cette formule
appartiennent a I’ensemble Z défini avant 'énoncé. Un élément I = (IT+ [~ [T~ [77) €
7 intervient dans la somme ci-dessus pour un unique (J*,J7):ona Jt =TT UI T et
J-=I""UI".0Onaaussi m(J")(I"™") =m(/"") etc... Alors le membre de droite de
(6) devient exactement c(\, s, h;v, z, k). Cela prouve (5) et acheve la démonstration. [J.
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2.7 Egalité des deux involutions

On a introduit deux involutions FP%" et P de l'espace RPY9 cf 1.9 et 2.3.

Théoreme. Supposons vérifié le théoréme 2.1. Alors on a ’égalité §P*" = FP.

Preuve. En vertu de l'isomorphisme 1.5(2), il suffit de démontrer que, pour toute
partition m € P(< n), on a 1'égalité

(1) projeusp © 7€Sm © F** = Projeusp © 1€Sm 0 FPU.

Fixons donc m = (my, ..., m;) et posons ng = n— S(m). Composons a droite les deux
membres de 1'égalité ci-dessus par 'application Reso D oIl. On obtient des applications
linéaires définies sur C[Endo,pnip—quad)- En vertu du lemme 2.2 et de la remarque qui le
suit, il suffit de démontrer que ces applications sont égales. Soit (A, s, h) € End0umip—quad-
Par définition de §P", on a I’égalité

Projeusp © T€Sm © 7" 0 Res o D(IL(A, s, h)) = projeysp © resm © Res o D(IL(A, h, s)).

On a

07 ores,m o Reso D = proj oresym o DPY o Res
Ccusp m Ccusp m

d’apres le lemme 1.7 puis
DPIrOjeusp © T€Sm © DP" o Res = DpranM DTrOJeusp © T€Sm © RRes
d’apres les propriétés de compatibilité de I’application DP*". Enfin,
resm o Res(II(\, h, 5)) = Res™ (II(\, h, 8)ar)
d’apreés 1.5(1). D’ou
Projeusp © T€Sm 0§ o Res o D(II(A, s, h)) = pranM DPTOJeusp © Res™ (II(\, h, 8)ar).
En appliquant 2.5(2) et le lemme 2.6, on obtient

(2) DPIOJeuspOreSmoF o Reso D(II(A, s, h)) = Z e\ hysyv, 2, k) X (v, 2, k),

(v,2,k) EEMDOynip, dise,ng

ol
X(v,2,k) = DP"M 0 projeysy o Res™ (stp, ® ... ® sty, @ (v, 2, k)).

Calculons maintenant proji,syoresmoFPoReso D(II(A, s, h)). Dans 'espace REA™9lb.
cf. 1.5, on définit les involutions FEU resp. §2¢", qui sont les produits tensoriels des

m
identités des composantes C“F(mi) et de FEaT resp. FLY sur la composante RE9'P. Les

propriétés de compatibilité des involutions de Lusztig entrainent

Projeusp © T€Sm © FP*" o Res o D(IL(A, s, h)) = FE 0 projeyspy © resm © Res o D(II(A, s, h)),
puis, par les mémes arguments que ci-dessus,

PTO0Jeusp© €8m0 FP" 0 Reso D(II(A, s, h)) = FP¥ 0 DP"M o proje,., 0 Res™ (TI(\, s, h) ).
En appliquant 2.5(2) et le lemme 2.6, on obtient

(3) DPIOJeuspOreSmoF " oReso D(II(A, s, h)) = Z e\ s, hyv, 2, k)Y (v, 2, k),

(v,2,k) EEMDOynip, dise,ng
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ol
Y (v, 2,k) = FP o DP"M 0 projeysy 0 Res™ (st @ ... @ st,,, @ (v, 2, k)).

Fixons (v, z, k) € End0unip discng- On a DP""Moproj.,s,0 Res™ = projous,0 Res™ o DM,
On a aussi FE" 0 projeusp = Projeusp © Soa’ d’apres le lemme 2.3. D’ou

Y (v, 2, k) = projeusp © 524 o Res™ o DM (st @ ... ® st, @ U(v, 2, k)).

En appliquant la définition de 'involution §25", on obtient

Y (v, 2, k) = projeusp © Res™ o DM (st @ ... @ sty,, @ (v, k, 2)),
puis, par les mémes arguments de compatibilité,
Y (v, 2,k) = DP"™ 0 proje,sy o Res™ (stp, ® ... ® sty, @ (v, k, 2))

Autrement dit, Y (v, z,k) = X (v, k, z). En permutant z et k& dans le membre de droite
de (3), on obtient

(4) ProjeuspOresmoF " oReso D(IL(A, s, h)) = Z e\, s, hyv k, 2) X (v, 2, k).

(szvk)eenbounip,disc,no

La relation 2.6(1) entraine que les membres de droite de (2) et (4) sont égaux. Donc
aussi les membres de gauche. Comme on I'a dit, cela démontre (1). OJ

Index des notations

C[X] 1.4; C), 155 Cpif, 1.5; Cly 1.55 CEH 1.5 ClWleusp 1.85 D(n) 1.2; Digo(n)
1.2; Dyp(n) 1.2; D 1.7; DP 1.7, n(Q) 1.1;n7(Q) 1.1;07(Q) 1.1; Ellypip 1.4; €l 1.4;
ENd0ynip 2.1 ENDOunip—quad 2-2; ENDOLoE 1oy 2.25 END0up dise 245 F& 1.95 FPar 1.9;
F23:FP"23; Giso 1.1; Gy, 1.1;11.8: T 1.8; G~L(2n) 2.1 Irriunip 1.3 Tttpymp 1.3
ITT unip—quaal -3 5 Teunip—quaa 1.3; Jord(X) 1.3; Jordy,(X) 1.3; Jordy,(A) 1.4; Ky 0 1.25 k
193 L* 1.1; Ly 125 1(\) L3 multy 1.3; 0 1.1; 07(Q) 1.1; 0 (Q) L.1; @ 1.1; mpy
1.3; P(N) 1.3; P¥™(2N) 1.3; P¥v™P(2N) 1.3; w(\,s,¢€) 1.3; 7(AT,et, A7 e7) 1.3;
Teu(AT, €M, A7 €7) 1.4 projeusy 1.55 P(<n) 1.5; Pe(N) 1.8; TI(\, s, h) 2.1; TISH(AT, A7)
2.4; Pvmpdise(2n) 24: Qigy 115 Qun 115 py 1.3; RO 1.5; Rpanoleb 1.5 Rper 15,
Rpar.gleb 1 5 R sy 155 mes, 1.5 res), 1.5; res,, 1.5 et 1.8; resy 1.5; R 1.8; R(7)
1.8; R(y) 1.8; R9" 1.8; Rewsp 1.8; Rep 1.9; pr 1.10; S(N\) 1.3; Gy 1.8; Sy 1.8; sgn
1.8; sgnep 1.85 S, 1.115 Gtiynip 2.15 Stynip—quad 2.4 Gtunip.dise 2.4; 59Niso 2.6 SgNan
2.6: valp 1.1; Vi, 1.1; Vi 1.1 Wy 1.8; Wy 1.8; w, 1.8; Wa,p 1.8; wap g 1.8 Z(N)
1.3; Z(\,s) 1.3; Z(\, s) 1.3; Z(A\,s)" 1.3; |.|p 1.1.
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