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Résumé— La modélisation par la méthode X-Fem et level-sets permet de s’affranchir de maillages
conformes, amenant à utiliser des maillages structurés (octree/quadtree), plus faciles à mettre en
œuvre. L’objet de cette étude est donc la mise en place d’un algorithme de maillage octree adap-
tatif, avec un raffinement de type h. Les applications concernent des modèles bi-dimensionnels
de thermique stationnaire (problèmes de conduction). Cet algorithme s’appuie sur un indicateur
d’erreur basé sur la différence entre la solution courante et celle issue d’un maillage plus fin.

Mots clés— maillage adaptatif, erreur, X-Fem, octree, quadtree.

1 Introduction

La simulation numérique sur des domaines à géométrie complexe reste un thème de recherche
actif. La méthode X-FEM [7], couplée à celle de la level-sets[8] est, dans ce contexte, très attrac-
tive. L’indépendance partielle entre maillage et géométrie permet en effet d’utiliser des maillages
non-conformes, donc “simples”, tels que ceux basés sur les méthodes octree/quadtree.

Si certaines libertés peuvent être prises quant au maillage, il convient toutefois de maîtriser la
taille des éléments. En effet, des erreurs sur l’approximation de la solution et sur la représentation
de la géométrie (discrétisation de la level-sets) demeurent. Une attention particulière doit donc
être apportée sur la mesure et le contrôle de ces erreurs. Pour cela, les algorithmes de maillage
adaptatif peuvent être utilisés, comme dans le cas des éléments finis classique. L’interêt du travail
présenté ci-dessous est d’appliquer l’un d’eux à des modèles utilisant des formulations X-FEM.
Concrètement, il s’agit d’utiliser une methode de raffinement h ([4][2]) appliquée sur un maillage
type quadtree.

L’étude s’appuie sur des cas bidimentionnels de thermique stationnaire (conduction) : on
cherche à calculer un champ de températureT et son flux thermique~Φ dans un domaineΩ, ré-
pondant à :

{

~Φ = −λ · ~∇T (Loi de Fourier)

λ ·∆T + r = 0 (Equation de la chaleur)



(avecλ=coefficient de conduction,r=source volumique de chaleur) et à des conditions aux limites
de type Neumann.

2 Modélisation

2.1 Formulation X-Fem

La méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method, [7][1]) est une extension de la mé-
thode des éléments-finis classique. En effet, l’espace d’approximation est élargi à un espace “plus
riche”, en ajoutant des fonctions d’enrichissement à la formulation classique. La solution recher-
chée appartient donc à l’espace des fonctions de la forme :

T h(X) =
n

∑
i=1

Ni(X) ·

(

Ti +
m

∑
j=1

a j
i ·Φ

j
i (X)

)

où 〈Ni〉 représente la base des fonctions d’interpolation,Ti les degrés de liberté correspondants

pour les éléments finis classiques,
〈

Φ j
i

〉

est la base des fonctions d’enrichissement eta j
i ses coef-

ficients associés. La base d’enrichissement
〈

Φ j
i

〉

est choisie en fonction du phénomène physique

qu’elle est censée représenter. Elle peut notamment être consitutée de fonctions discontinues et/ou
à gradient discontinu, permettant de traduire les discontinuités de la solution (cas des trous, fis-
sures) ou de leur gradient (cas des interfaces entre deux matériaux) (voir [9] et [6]). Cette methode
permet en particulier l’utilisation de maillages non-conformes. Elle est d’autant plus interessante
dans le cas de domaines à géométrie complexe, pour lesquels le maillage reste relativement simple.

2.2 Définition de la géométrie par Level-sets

Dans notre approche, la géométrie n’est pas traduite explicitement par le maillage, mais par
un fonction level-sets [8]. Elle consiste en une forme continue de l’espace (deR3 dansR) re-
présentant la distance signée à une frontière (contour de trou, interface entre deux matériaux).
L’iso-zéro correspond ainsi aux contours de l’interface souhaitée. Il est à noter que concrètement,
la level-sets est elle-même discrétisée aux nœuds du maillage et interpolée en conséquence. De ce
fait, la géométrie n’est pas entièrement indépendante du maillage et est décrite via les fonctions
d’interpolations (linéaires dans notre cas).

2.3 Maillage Octree/Quadtree

Afin de profiter au maximum des possibilités offertes par la méthode X-FEM couplée aux
level-sets, un maillage structuré de type octree/quadtreeest utilisé. Le découpage 3D octree (res-
pectivement quadtree en 2D) est une façon simple d’organiser l’espace physique par divisions
successives du domaine. Le domaine initial (niveau "0") estun cube (resp. un carré en 2D) ap-
pelé "cellule". Ce cube peut alors être découpé en 8 sous-cellules (resp. 4 en 2D), chacune étant
elle-même divisible en 8 autres, etc... Le niveau de chaque cellule correspond au nombre de sub-
divisions necessaire pour l’obtenir.

La combinaisons de ces cellules de différents niveaux permet la mise en place de maillages
hierarchiques simples à générer.



Une attention particulière doit cependant être portée aux cellules voisines de niveaux diffé-
rents. En effet, le maillage qui en découle laisse apparaître des nœuds en milieu d’arête, dits
"orphelins". Il convient d’imposer une liaison aux degrés de libertés de ces nœuds afin d’assurer la
continuité de la solution entre ces éléments de niveaux différents. Dans le cas d’une interpolation
〈Ni〈 linéaires, les degrés de liberté des nœuds orphelins sont imposés comme étant la moyenne de
ceux des nœuds qui les encadrent :

Tiorphelin =
1
2

(

Tiparent 1 + Tiparent 2

)

Lorsque la zone concernée est enrichie, le problème est pluscomplexe car les fonctionsNi ·Φ j
i

sont non-linéaires.

3 Maillage adaptatif

Le maillage adaptatif s’appuie sur une mesure locale des erreurs d’approximation de la solu-
tion. Le paragraphe suivant présente un estimateur de l’erreur, d’autres étant présentés notamment
dans [3], [5] et [2].

3.1 Estimateur d’erreur

L’erreur prise en compte ici est basée sur l’énergie, exprimée à partir du flux thermique~Φ.
Evaluer une erreur consiste à mesurer l’écart entre la solution approchée (notée~Φh) et la solution
exacte (~Φex), via une norme sur le domaineω :

||~eex||ω = ||~Φh −~Φex||ω

où là norme est définie par :

‖•‖ =

Z

ω
• ·F−1 · • dω

(F étant le tenseur de conductivité thermique).~Φex n’étant pas connue, l’erreur peut être estimée
en la remplaçant par une solution approchée "de référence" (notée~Φre f ), supposée plus proche de
la solution exacte que~Φh (au sens de la norme).

||~e||ω = ||~Φh −~Φre f ||ω

Ici, comme proposé dans [2], la solution de référence est choisie comme étant la solution calculée
sur un maillage deux fois plus fin (i.e. sur une grille octree raffinée d’un niveau sur l’ensemble du
domaine).

Une estimation de l’erreur relative sur chaque élémentΩe peut ainsi être établie de la manière
suivante :

εΩe =
||~e||Ωe

||~Φex||Ω

D’un point de vue numérique, l’intégration doit se faire surdes champs issus de 2 maillages
différents (et donc ayant des points d’intégration différents). Pour rendre cohérentes les approxi-
mations de ces deux champs, une projection~Φp

re f de~Φre f sur le maillage grossier est effectuée.



Remarque : Concernant les éléments coupés par l’iso-zéro dela level-sets, l’intégration numé-
rique nécessite de les redécouper en sous-éléments, ayant chacun leurs propres points d’intégra-
tion. La projection peut donc se faire de la même manière.

3.2 Algorithme de remaillage

L’estimation de l’erreur relative, telle que vue ci-dessus, nous sert de critère de raffinement.
Pour chaque élément, une valeur limite (εLIM) de l’erreur (εΩe) est imposée, au delà de laquelle
les élements doivent être raffinés. Cette opération se répète tant qu’il reste des éléments à raffiner.
Une illustration de la boucle de raffinement est présentée enfigure 1.

Figure 1 – Algorithme de remaillage

4 Applications

On présente deux applications de cette approche :
– une première en éléments finis classiques, afin de valider laméthode sur un exemple de la

littérature,
– une seconde en modélisant un domaine troué, avec l’utilisation de la méthode X-Fem.

Chaque cas correspond à un domaine plan carré, dont les bordssont soumis à des conditions de
Neumann, et où un point est soumis à une température imposée pour rendre la solution unique.

4.1 Etude élements-finis classique

Ce premier problème consiste à vérifier la validité de l’algorithme dans le cadre d’éléments
finis classique. Pour cela, le cas test étudié est celui proposé dans [10]. Il s’agit de résoudre un
problème dont la solution en température est :

T (x,y) = 5x2 · (1− x)2 · (e10x2
−1) · y2 · (1− y)2 · (e10y2

−1)



Figure 2 – Solution du problème (à gauche) et comparaison entre remaillage issu de [10] (au
centre) et celui de notre algorithme (à droite)

Les raffinements obtenus sont illustrés en figure 2.
L’erreur choisie dans [10] est légèrement différente de la nôtre car basée sur le nombre d’élé-

ments. De plus les éléments utilisés sont des type quadrangles (au lieu de triangles dans notre
cas). Ainsi, seule une comparaison qualitative peut être effectuée. Comme le montre la figure 2,
les deux raffinements concordent, se faisant dans les régionoù le gradient varie de manière impor-
tante. D’autre part, le critère sur la précision des résultats est respecté au bout d’un nombre faible
d’itérations.

4.2 Modelisation X-FEM d’un trou

On considère maintenant un domaine troué, traité avec la méthode X-Fem. Des conditions aux
limites de type flux sont imposées sur le contour intérieur dutrou.

La solution en température et le maillage final obtenu sont présentés en figure 3.

Figure 3 – Solution et remaillage du problème avec trou par methode X-Fem

Là encore, le critère sur l’erreur est respecté au bout de quelques itérations. On notera que,



comme dans l’exemple précédent, le raffinement se fait essentiellement dans les zones de fortes
variations de gradients (au voisinage du trou). Les erreursici sont principalement dues à une
mauvaise prise en compte des conditions aux limites sur le contour du trou (la level-set et sa
normale étant linéaires par morceaux). Le raffinement dans l’angle correspond au point dont la
température est imposée.

5 Conclusion

Cette étude aura permis de développer une méthode de maillage adaptatif de type h, dans
l’environnement X-Fem et level-sets. Dans ce cadre, la génération d’un maillage de type oc-
tree/quadtree est très facile à mettre en œuvre. Notons cependant que la gestion des nœuds orphe-
lins dans la zone enrichie reste délicate. Actuellement, l’erreur sur un maillage donné est estimée
à partir d’un calcul réalisé sur un maillage plus fin. Des travaux sont en cours pour utiliser des
approches moins coûteuses.
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