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Résumé — Quelques méthodes numériques récemment développées dans le cadre du projet ANR Bio-
FiReaDy sont regroupées dans cette communication. L’objectif est de simuler en 3D des écoulements
de fluides complexes interagissant avec des obstacles immergés. L’algorithme repose sur une discrétisa-
tion hybride grille-particules, des algorithmes à pas fractionnaires et l’utilisation de solveurs rapide afin
de réduire les coûts de calcul. Cela ouvre la porte à des simulations 3D de grande dimension, tout en
permettant d’étudier l’influence de nombreux jeux de paramètres sur l’écoulement.
Mots clés — Fluides complexes, Méthodes numériques pour les écoulements 3D, Méthodes hybrides
grille–particules, Interaction fluide–structure, Calcul scientifique

Cet exposé se concentre sur la présentation de stratégies algorithmiques adaptées au calcul 3D
d’écoulements complexes, très visqueux et incompressibles. Le fluide considéré n’est pas homogène
et ses propriétés dépendent de la fraction massique α d’un certain agent. Il peut en particulier avoir des
propriétés non newtoniennes de type loi de puissance. De plus, le fluide interagit avec des obstacles
mobiles immergés, ce qui conduit à la résolution du problème non linéaire (1).

−div(σ̃(u))+∇p = f dans Ω\B(t)

divu = 0 dans Ω\B(t)

u(t) = u(t) dans B(t)
∂α

∂t
+u ·∇α−η∆α = 0 dans Ω

(1)

où σ̃ = K(α)γ̇ n(α)−1D(u), D(u) =
∇u+∇uT

2
et γ̇ = 2‖D‖= 2

√
D : D

Ω est le domaine de calcul complet, B(t) correspond au domaine occupé par les obstacles immergés
à l’instant t, Ω \B(t) correspond donc au domaine occupé par le fluide à cet instant. Dans ce système
u est le champs de vitesse, p la pression, σ = σ̃ + pId le tenseur des contraintes, D le tenseur des
déformations et u(t) la vitesse des obstacles à l’instant t. Enfin K et n sont les paramètres de la loi
rhéologique qui peuvent dépendre de la fraction massique α, transportée par l’écoulement et qui peut
également se diffuser (en pratique η reste “petit”).

La méthode de pénalisation [1] permet de gérer l’interaction entre le fluide et les obstacles. Elle fait
partie de la grande famille des méthodes de “domaine fictif” pour lesquelles il n’est pas nécessaire de
connaître précisément la position de l’interface entre le fluide et les obstacles (dont la position peut être
très délicate à calculer). Le premier avantage de ce type de méthodes est que le maillage n’a pas besoin
d’être conforme aux obstacles, il n’est donc pas nécessaire de le déplacer avec des méthodes de type
ALE qui sont très coûteuses en 3D. Le second est que la première équation de (1) est étendue dans tout
le domaine de calcul Ω en forçant l’égalité u(t) = u(t) dans B(t) :

−div(σ̃(u))+∇p+
χ

ε
(u−u) = f dans Ω

divu = 0 dans Ω\B(t)
∂α

∂t
+u ·∇α−η∆α = 0 dans Ω

(2)
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avec χ la fonction caractéristique de B(t) et ε << 1 le paramètre de pénalisation. La vitesse des obstacles
u(t) est supposée connue a priori. L’interaction fluide–structure complète peut être étendue dans le cas
de solides rigides [2] ou élastiques [3].

Il a été montré [4] que le problème (2) admet une unique solution et elle converge vers la solution de
(1) lorsque ε−→ 0.

Remarque : bien qu’il s’agisse d’un problème de Stokes quasi–statique, la première équation de (2)
dépend implicitement du temps à travers α (qui intervient dans σ), u et les conditions aux limites (non
précisées ici pour alléger les notations).

Pour résoudre l’équation de convection–diffusion sur α, une méthode de splitting est utilisée [5, 6].
Cela sépare la résolution de la convection et de la diffusion, permettant ainsi d’utiliser une discrétisation
bien adaptée pour chacun de ces phénomènes. Cela conduit à la résolution d’une équation de convection,
puis d’une équation de la chaleur.

La fraction massique α est d’une part discrétisée sur un nuage de N particules [6, 7], chacune étant
localisée au point ξp, portant une fraction massique αp et ayant un volume vp constant (car l’écoulement

est incompressible) : α =
N

∑
p=1

αpδξpvp

L’équation de convection, discrétisée avec cette méthode particulaire, est alors transformée en un système
d’équations différentielles. L’avantage de ce système est qu’il peut être résolu de manière explicite sans
être contraint par une condition de stabilité de type CFL, de grands pas de temps peuvent ainsi être
utilisés :

dαp

dt
= 0,

dξp

dt
= u(ξp)

Une discrétisation sur une grille est par ailleurs utilisée pour la résolution de la diffusion (équation
de la chaleur). Comme le coefficient de diffusion reste petit (la convection est le phénomène dominant
dans les applications visées) une résolution explicite ne pose pas de problème particulier.

Le coût de calcul de ces méthodes est linéaire par rapport au nombre de particules, ce qui les rendent
très attractives pour des calculs 3D de grande dimension. Le point clé pour ne pas ruiner cette efficacité
est de faire des interpolations efficaces entre la grille et le nuage de particule. L’utilisation de noyaux
à support compact [8] permet de conserver ce coût de calcul qui fait la force des méthodes hybrides
grille–particules.

Afin d’exploiter pleinement ces performances de calcul il reste alors à calculer efficacement le
champs de vitesse u, solution du problème de Stokes. Pour alléger les notations on note µNN(α,u) =
K(α)γ̇ n(α)−1 qui peut être vu comme une “viscosité non newtonienne équivalente”.

Les méthodes de projection sont traditionnellement utilisées pour la résolution des équations de
Navier–Stokes instationnaires [9] : ce sont des algorithmes à pas fractionnaire, qui permettent de séparer
le calcul du champs de vitesse et de la pression dans un algorithme de type prédiction/correction. Une
méthode similaire a été développée pour ce problème quasi–statique à viscosité variable [10]. Il s’agit
d’une méthode itérative qui permet de traiter de manière explicite, dans un point fixe multi–critères,
les termes issus de la non homogénité du fluide et la non linéarité des termes non newtoniens. La mé-
thode garanti également une bonne précision du champs de vitesse proche des bords (des obstacles et du
domaine de calcul), problème inhérent aux méthodes de projection traditionnelles [9].

À chaque itération i, l’algorithme s’écrit en trois étapes (voir [10, 11] pour plus de détails), il est
présenté ici pour des conditions aux limites de Dirichlet u = g sur ∂Ω :

1. Prédiction, résoudre le problème : −µNN(α,ui)∆u∗i+1 +
χ

ε
(u∗i+1−∇ζi− ū) = f +[2D(ui)+(divu∗i )Id]∇µNN(α,ui) dans Ω

u∗i+1 = g−∇ζi sur ∂Ω

2. Calcul du projecteur ζ en résolvant le problème de Poisson :


−∆ζi+1 =−divu∗i+1 dans Ω

∂ζi+1

∂n
= 0 sur ∂Ω
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3. Correction : ui+1 = u∗i+1−∇ζi+1

Une dicrétisation avec une grille cartésienne régulière est utilisée, ce qui permet d’utiliser des sol-
veurs rapides pour la résolution du problème de Poisson [12] à l’étape 2. Le coût de calcul est quasi
linéaire par rapport au nombre de points de grille, i.e. O(N logN).

Pour la résolution du problème de l’étape 1, un algorithme basé sur la formule de Shermann–
Morrison–Woodbury a été développé [13]. Il consiste à voir le problème de l’étape 1 comme un pro-
blème de Poisson perturbé du type −µ∆u+ cu = g (où c est à support dans B). Cet algorithme permet
de résoudre un autre problème itératif posé sur les points pénalisés (i.e. situés dans les obstacles) et qui
est donc de dimension bien inférieur au problème initial. Il se décompose en une suite de problèmes de
Poisson, ce qui permet de profiter de l’efficacité du solveur précédent et d’avoir un algorithme complet
au coût de calcul quasi linéaire, particulièrement bien adapté aux calculs 3D de grande dimension.

Les algorithmes de résolution présentés ci-dessus ont été implémentés dans un code de calcul qui
a principalement été utilisé pour simuler l’écoulement du mucus pulmonaire. L’objectif est d’étudier le
phénomène de clairance mucociliaire qui permet d’évacuer les impuretés inhalés (agents pathogènes,

FIGURE 1 – (En haut) Simulation de l’écoulement du film de mucus autour d’un tapis de 128 cils avec battement
asynchrone (Résolution : 1024×512×256 points de grille). En vert est affichée une isosurface de fraction massique
de mucines. L’échelle de couleur présente la norme de vitesse sur les bords du domaine (conditions aux limites
périodiques). (En bas) Exemples d’écoulements d’un scalaire passif à travers deux milieux poreux (Résolution :
10243 points de grille). En gris est représentée une isosurface de la fonction caractéristique de la géométrie du
milieu. L’échelle de couleurs, utilisée pour représenter le scalaire, quantifie la norme de la vitesse de l’écoulement.
(En bas à gauche) Échantillon d’un empilement de microsphères de silice. (En bas à droite) Vue multi–échelles de
l’écoulement dans un échantillon de grès de Castlegate en Utah (seule la partie supérieur est affichée)
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poussières, pollution, . . .). Ces simulations ont été réalisées dans le cadre du projet ANR BioFiReaDy 1,
en se focalisant sur l’écoulement à l’échelle des cellules épithéliales, équipées de cils vibratiles, dont
le battement entraîne le film de mucus. Dans ce fluide biologique, α représente la fraction massique
de mucines dans le mucus, ce sont des protéines qui influencent directement la viscosité et la rhéolo-
gie [14]. L’objectif de ces simulations est d’étudier l’influence des différents paramètres du modèle sur
l’efficacité de la clairance mucociliaire, une stagnation du mucus entraînant de nombreuses infections
secondaires, notamment dans le cas de pathologies comme la mucovicidose. Grâce aux bonnes perfor-
mances algorithmiques présentées ci-dessus de nombreux jeux de paramètres peuvent être simulés de
manière systématique.

Ce code de calcul a également été utilisé pour simuler des écoulements en milieux poreux à l’échelle
des pores (figure 1). Cet écoulement est modélisé par le problème de Stokes–Brinkman qui est exacte-
ment un problème de Stokes pénalisé (le paramètre de pénalisation quantifie ici la porosité de la phase
solide). Les bonnes performances de calcul de ce solveur de Stokes permettent en outre de calculer les
tenseurs de perméabilité équivalente du milieu à très haute résolution (testé jusqu’à un milliard de points
de grille). Ils peuvent ensuite être utilisés dans le problème de Darcy, beaucoup plus simple à résoudre.
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