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Résumé — Nous considérons le probleme de synthése du contrdle de systémes linéaires a temps discret
lorsque ce contrdle est quantifié (quantized), c’est-a-dire quand I’ensemble des valeurs que peut prendre
le contrdle est fini. Nous montrons comment synthétiser un contrdle stabilisant en appliquant une mé-
thode de décomposition de I’espace des états sur un modele réduit du systeme. Nous calculons également
une borne supérieure de 1’erreur induite sur le modele original. La procédure est illustrée sur plusieurs
études de cas.

Mots clés — réduction d’ordre de modele, contrdle garanti, synthése de contrdle, contrle stabilisant.

1 Introduction

Nous considérons un systeme d’équations différentielles, noté ¥, discret, linéaire et invariant dans le
temps ( DLTI ) de la forme :
Y- { X(I+T) :Adx(t)+Bdu(t)7 (1)

ye) = Cax(t),

ou x € R” est la variable d’état, y € R™ est la variable de sortie, u(-) est une fonction de controle a
valeurs dans R?, A; € R™" B, € R"™P C,; € R™*", ces matrices sont indicées d car elles définissent le
systeme discret, et T est une constante d’échantillonnage du temps. Ce systeme correspond a la discréti-
sation temporelle du systeme continu linéaire invariant dans le temps suivant :

{x(t) = Ax(t) 4+ Bu(t),
() =Cx(),

avec .
Ag=¢€"", By= / ATIBdr, C;=C.
0

De fagon essentielle ici, nous imposons que u(z) prenne ses valeurs dans un ensemble fini de vec-
teurs de R”, noté U. Chaque élément de U est appelé mode. Un tel contrdle est dit quantifié (voir [1]).
Le probleme du contrdle (discret) quantifié est de trouver une loi u(f) qui a chaque instant d’échantillon-
nage T,27,... trouve le bon élément de U afin de réaliser un objectif donné, tel que la stabilisation autour
d’un point cible y,;. En général, la stabilisation de tels systémes ne peut €tre parfaite [?], et on recherche
seulement une stabilisation “pratique” : on recherche non pas un point d’équilibre y,;, mais seulement
un voisinage de y,p; a I'intérieur duquel le systeme finit par €tre confiné.

Entrées du probleme :

1. un sous-ensemble R, C R" de I’espace des états, appelé ensemble d’intérét,
2. un sous-ensemble R, C R™ de I’espace des sorties, appelé ensemble cible.

Objectif : trouver une loi de contrdle u(-) qui, pour tout point initial x, € Ry, stabilise la sortie y dans
la zone R,.

Dans [2], nous avons proposé une procédure (appelée “procédure de décomposition™) dans le but
d’atteindre un objectif analogue. En raison de son cofit exponentiel en fonction de la dimension, la
méthode de décomposition sera appliquée ici a un modele réduit X de dimension n, < n afin de stabiliser



sa sortie dans ’ensemble cible R,. Nous montrerons que la loi de contrdle ainsi synthétisée stabilise
€galement la sortie du systeme original X dans R, avec une tolérance €. Nous illustrons la méthode sur
plusieurs exemples.

2 Procédure de synthese de controle

Etant donné le systeme X, une zone d’intérét R, et une zone cible R, la méthode consiste d’abord a
réduire le systéme X de dimension n en £ de dimension 7, < n. Nous appliquons ici la méthode classique
de troncature équilibrée (balanced truncation) (voir [3, 4]). Le systéme ¥ est lui-méme un systeme DLTI
défini par des matrices Ad, By, é‘d. Le systeme $ est décrit sous la forme :

i{ (r+7)

o)

= Agx(t) + Bau(t),
= C‘dﬁ(t ),
avec A .
Ad = eAI, éd = /O eA(T_t)édt, éd =C.
La méthode de balance(Ai truncation est une méthode de rédllction par projection, notée ici . La
projection de R, sera notée R,. On va synthétiser un contr6le sur X en lui appliquant une adaptation de la

procédure de décomposition de [2]. Cette procédure prend en entrées :

1. R, la projection de I’ensemble d’intérét Ry,

2. R, I’ensemble cible,

3. kun entier fixant le nombre maximal de modes successifs recherchés par la procédure.
En sortie, cette procédure trouve une décomposition A de 1a forme {Vi,0i}ier telle que :

1. I est un ensemble fini d’indices,

2. chaque V; (i € I) est un produit d’intervalles de dimension n, tel que J;c; Vi = R.,

3. chaque o; (i € I) est une k-séquence, c’est-a-dire une suite d’au plus k modes de U, telle que
I'image de V; aprés application successive des modes de o; soit contenue dans R, et la sortie
correspondante dans R,.

La décomposition A induit un contrdle u A sur R,. Considérons en effet un point initial quelconque xg
de R,. Soit Xy = T,xp sa projection dans R, : %o appartient a V;, pour un certain iy € /; donc apres
application de ©;,, on obtient un point x; de R, ; donc, x; appartient lui-méme 2 Vi, pour un certaini; €/ ;
et ainsi de suite, on construit, a partir de Xy, une suite de points X1,%»,... obtenus par application des k-

séquences Gj,, G, ... (étapes (1),(2) et (3) de la procédure hors ligne figure 1).
Ce controle uy défini sur le systeme réduit X, peut tre appliqué au systeme original X : on construit,
a partir de xo, une suite de points xj,x2,... obtenus par application des k-séquences o;,, G;,, ... (étapes

(4),(5) et (6) de la procédure hors ligne figure 1).

Pour tout xp € R, et pour tout # > 0, une majoration €} de I’erreur ||y(xo,u3,7) — y,(T-x0,u3,1)|| peut
étre calcul€e en utilisant des inégalités algébriques classiques et le principe de superposition pour les
systemes linéaires (voir [5]). Lerreur ||y(xo,u3,t) — yr(T:x0,u3,1)|| est elle-méme bornée par &) quand
une k-séquence de longueur j est appliquée, ce qui donne les résultats (2) et (3). €7 existe dans le cas ou

le module des valeurs propres des matrices ¢™ et ¢™ est strictement inférieur 2 1, ce que nous supposons.

_ [T A e B
= IuE [Mie —e [ i || § |1+

. JTA
sup || [ € —C][e EMH,C):;OM )

x0€Xo
ey = sup 8§ 3)
JEN>

Notation : Pour tout produit d’intervalle Ry de la forme [a;,b1] X -+ X [am,bm), on note Ry + € le
produit d’intervalles [a; —€,b1 + €] X -+ X [a — €, by +€].



Proposition 1 Considérons un systeme DLTI ¥, une zone d’intérét Ry, une zone cible R,. Soit 3 la
projection de ¥ par troncature équilibrée. Soit A une décomposition obtenue pour ¥ avec Ry, Ry et
k € N> en entrées. Pour tout point xo € Ry, le controle uy induit appliqué a ¥ en x est tel que pour tout
J € Nxo y(jt) appartient a Ry + € o € est défini en (3).

3 Extension pour I’utilisation en ligne

Ko oot > %o S S R, . TR X,
(1) .
(4) ]9, (1) | 9 ) |o.
T
v v o R
X4 X4 Xl‘ __________________________ . X,
(3)
o,
(5) % (2) |9, (4) |19, Y
v | BN T
X2 X, x, Vo R . X,
(5)
‘ Gij
(6) |9, (3) |9, 6 o, ;
\
\ v ‘
X, %, X,

FIGURE 1 — Schémas de procédures hors ligne (a gauche) et en ligne (a droite) pour des simulations de
longueur 3.

Jusqu’ici, la procédure de synthese de contrdle consistait a calculer une suite de k-séquences sur le
modele réduit £, et a I’appliquer au modele complet Z. Cette loi de contréle est donc calculée hors-ligne.
Cependant, la décomposition A peut étre utilisée en ligne de la facon suivante : soit xy un point initial
quelconque de R, et £y = T,x sa projection appartenant a R, (étape (1) de la procédure en ligne figure
1) ; £o appartient a V;, pour un certain ip € I ; on peut appliquer la k-séquence 6;, au modele complet X,
ce qui emmene X a I’état x; (étape (2) de la procédure en ligne figure 1), et la sortie correspondante y; est
envoyée dans R, + £|y0i°|. Afin de calculer une nouvelle k-séquence, il faut s’assurer que 7,x; appartient
bien a R, (étape (3) de la procédure en ligne figure 1).

Notons £ 1’état dans lequel est emmené le systeme réduit & apres application de la k-séquence Cijy-
La majoration de I’erreur ||7,x; — £ || (erreur de trajectoire d’état ou state trajectory error), et un renfor-
cement de la procédure permettant de prendre en compte cette erreur vont nous permettre de garantir que
la projection de 1’état du systéme complet ,.x; reste dans R, a chaque étape. Notons €, une majoration
de ||m,x; —£|| quand une k-séquence de longueur j est appliquée (donnée ci-dessous en 4). L’erreur

|| x1 — %1 || est donc majorée par eLGio‘.

. . JT oA B
et =100 [N me n 1[5 ][5 1+

JTA
sup || [ e 1,,,}{6 e"‘AH X0 ]||. @)

X0ER TCRX()

Nous modifions maintenant la procédure de décomposition. Cette nouvelle procédure, que nous ap-
pelons e-décomposition, prend en entrées :



1. R, la projection de I’ensemble d’intérét Ry,
2. R, I’ensemble cible,
3. kun entier fixant le nombre maximal de modes successifs recherchés par la procédure.

4. {&l}1<j<k un vecteur contenant les erreurs €} a k.

En sortie, cette procédure trouve une e-décomposition A de la forme {Vi,0i}ier telle que :
1. I est un ensemble fini d’indices,
2. chaque V; (i € I) est un produit d’intervalles de dimension n, tel que (J;c; Vi = R.,

3. chaque o; (i € I) est une k-séquence, c’est-a-dire une suite d’au plus k modes de U, telle que
I’image de V; aprés application successive des modes de o; soit contenue dans R, — 8)‘(6" et la

sortie correspondante dans Ry.

En appliquant la procédure modifiée comme ci-dessus, nous pouvons effectuer un contrdle en ligne.

c 4z < N 5 loigl y: . s B Siy|

La séquence o;, a été calculée de facon a envoyer V;, dans R, —¢€, . Ainsi, £ appartient & R, — 8,‘5 o
. A . o; . . . A

Donc m,x; appartient R, puisque 8)‘5 ol est une majoration de la distance maximale entre £; et 7,x;. Nous

pouvons donc calculer la k-séquence o;, et itérer la procédure. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 2 Considérons un systeme DLTI ¥, une zone d’intérét Ry, une zone cible R,. Soit S la
projection de . par troncature équilibrée. Soit A une €-décomposition obtenue pour 3 avec R, Ry,

k € Nyg et {Sfc}lgjgk en entrées. Pour tout point xo € Ry, le controle uy induit appliqué a X en xo génere

. . . . . N Gi O; N
une suite de points en sortie y1,ys,... qui appartiennent a Ry + E‘y Ol, R, +£|y “,. .. Ol Gj),0,,... sont les

k-séquences successivement appliquées.

4 Exemple d’illustration

4.1 Colonne de distillation

On considere un modele linéarisé de dynamique chimique dans une colonne de distillation [6] per-
mettant de se ramener a un systéme DLTI de la forme de 1’équation (1). L’état x = (x1,x2, ..., X1 )T est de
dimension 11 : x1,xp,...,x19 correspondent aux concentrations du mélange aux différents étages, et x1;
correspond a la pression en haut de la colonne. La perturbation ® en apport de produit est négligée. La
variable de contrdle u € U = {0, 1}, correspond a I’état allumé (1) ou éteint (0) du chauffage. La sortie y
est de dimension 1 et correspond a la concentration du composant le plus volatile dans le produit récupéré
en bas de la colonne.

Pressure
Condenser

| Reflux - .
Top product

@
o—p

[—
[ _*1]
’_
X,
Input Feed ,_ E
EJ
[—
_l

u o—

Reheater

Battom product

FIGURE 2 — Modele de la colonne de distillation de dimension 11 tiré de [6].



Les matrices A, B et C sont les suivantes :

r—1.4 -043 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
095 —1.38 046 O 0 0 0 0 0 0 0.05
0 095 —141 0.63 0 0 0 0 0 0 0.02
5 0 0 095 —158 1.1 0 0 0 0 0 0
— 10— 0 0 0 09 -312 15 0 0 0 0 0
A=10""x 0 0 0 0 202 -352 22 0 0 0 0 ’
0 0 0 0 0 202 —422 28 0 0 0
0 0 0 0 0 0 202 —482 37 0 0.02
0 0 0 0 0 0 0 202 =572 42 0.05
L255 0 0 0 0 0 0 0 0 255 -1.854

B=[0 000 00 00000 0],

c=[000000000 00 0].

Le systéme réduit par troncature équilibrée, d’ordre n, = 2, est le suivant :

A=10"3x [ _0(3161 :2:;2 } ., B=10"3x [ _1f765 ] C=107x[15 1.75].

L’ensemble d’intérét est R, = [0,1]''. L’ensemble cible est R, = [0.0015,0.0025]. On calcule la
borne € = 8,25 x 10~*. Les méthodes hors ligne et en ligne permettent d’obtenir le partitionnement
en dix-neuf sous-ensembles Figure 3, les deux méthodes aboutissent a la méme décomposition du fait
du caractere contractif du modele. Des simulations hors ligne et en ligne sont données Figure 4. Les
marqueurs correspondent a la fin des séquences ;. La sortie y, du systeme réduit est stabilisée dans Ry.
Dans le cas hors ligne, la sortie y du systeme complet est stabilisée dans R, + €. Dans le cas en ligne, la
sortie y est stabilisée dans R, + 85", ou /; est la longueur de la k-séquence appliquée.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 3 — Décomposition A de R, = m,[0, 1]'! dans le plan (£;,£,).

4.2 Autres exemples traités

Cette méthode a été testée sur d’autres exemples de la littérature, en particulier la régulation de la
température d’un appartement quatre pieces venant de [7], et ’atteignabilité de la température d’une
plaque chauffée [8]. Nous étudions actuellement des exemples de plus grande taille.

5 Remarques finales
Nous avons donné deux procédures permettant de synthétiser un contrdle qui atteint un objectif de

stabilisation pratique dans une zone cible donnée dans le cas ou le contrdle est quantifié. Le controle
hors ligne permet, au prix d’une majoration €7’ de Ierreur relativement pessimiste, d’obtenir le méme

5



0.006 T T T 0.006 T T T
yr yr
Y Y
0.005 —-Ry 0.005 | —-Ry
— "Ry + eps-y-inf — Ry + eps-y-li
> 0.004 > 0.004
P F
2 2
o [
K 2
© ©
= 0.003 = 0.003
= =
2 =3
Qo Qo
£ £
) pu’
(e} e}

0.002 0.002

0.001 0.001 F

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Time (s) Time (s)

FIGURE 4 — Simulation de y(t) = Cx(t) et y,(r) = C%(r) a partir de xo = (0.55)'". A gauche : controle
hors ligne ; a droite : contrdle en ligne.

comportement que le modele réduit. Le controle en ligne conduit a des erreurs moins pessimistes mais
implique un comportement qui peut étre différent du modele réduit, des décalages peuvent apparaitre et
les cycles limites (séquences appliquées en régime stationnaire) peuvent étre différents. Le comportement
du modele complet est donc moins maitrisé, mais son utilisation peut étre effectuée en ligne.

Des questions restent ouvertes avec les méthodes proposées ici. En effet, lors d’une utilisation réelle,
seule la sortie y du systeéme complet ¥ est connue, ce qui implique de reconstruire I’état réduit X = m,x
en ligne a partir de y (soit en reconstruisant 1’état complet puis en le projetant, ou en reconstruisant
directement 1’état projeté). Jusqu’ici, cette reconstruction était supposée exacte. Nos futurs travaux se
dirigent vers cette étape de reconstruction en ligne, et notre principale piste est I’utilisation de filtres de
Kalman étendus [9].
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