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Résumé — Le but de cette contribution est d’illustrer les résultats fondamentaux obtenus sur la modé-
lisation et simulation numérique des phénomènes de rupture fragile dans le cadre de l’approche varia-
tionnelle à la mécanique de la rupture. On illustre à l’aide d’exemples numériques comment les modèles
d’endommagement à gradient peuvent être utilisés pour rendre compte des phénomènes d’initiation et
nucléation. Dans le cas de chargement thermique (choc thermique), on montre qu’on peut prédire la nu-
cléation d’un réseaux complexe de fissures et sa propagation en bon accord avec les résultats théoriques
et expérimentaux.
Mots clés — Endommagement, rupture, méthodes énergétiques.

1 Introduction

Les modèles d’endommagement sont souvent utilisés pour la simulation numérique des phénomènes
de fissuration dans les solides. Les approches énergétiques basées sur une formulation variationnelle
constituent un cadre théorique clair pour établir les liens entre les modèles d’endommagement [5, 7, 8]
et les modèles de rupture [2, 4]. Le but de cette contribution est d’illustrer par des exemples les résultats
fondamentaux obtenus sur la modélisation et la simulation numérique des phénomènes de rupture fragile
dans le cadre de l’approche variationnelle à la mécanique de la rupture dans les dernières années [1, 3, 9,
10, 12]. Nous considérons des modèles d’endommagement dont l’evolution quasi-statique est formulée
comme un problème de minimisation de la fonctionnelle énergie totale

E(u,α) =
∫

Ω

1
2

a(α)A0ε(u) · ε(u)dx+
Gc

cw

∫
Ω

(
w(α)
`

+ `∇α ·∇α

)
dx, (1)

sous une contrainte d’irréversibilité sur la variable d’endommagement. Ici on dénote avec u le champ de
déplacement, α le champ d’endommagement, ε(u) les déformations linéarisées, A0 le tenseur d’élasticité,
Gc la ténacité du matériau, et ` un paramètre materiel qui a la dimension physique d’une longueur. Les
fonctions a et w identifient la loi de comportement du modèle d’endommagement, représentant la mo-
dulation de la rigidité et de la dissipation volumique d’énergie avec l’endommagement, respectivement.
On assume que a décroît de 1 à 0 et w croit de 0 à 1 pour α qui croit de 0 à 1. Des résultats théoriques
permettent d’établir que, sur pour une large classe de fonctions a et w, ces modèles d’endommagement
sont énergiquement équivalents au modèle de rupture de Griffith dans les sens où, pour `→ 0, les mi-
nima globaux de (1) convergent vers le minima globaux de l’énergie du modèle de Griffith, somme de
l’énergie énergie élastique du milieu fissuré et de l’énergie de fissuration proportionnelle à la mesure des
surfaces fissurées.

Nous étudions l’evolution quasi-statique de l’endommagement dans la structure déterminée par la
minimisation locale de (1) sous la contrainte d’irréversibilité, en montrant qu’on peut rendre compte des
phénomènes d’initiation et de propagation de fissures avec des morphologies complexes sans aucune
hypothèse supplémentaire.
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FIGURE 1 – Réseau hexagonal de fissures engendré par un choc thermique : résultats d’une simulation
numérique obtenue avec le modèle d’endommagement à gradient [3]. Le chargement est donnée par un
choc thermique sur la surface inférieur du bloc, qui est libre aux bords et sans forces volumiques.

2 Choix du modèle d’endommagement

Pour reproduire la phéoménologie typique de la rupture des matériaux fragiles, les fonctions a et w
doivent respecter deux propriétés fondamentales [1] :

— Dissipation finie à la rupture totale : w(1) < ∞. Cette propriété est nécessaire pour pouvoir as-
socier une énergie de rupture finie à une localisation de l’endommagement correspondante à une
fissure.

— Adoucissement en contraintes : w′(α)/s′(α), s = a−1 étant la modulation de la souplesse, doit
être une fonction décroissante de α, au moins pour tout α assez élevé. Cette propriété, liée à la
non-convexité de l’énergie totale, est nécessaire pour introduire des phénomènes de localisation
et perte de l’ unicité des solutions à endommagement homogène.

On illustre les résultats analytiques et numériques obtenus avec 3 modèles particuliers :
— (AT)

a(α) = (1−α)2, w(α) = α
2.

correspondant au modèle utilisé dans [2] et couramment utilisé dans la littérature récente de
calculs numériques. Dans ce modèle, ayant une limite d’élasticité nulle, la réponse homogène est
caractérisée par une phase durcissante suivi d’une phase adoucissante.

— (LE)
a(α) = (1−α)2, w(α) = α.

correspondant à une modification minimale de (AT), qui, tout en gardant une dependence qua-
dratique de l’énergie par rapport à α, introduit une contrainte limite d’élasticité [9].

— (LS)

a(α) =
1−w(α)

1+(k−1)w(α)
, w(α) = 1− (1−α)2.

correspondant à un modèle paramétré par k ≥ 1 dont la réponse homogène est caractérisée par
une phase élastique linéaire et une phase où la contrainte décroît linéament avec la déformation
(Linear Softening), avec une pente dépendant de k.

Tous ces modèles sont purement phénoménologiques et macroscopiques, n’étant pas basés sur une
approche micromécanique.

2.1 Propagation, nucléation, initiation et réseaux complexes de fissures

On illustre les propriétés fondamentales des modèles d’endommagement à gradient ci-dessous et leur
utilisation pour la simulation numérique en rupture fragile à l’aide d’experiences numériques suivantes :

1. Propagation d’une fissure droite, montrant comment la localisation d’endommagement représen-
tant une fissure se propage suivant le critère de Griffith [6, 11].
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2. Nucléation dans une barre en traction homogène, montrant la dépendance du chargement critique
à la nucléation de la longueur interne et des autres paramètres du modèle [9].

3. Nucléation dans une barre trouée, montrant la dépendance du chargement critique à la nucléation
de la taille du défaut et des paramètres du modèle.

4. Initiation à partir d’une singularité de la forme d’une entaille, montrant la dépendance du char-
gement critique à l’initiation de l’angle de l’entaille et des paramètres du modèle.

5. Morphogenèse et propagation des réseaux complexes de fissures sous chargement thermique en
2D et 3D [3].

Dans chaque cas, les résultats numériques sont appuyés par des résultats analytiques ou semi-analytiques.
La figure 1 illustre le réseau tridimensionnel de fissures obtenu dans le dernier cas.
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