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Résumé — Ce travail propose un modele de type Mori et Tanaka généralisé, fondé sur 1I’approche par
motifs morphologiques représentatifs, afin d’estimer les propriétés élastiques effectives des matériaux
nanoporeux avec des cavités sphériques et sphéroidales dont la distribution des centres est ellipsoidale.
Mots clés — Homogénéisation, Nanoporeux, Cavités sphéroidales.

1 Introduction

Ce travail concerne la détermination des propriétés élastiques effectives des matériaux nanoporeux
contenant des cavités de formes sphériques et sphéroidales. L’ application visée concerne le combustible
nucléaire UO, fortement irradié, étudié par I'Institut de Radioprotection et de Streté Nucléaire (IRSN)
afin d’estimer la tenue des crayons combustibles lors d’un accident de réactivité. Ce matériau a la particu-
larité de posséder, en premicre approximation, deux populations de cavités : des cavités intragranulaires
sphériques, de I’ordre de quelques nanometres et des cavités intergranulaires, plutét de forme lenticu-
laires et dont la taille varie de quelques dizaines a plusieurs centaines de nanometres. Des travaux de
dynamiques moléculaires récents [7] ont montré I’existence d’un effet de surface a I’échelle des cavités
nanométriques dans 1’'UQO, qui modifie de facon non négligeable son comportement élastique effectif.
Cet effet, dii a la présence d’une zone perturbée de quelques rangées d’atomes entre les cavités et la
matrice, devient plus important 2 mesure que le nombre d’atomes a proximité des surfaces augmente.
Les propriétés mécaniques macroscopiques des matériaux nanocomposites dépendent fortement des lon-
gueurs caractéristiques nanométriques de la microstructure [5], telles que la taille des cavités dans le cas
de I’'UO; irradié.

Des travaux récents [2, 3, 5] ont étendu des modeles micromécaniques classiques, en particulier le
modele autocohérent généralisé et le modele de Mori et Tanaka, aux cas des matériaux nanocomposites.
Ces modeles fournissent des estimations du comportement élastique effectif des matériaux nanocompo-
sites contenant des inclusions (ou cavités dans le cas présent) sphériques distribuées de facon homogenes
et isotropes. Le travail présenté ici conduit a un modele de type Mori et Tanaka généralisé permettant
d’estimer les propriétés élastiques de matériaux nanoporeux contenant des cavités sphériques et sphéroi-
dales dont la distribution des centres des cavités est ellipsoidale. Cette estimation est issue de 1’applica-
tion de 1’approche par motifs morphologiques représentatifs de [10].

2 Meéthodologie

2.1 Modélisation de la zone perturbée

Le modele le plus couramment utilisé pour représenter les zones perturbées dans le cadre de I’étude
du comportement mécanique des matériaux nanocomposites est le modele d’interface imparfaite cohé-
rente initialement proposé par Gurtin et Murdoch [6]. Ce modele décrit la zone perturbée entre un milieu
1 et un milieu 2 par une surface matérielle, notée I', a travers laquelle une discontinuité du vecteur
contrainte est postulée alors que le déplacement est supposé continu. L’équilibre de la surface est décrit



par I’équation suivante, dite parfois de Young-Laplace généralisée :
o] - n+(os:b) - n+divio, =0 (1)

oll o représente la contrainte surfacique, [o] = 0@ — W e saut de contrainte a travers la surface,
I’opérateur div, la divergence surfacique d’un champ de tenseurs surfaciques tangents d’ordre deux, n
le vecteur normal unitaire a I" (orienté de 1 vers 2) et b le tenseur (d’ordre deux) de courbure.

Le comportement mécanique de la surface est supposé élastique linéaire isotrope dans le plan tangent
a I et est caractérisé par le tenseur de rigidité surfacique C :

o;,=C:¢; avec C;=2(kyJr+u;Kr) )

ouJr= %(zr ®1ir) et Ky = Iy —Jr avec ip (i =i —n®mn) et I les tenseurs identités respectivement
d’ordre deux et quatre dans le plan tangent a I'. Les scalaires k; et ug sont les coefficients d’élasticité sur-
facique exprimés en J/m? (ou en N /m). La déformation surfacique €, est égale 2 la partie tangentielle de
la déformation dans le milieu 1 (ou dans le milieu 2 car le déplacement et par conséquent la déformation
tangentielle sont supposés continus a travers I') sur la surface I' (e, = I : €| () = I : €2(x), YV €.

Il a été constaté que les équations du modele précédent correspondent, in fine, aux équations d’un
voile, c’est-a-dire d’une coque mince (d’épaisseur 4 finie) de Kirchoff-Love dont les efforts nécessaires
pour la fléchir sont négligeables devant les efforts pour 1’allonger. Dans le cadre de cette théorie, le
tenseur de rigidité volumique de cette coque équivalente (déja mis en évidence dans [2, 11]) s’écrit dans
la base d’isotropie {J, K} :

4ks,us

1
% 3(3,‘1‘9 - ks) ©)

Con = 3kpnJ +2up K ot kpp = et iy = %

2.2 Approche par motifs morphologiques représentatifs

L’ approche par motifs morphologiques représentatifs (MMR) a été initialement proposée par C. Stolz
et A. Zaoui [10] et fortement développée par la suite par Bornert et al. [1]. Contrairement a I’approche
classique, fondée sur le probleme d’inclusion d’Eshelby, 1’approche par MMR permet de déterminer les
propriétés élastiques effectives d’un matériau hétérogene en considérant des champs élastiques admis-
sibles hétérogeénes par phases. Cela permet de prendre en compte 1’arrangement local des phases et donc
d’introduire des longueurs caractéristiques de la microstructure dans les modeles micromécaniques. Elle
est donc particulierement adaptée pour déterminer les propriétés élastiques effectives des matériaux na-
nocomposites pour lesquels les zones perturbées sont localisées entre les hétérogénéités (cavités dans le
cas présent) et la matrice.

L’approche par MMR suppose que le volume élémentaire représentatif (VER) peut étre décomposé
en sous-domaines disjoints, connexes, de dimensions finies. Ces sous-domaines sont regroupés en famille
appelées motifs morphologiques représentatifs. Les membres d’'un méme motif ont une géométrie et une
distribution spatiale des propriétés mécaniques locales identiques.

Lorsque la distribution spatiale des centres des motifs est supposée ellipsoidale, la détermination des
propriétés élastiques effectifs passe par I’étude de problemes auxiliaires. Chaque probléme correspond a
I’étude du comportement d’un motif lorsqu’il est plongé dans un milieu de référence infini (de rigidité
C)), soumis a I’infini 2 une déformation €°. Lorsque le milieu de référence est la matrice, notée m (de
rigidité C,), il est possible de construire des estimations de type Mori et Tanaka généralisées (MTG) en
identifiant sur chaque probléme auxiliaire le tenseur d’ordre quatre Ty, tel que :

(T)p, =T, 1 €= (o) —C:(€)p, (4)

ot I’opération (.),, fait référence a la moyenne spatiale sur le domaine ® d’un champ tensoriel et D, au
domaine occupé par le motif r. Le champ de contrainte 7 est appelé champ de polarisation. Le tenseur
de rigidité effectif issu de 1’estimation de type MTG s’exprime alors :

-1
CMTG — cliS(C,)) = C + (I —(Tio)m - P’ ) H(Thirm ©)

ou (.)y est défini comme une moyenne volumique sur ’ensemble des motifs. Le tenseur P est le
tenseur de Hill relatif a la distribution ellipsoidale des centres des motifs lorsque le milieu de référence
est la matrice [1].



3 Estimation des propriétés élastiques effectives des matériaux poreux a
cavités bi-modales : nano-sphériques et nano-sphéroidales

3.1 Problémes auxiliaires

Deux motifs de forme extérieure sphérique (de rayon ry) sont définis. Le premier, noté § et relatif aux
cavités sphériques, est constitué d’une cavité sphérique (de rayon r;) entourée d’une couche de matrice
de forme extérieure sphérique concentrique avec le centre de la cavité. Le second, noté ‘£ et relatif aux
cavités sphéroidales, est constitué d’une cavité sphéroidale également entourée d’une couche de matrice
de forme extérieure sphérique concentrique avec le centre de la cavité. Dans les deux motifs, des condi-
tions d’interface imparfaite cohérente sont appliquées entre la cavité et la matrice. La distribution des
centres des cavités étant supposée ellipsoidale, la détermination des propriétés élastiques effectives, par
I’intermédiaire de I’approche par MMR, passe par la résolution de deux problemes auxiliaires associés
aux motifs S et £, représentés respectivement sur la Figure 1(a) et la Figure 1(b). Des estimations de type
Mori et Tanaka généralisées sont obtenues en identifiant les propriétés du milieu de référence a celles de
la matrice.
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FIGURE 1 — Représentation des deux problémes auxiliaires.

Le probléme auxiliaire associé au motif § est résolu de facon exacte en suivant [5]. En revanche,
le probleme auxiliaire associé au motif £ est résolu de facon approchée en utilisant les résultats de
[4] pour des ellipsoides enrobés d’une fine interphase et en appliquant les relations (3) (équivalence in-
terphase/interface). Les deux tenseurs Ty, et T, sont ainsi déterminés et 1’expression (5) permet de
déterminer les propriétés élastiques effectives.

L’approche est appliquée dans un cas particulier : i. les cavités sphériques sont supposées de méme
tailles, réparties de facon homogene et isotrope, ii. les cavités sphéroidales sont supposées de méme
taille, méme forme, orientées aléatoirement et réparties de facon homogene et isotrope. L’ expression (5)
permet de déterminer les propriétés élastiques effectives (isotropes) avec :

TNz JJ+ iz K
JJ K: K
ol I’opération (.) , fait référence a la moyenne sur toutes les orientations de I’espace. Les scalaires c; et

cz désignent respectivement les fractions volumiques de motif § et de motif E dans le VER.

(Tt b = 5Tt + e (Tigg) = es Tt +cx | K| ©)

3.2 Application

Cette partie présente une application du résultat précédent dans le cas ou seules des cavités sphé-
roidales sont considérées. Les évolutions des modules de compressibilité et de cisaillement effectifs
(normalisés respectivement par rapport au module de compressibilité et de cisaillement de la matrice)
en fonction du rapport de forme w = a/b des cavités sont représentées sur la Figure 2 pour une porosité
fixe (égale a 25%) et différentes valeurs de b (0.5, 1 et 5 nm). Les constantes élastiques effectives issues
de I’estimation de Ponte Castafieda et Willis (PCW) [9] (sans effet de surface) correspondant a cette
microstructure sont également représentées.

Une dépendance a la forme et a la taille des cavités a bien été introduite dans le modele par I’inter-
médiaire des parametres w et b. Lorsque la taille des cavités devient grande, 1’effet de surface devient
négligeable et le modele tend vers son modele homologue sans effet de surface.
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FIGURE 2 — Modules effectifs normalisés en fonction du rapport de forme des cavités pour une porosité
de 25% et différentes valeurs de b (avec k,, = 83 GPa, u,, = 38 GPa, ky = 14.29 J /m? et u; = 7.69 J /m?).

4 Conclusion

Ce travail propose un modele de type Mori et Tanaka généralisé, basé sur 1I’approche par motifs
morphologiques représentatifs, permettant d’estimer les propriétés élastiques effectives des matériaux
nanoporeux contenant des cavités sphériques et sphéroidales dont la distribution des centres est ellipsoi-
dale. L’approche par motifs fournit un cadre théorique général permettant de traiter aisément le cas de
microstructures plus complexes, en tenant compte par exemple des distributions de taille des cavités ou
en considérant d’autres types d’hétérogénéités. Le modele proposé généralise le modele de type Mori
et Tanaka existant pour les nanocomposites [2, 3, 5] mais limité au cas des cavités (plus généralement
au cas des inclusions) sphériques distribuées de facon homogene et isotrope. Il généralise également le
modele de Ponte Castafieda et Willis [9] au cas des matériaux nanoporeux.
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