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Résumé — On s’intéresse dans ce travail au calcul de vibrations de structures avec non linéarités géo-
métriques par la méthode des éléments finis. On cherche a déterminer les régimes vibratoires périodiques
du systéme pour obtenir une cartographie de son comportement en fonction d’un parametre de controle,
comme par exemple la fréquence d’excitation, ou pour calculer ses modes non linéaires. Pour réduire les
temps de calcul, la taille du modele est réduite par un approche modale. Dans cet article, on cherche a tes-
ter les techniques classiques d’enrichissement de base par ajout de modes quasi-statiques, et notamment
a les étendre au cadre non linéaire. Des exemples sur des micro/nano poutres stratifiées piézoélectriques
sont proposés.

Mots clés — vibrations, modes non linéaire, piézoélectrique, stratification, périodique.
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Fig. 1 — Exemple de micro-poutre étudiée dans ce travail : photographie prise au microscope électronique
a balayage, vue en coupe de 1’'une des micro-poutres et réponse non linéaire.

L’ objectif de ce travail est de fournir un outil de simulation efficace du comportement vibratoire non
linéaire de structure minces stratifiées piézoélectriques. On s’intéresse en particulier a des micro/nano-
systemes électromécaniques (M/NEMS en anglais) résonants, potentiellement utilisables comme filtre
électronique ultra haute fréquence [1], comme composants logiques élémentaires [2] ou comme capteur
de masse moléculaire. Dans ce dernier cas, il s’agit de mesurer avec précision la fréquence de résonance
d’un mode donné et de détecter une éventuelle variation de celle-ci lorsque la structure est alourdie par
la molécule dont on veut détecter la présence ou mesurer la masse. Certains auteurs sont capables de
descendre a des résolutions massiques de 1’ordre du zeptogramme (10-2! grammes) [3]. Dans chacun des
cas, on tire parti de deux propriétés : (i) la petite taille, qui garantie la résolution massique et qui produit
des fréquences de résonance allant jusqu’au megahertz et (ii) le trés faible amortissement des micro
structures mécaniques, qui produit des résonances extrémement aigués. Pour coupler les oscillations
mécaniques de ces systemes au circuit électronique environnant (mise en vibration et détection), on
utilise des couches de matériaux piézoélectriques.

Le cceur de cette étude est de simuler le comportement vibratoire non linéaire géométrique de ces
structures. En effet, d’une part les conditions d’utilisation de ces systeémes imposent des grandes ampli-
tudes de vibrations, suffisantes pour créer des courbes de résonance incurvées (Fig. 1 et [4]). Il s’agit
alors de prévoir avec précision le seuil d’apparition des non-linéarités pour prévoir la plage de fonction-
nement du systeéme en régime linéaire. D’autre part, il est aussi possible de tirer partie des non-linéarités,
notamment a travers une technique d’amplification paramétrique de la structure, qui permet d’augmenter



artificiellement le facteur de qualité apparent du systeéme et d’améliorer ainsi ses performances [5, 4].
En plus de cela, le modele proposé prend en compte la géométrie stratifiée des structures, incluant des
couches piézoélectriques, ainsi que le couplage électromécanique avec le circuit électronique environ-
nant, pour obtenir des résultats les plus prédictifs possible.

1 Formulation non linéaire du probléme électro-mécanique

On considere une poutre stratifiée piézoélectrique (Fig. 1) modélisée en utilisant la théorie classique
des structures stratifiés, équivalente aux hypotheses d’Euler-Bernouilli [6]. Les non linéarités géomé-
triques sont prisent en compte a partir d’un modele de von Karman. L’effet piézoélectrique d’une couche
donnée, supposée isotrope transverse, est pris en compte a travers une loi de comportement piézoélec-
trique linéaire classique. L’état électrostatique des couches piézoélectriques et quantifié par des variables
globales : la différence de potentiel entre ses €lectrodes et la charge électrique, notées respectivement
V#) et Q™) pour la k¢ couche. L utilisation d’une procédure standard éléments finis unidimensionnels
permet de discrétiser la partie mécanique des équations du mouvement. Elle conduit a la formulation non
linéaire suivante, décrivant les mouvements de la poutre piézoélectrique stratifiée [7, 8] :

K
Mii+ Do+ Ku + fo(u) + > {fc(’“) + PWy| v = g, (1)
p=1
T
c®y®) _ ok _ [ (k) 4 P(k)u] w=0 Vk=1,... K. @)

ol u est le vecteur de taille /N contenant le déplacement axial u, le déplacement transverse w et § =
Ow /0w aux noeuds du maillage. D’autre part, M, D et K sont les matrices de masse, d’amortissement
et de rigidité de la partie mécanique, de taille V x N. La partie non linéaire de I’énergie interne résultant
des non linéarités géométriques est représentée par un vecteur colonne f,,;(u), de dimension N. f,,, estle
vecteur colonne des forces mécaniques extérieures, de taille N. Lorsque la structure contient K couches
piézoélectriques, fék) et Py sont les vecteurs de couplage électromécanique, de taille IV, qui couplent
les degrés de liberté mécaniques 2 la différence de potentiel V(¥) du ke patch. Celui-ci est 1ié 2 la charge
électrique Q¥ via la capacité électrique C'®) de la ke couche piézoélectrique. On peut noter que le terme
P#)qy correspond 2 un forcage paramétrique de la structure. Les définitions de ces matrices et vecteurs
sont données dans [8]. Les deux équations précédentes correspondent aux deux effets piézoélectriques :
I’effet inverse pour (1) (une tension électrique provoque des déformations électriques) et 1’effet direct
pour (2) (une déformation provoque un effet électrique).

2 Problémes a résoudre

Dans les applications N/MEMS, on s’intéresse en général a la réponse du systeme au voisinage d’une
de ses résonances w; (avec wj; la ¢ pulsation propre du systeme). Plusieurs probleme pratiques sont alors
a considérer.

— Le cas le plus courant est celui du calcul de la réponse de la structure, en régime permanent, sous

I’action d’un forcage sinusoidal ala fréquence €). Celui-ci est soit créé par un for¢age mécanique
(fm = focosQt), soit par une tension électrique imposée sur un patch piézoélectrique (V%) =
Vi cos Qt). On s’intéresse alors au cas 2 ~ w;.

— Pour certaines applications, le calcul de la réponse résonante de la structure sous excitation para-
métrique est nécessaire [2]. Dans ce cas, il faut exciter la structure au double de sa fréquence de
résonance : V() = V), cos 200, avec 2 ~ w;.

— Lorsqu’il s’agit d’améliorer les performances du systeme, la technique d’amplification paramé-
trigue consiste a diminuer artificiellement la largeur de bande des résonances (augmentation arti-
ficielle du facteur de qualité) a partir d’'une excitation paramétrique de la structure superposée a
I’excitation directe : V(%) = Vo(cos Qt + ) + V, cos 2Qt, avec toujours 2 =~ w; [4].

— Enfin, un moyen de caractérisation de la réponse non linéaire géométrique d’une structure vi-
brante donnée est le calcul de ses modes non linéaires, qui permettent d’évaluer 1’évolution des



résonances en fonction de I’amplitude des vibrations et ainsi de fournir a moindre coflit le squelette
de la réponse vibratoire. Une méthode consiste alors a calculer des familles de solutions pério-
diques du systeme en vibrations libres, c’est-a-dire de trouver u(t), T-périodique, avec T' = 27/
inconnu, solution de 1’équation (1) avec V*) = 0 et f,, = 0[9, 10, 11, 12].

— Le calcul de la charge électrique Q¥), pour par exemple se servir de certaine couches piézoélec-
triques comme capteur, peut se faire en post-traitement a partir de (2), lorsque u est calculé.

Le point commun de cette série de problemes est la recherche de solutions périodiques de (1). Pour
réaliser cela, une méthode consiste a chercher les inconnues du probleme sous la forme de séries de
Fourier (méthode d’équilibrage harmonique, HBM) et a résoudre ensuite le systeme algébrique non
linéaire obtenu par une méthode de continuation. C’est cette stratégie qui est utilisée ici, avec la Méthode
Asymptotique Numérique (MAN) comme méthode de continuation [13].

3 Réduction modale et correction quasi-statique

3.1 Projection modale

Pour obtenir une formulation réduite du probléme discrétisé obtenu a I’équation (1), on décompose
le vecteur des inconnues de déplacement mécanique sur la base des modes propres du systéme en court-
circuit, qui sont solutions de 1’équation (1) avec V¥) = 0 et f,,, = fni(u) = 0. Les fréquences propres
w; et les déformées modales ®; sont donc les NV solutions propres du probleme suivant :

(K —w?’M)® =0, (3)

qui ne dépend que des propriétés élastiques du systeme et est donc facilement calculable [14]. On projette
alors le vecteur des déplacements sur les M premier modes propres :

M
= ®ii(t), )
i=1

ce qui permet de remplacer I’équation (1) par un systeme d’oscillateurs couplés avec non linéarités
quadratiques et cubiques [8] : Vi € {1,..., M},

M M M
i+ 26ii +w; q@+ZZﬁ]kQJQk+ZZZ’ijJQJQkQI+ZXZ +ZZ®” GV ™" = fi,
j=1k>j j=1k>j 1>5 k=1j=1

&)

W=l f®, fi=alf, of =afPWe; vije{l..M}, Vke{l..K} (6

et les & sont les coefficients d’amortissement modaux. Les coefficients non linéaires B; i €t yjkl sont
calculés avec la méthode expliquée dans [15]. De plus, les déformées modales ont été normées de telle
sorte que T MP; = 1.

Comparé au modele complet (1), ce systeme est de taille réduite, puisqu’au lieu des N degrés de
liberté éléments-finis, il ne comporte que M oscillateurs non linéaires couplés, avec M < N. On
peut alors résoudre ce systeme réduit en combinant la méthode d’équilibrage harmonique et la méthode
asymptotique numérique, a I’aide du logiciel Manlab (voir [13, 8, 16]). En revanche, du fait de la struc-
ture stratifiée des systemes a 1’étude, les déformées modales, qui servent de fonction de projection, sont
couplées entre les mouvements axial et transverse, et la convergence est lente [8]. Les sections suivantes
explore I’idée d’étendre au cas non linéaire la technique de correction quasi-statique bien connue pour
les problemes de calcul de structures linéaires.

3.2 Correction statique du modele linéaire

On s’intéresse ici au probleme du calcul de la réponse dynamique d’une structure linéaire :

Mii+ Du+ Ku = ., 7)



Dans le cas présent des poutres N/MEMS, il s’agit de 1I’équation (1) linéarisée, ou le vecteur de forcage
extérieur f. regroupe le forcage piézoélectrique et le for¢cage mécanique. L’idée de la correction quasi-
statique est de remplacer les N — M modes de haute fréquence négligés dans le développement (4) par
leur contribution quasi-statique. Précisément, il s’agit d’écrire :

N M
)= @ii(t) =) ®it) Z ®,q{°(1), ®)
i=1 i=1

i=M+1

ucor(t)

avec g; et ¢° sont définis par :

Gi 4 Gwigi + Wi = f;  Yie{l,...M}, 9)
w2l =f;  Vie{M+1,...N} (10)

On notera que I’approximation vient de du fait que la partie dynamique de (10) a été négligée.

En pratique — c’est d’ailleurs ce point qui justifie I’intérét de cette méthode —, le second terme u " (t)
de I’équation (8) peut étre calculé en une seule opération, en considérant préalablement w?%(¢) solution
du probléme linéaire :

Ku®(t) = f.(t), (11)

En effet, en appliquant le développement modal (8) a u?°, on a:

u?(t Z‘I’Zqz = u(t) = u®(t Z@qu (12)

Ainsi, en insérant (12) dans (8) et en tenant compte de (10), on montre que la présente méthode de
correction quasi-statique consiste a écrire le déplacement u(t) sous la forme :

M
=Y ®ifai(t) =g (O] +u®(t), avec ¢f*(t) = fit)/w] = @ fo(t)/wi.  (13)
i=1

En pratique, le calcul de u?%(t) est immédiat dans le cas ou le forgage extérieur s’écrit

fe(t) = fOT(t)

ol 7(t) est une fonction scalaire temporelle donnée et le vecteur fj représente la répartition spatiale du
forcage. On a alors :
u?(t) = wr(t), avec KW = f. (14)

Finalement, en définissant le vecteur ¥ de la facon suivante :
o = Pr(t), (15)

(écriture qui se justifie avec (12), (13) et (14)), on obtient finalement :

M M
= ®igi(t) + Ur(t), avec U=0-) &;&]fy/w. (16)
i=1

Le modele réduit ci-dessus est beaucoup plus riche que celui de I’équation (4), il comporte le méme
nombre de degrés de libertés (les M premieres coordonnées modales ¢;(t) solutions de (9)), et cela & un
prix réduit : celui du calcul de W par le systeme linéaire (14) en plus des M premiers modes W,.

Cette méthode de correction statique est connue depuis les années 1945 [17] et largement utilisée de-
puis, notamment sous le nom de méthode des accélérations modales [18, 19, 20, 21]. Une idée identique
est par ailleurs utilisée dans le cadre d’analyse modales expérimentales, sous la forme de résidus qui sont
identifiés en parallele des parametres modaux [22, §5.4].



Il est aussi possible d’étendre cette méthode a un cadre plus général, ol le vecteur W est calculé a
priori avec I’équation (16) et est utilis€ comme vecteur de base supplémentaire, sous la forme :

N
u(t) = ®iqi(t) + ¥((b), (17)
i=1
ou cette fois, ((¢) est une fonction inconnue quelconque qui remplace 7(¢). En constatant que U est par

définition orthogonal aux ®; de basse fréquence (: = 1,... M) (voir Eq. (12) ot u“" se développe sur
les N — M modes de haute fréquence), I’équation définissant ((t) est :

. . vty
¢+ 2ptcorC + Wiy = —, (18)
Meor
avec Meoy = WTMW, Heor = vT DY [2Meor €t W2, = UTK¥ /Meor. Cette nouvelle stratégie,

appelée méthode d’augmentation de troncature modale, est treés 1égerement meilleur que la précédente
[21, 20], et n’ajoute qu’un seul degré de liberté supplémentaire, ((¢), qui se calcule a partir de (18).
Bien évidemment, il est aisé de vérifier que si la partie dynamique de (18) est négligée (é = C = 0),
¢(t) = r(t) et on retombe sur la méthode précédente.

3.3 Correction statique du modele non linéaire

On s’intéresse ici a étendre les résultats du paragraphe précédent au cas d’une structure avec non
linéarités géométriques, dont la dynamique vérifie :

Mii+ Du+ Ku + fu(u) = f., (19)

qui correspond au modele (1) pour une poutre M/NEMS sans forcage paramétrique (P = 0). Appliquer
la correction quasi-statique introduite au paragraphe précédent consiste 1a encore a séparer le dévelop-
pement modale entre une partie basse fréquence sur M modes et une partie haute fréquence (les N — M
modes restants), a partir de I’équation (8) qui est toujours valable. En revanche, a partir de (5), on montre
que les coordonnées modales vérifient :

Gi + iwidi + wigi + wi(gj,q)") = fi Vie{l,... M}, (20)
wigl' + @il ql") = fi  Vie{M+1,...N} (21)

ol ;(g;,q]") est une fonction non linéaire quadratique et cubique des (g;, ¢"), pour tout j = 1,... N.
Les ; correspondent au termes facteurs des ﬁ; i €t fy} i dans (5). La premiere conséquence des non li-
néarités est que le systeme (20) vérifi€ par les M coordonnées modales g; de basse fréquence n’est plus
découplé de (21), vérifié par les N — M coordonnées modales q?s de haute fréquence. Il est ainsi impos-
sible de reprendre telle quelle la méthode des accélérations modales décrite par les équations (13) et (16),
car le calcul des ¢/°(¢) n’est plus indépendant de celui des ¢;(t) dans (21). C’est méme précisément cet
effet de couplage entre les coordonnées de basse fréquence et celles de hautes fréquence qu’on cherche
a capturer.

Néanmoins, il est possible de tenter des méthodes analogue a celle de I’équation (17). On a ici
plusieurs choix pour le vecteur W :

— Utiliser le vecteur ¥ solution du probleme statique linéaire :

KW = f, (22)
— Utiliser un vecteur W,,; solution du probléme statique non linéaire :
K%, + fr(¥n) = fo. (23)
— Utiliser un vecteur w7 (¢) solution du probleme fréquentiel non linéaire
Kull + fr(ull) = focos Qt, (24)

Comme il n’y a pas de partie dynamique dans I’équation, si ugj(t) est décomposé en série de

Fourier, la valeur de chacune des composantes de Fourier ne dépend pas de €2 et un seul calcul
non linéaire est nécessaire, quel que soit €. Ce sont ces composantes de Fourier qui peuvent étre
utilisées comme vecteurs d’enrichissement de la base.



Dans tous les cas, il peut étre judicieux d’orthogonaliser W avant la projection modale :
N
T 2
T=> ®¢° = ®K¥=uwl" (25)
i=1
si bien que W est obtenu en enlevant la contribution des M modes de basse fréquence a ¥ ! :

M
T=0-) &0/ KV/w;. (26)
=1

Ainsi, en introduisant 1’équation (17) dans (19) et en orthogonalisant le résultat par la base {®1,... ® M\il},
on obtient le probleme réduit non linéaire vérifié par les coordonnées modales {q1,...qn C} :

{ Gi + Giwidi + Wi+ ilain Q) = fi Vie{l,... M}, 27)
6 + 2;“/007"6 + wzorC + @cor(%ﬁ C) = fcor (28)

EE'VGC Spl = (I)ZT.fnl(u)’ (Pcm; - \i:Tfnl(u)/mcora fcor - \i’Tfe/mcora Meor = ‘ilTM\il’ Heor =
vTDw /2Mcor €t wzw = UTKo /Meor. La encore, ce probleme réduit est de taille voisine de son

équivalent sans correction statique (M + 1 degrés de liberté au lieu de M).

4 Calcul de la charge électrique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au calcul de la charge électrique Q(¢) générée par une couche
piézoélectrique durant les vibrations de la poutre. On considére uniquement des vibrations linéaires et
on cherche a tester le bénéfice d’une correction statique du modele a M < N modes (Eq. (16)). Pour les
calculs, on considere une poutre encastrée/libre similaire a celles représentées sur la figure 1 (de longueur
I, = 700 pm), avec un patch piézoélectrique du coté encastré, de longueur I, = [;,/4 = 175 pum. La
couche piézoélectrique est utilisée a la fois comme actionneur, en imposant la différence de potentiel
V(t) = Vj cos Qt, et comme capteur, en mesurant la charge générée Q)(¢).

On utilise les équations (1) et (2), avec K = 1, fy = fm = 0 et Pk =, qui prend la forme de

I’équation (7) avec f. = —f.V(t) et f. = fc(l). Le déplacement u(t) est alors solution du probleme
suivant :
M
w(t) =) Bigi(t) + BV (1), (29)
i=1
avec
M
Gi + 2widi +wig = —xiV, ¥ =W+> @b f /0], K¥=-f, (30)
i=1

Pour le calcul de la charge, on utilise en post-traitement :
Q(t) = CV(t) = flu(t). (31)

En pratique, comme on cherche a évaluer les déplacements de la poutre () a partir de la mesure de
charge Q(t), le terme C'V (t) de 1’équation précédente est annulé par un dispositif électronique [23].
Dans la suite, on considére simplement Q(t) = — flu(t).

La figure 2 montre que la correction statique n’a d’influence sur le déplacement w(t) qu’en dehors
des résonances. Elle est notamment extrémement efficace pour prédire les anti-résonances. A 1’opposé,
si’on ne s’intéresse qu’aux résonances, un modele a un seul degré de liberté sans correction statique est
suffisant. En revanche, dans le cas du calcul de la charge électrique ()(t), on montre qu’un grand nombre
de modes est nécessaire pour obtenir une bonne précision, méme aux résonances, et qu'une correction
statique offre & moindre cofit une excellente approximation. Ceci peut s’expliquer en constatant que I’ac-
tion piézoélectrique imposé par la tension V' (¢) est de moduler la longueur de la couche piézoélectrique.

1. On peut noter que 1’équation (26) montre aussi que dans le cas linéaire, la procédure qui a conduit a utiliser W au lieu de
W dans (16) est en fait une orthogonalisation.
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Fig. 2 — Convergence modale, en fonction du nombre M de modes retenus dans le développement modal,
pour le déplacement transverse a I’extrémité du patch piézoélectrique (gauche) et pour la charge élec-
trique (milieu, droite). C—’) : modele avec correction statique ; (’- -°) modele sans correction statique.
Poutre encastrée-libre de longueur [, = 700 pm, oscillant sous une tension d’amplitude Vy = 1V, avec
un amortissement £; = 0.01, autour de la premiere résonance. Calcul avec 100 éléments-finis.

Cela crée par conséquent un mouvement de flexion de la poutre, mais aussi des déformations longitu-
dinales. La charge électrique ()(t), de maniere identique, résulte a la fois du mouvement de flexion et
du mouvement longitudinal de la poutre. L’effet de ce dernier, non négligeable sur la charge, n’est pas
capturé par les premiers modes ¥, du développement modal, car ce sont des modes de flexion. Il est
donc nécessaire d’inclure dans la base de projection des modes axiaux, qui arrivent dans le spectre a
des fréquences bien plus hautes, et dont I’effet est bien capturé par la correction quasi-statique. Cela se
vérifie sur le diagramme d’erreur de la Fig. 2 (droite) : ce sont deux modes axiaux (de rang 18 et 27) qui
sont responsable des sauts qui améliore la convergence du modele.
L’expression analytique suivante, tirée de [24] :

Q = ~Zu(ws) + Ow,(wy) + CV (32)

confirme I’analyse : la charge électrique est proportionnelle au déplacement axial u a I’extrémité du patch
piézoélectrique en x = x et au déplacement transverse w , au méme point.

5 Conclusion

En linéaire, on a mis en évidence I’effet sur la charge électrique du couplage piézoélectrique avec
le mouvement axial de la poutre, qui est avantageusement calculé avec une correction statique. En non
linéaire, seules des simulations numériques du probleme (27-28), en court, permettront d’évaluer la per-
tinence d’une correction statique.
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