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RÉSUMÉ. La méthode de l’équilibrage harmonique permet l’analyse de problèmes fortement non-
linéaires. Lorsque ces derniers sont oscillants mais apériodiques, il est possible de généraliser
la formulation usuelle en utilisant le concept d’hyper-temps. Dans cet article, cette méthode est
appliquée à un système impliquant une non-linéarité qui ne s’exprime pas de façon explicite.
Les transformées directe et inverse de Fourier sont alors nécessaires pour alterner domaines
temporel et fréquentiel. Les résultats montrent l’efficacité et la précision de la méthode.

ABSTRACT. The harmonic balance method is one of the method for the analysis of strongly non-
linear problems. When the latter are oscillating but aperiodic, it is possible to generalize the
usual formulation by using the concept of hyper-time domain. In this article, the method is
applied to a system with a non-linearity which cannot be expressed in the frequency domain.
The direct and inverse fast Fourier transforms are then necessary to alternate between time and
frequency domains. The results show the efficiency and the precision of the method.

MOTS-CLÉS : interaction modale, méthode de l’équilibrage harmonique généralisé, contact direct
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1. Introduction

Dans le domaine des turbomachines comme les moteurs d’avion, les contacts
structurels entre le carter et la roue aubagée peuvent avoir plusieurs origines : coïnci-
dence vibratoire entre des modes, apparition d’un balourd au niveau du rotor, déforma-
tion thermique du carter, ����� Ces interactions non linéaires peuvent fortement endom-
mager les structures et il est important de comprendre l’origine de ces mécanismes.
Cet article trouve son origine dans les travaux de M. Legrand concernant l’analyse de
l’interaction modale rotor/stator [LEG 03]. Il s’agit ici d’étudier ce phénomène dans le
domaine fréquentiel pour s’affranchir des déficits inhérents aux méthodes temporelles.

La nature apériodique du comportement de l’ensemble suggère une généralisation
de la méthode usuelle de l’équilibrage harmonique traitant tout type de non-linéarité :
c’est ce qui est présenté dans un premier temps. Afin de valider l’implantation nu-
mérique de la méthode, le cas simple d’une poutre en contact unilatéral est ensuite
considéré. Enfin, on s’interesse aux modifications nécessaires pour traiter le cas des
systèmes autonomes, notamment dans le cas de l’interaction modale rotor/stator.

2. Méthode de l’équilibrage harmonique à � dimensions

De manière générale, l’équation à résoudre pour un système non-linéaire s’écrit :���	�
���	�
���	�
��������	����	 �"!#��$&%('
[1]

où
�

,
�

,
�

représentent respectivement les matrices masse, amortissement et rai-
deur ;

� $)%('
et
� ���

les vecteurs force d’excitation et force non-linéaire. L’application
de la méthode classique de l’équilibrage harmonique se limite à l’analyse de vibrations
harmoniques mais se généralise à des systèmes apériodiques contenant *,+ fréquences
sans dénominateur commun. Le lecteur pourra se référer à [LAU 83], à [EWI 01]
ou [PUS 04] pour plus de détails.

Introduisons *+ variables temporelles : -/. !10 .32 avec 4 !65�� ����� � *�+ appar-
tenant au domaine hyper-temps 789-/.:8<;>= où

0 . sont les fréquences sans dé-
nominateur commun. Le déplacement est discrétisé dans le domaine multi-fréquentiel
comme suit :	?!A@CBDE�F�GCH @ B @CBDEJIKGCH @ B L�L�L @CBDE�MON�GCH @ B PRQ E FTS E IUSWVWVWV S E M NJXTY[Z3\^] ND. GO_�` .3-�.ba
3c EdF S EJI SWVWVWV S EJMeN ZKfhg \ ] ND. GO_ ` . - .iakj [2]

En veillant à ne conserver que les combinaisons non redondantes grâce à la parité
des fonctions trigonométriques, la composante l E du mouvement peut alors se mettre
sous forme matricielle : l E !#m Q E � ` !n5o� ; � ����� �Kp [3]
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où
m�!rq mtsJuKvT�&mwvyx z|{

,

Q E !�q Q E sJu&v � Q E vyx z {~} avec
p���!�p sJuKv 
wp vyx z , le nombre total d’har-

moniques conservés. Le vecteur ligne
m

est une combinaison de deux sous-vecteurs
lignes.

mtsJuKv
se compose des termes en cosinus avec `��. entiers :m sJu&v ! P XTYoZ \^] ND. GO_>` _. -�. a � XTY[Z \�] ND. GO_|`[�. -�. a � ����� � X�YoZ \^] ND. Ge_>` @O���R�. -�. akj [4]

et
mwvyx z

a une expression similaire avec des termes en sinus.

Q E est un vecteur colonne
de coefficients harmoniques associés à la `�� composante du vecteur déplacement et
assemblé de façon cohérente avec

m
:Q E sJu&v !rq � _sJu&v ��� �sJuKv � ����� ��� @ ���R�sJuKv { et

Q E vyx z !�q � _vyx z ��� �vyx z � ����� ��� @e��� �v�x z { [5]

En considérant les conventions suivantes avec le produit de Kronecker � ,��!�m �� @ et

Q !�q Q } _ � Q }� � ����� � Q }@ { } [6]

on construit les vecteurs déplacement
	

et vitesse
�	

par assemblage :	?!�� Q
et
�	<! \w] ND� GO_ 0 ��� �� -�. a Q [7]

L’introduction des expressions [7] dans [1] suivie de la procédure de Galerkin sur
le domaine de l’hyper-temps permet de réécrire les équations du mouvement dans le
domaine fréquentiel : � !�� L Q 
������ � Q �¡ ¢� �$)%(' [8]

avec les notations suivantes :� !¤£�¢� P ] ND. GO_ 0 . \ ] ND� Ge_ 0 � � � � �� - . � - � 
�� � �� - . a 
�^� j¦¥� ���� � Q �§!¤£�¢�K� �o� ��	¨��©	�� ¥� �$)%(' !¤£�¢�K� $)%(' ¥
où l’opérateur

£ L � L ¥ est défini comme suit :£,� _ �&� � ¥ !�ª �K«¬ ª �&«¬ L�L�L ª �K«¬ � } _ � �� - _  - � �����  - ] N
L’annulation du résidu

�
avec un solveur non-linéaire de type quasi-Newton par

exemple signifie que l’état d’équilibre est atteint.

3. Exemple d’application

Afin de valider cette nouvelle démarche pour une forte non-linéarité non expli-
cite dans le domaine fréquentiel, une poutre, discrétisée par quatre éléments finis de
type Euler-Bernoulli et illustrée sur la figure 1, est soumise à une excitation externe
apériodique composée de deux fréquences sans dénominateur commun d’expression :® �J¯�° !�5 7�7 L�± XTY[Z � =b2 �e
 X�YoZ �y² _ 2 �d³ . Le déplacement central est contraint par un mur.
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Figure 1. Schéma de la poutre contactant un mur

En tenant compte des conditions aux limites en appui simple, le vecteur déplacement

devient
	?!½¼¿¾ _ ��À � ��¾ � ��À>Á���¾|Á>��À|Âo��¾(Â���¾|ÃUÄ } .

L’équation du mouvement se met sous la forme :Å �ÇÆ	�
��È©	1
��	?!���$)%('À>Á 8 À . � ¯ �ÊÉ 2 [9]

Pour ce cas précis, la prise en compte de la condition de contact dans la procédure
fréquentielle est la suivante : si une violation est détectée dans le domaine temporel,
on impose la valeur

À . � ¯ au déplacement du nœud 3 avant une projection dans le
domaine fréquentiel.

Le résultat de la simulation est comparé à celui issu d’une intégration temporelle
explicite fondée sur le schéma des différences finies centrées.
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Figure 2. Comparaison entre la méthode fréquentielle pour

p � !<5 ; et la méthode
temporelle

Pour bien évaluer ce type de non-linéarité dans le domaine fréquentiel, il est né-
cessaire de considérer un grand nombre d’harmoniques. Par conséquent, douze har-
moniques dans chaque direction sont conservés dans la simulation. Le temps de calcul
de la méthode fréquentielle reste rédhibitoire à cause des transformées de Fourier di-
recte et inverse en deux dimensions exécutées à chaque itération lors de la résolution
non-linéaire. Néanmoins, ce calcul montre que la méthode fréquentielle est capable
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de résoudre ce type de problème. Les deux solutions, temporelle et fréquentielle, sont
quasiment indiscernables comme illustré sur les figures 2(a) et 2(b).

4. Phénomène d’interaction modale rotor/stator

L’intégration temporelle fait apparaître [LEG 04], sous certaines conditions por-
tant notamment sur la vitesse de rotation du moteur, qu’un échange d’énergie, par
l’intermédiaire de contacts structuraux, associé à un comportement oscillant apério-
dique s’instaure entre le carter et la roue aubagée même si toute sollicitation extérieure
a disparu. Ce phénomène apparaît lorsque la condition de coïncidence vibratoire est
satisfaite, condition qui sera retenue par la suite :0eÑ � ! �iÒ(Ó  Ô0CÕ [10]

où
0CÑ � , 0¡Õ , Ó et �iÒ représentent respectivement les fréquences de réponse de la roue

aubagée et du carter, la fréquence de rotation de la roue aubagée et le nombre de modes
à diamètres considérés.

La figure 3 illustre le comportement de notre système pour � Ò !×Ö . Le petit carré
noir Ø suit artificiellement la propagation du mode tournant avance sur le carter alors
que l’aube noire indique la progression du mode tournant rétrograde sur la roue auba-
gée. On y remarque que quand le mode avance du carter a effectué un tour complet
(une durée de � Ò�Ù Õ s’est alors écoulée), l’aube noire n’est pas revenue à sa position
initiale, ce qui résume le caractère apériodique de l’ensemble.

PSfrag replacements ÚRÛ ÚJÛiÜ¨ÝTÞ�ß&à/á Ú Û Ü�Þ ß ÚRÛOÜ � Þ�ß&à/á
ÚJÛiÜ�â�Þ�ß&à/á ÚRÛOÜ¨ÝTÞ�ß Ú Û Ü¢ãUäTÞ ß à�á ÚRÛOÜ�ä�Þ�ß

Figure 3. Évolution de l’ensemble roue aubagée - carter sur trois périodes Ù Õ
Dans l’optique de s’affranchir, à la fois de l’influence des conditions initiales et de

la taille du pas de temps, lesquelles sont inhérentes à une résolution temporelle et par-
ticulièrement problématiques dans ce cas présent, une résolution multi-fréquentielle
s’impose, ce qui nécessite des modifications étant donné que le système est autonome.

5. Cas des systèmes autonomes

Dans le cas de systèmes autonomes, la méthode de l’équilibrage harmonique gé-
néralisée évoquée précédemment doit être adaptée. En effet, la force d’excitation exté-
rieure étant nulle, la solution nulle est triviale mais d’intérêt limité. Afin de trouver une
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solution non nulle, il suffit d’inclure les fréquences dans les inconnues du problème
en imposant les phases correspondantes à ces fréquences afin que la formulation soit
bien posée.

Ceci revient à modifier l’équation [8] de la façon suivante :� L(å Q !#� L Q 
�� ��o� � Q �C  ] ND. GO_�æ å 0 .kçè. [11]

où les notations sont celles utilisées pour l’équation [8] avec, en plus :ç§. !�£é�¢� P ] ND� GO_ ; 0 � � � � �� - . � - � 
�� � �� - . j ¥ L Q [12]

Le vecteur

Q
est construit de la même façon qu’auparavant à ceci près que les com-

posantes en première harmonique en sinus, en nombre égal aux fréquences sans dé-
nominateur commun, sont imposées. Toutes les fréquences du système doivent être
déterminées lors de la recherche d’une solution non nulle. La convergence est obtenue
dès lors que le vecteur résidu composé des å Q et des å 0 . s’annule.

6. Conclusions et perspectives

La méthode de l’équilibrage harmonique généralisé a été adaptée pour la résolution
de systèmes fortement non-linéaires. En considérant le cas test de la poutre venant en
contact avec un mur, les comparaisons de résultats entre une intégration temporelle
et l’équilibrage harmonique généralisé sont satisfaisantes et montrent la précision de
cette nouvelle méthode. Des travaux sont en cours de réalisation pour pouvoir mettre
en œuvre cette méthode dans le cas de l’interaction modale rotor/stator.
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