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GROUPE MIRABOLIQUE, STRATIFICATION DE
NEWTON RAFFINEE ET COHOMOLOGIE DES ESPACES
DE LUBIN-TATE

par

Boyer Pascal

Résumé. — Dans [2], on détermine les groupes de cohomologie des espaces de Lubin-Tate
par voie globale en calculant les fibres des faisceaux de cohomologie du faisceau pervers des
cycles évanescents ¥ d’une variété de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor. L’ingrédient
le plus complexe consiste a controler les fleches de deux suites spectrales calculant 'une les
faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor, et 'autre ceux de ¥. Dans cet
article, nous contournons ces difficultés en utilisant la théorie classique des représentations
du groupe mirabolique ainsi qu'un argument géométrique simple.

Abstract (Mirabolic group, ramified Newton stratification and cohomology of
Lubin-Tate spaces)

In [2], we determine the cohomology of Lubin-Tate spaces globally using the comparison
theorem of Berkovich by computing the fibers at supersingular points of the perverse sheaf of
vanishing cycle ¥ of some Shimura variety of Kottwitz-Harris-Taylor type. The most difficult
argument deals with the control of maps of the spectral sequences computing the sheaf coho-
mology of both Harris-Taylor perverse sheaves and those of . In this paper, we bypass these
difficulties using the classical theory of representations of the mirabolic group and a simple
geometric argument.
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1. Introduction

Le résultat principal de [2] est la détermination de chacun des groupes de cohomologie
a coefficients dans Q;, de la tour de Lubin-Tate. En utilisant le théoréme de comparaison
de Berkovich, la démonstration est de nature globale et consiste a calculer les germes en
un point supersingulier des faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents
W7 en une place v d’un corps CM, F', d’une tour de variétés de Shimura de type Kottwitz-
Harris-Taylor X7 indexée par ’ensemble Z de ses niveaux. La preuve se déroule alors en
deux temps relativement distincts :

— Les auteurs de [5] associent & une représentation irréductible p, du groupe des in-
versibles D), de l'algebre a division centrale sur F, d’invariant 1/h, un systéme
local L(p,), dit d’Harris-Taylor, sur la strate de Newton X;g’v de la fibre spéciale
en v de X7 et calculent la somme alternée de leurs groupes de cohomologies a sup-
port compact. Dans [2] on exploite ce calcul en exprimant les images des faisceaux
pervers P57 L(p,)[d — h] et ¥z dans un groupe de Grothendieck de faisceaux per-
vers équivariants, en termes d’extensions intermédiaires de systemes locaux d’Harris-
Taylor sur les différentes strates de Newton. Il s’agit de la partie la plus simple de
loc. cit., celle qui est controlée par la formule des traces.

— Dans un deuxieme temps, on étudie les suites spectrales associées a la filtration par
les poids de ces deux faisceaux pervers pour calculer les faisceaux de cohomologie de
Pi="L(p,)[d — h] et ceux de V7. La partie la plus complexe de [2] consiste & controler
les fleches de ces suites spectrales et au final, montrer < qu’elles sont le moins triviales
possibles >, au sens ou des que la source et le but d’une telle fleche partagent un sous-
faisceau équivariant, cette fleche induit un isomorphisme sur ceux-ci.

Pour montrer ce fait, dans [2], on utilise une propriété de compatibilité a 'involution de
Zelevinsky de la cohomologie des espaces de Lubin-Tate. Dans [3], on propose une autre
démonstration plus simple conceptuellement mais aussi tres lourde, reposant sur des calculs
de groupes de cohomologie globaux et en utilisant le théoreme de Lefschetz vache.

Ces deux preuves sont techniquement difficiles et ne permettent pas de réellement com-
prendre la raison profonde de la non trivialité de ces fleches. Le but premier de cet article
est ainsi de proposer une nouvelle preuve simple et en un sens, naturelle. Plus précisément
a partir de la premiere étape mentionnée ci-avant, nous utilisons tout d’abord, avec les
notations du paragraphe suivant, le fait que I'inclusion

>h >h+1 >h
XIvgvvﬁ \ XZygvzllH»l = Xl—:gvah

est affine, cf. le lemme [5.2| Ensuite de la théorie classique des représentations induites du
groupe mirabolique, rappelée au , on obtient, cf. les suites exactes courtes et ,
une filtration, a deux crans, des faisceaux pervers d’Harris-Taylor, fournissant une suite
spectrale qui dégénere en F; et qui correspond au terme Fy = FE, de la suite spectrale
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de [2]. Autrement dit la détermination des fleches dans [2] est entierement controlée par
Iaffinité de I'inclusion ci-dessus et la théorie des représentations du groupe mirabolique.
Le méme procédé appliqué au faisceau pervers des cycles évanescents fournit de la méme
fagon, cf. la proposition [7.3], une filtration de celui-ci, dont la suite spectrale calculant ses
faisceaux de cohomologie dégénere en Ey, cf. le corollaire [7.4] et coincide avec le terme
Ey = E de la suite spectrale de [2].

Je remercie profondément J.-F. Dat pour I'intérét qu’il porte a mon travail, ses questions
et ses suggestions qui ont sérieusement contribué a I’amélioration du texte.

2. Géométrie des variétés de Shimura unitaires simples

Soit F''= FTE un corps CM avec F/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plonge-
ment réel 7 : F'* < R. Pour v une place de F', on notera

— F, le complété du localisé de F' en v,

— (O, 'anneau des entiers de Fj,,

— w, une uniformisante et

— ¢y le cardinal du corps résiduel k(v) = O,/ (w,).

Soit B une algebre a division centrale sur F de dimension d? telle qu’en toute place
x de F, B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espece * telle que * | est la conjugaison complexe c. Pour 8 € B*=1
on note fiz I'involution z — 7% = Br*B~1 et G/Q le groupe de similitudes défini pour toute
Q-algebre R par

G(R) =~ {(\ g) € R x (B ®g R)* tel que gg** = \}
avec B®? = B ®p. F. Si x est une place de Q décomposée z = yy° dans F alors

G(Q.) = (B)F)" xQp = QF x H(B;’f’)x, (2.1)

ot, en identifiant les places de F'* au dessus de x avec les places de F' au dessus de v,
x = []; z; dans F'T.
Dans [5], les auteurs justifient 1’existence d'un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans F alors G(Q,) est quasi-
déployé;
— les invariants de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0, d) pour les autres.

2.2. Notation. — On fize un nombre premier | non ramifié dans E et on note Spl [’en-
semble des places v de F telles que p, := vig # | est décomposé dans F' et B ~ GL4(F,).

Rappelons, cf. [5] bas de la page 90, qu'un sous-groupe ouvert compact de G(A>) est
dit < assez petit > s'il existe une place z pour laquelle la projection de U? sur G(Q,) ne
contienne aucun élément d’ordre fini autre que 'identité.

2.3. Notation. — Soit I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts < assez petits > de
G(A*>). Pour I € Z, on note X;,, — SpecF la variété de Shimura associée, dit de
Kottwitz- Harris- Taylor.
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Remarque. Pour tout v € Spl, la variété X7, admet un modele projectif X;, sur Spec O,
de fibre spéciale X, . Pour I décrivant Z, le systeme projectif (X7 ,)rez est naturellement
muni d’'une action de G(A*) x Z telle que 'action d'un élément w, du groupe de Weil W,
de F, est donnée par celle de — deg(w,) € Z, oit deg = valo Art™' ot Art™' : W ~ FX
est I'isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes.

2.4. Notations. — (cf. [2] §1.3) Pour I € I, la fibre spéciale géométrique X5, admet
une stratification de Newton

_. yz!l >2
leg'v - I,gv D X17§1) D D XI ,Su

ou ng = X! z, X>hJrl est un schéma affine, lisse de pure dimension d — h formé des
points géométriques dont la partie connexe du groupe de Barsotti-Tate est de rang h. Pour
tout 1 < h < d, nous utiliserons les notations suivantes :

>h
XI 8v — XI,Ev? XI \5u — XI ,8p?
ainsi que j=" =i" o jzh.

Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur X h1h :

0— G(h) — G(h) — G(h)*" =0
ou G(h)* (resp G(h)°") est connexe (resp. étale) de dimension h (resp. d — h). Notons ¢y, :

(P,™/0,)% — G(h)[p™] la structure de niveau universelle. Notons alors (e;(m;))1<i<a
la base canonique de (P, ™ /O,)%.

2.5. Définition. — On introduit le sous-schéma fermé X de X ' défini par la pro-

priété que {Lml(ei(ml)) 1<i < h} forme une base de Drinfeld de g( )e[p™ .

Plus généralement étant donné a € GL4(O,)/ Py a—n(Oy) que I'on identifiera avec le sous-
espace vectoriel (a(ey),-- ,a(ep)) engendré par les images par a des h premiers vecteurs
e1, -+ ,ep de la base canonique de O%, on définit la strate dite pure nga comme le
sous-schéma fermé tel que {Lml (a(e;(mq)) : 1 < i < h} forme une base de Drinfeld de
G(h)[p™], ou e;(my) est 'image de e; modulo P.

Remarque. L’action de GL4(F,) sur stﬁv donne la décomposition

XI:SU = XI? 5Ty X Pya(Ou/(w2)) GLd( v/(wn)>’ (26)

au sens ol la strate X7 s’obtient comme I'image par a de X ST

1,54,a
2.7. Notation. — On note X>h ladherence de lel I dans X et

>h . y=h >h
JE P X st T X 1o

. . —h . :h ->h (Y >h
ainsi que jo- 1= 17-0 j5- OU iy XISU TR X5,

1. en comparaison des strates de la définition
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3. Faisceaux pervers d’Harris-Taylor et des cycles évanescents

Fixons une place v € Spl. En utilisant un analogue des classiques variétés d’Igusa,
les auteurs de [5] associent a toute représentation p, de I'ordre maximal D, de D, un
systeme local L(p, )7, sur XZ:;_LU 1 muni d’une action équivariante de G(A*?) x Py 4(F,) x Z
telle que

— le sous-groupe unipotent de Py 4(F),) agit trivialement et

— laction du facteur GLj(F),) de son Levi agit via valodet : GL,(F,) — Z.

On introduit alors la version induite de ces systemes locaux

L(py) = ‘C(pv)ﬁ X Pya(Fy) GL4(F,),

muni donc d’'une action équivariante de G(A*?) x GL4(F,) x Z.

3.1. Notation. — La correspondance de Jacquet-Langlands permet de paramétrer les Q-
représentations irréductibles de quh a l'aide des représentations irréductibles cuspidales
7y de GLy(F,) pour g un diviseur de h = tg, on écrit une telle représentation sous la forme
Ty [t]D .

3.2. Notation. — Pour m, une représentation irréductible cuspidale de GLy(F,)et 11,
une représentation de G Lyy(F,), on note cf. la premiére remarque de 2.1.3 de [2],

—_~— tg—d

HTE(TFU’ Ht)(n) = ‘C(Wv[t]D) QI ®="2

_ n
lig

le systeme local d’Harris-Taylor associé ot

1 _
E:gZHZlX

est définie par Z(3) = ¢'/* et
— GLy(F,) agit diagonalement sur 11, et sur L(m,[t]p)r- ® =5 via son quotient

Ty
GLyy(F,) —» Z,

. . —lg—d
— le groupe de Weil W, en v agit sur le facteur =2
v
qui envoie les frobenius géométriques sur 1.
On note ausst

—n

via l'application deg : W, — Z

HTy(m,, TL) := HT7(my, 1) [d — tg]

leg
et
P(t, ), = jry, HTr (s, Sta(m,)) @ L(m,)

le faisceau pervers d’Harris-Taylor associé ot LY est la correspondance Langlands sur F,.

En ce qui concerne les versions induites on les notera sans lindice 1y, i.e. HT (m,,11;) et
P(t,m,).

2. Lorsque n = 0, on le fera disparaitre des notations.
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Remarque. On rappelle que 7! est inertiellement équivalente a 7, si et seulement s’il existe
un caractere ¢ : Z —> @lx tel que

7 ~ 7, ® (C oval odet).
Les faisceau pervers P(t,m,) ne dépend que de la classe d’équivalence inertielle de 7, i.e.
pour tout x : Z — @, les faisceaux pervers P(t,m,) et P(t,m, ® x), munis de leurs

actions par correspondances, sont isomorphes. En particulier, en notant e, la longueur de
la restriction de m,[1]p & DS, on a

'U,g’
P(t,m,) = ex, P(t, )

ou P(t,m,) est un faisceau pervers équivariant simple. De la méme fagon, il existe un
systeme local HT (m,, I1;) tel que HT (m,,11;) = ex, HT (7, I1;).

3.3. Définition. — Pour tout I € Z, le faisceaux pervers des cycles évanescents
R, (Q[d —1])(%2) sur X;5, sera noté Uy. Le faisceau pervers de Hecke associé sur
X1, est noté Wr.

Dans [2], on décompose dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers
équivariants sur Xz relativement a I'action de Hecke et du groupe de Weil en v, le
faisceau pervers W7 en termes des faisceaux pervers d’Harris-Taylor P(¢, m,)(n).

3.4. Notation. — Pour K*® un complexe de faisceauz, on notera H'K* son i-éme faisceau
de cohomologie.

4. Deux représentations induites du groupe mirabolique

Le nouvel argument pour calculer les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers
d’Harris-Taylor et du complexe des cycles évanescents, repose sur deux lemmes, le premier
[4.4] de théorie des représentations du groupe mirabolique et le deuxiéme de nature
géométrique.

4.1. Définition. — Soit P = MN un parabolique standard de GL, de Lévi M
et de radical unipotent N. On note 6p : P(F,) — @ Dapplication définie par
dp(h) = |det(ad(h)pien)| . Pour (m,V1) et (m, V) des représentations de respecti-
vement GL,, (F,) et GLy,(F,), et Py, n,+n, le parabolique standard de GLy, 4+, de Levi
M = GL,, x GL,, et de radical unipotent N,

T X Ty
désigne I'induite parabolique normalisée de P, 41, (Fy) & GLy, 40, (F,) de m @ ma ¢est &
dire 'espace des fonctions f : GLy, 1, (F,) — Vi ® V5 telles que
F(nmg) = 652 (m)(m @ m5)(m) < f<g)>, Vn € N, Ym € M(F,), Vg € GLn, 1n,(F)),

Pnl,n1+n2

ou encore en terme d’induite classique

n

. GLTL T FU n
mxmy = indp, M) T { D) @ m{ - ) (4.2)
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Remarque. Rappelons qu’'une représentation = de GL,(F,) est dite cuspidale si elle n’est
pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre.

4.3. Notations. — (cf. [T] §2) Soient g un diviseur de d = sg et m, une représentation
cuspidale irréductible de GLy(F,).
— L’unique quotient (resp. sous-représentation) irréductible de

1—

S 3—s s—1
o] 5 }XWU{T}X-~><7TU{

}

est noté Stg(m,) (resp. Spehy(m,)).
— L’unique sous-espace irréductible de

Stt(m,{_;}) X Spehs(m{;})

est noté LT, (t —1,s).

Notons M, (F,) le sous-groupe mirabolique de GL,(F,) défini comme le sous-groupe
de Py ,(F,) dont le premier coefficient en haut a gauche est égal a 1. Suivant [I] une
représentation irréductible 7 de M,,(F') admet une unique dérivée non nulle, disons d’ordre
k, qui est alors une représentation irréductible 7*) de GL,_.(F,) : on peut en outre re-
constituer 7 a partir de cette dérivée.
Remarque. Dans [1], les auteurs utilisent plutdt le groupe obtenu a partir de M, (F,) en
tordant les actions par g — o(‘g7!)o™!, ot ¢ est la matrice de permutation associé au
cycle (12---n). Le calcul des dérivées de [7] theorem 3.5, proposition 9.6 est alors inversé,
cf. les exemples ci-apres.
Pour étudier les représentations de GL,(F') et notamment décrire les sous-quotients
irréductibles des induites paraboliques comme ci-avant, le principe est alors de les res-
treindre au groupe mirabolique et de regarder leurs dérivées. On a en particulier les calculs
de dérivées suivant.
— On a une formule de Leibnitz : (7 x 73)*) admet une filtration dont les gradués sont
les (m1)® x (m9)*= pour i =0,--- , k.

— Speh,(7,) posséde une unique dérivée non nulle d’ordre g isomorphe & Speh,_; (m,{3}).

— Les dérivées d’ordre k de Stg(m,) sont nulles si k& n’est pas de la forme tg pour
1 <t<s. Pour k=tgavec 1 <t <s, cette dérivée est isomorphe & St,_;(m,{—%}).

— Les dérivées d’ordre k de LTy, (t — 1,s) sont nulles si k n’est pas de la forme dg
pour 1 < k < t. Pour un tel k£ = dg, elle est isomorphe a la représentation induite
irréductible St,_s(m,{—2£2}) x Speh, (7, {L}).

Remarque. Pour LT, (t,s — 1), on trouve

0+s—1 t+1
LT (15 = 107 = Sty s(md ")) x Speb,_y(mf—=}).
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Le support cuspidal de LT, (t — 1,5)%9) est ainsi

1—s

e

3—5— —1—s+t—26

9 }""7771){ 9 }7

1—s+1t s~|—t s+t—1

Wv{?}v v{ b mod

2
alors que celui de LTy, (t,s — 1)9) est
1—s—t 3—s—1 l1—s+t—20
N ks W N e PR i)
3—s+t s+t s+t—1
ﬂ-v{ 9 }a v{ } ’WU{T}.

On notera en particulier que ces supports sont distincts et que donc LT, (t — 1,s) et
LT, (t,s — 1) ont des dérivées irréductibles distinctes ou nulles.

4.4. Lemme. — Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F,), alors en
tant que représentation du parabolique Py (114)4(F,), on a des isomorphismes

S t
Stt<7T’U{_7})|Mtg(Fv) X Spehs(,ﬁ”{i}) = LTFU (t - 17 S>|M(t+s)g(Fv)7

2
et
S t
Stu(moi—51) X Spehy(Tud 5 Hinr ) = LTw, (E 5 = Dinty (705

ot dans le premier isomorphisme, linduite parabolique est relativement a

M, U
0 GL,,

alors que dans le deuxieme, il s’agit de "induite a support compact relativement a

1 0 V:sg—l
0 GL, U
0 0 GLgyy

ou on note V,,_1(F,) ~ F"! le radical unipotent de M, (F,).

Démonstration. — On rappelle cf. par exemple [6] §I11.1.10, que

s t
0 = Ste(m{—=51}) x Speh(m{ 5 )iy ()

— (Stu(m{~5}) x Speh,(m{5})

‘M(tJrs)g(Fv)

S t
— Stt(ﬁv{—§})\Mtg(Fv) X Spehs(%{i}) —0
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ol le deuxiéme terme est I'induite parabolique relativement a Otg al ) et le premier,
sg
1 0 ‘/sg—l
I'induite a support compact relativement a [ 0 GLy U . En outre pour tout

0 0 GLy
k>0, la dérivée d’ordre k de Sty(m,{—31}) s, (r,) X Speh,(m,{}) est, cf. [6] p153, donnée
par celle de Sty(m,{—%})am,(r,) induite avec Speh,(m,{£}), i.e.

(%) (k)

(Ste(mod =5 Dias ) > Spehsm{;})) = (Stumd =3 Dinyiry) % Speh, (. {5 }).

Ainsi on remarque que Sty (m,{—35}) a5 X Spehy(m,{5}) et LTy, (t — 1, 8) 0., (F,) o0t
les mémes dérivées. Considérons alors le morphisme composé

s t
LT, (6 = 1,5) 1, y(my = (Stulma{ =3 }) x Speh(m{ 1)

lM(t+s)g(Fv)

S t
— Stu(mu{ =3 Hjasy ) % Speh ({5 })

et notons K — Sty (m,{—35})xSpeh,(m,{5}) a1, (r,) son noyau. Par soustraction, les dérivées
de Sty (m,{—3}) x Spehy (7, {5 })|as,,(r,) sont les mémes que celles de LTr, (t, s —1)ar,,.,, ()
et sont donc, d’apres la remarque précédente, distinctes de celles de LT (t—1,s) Misgayg(Fo)
et donc des sous-quotients non nuls de K, de sorte que K est nécessairement nul, i.e.

t
LTy, (t = 1) = Sto(m {2} s, ()  Speh, (w{3}).

Comme ces deux termes ont les mémes dérivées, cette injection est un isomorphisme. [J

5. Stratification de Newton raffinée

5.1. Définitions. — Pour tout hg < h, on introduit les strates < non pures > suivantes
>h . yY=h >ho
Xlstny = X O X gm0
ainst que
/ .
>h o XZh \XZh’ ol h=h st hg < h
Lsvlng\lng+1 = " Ldwlng 7 Ldvlngt N =h+1 sinon.

On notera alors
>h . y>h >h h<+1 oy >hel >h

T \Tng 11 “*To50.Tng\Tng i1 T50,Tng’ Ty g1 * Tososlng it T50,Tny’

__:h ->h

=h .
et =0 =42 o 4=" . Dans le cas hg = h, on notera simplement
jlh0\1h0+1 1hg j1h0\1h0+1 0 ’ p

>h . y=h
XI,gm;él T XI7§U7H\1h+1
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ainst que j;{” = ]ﬁ}im On utilisera aussi la notation

IS0 . yr>htl xZhHl
1h071h0+1 ’ I7‘§’U71h0+1 Iyg’lﬂlho.
. . >h
5.2. Lemme. — L’inclusion ouverte jz; est affine.
Démonstration. — Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur X h Sk

0— G(h) — G(h) — G(h)*" =0
ot G(h)¢ (resp. G(h)?) est connexe (resp. étale) de dimension h (resp. d — h). Notons
by + (P Ou) — G(h)[p™]
la structure de niveau universelle. Notant (e;)1<i<q4 la base canonique de (P, ™ /0,)%, on
rappelle alors que X IfL 1, est défini par la propriété que {Lm1<6i) 1< < h} forme une
base de Drinfeld de G (h )C[ 1.

>ht1
Ainsi pour tout Spec A — X ST le fermé XI’ st Xxzh

I&mﬂ

Spec A est donné par
I'annulation de t(ep41), d’ou le resultat. O

5.8. Notation. — Pour hy < h et un systéme local d’Harris- Taylor HT (m,, 11;) sur X;’g‘v,
avec donc h = tg, on notera

HT;sm(%,Ht)
la restriction de HT(m,,I1;) a XI_sv,;ﬁl Lorsque h = hg, on notera plus simplement
HT 4y (my, I14).

_ >h
On introduit de méme X=! — := X7 NXZ" __ ainsi que son adhérence X=" _ dans
I, ’U71h sSv I7s"~}71h0 Z, ’Uzlho
>h
X753, avec
>h . y=h >h
Ty s Ty X7 SosTng
-—h -h -h >h
et )= =1i2—o ]— ou T X= — X7,5,. On notera aussi, cf. (2.6)
Ty Tng o L0 Tng v

HTE(WM Ht) = HTE(ﬂ'v; Ht> Xpho’h’d(pv) Ph,d(Fv)

la restriction de HT (m,,11;) & XZ ];mlno

Fixons a présent une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F,) et notons
= [g]. Rappelons I'énoncé suivant de [2] 4.5.1 dans le groupe de Grothendieck des

faisceaux pervers de Hecke

I8 H T (o, 1) =

Z i BT (o TG — )7} @ St (m 12 D) (D). (59)

3. pour les torsions, cf. la formule (4.2)
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Dans [2], pour calculer les germes des faisceaux de cohomologie de pj%f’!*H TE(’/TU, I1;), on

procede comme suit.
(a) On considere tout d’abord la filtration par les poids de jlitg, H Tﬁ(m, I1,), soit

Fil'™*(7,, ;) C -+ - € Fil ™! (m, IT;) C Fil’(my, TL) = jo gHTlt (my, 1)

dont les gradués sont
k
grfk(wv, I1;) ~ jlt t:k QHTh (s, Ht{kL} ® Sty (m,{— ti}))( 2))
(b) On dispose alors d'une suite spectrale faisceautique

EV = HPTgr P (7, 11;) = Hp+qjl .gHTl(m,, I1;). (5.5)

Pour tout point géométrique z de ngv, la fibre en z de l'aboutissement de cette suite
spectrale est connue, nulle des que h > tg. En raisonnant par récurrence les fibres en z des
EY? sont aussi connues pour tout (p,q) sip >0 :

— si h n’est pas de la forme (¢ + §)g alors les fibres en z de E}"? pour p > 0 sont toutes

nulles ;

— pour h = (t + d)g, elles sont nulles sauf pour ¢ = (t + §)g — d — 4.

(c) Ainsi pour calculer les fibres des faisceaux de cohomologie de j; YHT (7,11, on est
ramené a étudier les fleches di? pour ¢ = (t +0)g — d — 6 et p > 0, et & montrer qu’elles
sont non nulles ce qui suffit a les caractériser.

Le but des paragraphes Suivant est de proposer une nouvelle preuve élémentaire utilisant
simplement les applications j7 h et la théorie des représentations du groupe mirabolique.

6. Faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor
Commencons par poser h :=tg et
Py, TTy) o= il PRt (gt H T (my, 10)),
de sorte que
0 = P(my, 1) — jTl HT5(my, 1) — Picl HTp(my, 11;) — 0. (6.1)

6.2. Lemme. — Le complexe zh“ *P(ﬂ'v,Ht) est pervers.

Démonstration. — Suivant la notation notons F' := pjl ,*HTlh(m, I1;) de sorte qu’il
s’agit de montrer que

1< _1:h<+1

h+1<40,% (p/]_[ Lh<+ *F)
1nlht 1p

est pervers. Pour ce faire, on utilise la suite spectrale

— pyr, -h4+1<+40,* p11YyS Sh<41,% p r-|—5 h<41,%
Ep* — P HAESR) = F

1h Thia 1h Thia
Considérons le triangle distingue

> > < <+1
h h7
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Comme jl " est affine, alors jl h, j1> "E est pervers et la suite exacte longue de cohomologie

perverse du triangle dlstmgue precedent s’écrit

h<+1pH 1 h<+1 *F ]>h ->h, *F F Zh<+1p7_[0 h<+1, *F N 0

0—1 i T

h<+1,%

et donc en particulier, PH*i—"""F est nul pour tout s < —1. La surjectivité j1> h, jl> L

h
F, implique aussi la nullité pour s = 0. Ainsi la suite spectrale précédente degenere en Fy

avec
PYT; h<+1, *F o~ P -h+1<+0, *( Hflih7§+1,*F>
T, Int1 1h71h+1 1n ’

De la méme facon, comme ]7&1 est affine, PH"i ;‘:fhl*F est nul pour r < —1, d’ou le

résultat. O

En particulier, on a donc une suite exacte courte de faisceaux pervers

=h+1 —h+1 * h+1 h+1 *
AT, ,jlh\thP(m,Ht) — P(m,, ;) — T p21h+1 P(m,, I1;) — 0. (6.3)

0— j—

6.4. Proposition. — (cf. aussi le lemme B.3.3 de [4])
Avec les notations précédentes on a

g+l potg+lx ~ p;=(+1)g
thgﬂ,* /thg+1 P<7Tv’ Ht) jlt 41,0 HT1t9+1 (m” Ht{

e mel 125 NG)

Remarque. Rappelons que le terme de droite de 'isomorphisme de la proposition précédente
est, une notation pour

ndPtg,tg+l,d(Fv) pjimg H—— (7Tv, Ht{ } ® (7Tv>|Plg £ { ti})( )

Pig tg+1,(t4+1)g,a(Fo) Lt41)g:'* Lit+1)g

Avant de donner la preuve de cette proposition, commencons par deux corollaires.

6.5. Corollaire. — Soient hg > h = tg et z un point géométrique de Xz ’,“’1 Le germe

en z du i-éme faisceau de cohomologie de Pj7 —9 [Ty (0, Ste(my)) est

— nul si (ho,i) n'est pas de la forme ((t + 5)9, (t+0)g—d— (5) avec (t+9d)g < d,
— et sinon, muni des actions par correspondances de G(A>®") x Py 4(F,) X Z, il est
isomorphe au germe en z de HTy(m,, Stt(wv{é%l}) ® Spehé(ﬂv{—t%})).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur ¢t de s a 1. Pour ¢t = s, on a

;t‘,’*HT (7o, Ste(my)) > Pj tgHT (7, Sti(m,)) d’ott le résultat. Supposons alors le

resultat acquis au rang t + 1.
Remarque. De la suite spectrale associée a la filtration par les poids de Ity Y HT— (7, Sty (my))

dont les gradués sont donnés par , les germes des faisceaux de cohomologie de

pjl_t‘?*HT (7, Sty(m,)) sont de la forme HTi(my, Sty(m,{0%+}) @ ) ou II est une

représentation de GL;,(F,) dont le support cuspidal est un segment de Zelevinski centré
sur T, {—t%1).
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Par équivariance, on supposera que z est un point de Xz tsg T D apres 1) le germe en
z du i-eme faisceau de cohomologie de *jz —19 HT (7, Stt(ﬂ'v)), muni des actions par corres-
pondances de G(A*®") x Py, 4(F,) X Z, est 1somorphe a celui du (i+1)-eme de P(m,, Sty(m,)),
lequel d’apres (6.3)) et la proposition précédente est, muni des actions par correspondances
de G(A*") X Py py1.4(F,) X Z, isomorphe a celui du (7 + 1)-eme faisceau de cohomologie

t+1)g _ _
de p']lt(+1 ')* HTltg+1 (ﬂ—v’ Stt(ﬂ—”{g21}) ® <7TU)|P1,9(FU){_tg21 }>(%)
D’apres ’hypothese de récurrence, ce germe est nul si (hg,7 + 1) n’est pas de la forme

((t +1+6—-1g(t+14+0—-1)g—d—-245+ 1) et sinon il est isomorphe, muni
des actions par correspondances de G(A*") X Pnpi14(Fy) X Z, au germe en z de
HTl(tJré) (7.‘—1)7 H)<l> XPtg g1, (t+6)g,d(Fv) Ptg,tg—i—l,d(Fv) ou

= Stu(r0? 1) & (ma)im i {00 — 1 - t>g;1} @ Spehy_y (o =(t + 1)92_1})'

En prenant t = 1 et s = 0 — 1 dans le premier isomorphisme du lemme [4.4] on obtient alors

g—1 g—1
(7010, () L (0 — I)T} ® Speh5_1(ﬂv{—7}) ~ Spehs (7, ) a5, ()

de sorte que II ~ Sty (7, {0%1}) ® Speh,(m,{ —t%31)) u1y, (F,)- N'ayant qu'une unique dérivée
non nulle irréductible, Spehy(m,{—t%51)), M;,(F,) est irréductible de sorte que le résultat
découle de la remarque ci-avant. ]

Remarque. Une autre fagon d’énoncer le résultat précédent consiste a dire que les fleches
de la suite spectrale (5.5)) sont < le moins triviales possible .

6.6. Corollaire. — Soit hg = tog < h = tg avec 1 <t < s. On a alors la suite exacte
courte

—(1+1) g—1 g—1 1
0— p]1h0+1,!i]HT1ho+1 (ﬂ-v’ Hto{i} ® Stet1-4 (ﬂ-”{_tOTDPl,(tﬂfto)g(Fv)) (5)

1

t =tg,* g —
]lhog\1h0+1a"]1h0g\1h0+1( jlhg HT (WU’ I, ® Sti—, (ﬂ-”{_tOT})))
-1
I_"1) —o.

2
Remarque. En ce qui concerne les décalages, et notamment ol est passé le &=L qui s’applique
sur Iy, ® Sty (m,{—to%5"}), rappelons, cf. , que

GL(t—t0+1)g(Fv)
Pli—tg)g,(t—tg+1)g (Fo

- jlho HTE\W(WW HtO ® Stt—to (Wv{_to

\hg1,0*

-1 -1
) St—io (A T5=1) @ T { = (t = )T 5=} = St (m).

Démonstration. — Comme

—1
5 ) =

7tg
T T\ T (T T ® Stego (o {0

g
—tox ( jlhg HT (7Tv7 ) Hto ® Stt—to (ﬂ-v{_t[)

jlh \1h0+17'*]1h0\1h0+1
g—1
2

D),
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il s’agit simplement d’identifier

1
Z'tg+1 PH_12t9+1 * (pj_tg HT <7T'u7 ) Hto X Stt—to (WU{—t()g 9 }))) <67)

Thot1% Tho+ Tpg

avec le premier terme de la suite exacte courte de I’énoncé. La preuve se déroule en deux
temps :
(i) on construit tout d’abord une surjection du faisceau pervers P de vers le faisceau
pervers A de I’énoncé
(ii) et on vérifie dans un deuxiéme temps que les faisceaux de cohomologie de ces deux
faisceaux pervers possedent les mémes germes en tout point géométrique.
Notons alors K le noyau de cette surjection P — A et soit pour 7, : {z} — X735, un point
géométrique, le foncteur H: qui a un faisceau pervers C' associe, dans le groupe de Gro-
thendieck, la somme alternée 3., (—1)"H'*C des germes de ses faisceaux de cohomologie.
On a ainsi H:(K) = HI(P) —H:(A) qui d’apres (ii) est nul, ce qui implique que K est nul
puisque l'image d’un faisceau pervers C' dans le groupe de Grothendieck est déterminée
par ses H:iC' lorsque z décrit tous les points géométriques, cf. par exemple la section 7 de
[2].

(i) Pour le premier point notons tout d’abord que d’apres , on a.

_ ]_ S —
—tg HT (ﬂ-va Hto ® Stt—to (Wu{—tog })) = Z pjig!*HTm (ﬂ-va

1h ! 2 P Lhg

t t

My (=075 (Sl =50 % Stealm (5 D) 05 ) ()

En utilisant la filtration par les poids et la Surjection

Ste—ty (mp{— —}) X St t(wv{

on obtient une surjection

E210) = Sty (m),

—1

—1,tg+1* (p .=t J

1)) -

pji(t—i_l)gHT (7Tv7 ) Hto{ } ® Stt+1 —to (7Tv{ to

1hgs

TG 67)

. . S h+1<+0, . o ,
ce qui, apres par application du foncteur pzlj 1h+ * fournit la surjection cherchée. En effet
orlng+1’
h+1<+0, =(t+1 =(t+1
pour le membre de droite, on a Pt =t0* o p 7(, )9~ pj= ?9 , alors que pour le membre
1n 1h0+1 Ihgot Thg41,t*
de gauche, cf. la preuve du lemme [6.2, on a
-tg+1<40,% 1 t +1,% .=t 1 -tg+1,% .=t
POTIST0n o pgymLilotln o Pty o by Llotl o b=ty
1hglhg+1 ho Thgt* 1h +1 Tpgl*

(ii) Les germes des faisceaux de cohomologle de

—(t+1)g -1 1
A=t T, T {5} © St (me {025 )y i) )

1h +1,0%

4. cf. la remarque précédente pour calculer les décalages
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sont donnés par le corollaire précédent de méme que ceux de
g—1
(70 Ty ® Sty (w0 {—to 5 )
Il s’agit alors de vérifier, qu’a décalage d’un indice pres, pour tout point géométrique z de
>h+1 . N . " , .
, on obtient la méme chose. Pour ce qui concerne les conditions d’annulation, on

Z,50,1ng41
X= =(t+d)g
L.5v:L(t46)g”

B - . p;=tg

Hl5— 17—
]1h0\1h0+17 1h0\1h0+1

vérifie aisément qu’elles sont les mémes. Soit alors z un point géométrique de

d’apres le corollaire précédent.
— La fibre en z du faisceau de cohomologie d’indice (t 4 0)g —d — 6 de B se calcule par

induction a partir de celle de 75, ,g HT, (m, I, ® Sty 4, (m{—to%}» ol a est le sous-
espace vectoriel de F? engendré par les vecteurs eq, - - - , €py, €not2,* -+ » €ny1 de la base
canonique. D’apres le corollaire précédent, la fibre en z de H(H+9)9—d=0p; o YHT, (m, IL;,®
Sti—t, (WU{ to%5- })) est isomorphe a

1, {2} ® (St (00} © (Speby(maf—t — 02 1) o Vt? )

relatlvement au Levi

GLy, 0 0 0
0 1 0 0
0 O GL(t—to)g 0
0 0 0 GLsy 1

de GL(114)g- En induisant a Py 4g41,+6)g(Fy), on obtient que la fibre en z de
H(H‘S)g*d*‘sB est isomorphe a

1,(69 1} @ (Steslmd =51 x (Spebs(md 500) )t

et donc d’apres le deux1eme 1somorphisme du lemme [1.4] &

g
Ht0{6 } ® LTW ( — to, 0— 1)|P1,(t7t0+5)g(Fv){_t0

-1
2

}

g—1
2 b
— La fibre en z de H t+1+5_1)9_d_5+1A est d’apres le corollaire précédent isomorphe a

g— §—1 —ty+1 -1
1, (695 b ( (St md="5 D) o)) (o

lequel d’apres le premier isomorphisme du lemme [4.4] est isomorphe a

g—1 g—1
Mo {0753 ® LTe, (¢ = 0.0 = Vim0 5 -

><Speh5_1(7rv{ }

Ainsi puisque la fibre en z de H'B est isomorphe a celle de

) —1
i+ (pH 1t 1, <j1h9 HT (71',07,Ht0 ®Stt7t0(7ﬁ;{_tog 9 })))>’

on en déduit donc que le noyau de la surjection ([6.7]) est un faisceau pervers dont les fibres
en z de ses faisceaux de cohomologie sont nulles. Par symétrie, le résultat est valable pour
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>h+1
XIS ST

est en fait un isomorphisme, d’ou le resultat. L]

tout point géométrique de de sorte que ce noyau est nul, et la surjection 1)

Démonstration. — de la proposition[6.4. On raisonne par récurrence sur ¢ de s a 1. Le cas
t = s étant trivial puisque P(m,,Il) est nul, on suppose le résultat acquis jusqu’au rang
t + 1. Partons de I'égalité de [2] 4.5.1 rappelée plus haut en (5.4)) :

11—t
2

Pl ) = 3 75 T (mo (= 025 Y @ Steelm{ -2 1) (5. (69)

i=t+1

On peut alors appliquer, en utilisant I’hypothese de recurrence pour 1 > t+1, le corollaire
précédent et calculer, en utilisant ’exactitude du foncteur ]1 \1h+1 \ jlht\gl’h I'image, dans
le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers munis d’une action par correspondances

de G(A®") X Py pi1.4(Fy) X Z, de P(m,, I1;) par ce foncteur, soit en notant que pour tout

. .. =tg, oPi =g —ig, o g
1= t’ on a trivialement (jlh\1h+1 'jlh\1h+1) jlh I (]1h\1h+1 l]lh\1h+1) jﬁ,!*

t t s—1

9 9, .

jlh\1h+1,'jlh\1h+1P(ﬂ-’U7 Ht) = Z
i=t+1
.=ig . g — 1 g — 1 i
C i g (o, L (0 = ) 75— 4 @ Sty (M —t 75— D g0 (m)) (5 )+

=(i+1 . g—1 g—1 1+1—t
P H T (1= 00 ) @8t rd 12 i ) ()

En regroupant les termes dans 1’équation précédente, on obtient alors

tg, =(t+1)g g—1 g—1 1
jlh\1h+1 'th€1h+1p<7rv’ Ht) " 1h\1h+1 HTﬂ\m(W“ Ht{T}@)(ﬂ-”{_tT}>|P1,g(Fv))(7

2
= . g—1 g—1 1—t1
> 22t BT TG~ )75} @St ml—t2 5 Dyt ) (g
i=t+2

)+

Ainsi en soustrayant a ’égalité I'égalité ci-avant, on obtient d’apres (6.3)), que I'image

1, . . .
de 2}1”“1 *pz;” ™ P(m,,I1;) dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers munis d’une
h+1; h+

action par correspondances de G(A™") X Py pi1.4(Fy) X Z, est égale a

=(t+1 g—1 g—1 1
P T (T @ (rd =t i ) ()

=(t41 g —1 g—1 1
_p= L)“”!*HTg\m(m, IT,{ b ® (M=t =D)ipL, R (5)

Th\1h41

e it D ) ()

] (t+1)gHT (Wy,Ht{g

1h+1 '*
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On a alors le diagramme suivant

P(m,,1I;) it Pt pig T1)

lpt1% 1p4a

- ~|
- [

K &= P(m,, ;) — 2 S BT (0, {552} @ (7o) ra A=t 52 D (3)

1tg+1,!* 1tg+1

. . . , ht1 . :
ou la fleche composée K — leﬂ_l *sz+ * P(m,, I1;) est nécessairement nulle. En effet
h+1s h+1

— d’un c¢6té 'image d’un faisceau pervers dans le groupe de Grothendieck des faisceaux
pervers, est uniquement déterminée par les fibres de la somme alternée de ses faisceaux

. . . . 1
de cohomologie, de sorte que les constituants simples de 2L Pi"*1* P(r, TI,) sont
Iht1,x Tpta
. . P . =(t+1
des extensions intermédiaires de systemes locaux sur XIéJrl)igl,
yOvsltg+
. N . >h+2 . .
— de l’autre les facteurs simples de K sont a support soit dans ngj soit des extensions
=(t+1)g
xZHlg
I:Sv’ltg\ltg+1

Enfin on récupere 'action complete de Py, 4(F,) en utilisant comme précédemment la re-

marque de la preuve du corollaire [6.5] O]

intermédaires de systémes locaux sur

7. Faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents

En ce qui concerne les fibres des faisceaux de cohomologie de W7, on peut mener le méme
raisonnement. Rappelons qu’en notant

} . XI,ﬁU — XI <~ XI,EU : i,
ol jy = Pj, et j. = Pj,, le complexe des cycles évanescents est ?H~1i*7,Q;. Ainsi en utilisant
que l'inclusion

1y g2l )
g, Xza = Xgg, 5 = Xz

A .1
est affine, exactement les mémes arguments que ceux du lemme montrent que ZT’I*\I/I
est pervers, ce qui donne la suite exacte courte

>1 .>17* . .17*
0— ey e vy — Uy — z%lj*p”}—lozil VUr — 0. (7.1)

D’apres [2], I'image de ¥z dans le groupe de Grothendieck est déterminée via la formule
des traces. Afin d’exprimer le résultat, il est tout d’abord plus simple de décomposer Wz
comme dans [2] sous la forme

\I/I >~ @ \I/I,m,

ou , décrit les classes d’équivalence inertielle des représentations irréductibles cuspidales
de GL,(F,) pour 1 < g <d. En posant s = LgJ, dans le groupe de Grothendieck adéquat,
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on a alors, cf. [2] proposition 4.1.4 ou corollaire 5.4.2

V=YY Plm)(—y) 72)

k=1—s |k|<t<s
t=k—1 mod 2

7.8. Proposition. — (cf. aussi la proposition B.3.4 de [4])
Avec les notations précédentes, on a

1—k
-1 0 -1,* =k
ZTI’*p’H ZTl Z ] gHT 7I'v, Stk('ﬁv)\PLkg(Fv))(72 )
Démonstration. — Les arguments sont similaires a ceux de la proposition en utilisant
le corollaire [6.6) avec hg + 1 = 1 en convenant que
0
Xis 1= X1,

On applique ainsi le foncteur j= 21, j>1’* a I'égalité ‘) ce qui donne d’apres le corollaire

0.0l

“p - k
B = XY (R B St(m)n ) © Lim) ()

k=1-s |k|<t<s
t=k—1 mod 2

k—1
=(t+1
P H T (0, Stea (o) 1) @ L) (=~ ))
k
FY Plam)b)
k=s—1 mod 2
|k <s—1
On soustrait alors cette égalité a (7.2), ce qui d’apres la suite exacte courte ([7.1]) fournit
le résultat. [
7.4. Corollaire. — Soient m, une représentation irréductible cuspidale de GLy(F),) et z

un point géométrique de X;gv. La fibre en z de H'Vz ., vérifie alors les points suivant :
— elle est nulle si g ne divise pas d ;
— st d = sg, elle est nulle si 1 >0 ou si1 < —5;
— pourd=sg et 1 —s <i <0, elle est isomorphe d la fibre en z de HT (m,, LTy, (s
1+, —i)) @ L(m,)(%).

Remarque. Le corollaire ci-dessus correspond au résultat principal de [2], cf. le corollaire
2.2.10 de loc. cit. En utilisant le théoreme de comparaison de Berkovich, on en déduit le
calcul des groupes de cohomologie des espaces de Lubin-Tate, cf. le théoreme 2.3.5 de [2].

Demonstmtwn — En utilisant la suite exacte courte (| . le germe cherché est celui de
zi *7’7-[0 "Wz, . Considérons alors la filtration par les poids de ce dernier faisceau pervers

0 - Fll (\I[IJT»U) C Fll (\Ifz,ﬂ-v) [GEEENE Fﬂs(\:[fzﬂrv),
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dont les gradués sont

. ke 1—k
gt (V) = Fil* (Ugz,)/ Fil" ™ (U, ) = P M HT (anStk(%)lPl,kg<Fv))(T)a
pour k=1,---,s. On considere alors la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomo-

logie de Wz, a partir de ceux de ses gradués, i.e.

12_H)> = Hi+j\1[177rv.
D’apres le corollaire m, la fibre en z des E!7 vérifie alors les propriétés suivantes :
— tous les (Eij) sont nuls si i > 0 ousii < —s;
— tous les (E}7), sont nuls si g ne divise pas d;
— pour d = sg, les (E}7), sont nuls si i + j > O ousii+j < —s.
— Pourd=sgetl—s<i+j<O0,les (E’), sont nuls sauf pour —i = s +i + j, i.e.
j = —s — 2i auquel cas cette ﬁbre est isomorphe a la fibre en z de HT(r,, LT}, (s —
L+i+j,—i)) ® L(m,) ().
Ainsi les couples (i,7) tels que (E}7), est non nul sont les (—s + &, 5 — 28) pour § =
0,1,---,s — 1. On remarque alors que toutes les fleches d’ de cette suite spectrale sont
nécessairement nuls puisque, par une récurrence immédiate sur r, soit son espace de départ
EiJ soit son espace d’arrivée Eit™+7=1 est nul. Ainsi donc on a (E%), ~ (Ei7), et le
résultat découle des tirets précédents. ]

Ei’j = Hi+j< -71 1*gHT11(7TU’ St_Z(ﬂ-U)Ipl Zg(Fv))(
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