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Nous effectuons une étude détaillée des processus d’interaction et de la durée de vie des phonons
dans un gaz de fermions condensé par paires dans la zone de raccordement CBE-BCS. Nous déter-
minons les amplitudes de couplage phonon-phonon par une théorie microscopique s’appuyant sur
un ansatz variationnel BCS généralisé au cas de paires en mouvement, qui se préte & un dévelop-
pement systématique autour de I'approximation de champ moyen BCS de I'état fondamental. Nous
trouvons que les amplitudes de couplage déduites de I’hydrodynamique quantique par Landau et
Khalatnikov ne sont valables que sur la couche de masse, c’est-a-dire pour des processus résonnants,
qui conservent I’énergie. Notre théorie microscopique conduit au méme spectre d’excitation que la
RPA (Random Phase Approximation), avec aux faibles nombres d’onde une relation de dispersion
de départ linéaire (phononique) qui passe de convexe a concave lorsqu’on passe de la limite CBE a la
limite BCS. Dans le cas convexe, le mécanisme d’amortissement dominant & basse température est
celui de Beliaev-Landau 2 phonons <+ 1 phonon. Dans le cas concave, c’est le processus de Landau-
Khalatnikov 2 phonons <+ 2 phonons. Dans les deux cas, en sortant la dépendance en la force des
interactions par un adimensionnement astucieux des vecteurs d’onde, nous obtenons une expression
universelle du taux d’amortissement. Dans le cas des processus 2 <> 2, notre expression universelle
corrige et étend les résultats analytiques de Landau et Khalatnikov [ZhETF 19, 637 (1949)]. Dans
le cas de I'amortissement de Beliaev 1 — 2 pour le gaz unitaire & température nulle, nous calculons
la premiére correction en ¢” au taux d’amortissement hydrodynamique en ¢°, ce qui n’avait pas été

fait de maniére systématique.

I. INTRODUCTION

Dans de nombreux systémes a N corps, les excitations
collectives de basse énergie sont des phonons. A basse
température, les interactions entre phonons déterminent
leur durée de vie, leur temps de corrélation et leur libre
parcours moyen. Elles jouent donc un role central dans
les phénoménes de transport, tels que la conduction ther-
mique dans les solides diélectriques et les propriétés hy-
drodynamiques dépendant de la température comme la
viscosité et l'atténuation du son dans I'hélium liquide
[1, 2], mais aussi dans les propriétés de cohérence ma-
croscopique des gaz dégénérés, puisqu’elles déterminent
le temps de cohérence intrinséque du condensat de bo-
sons ou de paires de fermions [3, 4]. Le processus do-
minant dans la décroissance des phonons varie suivant
le systéme physique considéré, et dépend en particulier
de la concavité de la branche d’excitation phononique
[5-7]. Lorsque la relation de dispersion est convexe aux
faibles nombres d’onde, le processus dominant est celui de
Beliaev-Landau 2 <+ 1 [8; 9], qui met en jeu trois quasi-
particules. Lorsqu’elle est concave, c¢’est celui de Landau-
Khalatnikov 2 <+ 2 & quatre quasi-particules, puisque ce-
lui de Beliaev-Landau n’est plus résonnant.

Parmi les systémes a N corps, les gaz d’atomes froids
offrent la possibilité unique de controéler et d’ajuster la va-
leur de certains paramétres microscopiques, en particulier
la force des interactions. Dans les gaz de fermions froids
a deux états de spin T et |, les interactions se produisent
seulement dans I'onde s entre fermions de spin opposé,
et sont caractérisées par un seul paramétre, la longueur
de diffusion a dans 'onde s, ajustable via un champ ma-
gnétique extérieur au voisinage d’une résonance de Fe-

shbach. Ceci a permis I’étude dans ces systémes du rac-
cordement entre la limite de Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS) 1/a — —o0, ou les paires condensées de fermions
k T —k | sont localisées dans 'espace des impulsions
au voisinage de la surface de Fermi, et la limite de la
condensation de Bose-Einstein (CBE) 1/a — 400, ou les
diméres de fermions fortement liés se comportent comme
des particules bosoniques [10-18]. Dans le cas non pola-
risé, c’est-a-dire avec des populations égales dans les deux
états de spin, le spectre d’excitation est composé de deux
branches : une branche fermionique & seuil non nul donc
avec bande interdite, qui décrit I’excitation des degrés de
liberté internes des paires T/, et une branche bosonique
de départ phononique aux faibles nombres d’onde, qui
décrit 'excitation du mouvement du centre de masse des
paires |7, 19-23]. Quand elles ont une densité suffisam-
ment faible, ces excitations élémentaires constituent des
quasi-particules en interaction faible et & longue durée de
vie.

La relation de dispersion des phonons dans les gaz de
fermions froids de spin 1/2 passe, prés de la limite uni-
taire 1/a = 0, de convexe du coté CBE a concave du coté
BCS [7, 22]. Ceci veut dire que ce systéme physique per-
met, & lui seul, d’étudier expérimentalement l'interaction
entre phonons aussi bien dans le cas concave que dans le
cas convexe. En particulier, en passant du premier au se-
cond cas par changement de la longueur de diffusion, on
devrait observer une augmentation brutale de la durée de
vie des phonons. Les excitations collectives peuvent étre
étudiées expérimentalement aussi bien dans le domaine
spectral par diffusion de Bragg [24, 25] que dans le do-
maine temporel [26]. Si Pon ajoute & cela la possibilité de
créer des gaz spatialement homogénes dans des potentiels



de piégeage a fond plat [27], la mesure de la décroissance
des phonons due aux processus 2 <+ 1 ou 2 < 2 devrait
étre réalisable & court terme.

En attendant, il manque toujours une étude théorique
exhaustive des interactions entre phonons et une expres-
sion générale des taux d’amortissement & basse tempéra-
ture pour une interaction de force quelconque. L’exemple
le plus immédiat d’une relation de dispersion convexe est
la branche d’excitation de Bogolioubov du gaz de bosons
en interaction faible. Sur cet exemple, Beliaev a obtenu
les amplitudes de couplage dans une théorie microsco-
pique et en a déduit les taux d’amortissement dus aux
processus 1 — 2 [8]. La contribution des processus de
Landau 2 — 1, présents seulement a température non
nulle, a été calculée plus tard [28-30]. Dans le cas qui nous
intéresse des gaz superfluides de fermions de spin 1/2, la
référence [9] a calculé le taux d’amortissement de Beliaev
1 — 2 a température nulle a 'aide d’une théorie effective
de basse énergie phénoménologique allant un cran au-
dela de ’hydrodynamique quantique, afin de prendre en
compte la courbure de la relation de dispersion des pho-
nons. Cependant, les auteurs ont omis d’inclure les cor-
rections du méme ordre a I’amplitude de couplage entre
phonons, ce qui rend leur traitement inconsistant. Dans
le cas bosonique de la phase II de 1’*He, dont on croyait
a lorigine la relation de dispersion concave, Landau et
Khalatnikov ont obtenu 'amplitude de couplage des pro-
cessus 2 <> 2 en tenant compte des processus virtuels
non résonnants & trois phonons et en introduisant a la
main un terme correctif cubique dans le spectre d’ex-
citation hydrodynamique. Cependant, ils ont calculé les
taux d’amortissement seulement dans la limite des pe-
tits et des grands nombres d’onde, ce qui nous a inci-
tés a reprendre et compléter leur travail, d’autant plus
que l'étude des processus 2 <> 2 & basse énergie dans
I'"*He a été suspendue vers 1970, quand il a été décou-
vert que la relation de dispersion y est en fait convexe
aux faibles nombres d’onde. Les processus 2 <> 2 dans
I'*He font toujours I'objet de recherches dans l'intervalle
de nombre d’onde ol la relation de dispersion redevient
concave, ce que la présence d’une petite région convexe
rend assez difficile [6]. A notre connaissance, les études
existantes des processus 2 <> 2 dans les gaz de fermions
froids se restreignent a la limite unitaire et au régime hy-
drodynamique fortement collisionnel, ot I'indicateur de
la dissipation est la viscosité de cisaillement du gaz [31].
Dans cet article, nous présentons au contraire une étude
compléte des processus d’interaction entre phonons dans
un gaz de fermions froid & suffisamment basse tempé-
rature pour étre dans le régime faiblement collisionnel,
et ceci pour une interaction de force quelconque, ce qui
inclut les cas concave et convexe.

Nous décrivons pour cela le gaz de fermions non pola-
risé condensé par paires a ’aide d’un modéle microsco-
pique semi-classique, s’appuyant sur un état variationnel
comportant des paires en mouvement. Ce modéle permet
de développer de facon systématique le hamiltonien en
puissances de deux champs canoniquement conjugués

et £*, qui sont de faible amplitude a basse densité d’ex-
citations du gaz. Le modéle microscopique et le principe
du développement sont exposés dans la section II.

Dans la section IIT nous développons le hamiltonien
jusqu’a l'ordre deux en les champs § et 5*, et nous dia-
gonalisons cette approximation quadratique pour obte-
nir le spectre d’excitation [7, 19-23]. A part ces résultats
spectraux déja connus, nous obtenons les modes propres
de quasi-particule et les amplitudes correspondantes de
création et d’annihilation, que nous quantifions ensuite.
Le tout procéde d’une certaine élégance grace a la nature
hamiltonienne des équations du modéle semi-classique.

Dans la section IV, nous calculons les amplitudes de
couplage des processus d’interaction & trois et a quatre
phonons. Sur la couche de masse, nous comparons avec
succes les prédictions de ’hydrodynamique quantique [1]
sur les amplitudes des processus 2 <+ 1 et 2 <> 2 aux ré-
sultats d’une théorie microscopique, théorie qui est pour
2 > 1 celle du modeéle fermionique de la section III,
et pour 2 <> 2 celle d’'un modéle de bosons en interac-
tion de portée ajustée pour que la relation de dispersion
soit concave aux faibles nombres d’onde. Le test micro-
scopique des prédictions de I’hydrodynamique que cela
constitue est particuliérement intéressant pour 2 < 2,
puisque (i) ce cas met en jeu des processus non réson-
nants 2 <> 1 et 3 + 0, dont les amplitudes ne sont pas
correctement données par 1’hydrodynamique, (i) 1'hy-
drodynamique de base conduit & une divergence de I’am-
plitude 2 <+ 2 que Landau et Khalatnikov ont di régula-
riser en mettant a la main un terme de courbure dans la
relation de dispersion des phonons.

Dans la section V, nous appliquons directement les ré-
sultats précédents au calcul du taux d’amortissement des
phonons dans un gaz de fermions dans tout le raccorde-
ment CBE-BCS. Pour ce faire, nous incorporons dans une
équation pilote les amplitudes de couplage des processus
2 <> 1 et 2 +» 2 de lasection IV. Annongons déja les prin-
cipaux résultats de cette section V : (7) pour une relation
de dispersion aussi bien convexe que concave, grace a I'in-
troduction de quantités soigneusement adimensionnées,
nous obtenons une courbe universelle donnant le taux
d’amortissement en fonction du nombre d’onde, pour une
interaction de force quelconque entre les limites CBE et
BCS, (i7) nous donnons analytiquement tous les com-
portements aux limites des taux d’amortissement, pour
heq < kT et heq > kT ou c est la vitesse du son et T’
la température, ce qui, dans le cas concave, nous conduit
a corriger les résultats de Landau et Khalatnikov [1]. En-
fin, dans le cas particulier du gaz unitaire & température
nulle, nous calculons la premiére correction a la prédic-
tion hydrodynamique pour I’amortissement des phonons,
en utilisant la théorie des champs effective de Son et Win-
gate [32], ce qui nous permet de compléter le résultat de
la référence [9].
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II. PRINCIPE DE L’APPROCHE
MICROSCOPIQUE

A. Hamiltonien d’interaction dans ’onde s

Nous considérons un gaz de fermions dans deux états
internes notés T et | évoluant sur un réseau cubique de
pas [ avec des conditions aux limites périodiques dans un
volume [0, L]? de taille finie. Les fermions de spin opposé
ont une interaction sur site caractérisée par une constante
de couplage go

61‘,1"

V(r,r') = gOl—3

(1)

Le hamiltonien du systéme dans I’ensemble grand cano-
nique de potentiel chimique p s’écrit, :

(-9 e = 1) do)

+0l® Y L)1)y (1) (v)  (2)

H=0 Y 4L

ro=1/]

ou lopérateur laplacien discret A, admet les fonc-
tions e®* comme fonctions propres de valeur propre
—k? et Topérateur champ des fermions posséde les re-
lations d’anticommutation discrétes {1/30(1‘),1/;3;, ()} =
SoorOprr /13, avec 0,0’ =7 ou |. Il est d’usage d’éliminer
la constante de couplage gg, qui dépend de [ et tend vers 0
a la limite d’un espace continu [ — 0, au profit de la lon-
gueur de diffusion a, fixée indépendamment du choix de [
et mesurable expérimentalement. On utilise pour cela la
relation issue de la théorie de la diffusion appliquée [33]
au potentiel (1)

B3k m
(2m)3 h2k?

1 m

90 T 4nh?a /PZB

ot l'abréviation PZB désigne la premiére zone de
Brillouin [—# /1, 7/I[> du réseau.

3)

B. Approximation BCS de I’état fondamental

L’idée de la théorie BCS [34] est de chercher une ex-
pression approchée de I’état fondamental du hamiltonien
(2) parmi la famille d’états

|1/}BCS> — H (Uk — deljr(TdT—ki) |0>

keD

(4)

ot D = 2273 N [—7/l,7/l[* est Pensemble des vecteurs
de la premiére zone de Brillouin compatibles avec les



conditions aux limites périodiques, I'opérateur dyx., co-
efficient de Fourier de 'opérateur champ 1[)0(1‘), crée un
fermion de vecteur d’onde k et de spin o, Vi est I'am-
plitude de probabilité de présence d’un fermion ko dans
|BCSY et Uy = /1 — |Vi|?. Les minimiseurs de la fonc-
tionnelle énergie classique (yBCS|H|¢BCS) sont répartis
sur un cercle

Uy = U Vi = V0el? (5)

ol ¢ € [0,27] et les valeurs de référence UY et V2 sont
choisies réelles.

Pour étudier le comportement du systéme & basse éner-
gie, nous choisissons un état donné du cercle, celui de
phase nulle

b =TT (00 - Walyali, )0 (©)
k

comme origine du développement. Dans cet état a symé-
trie brisé, on définit le gap de la théorie BCS

= go(YP S 1 by [ECS) = Z Uave, (1)
keD

quantité qui remplace go ou a comme paramétre naturel
de la force des interactions dans la théorie BCS. Il permet
d’écrire les coefficients UYL, V4! sous la forme

= 2(1—%‘:) et Uy = %(1+§—E) (8)

avec les énergies
RPE> gop

fe = 5 -~ pt T 9)

€k = \/A2+§12( (10)

La densité totale moyenne p, nombre total moyen <N ) de
particules par unité de volume, vaut dans 1’état (6)

p= Bk 2w

L3
keD

ol kp est le nombre d’onde de Fermi du gaz parfait de
densité p. Associé a la relation (8) ceci conduit conduit a
I’équation d’état BCS du gaz reliant p & p et A. L’utile
relation UQV0 = A/2ex permet de donner a 1’équation
du gap (7) sa forme habituelle :

o L? 5 5 2ek (12)

90 keD

On définit enfin des opérateurs de création et d’anni-
hilation d’excitations fermioniques, obtenus a partir des
opérateurs de création et d’annihilation de particules par
la rotation de Bogolioubov :

bt = Upiny + Vidal | (13)
b_x, = V akT + Uka ki (14)

Ce sont les opérateurs dont I’état (6) est le vide. Ils créent
des quasi-particules k 1 et —k | d’énergie €.

C. Ansatz de paires en mouvement

Nous paramétrons les fluctuations autour du fonda-
mental BCS a symétrie brisée par I'état cohérent de
quasi-particules :

) =N exp | Y Zicrarbiyqrb i, | [¥8cs) (15)

k,qeD

Contrairement au fondamental BCS (6) dans lequel
toutes les paires de particules sont au repos, les paires
de quasi-particules ont maintenant un vecteur d’onde du
centre de masse q non nul.

Les références [35] et [36] expliquent comment appli-
quer le principe variationnel dans 1’état (15). On intro-
duit les variables

B = — (2(1+ 272)7172) (16)

k.k’

ou z est la matrice (zk k )k kep afin de mettre les équa-
tions du mouvement sous la forme hamiltonienne

., dBrr x oFE
h — = 17
SRnT 0By (7)
dBys x OF
—ih <= 18
! dt 8ﬂk/7k ( )

Le hamiltonien classique correspondant

= (Y| H|) (19)

s’évalue grace au théoréme de Wick. Les moyennes d’opé-
rateurs bilinéaires en les opérateurs fermioniques bico
s’obtiennent par décomposition de Schmidt de la matrice
z et s’expriment naturellement en fonction du champ

Fae e = (b_geybiry) = — (5(1 - 6*6)”2)1(, N (20)
e = (bl == (B0-8'9)2) @

p;yk = <8L/T8kT> = (ﬁﬁ Kk’ Zﬁk’ klﬁk ki (22)

(B"8) e x Zﬂklk/ﬂkl (23)

pt,k’ = <bT_kf¢b7k¢>

III. HAMILTONIEN CLASSIQUE A I’ORDRE

QUADRATIQUE : VARIABLES NORMALES DE

LA BRANCHE BOSONIQUE ET OPERATEURS
DE PHONONS

A. Equations du mouvement linéarisées

Pour linéariser les équations du mouvement (17) et
(18), nous supposons que 'état (15) différe peu du fon-
damental BCS et donc que

vk, k', 2 K1 et Prr <1, (24)



Puis nous développons la fonctionnelle énergie en puis-
sances du champ f

E=FEy+ Ey+0(B%) (25)

ou By = (YBCS|H[YBCS) est une constante, By et Fj
sont respectivement bilinéaire et trilinéaire en 3. Le dé-
veloppement est dépourvu de termes linéaires puisque le
fondamental BCS (qui correspond a § = 0) est un mini-
miseur de E. Comme dans la RPA d’Anderson [19], les
équations du mouvement linéarisées qui découlent de ce
développement par remplacement de E par Eo dans (17)
et (18) sont découplées par valeur du vecteur d’onde total
q. Pour cette raison, nous récrivons les coordonnées du
champ S sous une forme indice-exposant & la Anderson

BE = 6k+q/2,k7q/2 (26)

et nous définissons les vecteurs 9 = (B )kep et B =

(B ®)*)kep- Les équations du mouvement se mettent
alors sous la forme matricielle

. d [pa B4
h— |53 ) =L 5 2
ihy <6q> L <ﬁq) ) (27)
avec un opérateur d’évolution £9 symplectique
o0.LY%, = (LY} (28)

et présentant une symétrie particule-trou
o L%, = —(L9)* (29)
01 1

auvecagcz(1 0 eto, = 0 —1

Pour écrire explicitement 'opérateur £9, il est plus aisé
de faire un changement de base « somme et différence »
en définissant

en notation par blocs.

vie = B = B (30)
sie = B + By (31)

pour obtenir

dy,! go o
i W = €xqSp + 3 > (quWk,q + wlqulf,q) S

k'eD
(32)
hdsﬁ _ q 9o W+ W+ — o a
1 T €kq¥i T 3 Z ( kqVk'q wkqwk/q) Yy
k'eD

(33)
Les coefficients I/ijtql et wlf q Sont des regroupements as-
tucieux des coefficients U et V;!

Wkiq = Ulg+q/2Ulg q/2 + VkOJrq/2VkO q/2 (34)
wkq Uk+q/2Vk q/2 + Uk q/2vk+q/2 (35)

et les énergies exq sont celles du continuum a deux exci-
tations fermioniques

€kq = €k+q/2 T €k—q/2 (36)

Les équations du mouvement (32) et (33) contiennent
deux contributions : premiérement, une partie indivi-
duelle, qui ne couple que les amplitudes de méme vec-
teur d’onde relatif k et qui contient I’évolution triviale
des operateurs bkg sous le hamiltonien BCS HBCS =
FEo + Zkg ekbkgbkg, et deuxiémement, une partle collec-
tive qui couple les amplitudes normales Y et sp a des
amplitudes collectives de méme impulsion totale q. No-
tons aussi que ces équations semi-classiques coincident
avec les équations de la RPA d’Anderson [19] prises en
valeur moyenne dans ’état (15). Pour s’en convaincre, il
faut exprimer les équations (78a-d) de la référence [19]
en termes des opérateurs de quasi-particules grace aux
relations (13) et (14) et remarquer que les moyennes des
opérateurs Z;I(al;k/g sont négligeables a I'ordre linéaire de
la théorie variationnelle d’aprés (22) et (23).

B. Branche d’excitation collective

Nous cherchons maintenant les modes propres du sys-
téme d’équations (32,33) d’énergie hwq positive mais in-
férieure au continuum k — €y q/2 + €x_q/2 & deux exci-
tation fermioniques, que I’on obtient en diagonalisant la
partie individuelle de (32,33)

0 < hwg < irﬁf(ekJrq/z + €k—q/2) (37)

L’équation aux valeurs propres associée au systéme
(32,33) est obtenue dans le cas général dans la référence
[36]. Nous donnons ici les grandes étapes. On introduit
les amplitudes collectives

9o _
Yq = L3 Z quyk Sq =73 Z qusﬁ (38)

keD keD

_ 90 - ,4a _ 90 + .4

q*ﬁi:wquk q*ﬁi:wkqsk
keD keD

On résout le systéme linéaire 2 x 2 (32,33) pour expri-
mer les inconnues y;! et s en fonction des amplitudes
collectives. Puis on injecte les expressions obtenues dans
les définitions (38,39) pour aboutir au systéme linéaire
homogéne

e —1 3¢

3 P2

X}/+W+ ZVJrW* X}/#»w E/V%»uﬁr
ZEV W ZX)V w- — 1 —Egv,w, E“v)vfuﬁ
Zw w+ Eg) wW— 72&)11*11}* -1 Ew*w+
2'w*WJr Ew*W* 7Zw+w* z]'w+'w+ 1

Yq
« %] =0 (o)
Yaq
Sq
Dans les notations
b
o= 5> kaka (41)
L keD (h‘”q) - (fkq)
hw, b
B ey @
L keD (h‘”q) - (fkq)



les caractéres a et b représentent I'un quelconque des

W+ W=, wh,w™. Le systéme (40) se simplifie a la limite

continue [ — 0. Comme gg — 0 et wis, = O(1/k?),
9 kst

on constate que dans les troisiéme et quatriéme lignes
tous les ¥ tendent vers 0, ce qui conduit &

Yq = 5q =0 (43)

Nous divisons ensuite les deux premicres lignes de (40)
par go. En vertu de I’équation du gap (12), on constate
que tous les éléments de matrice divisés ont une limite
finie et non nulle. Le systéme se réduit alors a son bloc
supérieur gauche, que nous écrivons a la limite thermo-
dynamique sous la forme :

(h;;ﬁ(f A Q)) (g‘;) —0 (44)

avec des intégrales I, fonctions de ’énergie propre wq et
du nombre d’onde ¢,

€kq W+ 2
Lii(w,q) = /R3d3k lm:)g(_—‘a;)g + ﬁ] (45)

| e M) 1
I _(w,q) = /de k [(hw)Q — (€xq)? + 2€k‘| (46)

leq Wiq

(Fo)? — (exa)? 47)

I+*(W7Q) = / d3k
]RS
Nous obtenons ainsi I’équation implicite

L (wqy )1 (wq, ) = PPwg [I1—(wq, ) (48)

La méme équation (48) s’obtient par d’autres approches :
la RPA [19], une approximation gaussienne de 'action
dans un formalisme d’intégrale de chemin [20, 23], une
approche par les fonctions de Green combinée a une ap-
proximation diagrammatique [21]. Les conditions sur ¢
d’existence de la solution wq sont discutées dans la ré-
férence [21], et la concavité du spectre est étudiée dans
[7]. Au-dela des travaux cités, nous construisons ici les
opérateurs associés aux modes collectifs.

C. Construction des variables normales de la
branche bosonique

1. Cas général

Grace aux symétries (28) et (29) de Popérateur d’évo-
lution, l'obtention des amplitudes normales s’effectue
de maniére entiérement analogue au cas bosonique par
la théorie de Bogolioubov [37]. La premiére étape est
d’écrire le mode propre € d’énergie fuwg > 0

Z(q) = <M> (19)
Nk keD

Pour obtenir I'expression analytique des coefficients M
et N dans la limite continue [ — 0, nous résolvons le
systéme (32,33) avec d/dt — —iwq et nous utilisons les
équations (43) et (44) pour éliminer les amplitudes col-
lectives, ce qui conduit &

— I Wq,
e v 2A <€qulj_q B RQ%) (50)
T VNa(PPwg = €iq)
2A (h%QWk+ — ekq Wi Lﬁqq))
M3+ N2 = T oY

g /Nq(ﬁzwa - eiq)

ou N est une constante de normalisation sans dimension,
déterminée plus bas par 'équation (57). Relevons une
propriété importante de M et N : leur invariance aussi
bien par parité interne (k — —k) qu’externe (q — —q)
vis-a-vis des paires, qui résulte de I'invariance par parité
du probléme et de 'appariement dans I'onde s,

M3 = MY, = M (52)
N? = N9 =N “ (53)
En vertu de la symétrie (29), le vecteur propre €. posséde

un vecteur propre associé €_ d’énergie —wqg qui s’obtient
par simple multiplication par o,

B} My Ny
é_(q) =0, N = | e (54)
k / keD k/ keD

Nous cherchons ensuite les vecteurs duaux qui servent a
calculer la projection du champ [ sur les modes propres
€y et €_. En vertu de la symétrie symplectique (28), ils
s’obtiennent par multiplication par o,

. M M
e () ()
Nk keD _Nk keD

. Nd —NJ
d_(q) = —0. <M> = ( s ) (56)
k/ keD k / kxeD

Finalement, les vecteurs et leurs duaux sont normalisés
en fixant la valeur de Ny de fagon que

(@) e =S = (N2 =1 (57)
keD

Pour définir les amplitudes bg des modes collectifs,
nous projetons le champ 3 :

b= (@) (o) = 30 MESE - NG 69

keD
1o =d (@) (Ga) = 5 ~NESE + MG (69)
keD

ce qui constitue le premier résultat majeur de cet article.
L'égalité by = (bq)* suggérée par la notation est une



conséquence de l'invariance par transposition (52). Pour
exprimer en sens inverse le champ classique en fonction
des amplitudes de phonons, nous le développons sur les
vecteurs propres :

(g:) = bqfr(q) + b2 4€-(q) + ... (60)

L’ellipse matérialisée par les points de suspension
concerne ici la composante du champ sur les autres modes
excités de vecteur d’onde total q. On montre [36] qu’a la
limite d’un espace continu ces modes excités constituent
le continuum k + €y q/2+€Kk_q/2 & deux quasi-particules
fermioniques ayant un vecteur d’onde du centre de masse
q. En projetant 1’équation vectorielle (60), nous obte-
nons :

ﬂk+q/2,k—q/2 = Ml((lbq + Nl((lbiq + ... (61)
B ajziraa = Nidbg+ MV +... (62

Ces derniéres relations permettent d’interpréter M et N
comme les coefficients d’une nouvelle rotation de Bogoli-
oubov, qui, aprés quantification, réarrange cette fois les
opérateurs bilinéaires (20,21) de quasi-particules fermio-
niques en opérateurs de quasi-particules bosoniques, et
qui se superpose & celle induite par les coefficients U
et Vko7 qui réarrange les opérateurs de particules en opé-
rateurs de quasi-particules fermioniques. Cette rotation
agit au niveau des paires, d’ou le fait que les coefficients
M et N aient deux indices.

2. Limite des grandes longueurs d’onde

A la limite des grandeurs longueurs d’onde ¢ — 0, nous
rappelons le développement de I'énergie hwg qu’obtient

la référence [7] :
2 4
1421 (@) +0(@) ] . (63)
8 \\'mc mc

Dans cette expression, ¢ est la vitesse du son, reliée,
comme pour tout superfluide, a I'équation d’état par la
formule hydrodynamique

hwg o heq

du

me? = pd—p , (64)

ou la dérivée est prise a longueur de diffusion a fixée, et
le coefficient v de I'ordre suivant du développement est
donné comme une fraction rationnelle en les variables

A dA  Jos Pk
r=— et y=-—=——09p—x (65)
I N

reliées entre elles dans la derniére égalité par 1’équation
d’état BCS (11).

Les combinaisons (50) et (51) de M} et N} introduites
dans le présent article possédent alors les développements
suivants :

A
VNG = N = ==+ 0(6%) (66)
I dW,
VNG(ME+ NF) = =R 0l (67)
s _ hegdp 3
Na/L* = H40+0(d) (68)

Notons que ces expressions se raccordent & ’ordre le plus
bas avec les coefficients des modes d’énergie nul €, et
anormal €, de l'opérateur d’évolution £° du sous-espace
d’impulsion nul qu’obtient la référence [38].

D. Quantification des variables normales

Pour quantifier les amplitudes des modes bosoniques
obtenus par notre approche semi-classique, nous nous
souvenons que k représente un opérateur de paire de
quasi-particules rxiq/2k—q/2 = (D—k+tq/210ktq/21). OF
au premier ordre de 'approximation des petites ampli-
tudes le champ S est confondu avec —k. Nous sommes
donc tentés de faire la substitution

Bl = Brra/zk—a/2 — —b_wraq/2birqor (69)

En soumettant 'amplitude normale bq a cette substitu-
tion, nous obtenons 'opérateur quantique :

ba==>_ (M3b7k+q/2¢bk+q/2¢ = N2 orbl s ¢)

keD

(70)
Ce geste intuitif peut en fait étre justifié par plusieurs ar-
guments. Le premier est que l'opérateur quantique (70)
coincide avec celui que nous aurions obtenu dans le cadre
de la RPA d’Anderson en diagonalisant le systéme ho-
mogéne pour les opérateurs de création et d’annihilation
de paires de quasi-particules lA)leA)k/ L et BL/ iBLT’ les opé-
rateurs l;;fwl;krg, dont la dynamique par la RPA est tri-
viale et dont la valeur moyenne est d’ordre supérieur pour
la théorie variationnelle, étant traités comme des termes
source. Le second est I'application de la procédure de
quantification du chapitre 11 de la référence [35] ou le
champ [ est mis en correspondance avec un champ d’opé-
rateurs bosoniques B (a ne pas confondre avec les opéra-
teurs de création d’excitations bosoniques Bq). L’expres-
sion de I"tmage bosonique des opérateurs fermioniques a
deux corps tel l;_k+q/2¢l;k+q/2¢, en termes de ce champ
bosonique B, qui permettrait d’envisager une substitu-
tion telle que (69), n’est pas simple dans le cas général car
elle implique une série infinie en puissances de B. Mais,
dans limite ou le gaz est faiblement excité, I'opérateur
population des images bosoniques BB peut étre négligé,
ce qui autorise la substitution (69), ott nous confondons
les opérateurs fermioniques & deux corps et leur image



bosonique. Enfin, le dernier argument est le caractére
quasi-bosonique (70) de Popérateur l;q lorsque le gaz est
faiblement excité. En effet, calculons le commutateur de
l;q et l;jl :

[ba, 1] — 1=

9 /n . . .
Z [(NS) (b;r(—q/mbk—q/% + bT—k—q/ub—k—q/%)
keD

5 /s R . R
- (M) (blT<+q/2Tbk+q/2T+bik+q/2¢b—k+q/2¢)} (71)

Les termes par lesquels ce commutateur difféere de 'unité
sont des opérateurs de populations de quasi-particules
fermioniques. Ils sont donc exactement nuls dans le fon-
damental BCS et du second ordre en le champ z = O(f)
dans un état cohérent (15) de quasi-particules.

IV. AU-DELA DE L’ORDRE QUADRATIQUE :
INTERACTIONS ENTRE PHONONS ET
COMPARAISON A L’HYDRODYNAMIQUE

A. Processus a trois phonons

Nous étudions dans cette sous-section les processus a
trois quasi-particules bosoniques, ce qui inclut les pro-
cessus 2 +> 1 dits de Beliaev-Landau et les processus
non résonnants 3 <+ 0. Notre objectif est de faire appa-
raitre ces processus dans le développement d’un hamilto-
nien en puissances d’'un champ d’excitations, et d’extraire
les éléments de matrice associés. Pour cela nous utilise-
rons deux théories que nous comparerons. Premiérement,
nous utiliserons la théorie variationnelle microscopique
que nous venons d’exposer en prenant la fonctionnelle
énergie F (19) comme hamiltonien classique, en la déve-
loppant maintenant jusqu’a ’ordre trois en /3,

E =Ey+ B+ B3 + 0(8%) (72)

et en injectant le développement (60) du champ sur les
modes propres collectifs dans le terme trilinéaire Fj.
Ce calcul microscopique sera mis en ceuvre seulement
dans le cas 2 <+ 1. Deuxiémement, nous utiliserons 1’hy-
drodynamique quantique de Landau et Khalatnikov [1],
théorie mésoscopique qui traite les paires de fermions a
grande échelle comme des particules bosoniques mais qui
a l'avantage de reposer sur I’équation d’état exacte. Elle
sera appliquée aux processus 2 <+ 1 et 3 <> 0. La com-
paraison des deux théories nous permettra de discuter la
validité de I’hydrodynamique quantique.

1. Approche microscopique

L’esprit du calcul microscopique de ’amplitude de cou-
plage est simple : il faut exprimer le hamiltonien classique
(19) en termes des amplitudes bq associées au modes

propres collectifs de la théorie linéarisée (cf. la sous-
section II1 C), isoler les termes contenant les amplitudes
de création ou d’annihilation by et bq correspondant aux
processus étudiés et extraire leur coefficient. Pour les pro-
cessus & trois phonons, ce sont les termes cubiques du ha-
miltonien (25), rassemblés dans E3, qu’il faut exprimer
en fonction des amplitudes bq.

a. Cas général La partie cubique de E se met sous
la forme

_ 90 +
Es; = 3 Z 7121(/ {(ﬂk"i‘CI/Qak/—Q/ka+q/2,qu/2
k.k/,qeD
+ﬂk/—Q/Qak'+Q/2pt7q/2,k+q/2) + C'C'} (73)

ol nous avons introduit le tenseur

+ W -t o — o
W Wierg T WegWierg + WikqWirgq = WkqWirg
5 .

Ticw =

(74)

Nous injectons le développement (60) du champ sur les

modes propres collectifs dans 'expression (73) et obte-
nons le résultat suivant [52] :

2
mc
Es = (pL3)1/2 Z 5(11+Q2»QB
q1,92,93€D

x (AZEL o (ar, qs; as)bg, b, bas + cc.)+... (75)

Les vecteurs q1, q2 et q3 sont les trois vecteurs d’onde des
phonons impliqués dans le processus de Beliaev-Landau,
qs étant le vecteur d’onde du phonon qui se désintégre
ou se forme & partir des phonons q; et 2. L’ellipse ...
dans (75) concerne les processus a trois excitations im-
pliquant des excitations autres que bosoniques ainsi que
les processus non résonnants 3 <> 0 qui seraient décrits
par les termes bg, bg,bq, et by, by, by, mais que nous n’étu-
dions pas par la théorie microscopique. Nous avons mis en
facteur mc?/ (pLg)l/ 2, pour faire apparaitre amplitude
de couplage adimensionnée A25! (q1,q2,q3) du proces-
sus by, bq,bq;, finie et non nulle a la limite thermodyna-

mique :

mC2 %
WA?H?C}@(CIMQ%QQ,) =73 Z
k.k’'eD

|: k,llc/‘]\4l((j"1 (Ml(cliqg/QMl(cliqg/Z + Nl(cliqg/QNl(cliqg/Q)

+7-121 /NE/I (MCIZ MCI3 + NQs NCIZ )

k+qs/2" " k+qa/2 k—q2/2" 'k—qs/2
FT (NENE oM oy + MEME NS )

+q1 < QZ} (76)

ou la notation +q; < qo signifie qu’il faut ajouter aux
termes déja présents dans ’équation (76) ceux obtenus
en échangeant q; et qo et en laissant qs inchangé.



b. Limite des grandes longueurs d’onde A basse
température, ce sont les phonons de faibles vecteurs
d’onde qui dominent la cinétique du gaz, ce qui motive
I'étude de amplitude A%<! dans la limite q1, g2, g3 — 0.
En outre, c’est seulement dans cette limite que nous
pouvons espérer comparer au résultat hydrodynamique.
Nous effectuons donc le développement limité de I'expres-
sion (76), en nous plagant a la limite d’un espace continu
Il — 0, ce qui permet d’effectuer les intégrales sur les de-
grés de liberté internes k et k/ des paires et d’obtenir une
expression qui dépend uniquement des vecteurs qi, qo et

AZ (q1, 925 93) = ‘h _1/2;
micro ’ ’ mc2 23/2\/C¢)1T26();>,

qs du processus. Le calcul microscopique, qui ne sera pas
détaillé ici, figure dans la référence [36]. C’est le caractere
fermionique sous-jacent du probléme qui lui donne tout
son sel.

Plutot que d’utiliser les vecteurs d’onde, nous choisis-
sons de paramétrer le résultat par les énergies hiwg, en
nous autorisant le raccourci w; = wg,, ¢ = 1,2,3. Le
passage d’'un jeu de variables a I'autre se fait grace aux
relations de dispersion (63) et de conservation de I'im-
pulsion. Nous obtenons dans la limite w; — 0 :

[QJ(J:, y) (w1 + wa — ws3)

+ (i) {Alz,y) (w1 + w2 — ws) (W] +w] +wi) + Ba,y) (w5 — wi —w3) + C(z,y)wiwaws} + Ow?) | (77)

mc?

ou les fractions rationnelles A, B, C et J en les variables
x et y de l'équation (65) sont données dans I'annexe A.
Cette amplitude de couplage contient un dénominateur
en (w1w2w3)1/2 qui peut la faire diverger a la limite des
grandes longueurs d’onde si le processus considéré n’est
pas sur la couche de masse, c¢’est-a-dire ne vérifie pas la
relation de conservation de ’énergie

w3 = W1 + wa. (78)

Nous avons vérifié que la limite CBE de notre résultat
(77) coincide avec l'expression prédite par la théorie de
Bogolioubov [3, 39] pour un gaz de diméres bosoniques
faiblement interagissant [53].

c.  Processus résonnants Nous concluons cette étude
microscopique en calculant 'amplitude de couplage sur
la couche de masse, c’est-a-dire pour les processus qui
vérifient la conservation de ’énergie (78), ce qui n’est
possible dans la présente limite ws — 0 que si le para-
métre v est positif, c’est-a-dire si la relation de dispersion
g — wq est convexe aux faibles ¢. Les fractions ration-
nelles B et C' se regroupent alors pour former la quantité
thermodynamique

2 pd2u (dp\ 7 _

2B+ 50 =1+ 505 () =1eae (10

dont ’expression en termes de x et y s’obtient en dérivant

deux fois ’équation d’état BCS (11) par rapport a u et est

donnée en annexe A. Ceci conduit a la trés jolie formule
de IYamplitude de couplage sur la couche de masse :

h3Q1 4243 7

24>1 . o /2

Acdm(Q1aQ2,Q3) =3 (1 + Ap) e +0 (q3 )
(80)

L’apparition du paramétre thermodynamique 1+ Ap est

la seule différence entre cette formule et son équivalent

pour un gaz de bosons obtenu par la théorie de Bogoli-
oubov (& ce sujet voir les équations (D8) et (D9) de la
référence [3]). Les variations de ce facteur dans la zone
de raccordement CBE-BCS sont représentées sur la fi-
gure 1. Notons qu’il vaut 1 dans la limite CBE (z — 0T,
y ~ —4/x) comme dans un gaz de bosons en interac-
tion faible ot p o p. Il vaut 8/9 tant a la limite unitaire
(x = y) que dans la limite BCS (z — 0, y — 0), ou

1o p2/3.

2. Approche hydrodynamique

Nous cherchons maintenant & comparer notre résul-
tat microscopique (77) a la prédiction de 1’hydrodyna-
mique quantique irrotationnelle de Landau et Khalat-
nikov. Cette théorie décrit le gaz aux grandes échelles
spatiales par deux champs quantiques hermitiens p(r, t)
et v(r,t), en omettant directement la densité de quasi-
particules fermioniques, exponentiellement petite en 1/7".
En le supposant irrotationnel, nous écrivons le champ de
vitesse v(r, t) comme le gradient (discret) d’un opérateur

champ de phase ¢(r, t),

. [

V(I‘, t) = Evd)(rv t)a (81)
canoniquement conjugué a l'opérateur champ de densité
pr,t)

N N} . 61‘ r/

(e, 1), (', 5] =15 (82)

La dynamique de ces deux champs est alors donnée par
le hamiltonien hydrodynamique

. R _ .. -
Hyyaro = 12 Z [%V¢ P Vo+eoold)|, (83)
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FIGURE 1: Le facteur 1+ Ar, contribution de I’équation d’état
du gaz de fermions & 'amplitude de couplage & trois pho-
nons 2 <> 1 (cf. I'équation (79)), est représenté en fonction
de la force des interactions 1/kra. La courbe en trait noir
plein provient de I’équation d’état mesurée expérimentale-
ment dans la référence [16]. Dans les limites CBE (kra — 0T)
et BCS (kra — 07) nous donnons en tireté noir ses compor-
tements asymptotiques obtenus a partir des corrections dites
de Lee-Huang-Yang [40-42] (inclusion de la premiére correc-
tion & I’énergie de champ moyen, en (kra)? du coté BCS et
en pay/pa’ du cdoté CBE). La courbe prédite par 1’équation
d’état BCS (11) est donnée a fin de comparaison en tireté-
pointillé bleu. Relevons que le facteur 1 + Ar tend vers 1 a
la limite CBE, comme pour un gaz de bosons en interaction
faible. Il vaut 8/9 a la limite unitaire, et tend vers cette valeur
dans le régime BCS, puisque dans les deux cas on a p p2/3.

oll eg,0 est la densité volumique d’énergie nue, qui sera
renormalisée par I’énergie de point zéro des modes selon

ch

73
thdro - (pL3)1/2

>

q1,92,93€D*

out les amplitude de couplage des processus 2 <> 1 et
3 < 0 valent respectivement

R2q1q2q
ﬁ (BAr+uiz+uiz+uss)

(90)

ARSito(ar, a2 qs) =

10

la procédure décrite dans la référence [4] pour donner la
densité volumique d’énergie vraie ey dans l’état fonda-
mental. Cette derniére est reliée au potentiel chimique a
température nulle par p = deg/dp.

La suite est classique et similaire a 'approche micro-
scopique. Nous linéarisons les équations du mouvement
pour de faibles fluctuations spatiales du champ de densité
et de phase

(84)
(85)

= ﬁO + 6ﬁ(1‘, t)
bo(t) + 0o(x, 1)

> >
N
=
~
N~—
I

otll nous nous autoriserons a remplacer py par la densité
moyenne p. Nous développons ensuite les champs sur les
modes propres de la dynamique linéarisée

- L3/2 Z (2mc)

Sh(r,t) = 1/2L3/22(2hq) (by — bl o) €4 (87)

1/2

(b +blg) e ™ (86)

ce qui fait apparaitre des opérateurs bosoniques I;q qui
sont le pendant hydrodynamique de ceux que nous avons
définis a I’équation (70). Le spectre de ces excitations bo-
soniques est purement linéaire hw(};ydm = hcq et la vitesse
du son ¢ a la densité p s’obtient par la méme formule
hydrodynamique que plus haut a 1’équation (64). Nous
isolons ensuite la partie cubique du hamiltonien (83)

1d%u .
AS), - 132{ V66 05V8b+ £ (0)° | (58)

et y injectons les développements (86) et (87). Ceci

conduit au résultat

[5q1+q2,q3A}21%10(Q17 d2;93) (b b bqs +h.c. )

+ Sautarsan 0 AL (1, a2, as) (B, 60,00, +he )| (89)

I
1 /R3
Ahydro((ha q2,493)= 3\ ﬁ (BAr+ui2+ui3+uzs)

(91)
en termes du parameétre Ap défini & Péquation (79) et du
cosinus de I’angle entre les vecteurs q; et qj,

(92)



L’amplitude 2 <> 1 est manifestement différente de I’am-
plitude (77) obtenue par l’approche microscopique (en
particulier elle ne diverge pas & la limite des grandes
longueurs d’onde). On vérifie aisément que les deux ré-
sultats sont équivalents lorsque ’énergie est conservée,
cf. les équations (80) et (90), car dans la théorie hydro-
dynamique les trois vecteurs d’onde qi, qo et qs sont
colinéaires et de méme sens sur la couche de masse, en
vertu du cas d’égalité |q1 + qz| = ¢1 + ¢2 dans U'inégalité
triangulaire.

B. Processus a quatre phonons

Nous nous intéressons maintenant au processus a
quatre phonons 2 > 2 lorsque la branche d’excitation
g — wq est concave aux faibles nombres d’onde. Dans
ce cas, c’est en effet le processus a plus petit nombre de
phonons qui puisse étre résonnant, les processus 1 <> 2
et 1 +» 3 étant interdits [7] par la conservation de I’éner-
gie. Ce processus est aussi plus riche du point de vue
théorique puisqu’il s’obtient entre autres par des pro-
cessus intermédiaires 1 <> 2 ou 3 <> 0 virtuels et non
résonnants. Pour cette raison, I’équivalence de ’hydro-
dynamique, qui décrit mal les processus 1 <+ 2 hors de
la couche de masse, et de ’approche microscopique est
tout sauf évidente. Dans cette section, nous donnons la
prédiction hydrodynamique pour ’amplitude de couplage
2 <> 2 effective, incluant les processus virtuels puis nous
validons ce résultat par un modéle microscopique. Plu-
tot que le modéle microscopique fermionique particulié-
rement lourd, nous optons pour un modéle de bosons avec
des interactions de portée non nulle, ajustées pour qu’il
présente une branche d’excitation concave aux faibles gq.

1. Amplitude de transition

Nous cherchons I'amplitude de transition entre un état
initial d’énergie FE;, état de Fock quelconque de quasi-
particules bosoniques

1) = [(nq)aeD) (93)

et un état final d’énergie F'¢ ott deux phonons de vecteur
d’onde q; et qo ont été annihilés et remplacés par des
phonons de vecteur d’onde qs3 et qq :

bl;gbfub b )
— 94
/) mqln%(unqg)(wnqam &4

Quel que soit le modéle considéré, le hamiltonien se met
sous la forme

H=FEy+Hy+Hs+Hy+... (95)

ou FEjy est une constante, H, le hamiltonien quadratique
de quasi-particules et Hs et H, les développements aux
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ordres suivants. Comme Hs ne couple pas |i) a |f) direc-
tement, nous calculons le couplage au second ordre de la
théorie des perturbations, ce qui revient a traiter Hy au
premier ordre et Hs au second ordre pour construire un
hamiltonien effectif [43] :

(I Hs ) (A i)
|H|+Z Bop =i

(P2 =

(96)
Il y a 6 états intermédiaires |\), numérotés de I a VI,
accessibles & température nulle c’est-a-dire lorsque tous
les modes q # q1, q2 sont initialement vides. Ce sont des
états o un phonon virtuel est créé et réabsorbé par un
processus & trois phonons non résonnant. Nous les repré-
sentons par les diagrammes de gauche sur la figure 2, avec
une ligne tiretée pour figurer le phonon intermédiaire vir-
tuel. A ces six états intermédiaires A=I-VI correspondent
les diagrammes A=I"-VI’| représentés a droite sur la fi-
gure 2, ol le phonon intermédiaire a le méme vecteur
d’onde mais est détruit puis recréé plutdét que créé puis
détruit. Ces états intermédiaires ne sont possibles qu’a
température non nulle puisque le phonon intermédiaire
doit étre initialement présent dans |i).

2. Amplitude de couplage 2 < 2 effective

Nous définissons amplitude effective A2<2 du cou-
plage du processus 2 <> 2 a partir de I’écriture suivante
du hamiltonien effectif

ey
~ pL®
q1,92,93,94€D

x A292H (g1 qo; g3, qa)bl, bl ba, g, (97)

22 eff __
H 5011 +q2,q93+q4

dont, par construction, 1’élément de matrice entre |i) et
|f) est Pamplitude de transition A;_ ;. Ceci conduit a
poser

dmc?
Ay = \/nqlnqz(l +ngy ) (1 +nq,) i A2 2.eff

(98)

ot le facteur 4 est un simple facteur de comptage.
Nous envisageons a partir de maintenant un processus
sur la couche de masse, c’est-a-dire vérifiant la relation

w1 + w2 = w3 + wy, (99)

ot nous nous permettons a nouveau le raccourci w; = wq; ,
i = 1,2,3,4. Dans ce cas, une simplification intervient
entre chaque diagramme A=LILIIL,IV V VI et son corres-
pondant X'=I"ID"IIT" IV’ ,V’ VI’ sur la colonne de droite
de la figure 2, qui permet de se ramener au cas & tempéra-
ture nulle. En effet, d’'un diagramme a I'autre les dénomi-
nateurs d’énergie sont opposés tandis que les numérateurs
ne différent que par un facteur de population du phonon
intermédiaire q, facteur qui vaut (1 + ng) pour les dia-
grammes oil le phonon intermédiaire est d’abord virtuel-
lement créé et ng pour ceux ot il est d’abord détruit. Par



q1 qs
> s < as
s
q2 q4
I
qs3
qu de1 qs
q4 q1
RNy e (31
Q4 q2 i qt1
11 qz
q4
q2
RN ¢ [3]
qs3
111 Q
q4
q1
0 g2
qs3
v q2
qs3
q2
h RN ¢ [}
q4
\% qi
g2
qi q2 qs
L7 q1 q4
—qs.v
- —aqs —as
& 48
VI Qo

FI1GURE 2: Diagrammes du second ordre pour le processus a 4
phonons (q1,q92) — (q3,q4) avec q1 +q2 = q3+q4 vu comme
deux processus a trois phonons successifs. Les vecteurs inci-
dents g1 et g2 et émergents qs et q4 sont représentés par un
trait plein fléché. Sur la colonne de gauche les diagrammes
incluent un phonon intermédiaire virtuel, représenté par un
tireté fléché. Sur la colonne de droite ils incluent un phonon
intermédiaire réel, représenté par un trait double fléché. Les
deux diagrammes d’une méme ligne possédent le méme pho-
non intermédiaire : en I et I’ qs = q1 +q2 = g3+ qu4, en [T et
I’ gt1 = q1 — 93 = q4 — qz2, en III et III" —qs1, en IV et IV’
qt2 =q1 —q4 =q3 —qz2, en V et V' —q2, en VI et VI’ —qs.
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exemple pour I et I’ nous avons E; — F1 = w1 +wa—wWq; +q»
tandis que E; — By = wqy4q, —ws — w4 = —(E; — Ex);
dans Iélément de matrice (f|Hs|I)(I|Hs|i) nous avons le
facteur (1 + ng,+q,) tandis que dans (f|Hs|T')(I'|Hzi)
nous avons le facteur ng,+q,. Ainsi, en regroupant les
diagrammes deux a deux, nous obtenons une amplitude
de couplage effective identique & celle que 'on aurait a
température nulle, soit avec ng = 0 pour q # qi,q2. En
fonction de 'amplitude de couplage 2 <+ 2 directe sur la
couche de masse Az 24" (velice a Hy comme A>T est
relice a H202ef) et des amplitudes A291 et A0 déja
introduites dans la section IV A, cette amplitude effective
sur la couche de masse s’écrit alors



A2<—>2,eff 2»2,dir

Cdm (Q1,Q2,Q3aQ4)=Acdm (Q1,Q2aQ3,Q4)
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N A2 (qr, q2;q1 + 92) A2 (a3, 945 91 + Qo) N 9A*(q3,q4, —q1 — q2) A*7%(q1, q2, —q1 — q2)

w1 + Wy — Wig2

+

— (@1 + W2 + @142)

A% (g3, q1 — q3;q1)A*7 (a1 — g3, q2; q4) N A2 g, g3 — q1392) A% (g5 — g1, 913 93)

W) — w3 — W13

+

AN aqa, q1 — a3 q1)A* (Q1 — g4, 92; 93)

w3 — W) — w31

AP (qs,q4 — q1;92) A% (qs — qu, qu; qu)

z . . + = > . (100)
W1 —Wyg — W14 W4 — W1 — W41
[
ot nous avons adimensionné les énergies par mc?, du hamiltonien
- 1 d3u
A = RN gt 102
avec la convention wjtj = wq,+q;- (101) hydro ™ 94 3 Z p (102)

w=—7
me?

Notons que le couplage du diagramme VI (qu’en chan-
geant légérement 'ordre de la figure 2 nous écrivons ici
juste apres celui du diagramme I) présente un facteur de
comptage égal & 9.

3. Amplitude effective dans ’hydrodynamique

A basse température nous cherchons la limite des
grandes longueurs d’onde de lexpression (100). Si 'on
veut pouvoir utiliser I’hydrodynamique quantique pour
ce faire, il est impératif de la corriger d’abord par ana-
logie avec une approche microscopique. En effet, nous
justifierons dans la sous-section IV B 4 que ’approche hy-
drodynamique décrit correctement la limite des grandes
longueurs d’onde, a un détail d’importance prés : le
spectre obtenu par ’hydrodynamique est purement li-
néaire ce qui conduit les dénominateurs d’énergie a s’an-
nuler lorsque les vecteurs d’onde sont colinéaires, et fait
diverger 'amplitude de couplage. Cette divergence est
un artefact de la théorie hydrodynamique : en réalité le
spectre posséde un paramétre de courbure v non nul,
ici négatif, qui empéche les dénominateurs de s’annuler.
Lorsque les vecteurs d’onde sont presque colinéaires, nous
régularisons donc la divergence de l'amplitude de cou-
plage en remplagant la relation de dispersion hydrodyna-
mique hwgydro = hicq par le développement (63) comme
l'ont fait & 'origine Landau et Khalatnikov [1]. A l'argu-
ment d’autorité, nous ajouterons une justification micro-
scopique : pour des vecteurs d’onde colinéaires, notre mo-
dele microscopique bosonique (c¢f. la sous-section IV B 4)
donne un équivalent aux grandes longueurs d’onde de la
formule (100) qui coincide avec celui obtenu par ’hydro-
dynamique modifiée de Landau et Khalatnikov. Ajouter
a la main la courbure du spectre est donc une fagon de
réconcilier I’approche hydrodynamique avec le résultat
microscopique.

Etablissons d’abord I'amplitude directe du processus
2 <> 2, celle qui s’obtient & partir des termes quartiques

r
Comme précédemment, nous injectons les développe-
ments (86) et (87) dans H}(:,iiro. Nous ne gardons que
les termes 2 > 2 b};g bjﬁl4bq1bq2 :

2

Fre2dic _ mc

hydro - pL3
q1,92,93,94€D

24>2,dir
x Ahydro

5011 +q2,q93+q4

(a1, q2; a3, qa)bl, bl bg, bg,  (103)
L’amplitude de couplage 2 <> 2 directe adimensionnée
est donnée par

Xr [ RAq192q3q4

24»2.dir . o
Apyars (@1, 9293, q4) = 6 o (104)
ol nous avons défini
3 13
P’ d’p
=—= 105
e dp? (105)

Nous combinons alors Pamplitude (104) et nos expres-
sions précédentes des amplitudes 2 «> 1 (90) et 3 + 0
(91) pour obtenir

2¢52,eff ) 1 [ hrwiwowswy
‘Ahydroe corr,Cdm (ql’ q2; d3, Q4) = E mic8 (EF

(w1 +w2)?A1234 + wi o Bi2sa
(w1 +w2)? —wi,

n (w1 — w3)?A1324 + w3 _5B1324
(W1 —w3)? —wi_s

. (w1 — wq)?Ara23 +w?_ 4 Brass
(W1 —wa)? —wi_y

) (106)

ou l'indice « corr » signifie que 'on va au-dela de ’ap-
proximation hydrodynamique dans la relation de disper-
sion au dénominateur de l’expression (106), c’est-a-dire
qu’on utilise approximation cubique (63). Nous avons
introduit les coefficients

Aijir = (3AF + i) (1 + upr) + (BAF + urr)(1 + uij)
Bijri = (3AF + ui;)(3Ar + uki) (108)



4. Amplitude effective dans un gaz de bosons en interaction
faible de portée non nulle

Pour aborder les processus 2 <+ 2 par une approche mi-
croscopique, et comprendre comment 1’hydrodynamique
doit étre corrigée pour éliminer sa divergence, nous choi-
sissons, plutdt que la théorie variationnelle fermionique
de la partie II, rendue particuliérement lourde par la
prise en compte des degrés de liberté internes des paires,
un modéle de bosons possédant une branche d’excitation
concave aux faibles ¢. L’idée est d’utiliser un potentiel
d’interaction entre bosons dont la portée b suffisamment
grande pour rendre concave la branche d’excitation de
Bogolioubov. Le hamiltonien du gaz dans le modéle sur
réseau s’écrit

Ay =13 zr:w(r) (—%Ar) W(r)

14

Le gaz de bosons est dans le régime d’interaction faible
(/)Ba?é)l/2 < 1, ot pg = Np/L? est la densité de bo-
sons et ap, la longueur de diffusion dans 'onde s entre
bosons, est donnée dans 'approximation de Born par
4mh?ag/mp = Vp. Suivant la méthode habituelle de la
théorie de Bogolioubov [44] & symétrie U(1) conservée
[3, 37, 45, 46], nous écrivons I'opérateur champ bosonique
sous la forme

bir) =™ [0 (r) + A)| (112)

ot éo est I'opérateur phase du condensat, ng le nombre
de bosons dans le mode ¢o(r) = 1/L3/? du condensat
et opérateur champ non condensé A(r), orthogonal au
mode du condensat ¢g(r), conserve le nombre de parti-
cules. Nous nous plagons dans le sous-espace & nombre
total de bosons Np fixé et nous éliminons ng grace a la
relation

16 PN - “ “
i _ T Ty / . N
+ 3 ;wr )Pl ()i (@) b()i(r) - (109) o = Np— 1* Y Aw)A) (113)
I tentiel d’int ti
avee Je potentich ¢ nteraction Pour décrire les processus 2 <+ 2, nous devons développer
V() = Voefrz/%2 (110) le hamiltonien en puissances de A jusqu’a 'ordre 4
de transformée de Fourier Hg = gBO + Hpy + gBS + Hpa+ ... (114)
V(q) = Voe €02 avec V= (27)%/2b°V,  (111)  Nous avons [54]
J
. - N2
Hpy = Vo—2 11
Bo = Vo573 (115)
N - 2 - N 17 - A
Hyy = P Z At(r) (_JI—BA,P) A(x) + pil® Z Vir—r) (AT(r)A(r') +5 [AT(r)AT(r’) + A(r)A(r’)D (116)
A~ 1/2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
Hpy = pBTzS S Vir-r) ([Af(r) + AT(r')] A@)A(r) + AT )AT (r) [A(r) + A(r’)D (117)
19 | Vi ’
B = SV MO G - o (P T A W) )
1 A " " 1r1. A A A
-7 <z3 Z AT(r)A(r)> 18 Z Vir-r') [Af(r)A(r') +5 [AT(r)AT(r’) + A(r)A(r’)H
[
a. Ordre 0 I:IBO donne I’équation d’état a 'ordre le I'expression correspondante de la vitesse du son
plus bas de la théorie 9
MBCR = UB (120)

h2

e (119)

HB = PBVO =
ou nous avons introduit la longueur de relaxation ¢ et le
potentiel chimique pp du gaz de bosons. En appliquant
la relation (64) & cette équation d’état, nous obtenons

b. Ordre 2 La diagonalisation de fIBg s’obtient par
la transformation de Bogolioubov

A 1 B iqr Bit ,—ig-r
A(I‘) = m Z (Uq bqe q —+ Vq b;rle q )
q#0

(121)



ot les opérateurs l;q sont les opérateurs d’annihilation de
quasi-particules bosoniques, et les amplitudes U(]i)’ et VqB
sont données par

h2q? 1/4
US+VE = Sq= | 22— (122)
v T \BE +20V(q)
!
UG =Vq = Da=5- (123)
q

Nous avons introduit les pulsations propres des quasi-
particules de Bogolioubov

1202 /202 1/2
- [E2 (E2 o)

(124)
2mB 2m}3

Nous voulons une relation de dispersion g — wq concave
au voisinage de ¢ = 0, ce qui nous conduit & imposer la
condition

b>¢

c. Ordre3 Nous injectons maintenant le développe-
ment modal (121) dans le hamiltonien cubique (117) que
nous mettons sous la forme (89) avec les constantes m, ¢
et p remplacées respectivement par mp, cg et pp et des
amplitudes de couplage cette fois-ci données par

(125)

AE (a1, a2 a3) = —= | V(a3)S5(S1S2 — D1 Do)

0
+V (q1)S1(S2S3 + D2D3) + V(q2)S2(S1S3 + D1D3)}
(126)
A0(qr, qe,q3) = —= |V(q1)S1(S2S5 — Dy D
B (Q1 q2 013) 12‘/0[ (Q1) 1( 203 2 3)
+V(q2)52(5153 — D1D3) + V(Q3)53(S1S2 - D1D2)}

(127)

avec la convention S; = S, et D; = Dy, .

d. Ordre 4 Nous injectons le développement modal
(121) dans le hamiltonien quartique (118) que nous met-
tons sous la forme (103) avec (m, ¢, p) — (mp,cp, pB) et
une amplitude de couplage 2 <+ 2 directe donnée par

2+2,di
ABH 1r(

b ; b - g X
q1,92:93 Q4) 3270
[(V(Q1+QQ)+‘7(Q3+Q4>)(5152*D1D2)(5354*D3D4)

+(‘7(Q3 —q1)+V(az—qu) ) (S1S3+ D1 D3)(S9S4+ D2 Dy)

N—

+(V(Q4 —a1)+V(az —Q3)) (5154+D1D4)(S2S3+D2D3)}

(128)

Nous nous sommes placés ici dans le cas général ot les q;
et leurs opposés sont deux a deux distincts, auquel cas
seul le premier terme de Hpy4 contribue. En revanche les
autres termes de Hpy, qui proviennent du développement
(113) de 7 en puissances du nombre de particules non
condensées, contribuent a I’équation d’état au-dela de la
théorie de Bogolioubov [47].
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e. Amplitude de couplage effective A partir des am-
plitudes (126,127,128) nous formons 'amplitude de cou-
plage effective du modéle bosonique sur la couche de
masse, AQB%%’;H comme prescrit par 'équation (100).
Nous dévefoppons ensuite cette amplitude aux faibles
vecteurs d’onde et l’exprimons en fonction des pulsa-
tions wg, 1 = 1,2,3,4 ainsi que w§1+q2, (];’1 —qs €t
wB _qs- Nous retrouvons la prédiction hydrodynamique
(106) spécialisée a I’équation d’état bosonique (119), avec
Ap = Xp = 0 et (m,c,p) = (mp,cB,ps), & condition
d’utiliser, dans le cas ou des vecteurs d’onde sont coli-
néaires, la prescription de Landau et Khalatnikov [1] ex-
pliquée au début de la sous-section IV B 3, qui s’en trouve
de ce fait microscopiquement justifiée. Relevons que ce
résultat n’avait rien d’évident a priori car le terme de
couplage direct (128) diverge a la limite des grandes lon-
gueurs d’onde d’une fagon qui compense subtilement la
divergence du terme de couplage virtuel issu du second
ordre de la théorie des perturbations. La physionomie du
calcul microscopique est donc fort différente de celle du
calcul hydrodynamique, dans lequel le terme de couplage
direct est nul pour I’équation d’état (119) considérée.

V. APPLICATION : AMORTISSEMENT DES
PHONONS DANS TOUT LE RACCORDEMENT
CBE-BCS

A. Expression générale des taux par équation
pilote

Pour calculer le taux d’amortissement des phonons
du mode g, nous voyons ce mode comme un oscillateur
harmonique couplé au réservoir que constitue I’ensemble
des autres modes de quasi-particules [48], supposé étre a
I’équilibre thermique a la température T'. Nous récrivons
donc le hamiltonien effectif de basse énergie sous la forme

q'#q

(129)
Le premier et le second terme, tous deux issus de f[g, de-
crivent ’évolution libre respectivement du mode q et du
réservoir. Le troisiéme terme, snnple récriture des termes
de Hjz ou de H?2°% contenant bg ou b};, décrit le cou-
plage entre le réservoir et le mode q. L’ellipse . .. concerne
les processus non linéaires d’ordre plus élevé et tous ceux
qui n’impliquent pas le mode q, ainsi que les termes de

déplacement d’énergie du mode q, de la forme R’IA)};IA)q
avec R un opérateur du réservoir. L’équation d’évolu-
tion du nombre moyen d’excitations (fiq) dans le mode
q s’écrit dans approximation de Born-Markov [43]

E<ﬁq> = *Fq(<ﬁq> - ﬁq) (130)



ol g désigne la population du mode q & ’équilibre ther-
mique
_ 1
Ng = e (131)
exp ( = T) 1

Le taux d’amortissement I'q est donné par

Iy = / - %e—iwqtm (12 Ri0loiw)  (32)

— 00
ou Trr désigne la trace sur tous les états possibles du ré-
servoir, ag est I'opérateur densité du réservoir a 1’équi-
libre thermique, [A, B] est le commutateur des opérateurs
A et B et évolution de I'opérateur Rf(t) du réservoir est
celle en représentation d’interaction donnée par le hamil-

tonien Zq’#q ﬁwq/l;jl,l;q/

B. Cas convexe : amortissement de Beliaev-Landau

Dans le cas d'une relation de dispersion convexe, les
termes bilinéaires présents dans R conduisent a des pro-
cessus résonnants et sont donc ceux qui déterminent ’ex-
pression de I'gy a l'ordre le plus bas en la température.
Nous séparons la contribution du processus de Beliaev

(d,(a—dq')) <> q et de Landau (q,q’) <> q+ ¢’

(me?)?

rBe _ / PN q - o)

212h2p
5(wq/ + wq_q/
212
mc*)
(ﬂzhgp /R ¢ | A (@ @ d + Q)

X d(Wgtq — Wg — Wq)(Rq — Ng/+q)

X

— wWq)(1 + fig—q' + Nig’) (133)

Lan __
ry™ =

(134)

A basse température, nous pouvons utiliser Pexpression
(80) de I'amplitude de couplage 2 ++ 1 sur la couche de
masse. Aprés intégration sur le vecteur d’onde ¢’ en co-
ordonnées sphériques d’axe polaire g [55], nous obtenons
les équivalents :

peet 9L+ Ap)? me? (E)3<’“B_T> B (§) (135)

T 750 327 hp \ h mc?
me? ymeN3 [ kT
—(— ran(g) (136
hp ( h ) (ch) (9)(136)

oll nous avons adimensionné les nombres d’onde par le
nombre d’onde thermique typique comme suit :

FLan ~ 9(1+AF)2
9 150 327

heq
kT

q= (137)
et ot la limite 7" — 0 est prise & ¢ fixé. Les fonctions
I'Bel et I’ gont des fonctions universelles de § qui
sexpnment en termes des fonctions de Bose g.(z) =
Zn > 2™/n®, aussi appelées fonctions polylogarithmes
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Liy(2), et de la fonction ¢ de Riemann, {(«) = g (1) [56],
- o 4t .
£2@) = 5 - T30+ 48O~ asle™)]
— 24Gga(e™) +44°[C(3) — ga(e™T)] (138)
waan - fwBel ~ f ﬁ~ 139
(@) = I — 55+ 54 (139)

On en déduit les comportements aux limites suivants :

4
rBel — L4 2 068 140
G—0 6 +360+ ( ) ( )
e — LT 4se(5)+ 0T (141)
q—>+oo30 15

ceux de TM*" g’en déduisant trivialement par I'équation
(139). Enfin, les variations des deux taux et de leur
somme entre ces deux extrémes sont représentées sur la
figure 3.

2000 7T 77

1750 / B
15001 / B

12501 total ]

17 1000 ///Beliaev
750* // ,f’i
500+ o "\ :
250}

Fi1cUre 3: Comportement limite & basse température du taux
total d’amortissement des phonons en fonction du nombre
d’onde adimensionné ¢ = heq/ksT dans le cas d’une relation
de dispersion convexe, en trait plein, somme des taux de Be-
liaev (138) et de Landau (139) représentés en tireté. Les taux
sont adimensionnés comme dans les équations (135) et (136).

C. Cas concave : amortissement de
Landau-Khalatnikov

Dans le cas d’une relation de dispersion concave, le
mode q est amorti a suffisamment basse température par
des processus 2 <> 2; nous retenons donc dans R les
termes en b} b} bq2, issus du hamiltonien quartique (97).

a3 q4 R
Ceci conduit dans I’équation (132) a



r2e2 — (mc?)?
a 45 h2 p?

ot le vecteur qq est relié aux autres vecteurs d’onde par
la conservation de I’impulsion

Q1 =q+q—qs3 (143)

Il nous faut maintenant obtenir, & ¢ = ficq/kpT fixé, un
équivalent du taux I'27? A basse température. Choisis-
sons l'axe Oz du repeére sphérique selon le vecteur q;
les vecteurs q; ont alors pour coordonnées (g;,0;, ®;).
Plagons-nous a température T', controlée par le petit pa-
rametre

kT
e= == <1,
mc

(144)

suffisamment basse pour que les nombres d’onde typiques
soient petits devant mc/h, de sorte que la branche boso-
nique n’est peuplée que dans la partie ou elle est qua-
siment linéaire. Dans ce cas, 'amplitude de couplage
A%ﬁﬁ, qui serait divergente aux angles nuls pour une
relation de dispersion linéaire comme nous ’avons déja
signalé dans la section IV B3, est extrémement piquée
autour de Ay = 03 = 0, avec, comme nous le verrons,
un pic de largeur d’ordre € en 65 et 03 [57] s’élevant d'un
facteur 1/€? au-dessus de la valeur typique de I’ampli-
tude & angles non nuls. Compte tenu de la conservation
de 'impulsion (143) et de I’énergie, on trouve aussi que
04 = O(e) sur la largeur du pic. Nous redéfinissons alors
les nombres d’onde comme dans 1'équation (137) et les
angles polaires par

- 0,
0; = T (145)

avec v < 0 le parameétre de courbure (63), puis nous ef-
fectuons un développement limité de ’amplitude de cou-
plage (106) lorsque € — 0 a valeurs fixées des quantités
redimensionnées :

3(1+ Ar)\* (G42dsda) />
262 . —
ACdm(qa Q2,QB;Q4) 630 ( 4 |'Y|

x A%3%(4, G2, G3, 02, 03) + O(e?)  (146)

La contribution en ¥r de 'amplitude directe A42¢2.dir

disparait a cet ordre du développement en € ce qui, com-
biné a notre redéfinition astucieuse (145) des angles po-
laires, nous a permis de sortir les facteurs 1 + Ap et v
dépendant de la force des interactions. On obtient ainsi
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T _ _ _ _ _
/Rb‘ d3q2d3q3|"4?};}§1’e (qa q2; 493, q4)|26(wQ3 +WCI4 —Wq, _wQ) [”qz (1 + n‘h)(l + nCM) - (1 + nqz)nqan4]

(142)
I
une amplitude réduite A%;? universelle :
232/~ ~ ~ A N 1
Aréd (%%,%,92,93) = = -
a0 2
992 (W + z)
1 1
G ég 3 o - B éi 3
s \Gwr 1) A0+ E-6) \Goar *i
(147)

Les premier, deuxiéme et troisiéme termes de (147) pro-
viennent respectivement des deuxiéme, troisiéme et qua-
triéme termes de (106). Dans ces deux derniers, on a pris
soin de distinguer les cas ¢ > q3 et ¢ < g3, ¢ > qq et
q < q4. En combinant la relation implicite issue de la
conservation de I’énergie,

ey
)

41 = G+G2—Gs— (@ +d5 — a5 —a3)+0(e*) (148)

itérée une fois, & un calcul de géométrie sphérique consis-
tant & projeter la relation (143) sur g, on obtient l'ex-
pression de 6y :

o 293403 — 5 [+ @B — 65— G+ —ds)°]
! G+ G2 — q3

+O(e?)  (149)
Notons que 3 < ¢+ g2 d’aprés (148) et que l'intégrande
de (142) dépend azimutalement seulement de ¢ = ¢o — 3
par invariance par rotation autour de q.

Il nous reste a intégrer le Dirac de conservation de
I’énergie. Pour cela, nous passons en représentation po-
laire pour les angles redimensionnés

0y = Rcos o 03 = Rsin (150)
et mettons la différence d’énergie entre état initial et final
sous la forme

Wqs FWay —Way —Wq = mTCQ% (uR? +v) +O(€)
(151)
avec
(@3 sin® a — G2 cos® @) + Gogs(1 — sin 2avcos @)
G+ de —q3
(152)
v= [P BB G+ B )] (153)

Ecrit sous la forme (151), le Dirac de conservation de
I’énergie est immédiat & intégrer sur R. Nous exprimons



alors le taux d’amortissement 2 <> 2 en termes d’une
fonction universelle I'?*2 dépendant uniquement du vec-
teur d’onde adimensionné ¢ :

RLZ0%  81(1+Ap)* (ksT\" [ me Sf%%)
mc2 =0 2567ty \ mc? hpt/3 1
(154)
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ce qui constitue un autre résultat majeur de cet article.
La fonction I'***2(§) est donnée par une intégrale qua-
druple [58]

oo [ [T BB+ G — ds) L+ F(@)]f (@) G+ d — )
'=7%(q) */0 dQQ/O dgs o]

/2 ™
x/ da/ d(bsinacosaY(fg)
0 0 u

expression dans laquelle nous avons introduit la fonction
de Heaviside Y(z > 0) = 1, Y(z < 0) = 0 et la fonc-
tion de Bose réduite f(z) = 1/(e* —1). Nous avons récrit
les nombres d’occupation dans (142) grace a la propriété
(1 4+ fiq,)/Ng; = eai/*2T et 4 la conservation de I'éner-
gie. La fonction T'2¢2 est représentée sur la figure 4. Ses
comportements aux faibles et aux grands ¢ peuvent étre
obtenus analytiquement :

~ 167°

2632 ~ _ —on =3 ~4

[=72(q) S0 354 +0(q%) (156)

. 1

g = m0e 06 sy
G—o0 3

Ces comportements aux limites difféerent de ceux obtenus
par Landau et Khalatnikov dans la référence [1] (voir
leurs équations (7.6) et (7.12) dans la version [49]), y
compris sur 'ordre en ¢ des termes dominants. La raison
de ce désaccord est que ces auteurs négligent dans I’am-
plitude de couplage, aussi bien & faible ¢ qu’a grand ¢, la
contribution des diagrammes IT a4 V de la figure 2, ce qui
n’est pas justifié, comme 'avait déja remarqué la réfé-
rence [5]. En réalité, ceux-ci interférent destructivement
a l'ordre dominant avec le diagramme I, et rendent les ré-
sultats exacts (156,157) sous-dominants par rapport aux
prédictions de Landau et Khalatnikov de deux ordres en

q.

D. Amortissement des phonons au-dela de
I’hydrodynamique

Cette sous-section est consacrée au gaz unitaire de
fermions a température nulle. Nous y calculons le taux
d’amortissement des phonons au-dela du résultat hydro-
dynamique (141) que I'on peut récrire sous la forme

(FBEI)Unitary gas 3 m02 mc 3 (j_s
4 Jhydro T \or h hp1/3 30

(158)

f(@)
1/2 2
cos a,

(% v

1/2
sin «
U

(155)

u

v -~ o~
EA?(;Z;Q <Qa 42,93,

\ \ \ \ \ \
0 6

1 2 3 4 5
argsh(fea/k,T)

F1GURE 4: Taux d’amortissement 2 <> 2 en fonction du
nombre d’onde adimensionné §¢. Afin de faire ressortir les com-
portements aux limites, nous divisons le taux par §° et tra-
gons en fonction de argsh(q)=In(¢ + /1 + ). La tangente
oblique en § = 0 figure le comportement limite & petits ¢
(cf. Téquation (156)). La droite horizontale est la limite de
22(§)/¢? lorsque § — oo (cf. I'équation (157)) et la courbe
asymptote aux grands ¢ est un ajustement de I'22%(§)/¢>
affine en 1/4. Les disques noirs proviennent d’un calcul nu-
mérique de lintégrale (142) pour la relation de dispersion
bogolioubovienne (172) tronquée & un intervalle [0, gmax] sur
lequel sa dérivée est strictement positive; les valeurs repré-
sentées correspondent & une extrapolation linéaire & ¢ = 0, et
la mi-largeur des barres d’erreur a ’écart & une extrapolation
quadratique.

avec les notations

I} hwq
— et Wg=—5
mc mc

q (159)

A cette fin, nous calculons d’abord I’amplitude de cou-
plage A% (41, q2; g3) au premier ordre en le paramétre



de courbure v du spectre d’excitation, puis nous dédui-
sons le taux d’amortissement de Beliaev de 1’équation
(133), sans oublier d’inclure la correction d’ordre un en
~ au spectre d’excitation lui-méme.

1. Amplitude du processus de Beliaev 2 <> 1 pour le gaz
unitaire

Nous calculons ici Damplitude de couplage
A5 (q1,q2;q3) & Pordre un en v, a laide de la
théorie des champs effective de Son et Wingate déduite
de I'invariance conforme du gaz unitaire [32]. Ces auteurs
ont construit un lagrangien incluant la premiére cor-
rection a I’hydrodynamique, fonction d’un « champ de
phase » ¢. Il nous est commode de passer au formalisme
hamiltonien en introduisant le champ canoniquement
conjugué II, qui représente les fluctuations de densité au
signe prés. Dans un systéme d’unités tel que h =m =1,
nous obtenons les contributions au hamiltonien :

—1/2
o _ 2p 2 § 3/21 9
MY = eI o (grad o) (160)
-2
0 _ _Ap 3 1 2
Hy' = 3(15c0)2H 2H(grad(,b) (161)
(2) 1601,“/_3/2 2 1/2 2
Hs () (gradIl)® — cou'/“(A¢)°  (162)
(2) 9601,u_3 9 QCQ,u_l 9
= ———11 dII II(A 1
MY = T Nlarad 1) 4+ 22— 11(A6)* (163

ot 'indice 2 ou 3 est 'ordre du développement du hamil-
tonien en puissances de II et ¢ et 'exposant (0) ou (2)
est 'ordre du développement en puissances des gradients
spatiaux, 'ordre (0) étant ’hydrodynamique usuelle. On
aura compris que les champs II et grad ¢ sont en fait
du méme ordre. A l'ordre de I’hydrodynamique, le ha-
miltonien ne dépend que d’une seule constante co qu’il
faille déduire d’une théorie microscopique. Elle s’exprime
comme suit en fonction du paramétre de Bertsch £p re-
liant le potentiel chimique p au nombre d’onde de Fermi
kr ou a la densité totale p :

25/2 kg ki
o= —=75 avec w=Ep— et p=—7
15723/ 2 3(7124)

La premieére correction & I’hydrodynamique fait interve-
nir deux autres constantes c; et ¢ qui, au contraire de
co, n’ont pas encore été mesurées ni méme déduites d’une
théorie microscopique. En suivant la procédure déja uti-
lisée dans cet article, nous obtenons & partir de "approxi-

(2)

mation quadratique ’Héo) +Hs5 " du hamiltonien le spectre
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d’excitation comme dans la référence [32] :

an(3) o 1012) &)
+0(q2)]

1+ % (%)2 + o(qQ)] (165)

=cq

et le développement modal des champs dans le volume
de quantification L3 :

1 * iq-r
M) = -7 > Hg(bg + b7 )€™ (166)
q70
1 * iq-r
o(r) = 7372 Z Pq(bg — ™ q)e (167)
q#0
avec les amplitudes
1 /ANVA
Iy = E (B_q) (168)
q
i (Aq) !
b0 = 75 (5) (169)
q
A 75 Su~t 3
5= g (cona)” {1 + 1‘;@ <61 - 562) ¢+ 0((12)}(170)
a

11 .
En effet, ( ¢q) est un vecteur propre de la matrice
q

( Lg Aq) avec la valeur propre —iwg. Soulignons
a O

que ce ne sont pas les mémes combinaisons linéaires des
constantes c¢; et ¢y qui apparaissent dans le spectre (165)
et dans les amplitudes des modes (170). Ensuite, en injec-
tant la décomposition modale dans les termes cubiques
H§°> + ,ng) du hamiltonien et en isolant les termes de
Beliaev 2 +» 1 comme nous 'avons fait dans 1’équation
(89), nous obtenons les amplitudes de couplage de Be-
liaev sur la couche de masse au premier ordre au-dela de
I’hydrodynamique :

A&Ga (. K's q) = === (@gpiow )2

De fagon remarquable, c’est cette fois la méme combinai-
son linéaire de c¢; et co que celle du spectre qui apparait,
avec vy = 74‘;‘;0 (c1 + %cz).
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o o o
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FIGURE 5: En valeur relative, premiére correction (179) a la
prédiction hydrodynamique sur le taux d’amortissement des
phonons du gaz unitaire & température nulle. On a pris pour le
paramétre de courbure la prédiction de la RPA ~ ~ 0,083769
et pour le paramétre de Bertsch la valeur expérimentale £ ~
0,376 de la référence [17].

FIGURE 6: Processus de couplage effectif 1 — 3 du second
ordre en H3 avec émission d’'un phonon virtuel. Dans le cas
d’une relation de dispersion de départ convexe, il contribue
a l'ordre (hg/mc)” au taux de décroissance & T = 0 d’un
phonon de faible vecteur d’onde q lorsque les phonons qi, q2
et g3 sont émis avec un petit angle O(hg/mc) par rapport a
q, comme le montre un simple comptage de puissances (voir
le texte), et il doit étre ajouté au résultat (176), comme on le
vérifie dans ’annexe B par un calcul explicite.

0 02 04 06 038 1
fiq/ (mc)
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2. Tauzx d’amortissement des phonons dans le gaz unitaire
aT =0

A Tordre trois en ¢, nous pouvons mettre le spectre
d’excitation sous une forme de Bogolioubov :

1/2
Wy =¢ (1 + 1(12)

; (172)

et donc réutiliser le résultat (A14) de 'appendice A de la
référence [50] pour effectuer U'intégration angulaire dans
Péquation (133),

(FBel)Unitarygas . mc? mc ’
q “\r hpl/B

q
/’dMAéﬁxhke@P
0

(173)

Q| T3¢
E(

Q

\
E(

~

(14 7(@q —an)?]?
ol nous avons tenu compte du fait que I'amplitude
de couplage (171), dans laquelle Wy = w, — W, dé-
pend seulement du module des vecteurs d’onde. A l'aide
du changement de variable k = k/¢, nous mettons
[(Fdel)Umtarygas v2/q) sous la forme d'une intégrale sur
k € [0, 1] d’'une fonction de » et du petit paramétre .
En développant cette fonction en puissances de g2 jus-
qu’a lordre trois sous-dominant, puis en effectuant I’in-
tégration sur x, nous obtenons le résultat provisoire

(FBel) gaz unitaire o 3 m02 mc 3
4 Jprov q:>0 o h hpl/?)

)

T2 o
X 30 {1 11274 +o(g*)| (174)

Le terme sous-dominant de notre résultat provisoire (174)
différe, méme en signe, de celui de la référence [9] : il
correspond & une réduction du taux d’amortissement par
rapport au résultat hydrodynamique plutét qu’a une aug-
mentation. Ce désaccord est surprenant car notre calcul
et celui de [9] ont été effectués dans le méme esprit et avec
la méme méthodologie. Il pourrait résulter du fait que la
dépendance de A% en v a été en définitive négligée
dans la référence [9], alors qu’elle donne une contribution
du méme ordre que la dépendance du spectre en ~.

Avant d’accepter le résultat (174), il est prudent de se
demander quelle correction y apporterait le fait que I’état
a un phonon considéré est instable, de largeur hl'q/2, si
bien que I’énergie, lors du processus de décroissance &
deux phonons, n’est certainement pas conservée de ma-
niére exacte, contrairement a ce que suppose la distribu-
tion de Dirac dans 'équation (133). Afin d’estimer l'ordre
de grandeur de cet effet, nous remplagons le Dirac par une
lorentzienne de mi-largeur I'q/2,

Ty/2
(Wa' + wq—q —wq)? +T5/4
(175)

T6(wg + wq-q — wq) =



ol I'q peut étre assimilé & son terme dominant en ¢°.
Nous trouvons alors que ceci conduit, dans la limite ¢ —
0, & une modification de I'q & 'ordre ¢ [59].

Nous allons au-dela de ce calcul heuristique dans ’an-
nexe B. A laide de la résolvante du hamiltonien, nous
écrivons a ’ordre de Beliaev une équation autocohérente
sur I'énergie complexe zq = fiwg — ihl'q/2 du phonon q.
Si l'on remplace dans la partie implicite de 'équation zq
par son approximation d’ordre zéro hAwgq +i7, on retrouve
exactement (174). Sil'on effectue une itération d’autoco-
hérence, c’est-a-dire que l'on prend pour —2Im zq/hbar
son approximation hydrodynamique habituelle (158), on
obtient le résultat définitif a 'ordre de Beliaev :

(FBel)gaZ unitaire _ 3 m_c2 mc 3
a 97 h hpl/3

<5 3/2

q 25 4\/§§B 2 -2

= VB 1
X35 [ TR yemt +o(¢°)| (176)

Pour terminer, et rendre le résultat (176) rigoureux, il
faut vérifier qu’aucun processus d’ordre plus élevé que le
processus de Beliaev 1 — 2 ne fournit de contribution en
¢”. Un candidat naturel est le processus de décroissance
en cascade représenté sur la figure 6, qui enchaine deux
processus 1 — 2 induits par le hamiltonien cubique Hjs
et conduit & une amplitude de couplage effective 1 — 3
du second ordre avec un phonon virtuel [60]. Cherchons
a estimer le changement correspondant de I’énergie com-
plexe du phonon g en traitant ce couplage effectif 1 — 3
au second ordre de la théorie des perturbations.

A premiére vue, le résultat est O(G°) donc négligeable.
Il faut en effet intégrer sur deux vecteurs d’onde de pho-
nons émis indépendants, par exemple qo et qs, le troi-
siéme q; étant imposé par la conservation de I'impul-
sion. Comme les nombres d’onde ¢; sont d’ordre ¢, ceci
sort déja un facteur ¢°. Vient ensuite le produit de quatre
éléments de matrice de Hj, puisque le couplage effectif
1 — 3 contient deux éléments de matrice en facteur et
qu’il est traité au second ordre; voila qui ajoute un fac-
teur global (¢/?)* = ¢%. Enfin, viennent en facteur trois
dénominateurs d’énergie, 'un issu de la formule des per-
turbations au second ordre et les deux autres provenant
de celui du couplage effectif 1 — 3 traité au second ordre;;
comme les énergies des phonons sont d’ordre hAcq, il vient
un facteur ¢ au dénominateur. Le tout est O(¢°) comme
nous 'annoncions.

Cependant, le raisonnement précédent ignore 'exalta-
tion due aux petits dénominateurs d’ordre ¢3, qui se pro-
duit lorsque les vecteurs d’onde q; sont émis vers ’avant,
avec de petits angles 6; par rapport a q, et qui joue un
role crucial dans la section V C. Dans le cas limite ou q
et les q; sont tous colinéaires et de méme sens, la conser-
vation de I'impulsion impose

q=q +q2+gs3 (177)

si bien que la différence d’énergie fiwg — (wg, + hwqg, +
fiwg,) nest plus d’ordre ¢ mais d’ordre ¢, compte tenu
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du terme cubique dans la relation de dispersion (63).
Cette conclusion s’étend a tous les dénominateurs d’éner-
gie et perdure tant que les angles d’émission sont O(g).
En effet, 1 = |q — q2 — q3| varie en valeur relative au
second ordre en les angles d’émission 65 et 03 avec des
coefficients d’ordre ¢°, de méme que la relation de dis-
persion vraie dévie en valeur relative de celle de I’hydro-
dynamique au second ordre en .

Affinons donc Iestimation naive O(¢°) précédente, en
tenant compte de I'intégration sur q- et q3 dans des cones
d’ouverture angulaire O(§) autour de q. Chaque cone oc-
cupe un angle solide O(¢?) donc on perd un facteur ¢*
dans l'intégration sur les angles polaires. En revanche, on
gagne un facteur ¢~2 pour chaque dénominateur d’éner-
gie, donc un facteur global ¢~% On prédit désormais
un changement d’énergie complexe d’ordre ¢°, du méme
ordre que la correction & 'hydrodynamique dans I’équa-
tion (176).

Dans I'annexe B, nous calculons donc explicitement
la contribution au taux de décroissance I'q des couplages
effectifs 1 — 3 traités au second ordre. Nous trouvons que
son expression, une intégrale quintuple assez rébarbative,
conduit a

(Flﬁg) gaz unitaire i m02 mc 3
4 -\ 97 h hpl/3

. 3/2
’ [2“553 q2+o<q2>] (17s)

X
30

567~

Dans la méme annexe, nous vérifions qu’aucun autre pro-
cessus, d’ordre arbitrairement élevé en Hsz, Hy, etc, n’est
susceptible de contribuer & l'ordre ¢” a I'y, méme en ti-
rant parti de petits dénominateurs en ¢3. Aussi pouvons-
nous additionner les contributions (176) et (178) pour
obtenir

(F )gazunitaire _ 3 m_c2 mc ’
4 q—0 \ 97 h hpl/3

. 3/2

q 25 o, 22V/3¢)° Y

Ui P Z2Vip 1
30 [ 1277 * 701, @ tel@)] (79)

un résultat exact & mettre au nombre des succes de cet
article.

VI. CONCLUSION

Nous avons présenté dans cet article une étude com-
pléte des processus d’interaction entre phonons dans des
gaz de fermions froids a basse température, pour une in-
teraction entre fermions de force quelconque donc aussi
bien pour une relation de dispersion des phonons concave
que convexe aux faibles nombres d’onde g. Ceci nous a
permis de clarifier les conditions de validité des théories
effectives de basse énergie, telles que 'hydrodynamique,
en les comparant & une approche microscopique tenant



compte des degrés de liberté internes des paires. Ces théo-
ries effectives ne prédisent correctement les amplitudes de
couplage entre phonons que sur la couche de masse.

Un des principaux apports de cette étude est 'obten-
tion microscopique de 'amplitude de couplage 2 <+ 2. En
effet, son expression au second ordre de la théorie des per-
turbations inclut des processus non résonnants 2 <+ 1 et
3 <> 0. Comme ces processus peuvent en fait étre réson-
nants dans un traitement hydrodynamique, ot le spectre
d’excitation est linéaire, Landau et Khalatnikov ont di
introduire & la main un terme de courbure dans la rela-
tion de dispersion, afin d’éviter une divergence de ’am-
plitude de couplage. A premiére vue, cette procédure est
risquée puisque, comme nous ’avons dit, I’hydrodyna-
mique quantique ne prédit pas correctement I’amplitude
des processus non résonnants (donc hors de la couche
de masse). Afin d’y apporter une justification microsco-
pique, sans avoir & effectuer les calculs trés lourds que re-
querrait notre approche microscopique fermionique, nous
nous sommes rabattus sur un modéle de bosons en in-
teraction faible, avec une portée de 'interaction condui-
sant & une relation de dispersion concave. Bien que les
expressions microscopiques des amplitudes de couplage
différent de celles de I’hydrodynamique, nous trouvons,
aprés sommation au second ordre de tous les processus
non résonnants a trois phonons et sommation au premier
ordre du processus 2 <> 2 direct, et aprés restriction a
la couche de masse du couplage 2 <> 2 effectif résultant,
que la prescription de Landau-Khalatnikov et la théorie
microscopique sont en accord.

Enfin, nous avons donné des expressions universelles
des taux d’amortissement pour les processus 2 <> 1 et
2 <> 2 a basse température. Le plus intéressant est 1’ob-
tention analytique, en fonction de ¢, du taux d’amor-
tissement des phonons dans le cas concave, déterminé a
I'ordre dominant en température par les processus 2 <> 2,
voir 'équation (154) et la Fig. 4, et qui devrait faire I'ob-
jet d’une lettre [51]. Dans les cas limites hicq < kpT et
heq > kT, notre résultat est en désaccord avec celui de
la référence [1] et lui est sous-dominant par deux ordres
en heq/kpgT. Ceci résulte de hypothése erronée faite
dans [1] que certains diagrammes d’interaction sont né-
gligeables, alors qu’en fait ils interférent destructivement
avec le diagramme supposé étre dominant. Nous avons
aussi calculé, pour le gaz unitaire & température nulle, la
premiére correction o< ¢7 & la prédiction hydrodynamique
o ¢° sur le taux d’amortissement d’un phonon unique, ce
qui permet d’affiner la prédiction de [9] par (7) inclusion
véritable d’une amplitude de couplage au-dela de I’hydro-
dynamique [32], (i¢) prise en compte d’une conservation
de I’énergie & h'g prés dans la régle d’or de Fermi, c’est-
a-dire d’un terme imaginaire pur d’ordre ¢° dans le dé-
nominateur d’énergie de la théorie des perturbations, et
(i7) prise en compte des processus d’ordre plus élevé que
Beliaev, en particulier du processus de couplage effectif
1 — 3 traité au second ordre.

Toutes nos prédictions peuvent étre vérifiées en labo-
ratoire, dans 1’état de l'art des expériences sur les gaz
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d’atomes fermioniques froids. En particulier, une dis-
cussion précise de 'observabilité de ’amortissement de
Landau-Khalatnikov 2 <+ 2 avec des atomes froids pié-
gés dans un potentiel & fond plat est présentée dans la
référence [51].

Annexe A: Fractions rationnelles en z et y
apparaissant dans ’amplitude des processus a trois
phonons

Les fractions rationnelles en x et y intervenant dans
Pexpression (77) de l'amplitude de diffusion microsco-
pique valent

3xy

J (z’y):Ty 3 (A1)
o Z?:O Az(y)zz

Al ) =355 (@3 + z) (y2 + 1)° (42)
- Z?:o Bz(y)zz

Bla,y)= 18 (23 + ) (y2 + 1)2 (43)

y(ry +1)
Clz,y)= 6 (22 + ) (y2 + 1)2 (44)
X [x2 (5y2 + 3) —xy (y2 — 3) + 2 (y2 + 2)}

Ag(y) = —20y (5y* +5y° +2) (A5)
Ai(y) = 2(10y° 4+ 109y" +63y> +24)  (A6)
As(y) = —y (53y* + 186y> + 13) (A7)
As(y) = 2595 + 116y* + 167y> + 36 (A8)
Bo(y) = —2y (3y° +2) (A9)
Bi(y) = 3y* +17y* + 8 (A10)
By(y) = =2y (y* +4) (A11)
Bs(y) = 4y* +11y* +9 (A12)

Leurs valeurs dans la limite CBE x — 0,y ~ —4/z, utiles
pour raccorder le résultat (77) a son équivalent dans la
théorie de Bogolioubov sont

1
1 _

Alwy) =5 By = 5 (A3
y~—4/x y~—4/x
3
Jay) =2 Cly) = 7
y~—4/x y~—4/x

Pour des processus résonnants, ces fractions rationnelles
se combinent pour donner le coefficient thermodyna-
mique

14248 <d_ﬂ>_1 N 9(2?_0 e (A14)

3dp? \dp z? + ) (y? + 1)



Do(y) = —4y° (A15)
Di(y) = 4(y* +6y>+2) (A16)
Dy(y) = —y(y* —6y* +5) (A17)
Ds(y) = 9y* + 1492 +9 (A18)

Annexe B: Contribution de Beliaev et des processus
d’ordre supérieur dans le taux de décroissance d’un
phonon 47 =0

1. Présentation du probléme et lien avec la
résolvante

On considére ici le taux de décroissance I'q d’un pho-
non de vecteur d’onde q préparé a température nulle dans
un gaz spatialement homogéne de fermions présentant
une branche d’excitation phononique g — wq convexe au
voisinage de ¢ = 0. La problématique générale est de dé-
terminer le comportement de I'q dans la limite ¢ — 0,
ou l'on peut utiliser une théorie effective de basse énergie
pour décrire le couplage entre les phonons. Le processus
dominant est bien entendu celui 1 — 2 de Beliaev; en in-
troduisant un parameétre sans dimension vy > 0 décrivant
aussi bien la correction en ¢ au spectre linéaire de I’hy-
drodynamique que la premiére correction a I'amplitude
de couplage hydrodynamique 1 — 2, nous avons obtenu
le résultat provisoire (174) jusqu’a ordre sous-dominant
q”. Dans cette annexe, il s’agit de donner quelques détails
sur l'obtention du résultat complet (176) a 'ordre de Be-
liaev et de voir dans quelle mesure les processus d’ordre
supérieur a celui de Beliaev, en réalité le processus en
cascade 1 — 2 — 3 de la figure 6, contribuent a ’ordre
q" pour conduire & la correction (178) et au résultat final
(179).

Dans le sous-espace de quantité de mouvement totale
fixée hq, 1’état & un phonon |q) est le seul état discret,
puisqu’il est le seul a étre totalement caractérisé par la
donnée d’un unique vecteur d’onde. C’est un état propre
de la partie Hy du hamiltonien quadratique en les opé-
rateurs de création b’ et d’annihilation b de phonons.
Cependant, il est couplé aux continua a deux phonons et
plus par le reste du hamiltonien V = Hs + Hy + ..., qui
contient des termes cubiques, quartiques, etc, écrits dans
l'ordre normal vis-a-vis des b. L’état discret va donc géné-
riquement se diluer dans les continua et donner naissance
a un pole complexe zq dans le prolongement analytique
de la résolvante G(z) = (z — H)~! du hamiltonien com-
plet [43]. Ce pole s’écrit

hT
Zq = hwg — i—2

- (B1)

oll wq est la pulsation propre du phonon et I'g son taux
de décroissance [61].
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2. Calcul perturbatif et comptage de puissances

La limite ¢ — 0 correspond au régime de couplage
faible. On le voit bien dans la théorie de de ’hydrody-
namique quantique : le développement des fluctuations
de densité dp et de vitesse v sur les modes de phonons
fait apparaitre des coefficients s’annulant en q'/? si bien
que les ¢éléments de matrice de H), entre états de Fock de
phonons s’annulent en ¢?/2 :

H, ~ qp/ 2

P q—0

(B2)

On peut donc tenter un calcul perturbatif de I'g, en par-
tant de ’écriture exacte obtenue par la méthode des pro-
jecteurs [43]

1
2 — (a|Heg (2)|q)

puis en développant en puissances de V Délément de ma-
trice du hamiltonien effectif dans I’état |q) :

(@lG(2)|a) = (B3)

. G

(alHeg(2)|a) = (a|H2|q) + <q|VQZQ — QHQQQV@
VO 0L V) ...

2Q-QIQ " T 2Q - QM0 .

onQ =1- |a){q| projette orthogonalement a |q). Le
résultat (176) correspond au second terme du second
membre, le terme de Beliaev, dans lequel la contribu-
tion de V' se réduit a celle de Hz. Dans tous les termes
successifs d’ordre > 2 en V, z peut étre approximé au
dénominateur par

z = hwq +in,n — 0%, (B5)

le déplacement de z par une partie imaginaire en O(q”)
dans ces termes ne contribuant pas a I'q & I'ordre ¢ 1l
n’en va pas de méme dans le terme de Beliaev, comme
nous le verrons dans la sous-section B 3. .

Considérons dans (B4) le terme 7, d’ordre n en V et
cherchons a majorer son ordre en ¢, comme dans le raison-
nement simple du paragraphe qui suit I’équation (176).
Compte tenu de (B2), il faut garder autant que possible
dans les facteurs A‘A/ la contribution de Hg, a défaut celle
de Hy. Comme H3 change la parité du nombre de pho-
nons, alors que Hy la conserve, on ne gardera que des
facteurs Hj si n est pair, mais il faudra caser au moins
un facteur Hy si n est impair. Par ailleurs, le nombre mi-
nimal de vecteurs d’onde indépendants caractérisant les
phonons virtuels est n/2 pour n pair, (n + 1)/2 pour n
impair, I'intégration sur chaque vecteur d’onde indépen-
dant sortant un facteur ¢>. Enfin, on compte un facteur
1/q pour chacun des n — 1 dénominateurs d’énergie. Ceci
conduit a

= 0(¢*"*) si n pair

= 0(¢*""®) si n impair

(B6)
(B7)



On tend alors & conclure sans surprise que les processus
au-dela de Beliaev, c’est-a-dire d’ordre n > 3 en V, ont
une contribution O(¢?) négligeable a I'.

Le raisonnement simple précédent ne prend pas en
compte la possibilité que les dénominateurs d’énergie
soient d’ordre ¢3. Pour que ceci se produise, il faut que les
dénominateurs puissent étre résonnants. Il faut donc gar-
der dans Hj seulement les termes en IA)TIA)TIA), qui en forment

la partie ascendante H§+), ou les termes en BTE)B, qui en

forment la partie descendante IA{g(f). Les autres termes

en bTHTbT et bbb induisent des processus non résonnants.
Dans IL, on se limitera aux l;Tl;Tl;l;, qui sont les termes
potentiellement résonnants les plus favorables puisqu’ils
n’ajoutent qu’un seul vecteur d’onde indépendant. Pour
que tous les dénominateurs d’énergie soient en ¢3, il faut
aussi que tous les vecteurs d’onde indépendants soient
émis presque vers ’avant, dans un petit cone d’ouverture
angulaire O(q) autour de la direction de q. L’intégration
sur les angles solides fait sortir un facteur pénalisant g2
par vecteur d’onde indépendant, soit ¢ pour n pair et
¢"t! pour n impair, mais ’on gagne un facteur ¢—2("—1
grace aux n — 1 petits dénominateurs. Ceci conduit aux
majorations affinées

T, = O(¢"™) si n pair (B8)
T, = O(¢""®) si n impair (B9)

On en déduit que l'ordre 4 en V, et lui seul, est sus-
ceptible de corriger le terme en ¢’ de I‘E’el de I’équa-
tion (176). 11 fait I'objet d’une analyse détaillée dans la
sous-section B4. On confirme aussi que 'ordre 2 en 1%
a une contribution dominante a I'q en ¢°. Ceci ne nous
dispense pas d’une étude rigoureuse de ses contributions
sous-dominantes jusqu’a 'ordre ¢7, effectuée dans la sous-
section B 3.

3. FEtude a l’ordre 2 en V

Nous tronquons ici le hamiltonien effectif dans 'équa-
tion (B4) a l'ordre 2 en V et voyons quelle valeur de I'q
en résulte a 'ordre q’.

A cet ordreen V ‘correspondent en réalité plusieurs dia-
grammes puisque V = Hs+ Hy + Hs +. , dont on peut
estimer I'ordre dominant par comptage de puissances. Si
les deux facteurs V sont égaux a Hs, il faut intégrer sur
au moins un vecteur d’onde indépendant et I’ordre domi-
nant est ¢° comme dans I’équation (B8). Sils sont égaux
a IL, il faut intégrer sur au moins deux vecteurs d’onde
indépendants et 'ordre dominant est ¢” sans Ueffet « pe-
tit dénominateur », pas mieux avec l'effet « petit dénomi-
nateur ». Si l'un des facteurs V fait intervenir H,, p > 5,
la contribution est encore plus négligeable. On peut donc
se limiter ici a V = f[3, et méme a V = I:Iéi) puisque
les termes non résonnants en bbbt et bbb de 1:13 font
intervenir deux vecteurs indépendants et contribuent en

O(q®).

24

FIGURE 7: Le diagramme d’ordre 2 en V contribuant au taux

d’amortissement I'q du phonon q & l'ordre q". 11 constitue

le processus de Beliaev d’ordre dominant ¢°. Sur la figure,
N . ()

chaque vertex correspond a une action de Hy™’.

Il reste ainsi un seul diagramme, celui de Beliaev, re-
présenté sur la figure 7. Introduisons la fonction énergie
propre correspondante, dite de Beliaev, pour tout nombre
complexe z de Imz > 0 :

+
Z [k, q — kA5 |g)|?
z— (ex + €q—k)
2(m02)2 / A3k [Aﬁ;ﬁo(kvq —k;q))
p (2m)? 2z — (e + €q-k)
otll nous sommes passés a la limite thermodynamique et
avons utilisé la forme (89) du hamiltonien hydrodyna-

mique. A cet ordre d’approximation, le pole Zq associé
au phonon q est solution de I’équation implicite

Bel _ Bell /. Bel
Zq" = €q t Aeg (247)

(B10)

(B11)

ou la fléche vers le bas indique le prolongement analy-
tique de la fonction énergie propre du demi-plan supé-
rieur Im z > 0 au demi-plan inférieur Im z < 0 & travers
la ligne de coupure située sur I'axe réel positif. Séparons
BEI en partie réelle et partie imaginaire comme dans (B1)
et développons le second membre en puissances de I'y :

ihl'gq d

ZBel = ¢q +A6(}3e1¢(6q) _ SRPE

a —Aeg™(eq) + 0(¢%)
(B12)
Il suffit ici de tronquer le développement de Taylor a
lordre un; en revanche, l'ordre zéro ne suffit pas|[62].
Les valeurs du prolongement analytique et de sa dérivée
en eq s’obtiennent comme limites lorsque  — 0% des

fonctions non prolongées en z = eq + in :

ihly d ) ) .
5 A" (catin)+0(d°)
(B13)
Le deuxiéme terme est le résultat perturbatif ordinaire.
Il conduit au taux d’amortissement I'2¢! . donné par la

q,pert
limite & température nulle de 1’équation (133),

zg’el =eq+ Aegel (eq+in) —

Al Bel

—pert _ AEEEI(eq +in)

. (B14)



et sa valeur pour le gaz unitaire a été calculée jusqu’a
l'ordre ¢” dans I'équation (174). Aprés prise de la par-
tie imaginaire dans 1’équation (B13), nous trouvons ce-
pendant un facteur correctif non négligeable & cet ordre,
premier effet d’une autocohérence en zgq dans I’équation
implicite (B11) :

d
g =To% [1 + Re aAefjel(eq +in) + O(¢*)
(B15)
avec
d 2(mc?)?
— A Bel . e S
dz ‘a (€q+177) 14
Br AR (k,a —k; q)?
/ [Aiyaro (k. a Q)] _ (B16)
(27)3 (eq — €k — €q—k + IN)

Pour obtenir un équivalent de cette dérivée lorsque ¢ — 0,
nous appliquons la méme technique que dans la sec-
tion V C. Nous passons en coordonnées sphériques d’axe
polaire la direction de q et effectuons les changements
d’échelle k = kq et 0 = v/2¢0 sur le module et 'angle
polaire du vecteur k, avec k < 1 pour bénéficier de I'effet
« petit dénominateur ». Dans 'intégrande et donc dans
Pamplitude de couplage (90), nous passons a la limite
G — 0a ket 0 fixés, avec les résultats intermédiaires

B 7[692 52 4
—-kl=q(1—-k) |1+ ——= B1
4=kl = (1= ) |1+ 2 0| (B17)
~3 2 1.02
€q — €k — €q—k ~ 4 énc |:3k(1 —/;:) — 4k9kz] (B18)

2 _
ARk a — ks @) ~ Sa°R(1— k) (B19)

compte tenu du fait que 14+ A = 8/9 a la limite unitaire.
L’intégration par rapport a ¢ sur [0, +-0o[ est immédiate
aprés le changement de variable X = 62, et il reste

d 8¢> me \* [ K21 —k)?

— AeBe! in) ~ —— [ —— / df—o—"— 2

P €q (€q+in) 92y (ﬁp1/3) 0 3k(1—k) +in
(B20)
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(B20) soit réelle  la limite n — 07 signifie qu'un change-
ment de la relation de dispersion réelle ¢ — wq a 'ordre
q° est sans effet sur le taux de décroissance I'q & Pordre
q", ce que la méthode de calcul de la sous-section VD 2
montrait déja.

4. Etude a l’ordre 4 en V

Nous avons vu dans la sous-section B 2 que 1 ordre 4 en
V est susceptible de contribuer & I'q & I'ordre q". Ecrivons
la correction correspondante 6I'q en la limitant tout de
suite a son ordre dominant, c’est—a—dire en gardant H é_

dans les deux premiers facteurs Vet H 3(,+) dans les deux
derniers, cet agencement étant imposé par la présence des
projecteurs @ :

hoT . )
— 1 _ Im<q|W(7)LA
2 €q +in — Ho

Wq)  (B21)

ou l'on a introduit, pour € = £, 'opérateur de couplage
effectif 1 ++ 3 au second ordre

IA{?()E) Q

— < g (B22)
Gq + 17’] — H2 3

W =

Dans ces expressions, on peut utiliser pour H; Iapproxi-
mation (89) qu’en donne I’hydrodynamique quantique,
mais il faut inclure dans eq = fwg la correction cubique
(63) au spectre linéaire de I'hydrodynamique. Comme les
éléments de matrice de Hg sont réels dans la base de
Fock, les matrices qui y représentent W) sont trans-
posées 'une de 'autre. Aprés injection d’une relation de
fermeture dans le sous-espace a trois phonons, on obtient

hél’
- 2 4 Z 5Q1+q2+q31

q11q2,q3

|<q|W(_)|qla q2, Q3>|2

Le théoréme de convergence dominée nous autorise a faire (B23)
tendre n vers zéro sous le signe intégral pour obtenir le €q +in — (eq1 + €q, + qu)
résultat (176), sachant que p(i/mc)® = v/3/(x2¢2/?). No-
tons en passant que le fait que la dérivée par rapport a z avec, compte tenu de ’équation (89),
|
2431 ) 2431 )
(@O . g, s) = 4(mc?)? [ Apyaro(d1, 2 a + a2) Apvaro (a1 + a2, 93;9)
pL? €q + i1 — (€qi+az + €as)
N Absino(d2, ds5 A + a3) AFS AL (a2 + a3, a5 q) N Ao, dss an + as) AR (an + a3, g2; q) (B24)

€q + 117 — (€qa+qs + €ay)

La contribution du premier terme entre crochets a ’élément de matrice, soit P(q1, qz2|qs)

€q +11 — (€qi+qs + €qs)

, correspond au processus de

la figure 6. Les deux autres, P(qz2,q3|q1) et P(q1,4q3]|qz), s’en déduisent par permutation circulaire. Comme le reste
du sommande dans (B23) est invariant par permutation des trois vecteurs d’onde, on peut remplacer son numérateur
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[P(a1,qzla3) + P(az, asla) + P(ar, gsla2)]* par 3[P(ar. g2las)]® + 6P(ar, gz|as) P(di, gsldz), ce qui conduit a se
ramener aux deux diagrammes de la figure 8 et a I’expression intégrale

[ARSo (A, a2 a1 + a2) A ik, (a1 + a2, 3; )]

214 3, 43
I — lim Im 8(mc?) /d q2d°q3
2 n—0+ p? (2m)6

[eq +1n — (€qy + €q + €q5)][€q + 117 — (€q1+qs T €q3)]?

[eq +1n = (€q, + €qs + €qs)lleq + 11 — (€qtaz T €as)l[€q + 11 = (€qu+qs + €qy)]

2A7 oA, dos a4 a2) ARSI (an + 2, a3 @) AR (an, ass an + a3) AR (an + a3, a2; Q) } (B25)

ot 'on a éliminé la sommation sur q; grace a la conservation de I'impulsion, q; = q — (g2 + q3), avant de passer a

la limite thermodynamique.

F1GURE 8: Les deux types de diagrammes d’ordre 4 en V sus-
ceptibles de contribuer au taux d’amortissement I'q du pho-
non q a lordre g7 au travers de l'effet « petit dénominateur »
en ¢°. Celui de gauche (I) est un processus de Beliaev avec
correction a une boucle (donc elle aussi beliaevienne) de la
pulsation propre des phonons virtuels. Celui de droite (II) est
un processus de Beliaev enrichi par une interaction entre les
phonons virtuels, elle-méme médiée par ’échange d’un pho-
non. Chaque vertex correspond & une action de Ifféi).

En pratique, l'intégration sur q» et qs s’effectue en
coordonnées sphériques d’axe polaire q. Pour évaluer la
contribution a 0I'q des cones d’émission de qs et q3 vers
Pavant dans un angle O(g), nous redimensionnons les
angles polaires ; comme suit :

3 0;
b= 7 (B26)

puis nous faisons tendre ¢ = fig/mc vers 0 a 6; fixes. Le
calcul est proche de celui de la section V C. On utilise
la représentation polaire (150). Les nombres d’onde ¢;
doivent étre rééchelonnés par ¢, c’est-a-dire qu’on garde
les q; = % fixés dans le passage a la limite, avec la
contrainte issue de (177) et de la positivité de ¢,

@2+q3<1 (B27)

Donnons comme seul intermédiaire de calcul un dénomi-
nateur d’énergie dans les éléments de matrice de W (=),

€q — (€q—qs t €q5) _ ’Y_qg é(j (1—qs) — tngzsinQa
me? im0 2 |47 3 1—q
+0(¢°) (B28)

et le dénominateur d’énergie du sous-espace a 3 phonons,

€q — (Gch + €az + 61313) ’qu3 2 <5
= B2
— L (o—uR?)+0(¢") (B29)

G—0

dont les coefficients manifestement positifs (pour peu
qu’on les écrive convenablement) ressemblent beaucoup
a ceux des équations (152) et (153) :

G2 cos® a + gz sin® a — G2G3(1 — cos ¢ sin 2a)

u= —
11— —q
(G2 cos o — @z sin a)? + G2z (1 + cos ¢) sin 2«
l—q@—q
+ Gacos® o+ gzsin® o (B30)
et
1 a2 o 3 _ N
v= Z[l—qg—qg’—(l—@—%)g] = 1 (1-%)(1-3:)(@2+a)
(B31)

On obtient finalement

 héTg
2  G—0

2BO AR 7 me \°
3 x 2w 287y \ hpl/3

x (Im IV + Tm 1Y) 4+ 0(7)  (B32)

avec le parameétre Ap défini a 'équation (79) et les in-
tégrales quintuples, issues respectivement du diagramme
de gauche (type I) et du diagramme de droite (type II)
de la figure 8, & prendre dans la limite n — 07 :
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M —  lim 1@ / o s / "o / " o / I AX X Smafosa(} _63)72(1 ‘?i(;n‘?j‘fg‘?g (B33)
=0t Jo 0 —= Jo 0 2 (v—uX +in)[3e(1 - gs) — B2 + in)?
1 1-q2 T /2
IM™M = lim dgs / dgs / do / da
n—0*+ Jo 0 - 0
. /+oo ax 6Xsinacosa(l — @)1 — @)1 — g — @3)Ba (B34)
0 2 (w—uX+iEal - @) - BT pin)[3g(1 - gs) - LIS 4 i)

Dans l'intégration sur le rayon R nous avons effectué le
changement de variable X = R2. Ceci permet de voir
facilement que l'intégrale sur R, c’est-a-dire sur X, dans
(B34) est de partie imaginaire nulle a la limite n — 0%,
et donc que

Im 7™ =0 (B35)

En effet, tous les facteurs au dénominateur de l'inté-
grande dans (B34) sont de la forme o — 8X + i, avec
a > 0et 8> 0. L'intégrale sur X € [0, 4o00[ tombe donc
sous le coup du théoréme élémentaire suivant :

Imz

(by+in)/b,

(CRUVEN \A\x v (cz+inlc,
X

X

Rez

F1cure 9: Contour d’intégration dans le plan complexe & uti-
liser dans le théoréme des résidus pour établir I'identité (B38),
en trait gras. Les nombres réels ag, a1, bo, b1, co,c1 et i sont
strictement positifs. Le rayon p du demi-cercle tend vers l'in-
fini. Les croix correspondent aux poles de 'intégrande dans
le cas o ils sont tous simples, mais le résultat vaut bien str
dans le cas général.

Théoréme : On définit a(X) = ag — a1 X, b(X) = by —

b1 X et ¢(X) = ¢g — a1 X pour tout X € R. Si tous les

coefficients ag, a1, by, b1, cg,c1 sont >0 et n € R, alors

X
0t Joee I )+ IO + W) + ]

(B36)

Démonstration : On remarque d’abord que le théoréme

serait évident si I'intégrale sur X était prise sur R™. En

effet, pour tout n > 0 et pour tout X < 0,

X X
[alX) + WB(X) + Wle(X) + 1] |~ alX)b(X)e(X)
(B37)
et le majorant est d’intégrale finie sur R~ si bien que
l'on peut utiliser le théoréme de convergence dominée
pour échanger I'intégration sur X et le passage a la limite
n — 0T. On peut donc, dans I’énoncé (B36), étendre le
domaine d’intégration & R tout entier sans changer le
résultat. Or nous disposons de l'identité suivante pour
tout 7 > 0 non nécessairement infinitésimal, aussi bien
en partie réelle qu’en partie imaginaire :

X
/RdX () + B + me(X) + 1]

Il suffit en effet d’utiliser le théoréme des résidus en refer-
mant le contour d’intégration par le bas selon un demi-
cercle de rayon p — 400 dans le demi-plan inférieur; la
décroissance de l'intégrande en 1/X? a grand | X| le per-
met, qui conduit & une contribution du demi-cercle en
O(1/p). Comme les poles de l'intégrande sont tous situés
dans le demi-plan supérieur, aucun n’est enserré par le
contour d’intégration, voir la figure 9, et il vient (B38)
donc (B36)[63]. |

On pourrait croire que le méme raisonnement s’ap-
plique & la contribution (B33) et que Im D = 0, au-
quel cas 6Tq = o(¢") et il n’y aurait pas de correction a
apporter au résultat (176). Ce n’est pas le cas, car nous
sommes cette fois obligés de garder dans 'intégrale sur X
une valeur finie A2/¢* de la borne supérieure, pour obte-
nir une valeur finie de IV, ce qui bloque Papplication du
théoréme. Ici, A > 0 est une constante de coupure dont la
valeur précise n’importe pas, et la loi de puissance en ¢ 2
provient du fait que 6; = O(1) donc §; = O(¢~') dans
(B26), et donc X = R? = 03 + 03 = O(¢~2). En effet, si
I'on remplace froidement A2/G* par +oo dans I’équation
(B33), on trouve que l'intégrale sur X diverge comme
a2 lorsque « tend vers zéro, ce qui conduit & une inté-
grale sur « logarithmiquement divergente en o = 0 [64].
Pour avancer, nous coupons 'intervalle d’intégration sur
« en deux, un sous-intervalle [0, v] pour lequel la coupure
de lintégration sur X a A2 / G% est requise, et un sous-
intervalle [v,7/2] pour lequel l'intégration sur X peut

=0 (B38)



étre étendue & +oo :

T2 A2 v AR
/ da/ de(a,X)—>/ da/ dX f(a, X)
0 0 0 0
w/2 +o0
+/ da/ dX f(a, X) (B39)
v 0

La contribution du second bout a Im D est nulle, en
vertu du théoréme. La contribution du premier bout ne
dépend pas de la valeur de v. Il suffit donc de la calculer
explicitement en prenant v suffisamment petit pour que
I’on puisse approximer chaque contribution dépendant de
«a dans lintégrande par son terme d’ordre dominant en
a,asavoir sina ~ o, cosa ~ 1, u ~ uy = g2(1—qg3)/(1—
g2 — q3). La dépendance en ¢ disparait et l'intégration
sur ¢ sort simplement un facteur 27. On calcule aisément
I'intégrale sur « :

v ada B
3= 1—a qua
o [3@3(1—gq3)— iz
1—qs -
233X [2G3(1 — G3) —

(B40)

g3 Xa?
1—gs

+inl|
On passe ensuite & l'intégration sur X. Le terme tout
intégré o = v de l'équation (B40), aprés multiplication
par le facteur X au numérateur de (B33) et division par
le dénominateur (v — ugX 4+ in), donne un intégrande en
O(1/X?); on peut dans ce cas remplacer la borne supé-
rieure A%/¢? de l'intégration sur X par +oo et utiliser
la variante suivante du théoréme pour montrer que sa
contribution & Im IV est exactement nulle :

1

I X T mb(X) 1 1

lim =0

n—=0" Jr+

(B41)

Le terme tout intégré oo = 0 de I’équation (B40) conduit
au contraire & une intégrale sur X de partie imaginaire
non nulle a la limite n — 0T :

- /A” (1 - g5)dX _
2q3(v — uoX +in)[3s(1 — gs) +in]
[In(v — uoA%G=2 +in) — In(v + in)]
10s(1 - Gs) +1in
. Y (ugA%G=2 —v)

3 —
n—0+ () §q§

1—q3 I
— — m
2q3uq

(B42)

Aeg(eq +in) + 62(1) o

28

ot In est la détermination habituelle du logarithme com-
plexe, avec une ligne de coupure sur les réels négatifs. Il
reste donc

1—g2
Im I = 272 / dq2/ dgs(1-a3) (1~ G2 — G3)° 4343

7T2

—v) 20 840

d’ott la correction (178) a apporter au résultat (176).

X Y (ugA%G2 (B43)

Pour terminer, on peut se demander s’il existe une in-
terprétation physique aux diagrammes d’ordre 4 en V.
Nous sommes en mesure d’en proposer une pour celui
de gauche (I) de la figure 8. Ce diagramme prend en
compte l'effet d’'une modification de la pulsation propre
des phonons virtuels sur le déplacement d’énergie com-
plexe Aegel du phonon q induit par le processus de Be-
liaev, cette modification étant elle-méme imputable & cet
ordre & un processus de Beliaev. Plus quantitativement,
introduisons la fonction énergie propre de Beliaev (B10),
en notant désormais de facon plus rigoureuse 1’énergie
propre non perturbée des phonons de vecteur d’onde k
dans H, sous la forme e( ) , pour la distinguer de 1’éner-
gie réelle vraie eq (voir la note [61]). Nous avons vérifié
alors que le changement d’énergie complexe du phonon gq
associé au diagramme de gauche vaut exactement

(<Q3,q QB|ﬁ3|Q>)2
BRI

q—as

62((11) = %Z

qs [Gq + 177
X [Aeg’:‘fl(eq +in — efflqg) + Aege"lqd (eq +in — 65123))
(B44)

On notera que 'argument z de Aegilqs vaut ici I’énergie

vraie €q diminuée de I’énergie non perturbée du phonon
virtuel spectateur dans le diagramme (), ¢’est-a-dire non
partie prenante dans la boucle. La somme de la correc-
tion (I) et du déplacement de Beliaev perturbatif habituel
du phonon q peut donc s’interpréter, a I'ordre 4 en Hg,
comme un déplacement de Beliaev pour une relation de
dispersion complexe renormalisée :

(<q3a q4|H3|q>)2 q3+494,9
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()

La formulation (B44) donne d’ailleurs une autre méthode

. ; 2
as,as €q T 17 — [€as + Aegfl(fq +in—eq)) + 6( ) + AGBEI(e +in — €qy )]

(B45)

() (2)

de calcul que celle de I'équation (B33). Avec les change-



ments d’échelle de la sous-section V C adaptés a lexis-
tence des « petits dénominateurs », et en utilisant (B18)
avec (q, k) valant successivement (qs, k) et (q,qs), on k
est la variable d’intégration apparaissant dans l’expres-

. . 2
Sl i) A (e
me? 6472 hpt/3 )
1 = T A2
_ _ 4q3kA
x/ dkk2(1 — k)2 i7r+1n(q?’7_v2
0 (1=k)q

sion tirée de (B10) de Aege!(eq +in — 2
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q—qs ) DOUS trou-

vons

) —1In (in +3q3(1 — g3) + 335k (1 — k)

S )] (B46)

1—as3

Ici g3 = q3/q, k = k/qs, 03 = 03/(v*/?4), 05 étant I'angle non orienté entre les vecteurs q et gs. L'intégrale sur
0 = 0/(v'/2¢3), ot 0 est I'angle entre k et q, a été effectuée explicitement sur l'intervalle [0, A/g3] avec le méme
paramétre de coupure A que dans I'équation (B33). Apreés report de (B46) dans I’équation (B44), nous obtenons

Im 5,2((11) _

92(1 + Ap)t
me2 64ty

me \° 7
hp1/3 q

1
/ dgs @5 (1 — g3)
0

+oo ir —In
X Im/ dX3
0

1
/ AR F2(1 — F)?
0

_ A3 Xs
1-gs

(in+ 331 — @) + 3a3k(1 — F)

- ) (B47)

<i77 +3¢3(1 — q3) —

Nous avons omis le terme logarithmique réel et indépendant de 5 entre crochets dans I'équation (B46) car sa contri-
bution au résultat final est clairement réelle dans la limite n — 0%. C’est ainsi que disparait la dépendance en le
parameétre de coupure A. L’intégrale sur X3 = 93 du bout avec logarithme se calcule par parties, bien entendu en déri-
vant le logarithme ; on trouve que sa contribution est nulle a la limite 7 — 07 en utilisant I'identité (B41). Finalement,
seul le terme im importe, et il conduit exactement au résultat (178).
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Tout au long de cet article, les amplitudes de couplage
A™T™ seront des fonctions symétriques de leurs m pre-
miers arguments, les vecteurs d’onde qi,q2,...,qm des
phonons entrants, ainsi que de leurs n derniers argu-
ments, les vecteurs d’onde Qm+1,Qm+2,- -, Am+n des
phonons sortants. Cette propriété de symétrie détermine
les amplitudes de maniére unique.

Prendre la limite CBE revient & faire [7]  — 07 avec
y ~ —4/x; nous donnons dans annexe A les expressions
(A13) des fractions rationnelles dans cette limite. Grace
a elles, on vérifie sans mal que 'expression de A% !, dans
la limite CBE coincide avec I’équation (16) de la référence
[3] développée jusqu’a lordre 3 en g et écrite en termes
des énergies des excitations élémentaires de Bogolioubov
pour un gaz de (Ng) = (N)/2 diméres bosoniques de
masse mp = 2m, et de vitesse du son c.

Nous sommes ici & la limite des grands N et nous négli-
geons 1 devant 1oy donc devant Ng. Dans les équations
(116) et (118), nous avons avons simplifié la contribution
de Hartree avec la contribution de type potentiel chi-
mique provenant du développement de I'énergie d’inter-
action du condensat Von2 / 2L2 en puissances du nombre
de particules non condensées.

Si 'on prend directement une relation de dispersion g —
wq linéaire dans I'argument de la distribution de Dirac,
on tombe sur Uintégrale polaire f_ll dud(u — 1) dont on
pourrait penser a tort qu’elle vaut 1/2. En tenant compte
de la stricte convexité de la relation de dispersion, on
tombe sur f_ll dud(u —up) = 1 ot la racine uo €] — 1, 1],
ce qui est la valeur correcte. Ici u est le cosinus de I'angle
entre q et q'.

11 suffit de développer 1/(e3 —1) et 1/(e 3 —1) en série
entiére de la variable e~% et d’échanger la sommation et
Iintégration. On rappelle que ¢(4) = 7*/90.

La largeur du pic est d’ordre € car le changement d’éner-
gie des phonons virtuels intermédiaires lorsque les 6; va-
rient de 0 & € est du méme ordre que la correction cubique
a la relation de dispersion hydrodynamique, sachant que
les nombres d’onde typiques sont ~ kg7T'/hc. En prenant
comme exemple le phonon intermédiaire qs = q + q2, on
trouve que he[lq+qz|—(g+g2)] ~ —%9% ~ kgT03; cet
écart est du méme ordre que le terme cubique ~ kpT|y|e?
dans I'équation (63) lorsque 03 ~ |y|e?, d’out le change-
ment de variable (145).

Précisons les intervalles d’intégration [Gmin, ¥max] €t
[@min, Pmax] imposés par la fonction de Heaviside. On

AL _ a293+q(gssin® a—gp cos® @) — 4 _a_
définit X = g2q3 sin 2« ’ A= 2q3 + 2q2”
-1 _ 2 q_ I A [ G
C =1 243 + 2q3° A - (1+A2)1/2 et C - (1+A2)1/2'

(1) Siv > 0et g < g3, 2amin = acos A’ — acos C' et
20max = acos A’ + acosC’. (ii) Siv > 0 et ¢ > g3,

Omin = 0 et 2amax = acos A’ + acos C". (44i) Siv < 0
et ¢ < g3, Omin = 0 et max = /2. (iv) Siv < 0
et ¢ > g3, 2amin = acosC’ — acos A’ et amax = /2.

Dans les cas (i) et (#) (v > 0), dmin = 0, Pmax = 7 si
X < —1 et ¢max = acos x sinon. Dans les cas (iii) et (iv)
(v < 0), Pmax = T, Pmin = 081 x > 1 et Pmin = acosy
sinon. L’intégrale sur ¢ est en fait calculable analyti-

2
IR b; .
quement. On se raméne a fo d¢ <§ i —”-—ai+cos¢) qui s’ex-

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

1
a—+cos ¢ et

de sa dérivée par rapport & a. Si a €] — 1,1[, F(®) =
—a\ /2 .
7(17a22)1/zargth {(—La) tan %] Sila] > 1, F(®) =

(a2_21)1/2 atan [(a2a__1)11/2 tan %] Sia=1, F(®) = tan 2.

prime en termes de la primitive F(®) = foq) do

Instruits par la note [55], nous considérons l'intégrale
polaire J = f_ll dun’%j(;i/fuo)? ot ' = Tq/j ~ ¢* et
1 —up = 1 —cosfy ~ > comme dans (B26). Alors
J —1 = ¢*, d’ott une correction O(§") non négligeable
a Fgel due a la largeur en énergie de ’état initial. La
correction en ¢ dans 'approche heuristique (175) peut
étre calculée jusqu’au bout. De maniére amusante, elle
coincide avec le résultat exact au signe prés.

Le lecteur attentif aura remarqué que le hamiltonien
quartique H, donne directement un couplage 1 — 3 au
premier ordre. L’amplitude correspondante est en ¢2. Ce
couplage direct contribue a I'q & l'ordre ¢°, négligeable,
méme si I'on prend en compte comme dans ce qui suit
effet d’un petit dénominateur en ¢®. Aussi ’avons-nous
passé sous silence dans le corps du texte.

On ne peut pas a proprement parler calculer ici des « cor-
rections » & wq dues au couplage aux continua, méme a
lordre 2 en V, puisqu’on se base sur un hamiltonien ef-
fectif. Si on cherchait a le faire, on tomberait sur des in-
tégrales de parties principales divergentes ultraviolettes,
dont lincorporation dans la valeur non perturbée pré-
sente dans H. 2 donnerait, suivant les idées de la renormali-
sation, la valeur vraie, qui resterait non calculée et incon-
nue en 'absence d’un modéle microscopique [4]. Dans ce
contexte, nous n’avons pas jugé utile de distinguer Iéner-
gie propre non perturbée des phonons dans Hs, en tout
rigueur 6512), de ’énergie vraie e¢q. Par ailleurs, pour obte-
nir les lois d’échelle en ¢ des termes perturbatifs d’ordre
n en V, nous supposerons que les nombres d’onde des
phonons virtuels sont O(g) donc que la coupure ultravio-
lette est mise & un nombre d’onde Ag, A > 1. Ceci a
le grand avantage que la correction réelle a la pulsation
propre 6512), due & Hs a Pordre dominant, est un O(q°)
et n’affecte ni le parameétre v dans I’équation (63), ni le
taux I'q & Lordre ¢°.

La contribution de Taylor d’ordre n est O(g puisque
la dérivée d’ordre n de la fonction énergie propre, qui
fait intervenir un dénominateur d’énergie & la puissance
n—+1, est d’ordre q8/q3(”+1) compte tenu de l'effet « petit
dénominateur ».

On a supposé ici que la contribution dominante & §I'q
provient de la configuration « bicone » dans laquelle &
la fois g2 et g3 sont dans le céne d’émission vers 'avant,
c’est-a-dire d’ouverture angulaire O(§) autour de la di-
rection de q. On peut imaginer un scénario plus subtil,
dit « unicone », dans lequel seul le vecteur qs se trouve-
rait dans ce cone, le vecteur qz faisant lui un angle ~ §°
avec q. Dans ce cas, seul le dénominateur de P(q1, qz2|qs)
est ~ ¢°, celui de P(qi,qs|qe) étant ~ §. Le terme
croisé P(q1,93|qz2)P(q1,qz2|qs) est donc négligeable par
rapport & [P(q1,qz|qs)]?. Par ailleurs, le dénominateur
d’énergie global eq+in— (€q; + €q, +€q5) de (B23) est lui
aussi ~ ¢, ce qui fait perdre un facteur ¢, mais ceci est
exactement compensé par la perte au numérateur d’un
facteur ¢° dans I’intégrale polaire J df2sin 62. L’ensemble
semble donc devoir contribuer au méme ordre ¢° que la
configuration bicone. L’intégration sur ’angle polaire 03

2n+5)



rééchelonné comme dans (B26), et avec inclusion du ja-
cobien tridimensionnel 73 de I'intégration sur gz, conduit
cependant &

/+°° 3303d0s _ $3(1—q3)/2
= 2= T3~ 11 _ - -
R A

de limite réelle —% lorsque 7 — 07 méme au sens des
distributions. Aussi la partie imaginaire nécessaire & dI'g
ne pourrait-elle provenir que du dénominateur d’énergie
global, qui sortirait un Dirac dleq — (€q, + €qy + €qs)];
mais, a l'ordre dominant en ¢ ou nous sommes désor-
mais, q3 = @3q, avec 0 < @3 < 1, et la relation de dis-
persion est linéaire, si bien que 'argument du Dirac ne
peut s’annuler que si g2 et q sont colinéaires et de méme
sens, en contradiction avec ’hypothése d’un g2 en dehors

[64]
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du coéne d’émission vers 'avant. La méme argumentation
vaut pour le taux d’amortissement Fg‘_’Q de la section
V C, et justifie le fait que 'on n’y ait considéré que la
configuration « bicéne ».

Ce phénoméne ne se produit pas dans la contribution
(B34) car ni le facteur contenant le terme X sin?a,
dangereux lorsque a@ — 0, ni celui contenant le terme
X cos? o, dangereux lorsque o — /2, ne sont élevés au
carré. Du coup, l'intégrale sur X de 0 & oo diverge seule-
ment comme In o ou In(§ —a) lorsque o« — 0 ou o — 7/2.
Mathématiquement, en remplagant dans ’équation (B34)
Pintégrale O+°° dX f(X) par — ffoo dX f(X) en vertu de
l'identité (B38), puis en utilisant le théoréme de conver-
gence dominée, nous pouvons justifier I’échange de la li-
mite n — 0 et de l'intégration sur g2, @3, ¢ et a, et donc
démontrer le résultat (B35).



