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RESUME. Un code de calcul paelements finis @&té developg@ pour simuler le proede industriel de
thermoformage. Le mede nunérique repose sur une formulation lagrangienne totale emadyique et
I'équation du mouvement estégtée par un scema explicite. Les feuilles de polgre chaufées sont
mocklistes par des membranes incompressibles @fastiques ou vis@astiques non ligaires. Le con-
tact est suppdscollant et un module de raffinement de maillagetaimplané. Les ésultats fournis par
le code de calcul sont compzsa des Esultats semi-analytiques et &jmentaux et un exemple complexe
montre les bonnes performances du &led

ABSTRACT. A numerical software was developed to simulatéhérmoforming process. The numerical
model is based on a total Lagrangian finite element methodlaaeéquation of motion is integrated via an
explicit scheme. The heat-softened polymer sheets arel@dole hyperelastic or non linear viscoelastic
incompressible membranes, the usual assumption of gidantact is adopted and an adaptative mesh
refinement scheme was implemented. The finite elementtsragulcompared with semi-analytical and
experimental results and successful calculations are nuaéeg a critical mold geometry.

MOTS-CIES : Thermoformageglements finis, membrane, hypksstici€, visc@lasticieé non-lirtaire,
sclema dynamique explicite, raffinement de maillage

KEY WORDS: Thermoforming, finite elements method, memtmgperelasticity, non linear viscoelastic-
ity, dynamic explicit scheme, mesh refinement

1. Introduction

Les materes plastiques occupent actuellement une place grantis$ans de
nombreux secteurs de l'industrie tels que I'automobileplation enélectronique et
bien gir 'emballage. Dans tous ces domaines, la mise en formesmaériaux est
un probEme d’actuali qui fait I'objet de nombreuses recherches. La mise en forme
des matres plastiques est devenue un secteur d’aetmvitart entere.



Parmi les diferents proedés industriels de mise en forme, le thermoformage per-
met la fabrication de corps creux ouverts (figure 1).

feuille de plastique chauffée
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Figure 1. Diff érentestapes du praké de thermoformage

Dans ce cadre, I'objectif de la simulation nérique est de fournir des outils d'aide
a la conception des moules et de permettre une meilleutgiseadu proédé tout
en optimisant la quanétde matre utili€e. Les programmes actuels de simulation
utilisent, le plus souvent, la @thode de€léments finis et des lois de comportement
hypeglastiques dans un cadre quasi-statique [ZAM 89], [DEL 91].

Cependant, les és fortes non-ligari€s renconges, aussi bien niaielles que
geonetriques, mais aussi et surtout I'apparition de&mpbnenes d'instabili lors du
gonflement [KHA 92] engendrent des prehies de convergence. Pour &liera ces
difficultés, nous avonsayelopg un code de calcul utilisant un sha de &solution
dynamique explicite, habituellement renc@nttans la simulation de I'emboutissage
et recemmentétendu au cas de la mise en forme des plastiques par Rethik
[RAC 94]. Ce logiciel inegre des lois de comportement aussi bien hgfastiques
gue visc&lastiques non-lisaires ainsi qu'un module de remaillage permettant de
s’adapter I'évolution de la gonétrie.

2. Mise enéquations

2.1. Formulation variationnelle

Dans les prokiimes de soufflage, la paraison initiale est supp@nterement con-
nue et @finie. Pour cette raison, nous nous sommes &aimers une formulation la-
grangienne totale du prafohe : la configuration deeférence reste la configuration
initiale tout au long du calcul. En I'absence de forces deain, le Principe des
Travaux Virtuels crit :

// (5up0uXTdV0 // oF : SdVo+/ 5uT0dSO

Vo't compatible [1]

ou V, et Sopr sont respectivement le volume et la surface frenmgtisur laquelle le
chargement est impésdans létat initial non @formg, py est la masse volumique,



b =2 U 14 . .- 7 . e . . —
(X, ) le vecteur aceleration expringd en fonction de la position initialef; le
tenseur des&formations de Green-Lagrangg)e second tenseur des contraintes de

PioIa—Khirchhoff,ﬁ la densié surfacique de force relativemeatla configuration
initiale etdw un deplacement virtuel compatible.

2.2. Disckétisation spatiale €léments finis

Le domaine est disétise enélements finis et le systne discreh resoudre est le
suivant :

{A} = —{Fine} + {Fear} 2]

ou les trois vecteurs sont respectivement les vecteurs detits d'acélération, des
forces inérieures et des forces éxieures don@s par :

[A} = Z [[[wvroiniioya 3]

Ne

Fay =3 [[[Brise1av, f
i=1 Ve

(Faud =30 [z yasy g

i=1e
Sor;

avecn, le nombre delements finisV(f et Sg;,. le volume et la surface (ole charge-

ment est impo&) élementaires|N] la matrice d'interpolation{{/} le vecteur nodal
élementaire des aéterations,[B] la matrice liant les éformationsélementaires au
vecteur des @placements nodawdlémentaires{S¢} le vecteur des contraintes de
Piola-Khirchhoff de seconde espe et{T¢} le vecteur des forces de surface.

Dans ce travail, on utilise, comme la plupart des auteurd8®], desélements
membranes triangulaires trois noeuds et trois dezg de libe par noeuds. Ces
éléments pesentent I'avantage d’'une égration spatiale exacte et rapide. En effet,
compte tenu de la lizarié de l'interpolation, legtats de dformation et de contrainte
sont constants dan£lément.

De plus, I'hypotlese d’un comportement de type membrane impossatde con-
trainte plan dans le plan deelement @&formé. On cecompose la transformation d’'un
élément en un mouvement de solide rigide puis uaf@gnation locale membranaire
dans ce plan (figure 2).

En notantA, B, C les trois noeuds du triangle noreforme, (X,Y) les co-
ordonrees de ces points dans le eep local et ¢, v) leurs d&placements, la ma-
trice [B], permettant de relier le vecteur local defatmations de Green-Lagrange
{E}} = (E11, Ea2, E12) au vecteur des inconnues nodaleécst comme la somme



Figure 2. Déformation d’unélement fini membrane dans son plan : (AB&g§ment

non ceforme et (abcglement @éforme

d’une matrice relativé la composante lgrire des éformations{B’], et d'une ma-
trice relativea la composante non-iaire,[ BV ], définies par :
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[7]

Les vecteurglementaires des forces @mteures, eXdrieures et des quartéit d'acéléeration,

exprimés dans le regre local sont respectivement :

{Ffu} = HoSo [B]' {1}

8]



W=

t
{F;Et}l:PS<O 0 00 % 00 %> [9]

{A%), = Me){U} [10]

ou Hy et Sy sont I'epaisseur et la surface initiale délément{S; } le vecteur des con-
traintes non nulles dans le e local,P la pression exeée sur lIelement (charge-
ment),S la surface de Blement @formé et[M/ €] la matrice masselementaire dorie
par :

1 2 I 1
[M€] = gPoSotlo | - 20 1 [11]
sym - 2]

2.3. Discktisation temporelle

Une fois assemBk les vecteurs et les matricdementaires calcék dans le para-
graphe pecedent, le temps est distit et le probéme globah résoudre au tempgs,

devient : )
M {0 (t0) b = {Fear(ta)} = {Fine(ta)} 12]
On utilise le scema des diffrences centies [DOK 89], conditionnellement stable :

u(tn+1) - u(tn—l) U(tn+1) - 2u(tn) + U(tn—l)

u(ty) = AT et i(t,) = Az [13]
Le probEme[12] se met alors sous la forme suivante :
Ut )) = [Fowa(t)) ~ (Fonet)} + o (U0} ~ (Ut )}) (14

Classiquement, dans les prébies de mise en forme, leéglacements initiaux et
vitesses initiales sont nuls pour tous les noeuds.

2.4. Diagonalisation de la matrice masse

Poureéviter le calcul de I'inverse de la matrice masse et pouraitaveffectuer que
des calculs vectoriels, ddimine le couplage entre les dégrde liber& en concentrant
la masse desléments aux noeuds. Le nombre cBogtions est ainsi congidablement
réduit.

Pour ce faire, on utilise la @thode dite< Special Lumping Technique [ZIE 94],
méthode particuérement efficace pour les prebhes de racanique des solides et qui
fournit les taux de convergence optimaux. On calcule la mastaleélementaire en
sommant tous les termes de la matrice masse @@ment,[A/€] [11], et I'on redis-
tribue cette somme proportionnellement aux termes de Fodale. Dans notre cas,
la matrice masséelementaire diagonale obtenue est :

[W] = pOSé)HO oxo [15]




Gracea cette simplification et aps avoir assemeélles vecteurs des forcesénieures
et exérieures, on obtient un sgshe dequations dcoupées dont la'*™m€ a resoudre
au tempg,, est:

At?
Ui (t7z+1 ) = =

i

(Fewti, - Finti) + 2Uz(tn) - Ui<tn—1) [16]

ol M;; est le coefficient de la matrice masse diagonale as&anihl/ |, correspon-
dant au degdr de liberé :.

3. Comportement des maériaux

Les maériaux concerés par les prages de thermoformage sont essentiellement
les polyneres thermoplastiques, dont le plus connu est legthigene. On dit sou-
vent de ces polyéres qu'ils sont lidaires, c’esi&-dire qu'il n’y a quasiment pas de
liaisons covalentes entre les longuesinbka polyngériques, mais seulement des li-
aisons secondaires. C’est pourquoi les thermoplasticrieansollissent lors de leur
chauffage : les liaisons secondaires liant lesibs les unes aux autres se brisent
et le maériau sécoule, ce qui permet sa mise en forme. Pour des éestyres au
dessus de la ter@pature de transition vitreuse, le comportement est simitacelui
des caoutchoucs c’eatdire élastique ou visdelastique (avec une faible viscasit
non-linéaire et incompressible. Le&fdrmations atteintes avant la rupture sont de
I'ordre de 300a 1000%.

3.1. Lois de comportement

3.1.1. Moeles hypetlastiques

Dans un premier temps, les polgnes thermoplastiques sont coresés hypeelastiques
[SCH 75]. Ce type de matiau est caraétist par I'existence d’'une fonction scalaire
énergie de éformationiV dépendant de &tat de éformation. Le second tenseur de

Piola-KhirchhoffS s’exprime en fonction de cetmergie, du tenseur des dilatations
de Cauchy-Green droif;, et de la pression hydrostatiqueluea I'incompressibilié :

oC

Les deux modles que nous avons implé&stdans notre code de calcul sont les
mockles :

- de Mooney [MOO 40] éfini par :
W =0C; (11—3)4—02 (12—3) [18]

ou C; etC, sont des constantes raatlles etl; le premier invariant dé ;



- d’'Ogden [OGD 72], utilisant des mesuresrgrali®es de la @formation :
Y
_ no(\On Qn O 1
W= 3 o O 5 407 =) 19

ou IV est le nombre de termes de Erig, les doublets deels (i,,, . )n=1,n
sont les constantes néaitelles et);, ¢ = 1,3 sont les extensions principales

(racines cakes des valeurs propres dg.

L'implantation de ces magles dans le code de calcul se fait simplement. En effet,
le calcul du vecteur des efforts érteurs|8] ne récessite que le calcul du vecteur des
contraintes dans le repe local de Element,{S;}' = (S,,, Si,.,S,,)". Dans le cas
du moctle de Mooney, on calcule directement les trois composaees vecteur en
utilisant[17] et [18]. Dans le cas du meéde d’Ogden, comme la foncticdnergie de
déformation est expriie en termes d’extensions principales, on se doit de paaser p

I'intermédiaire de la base propre du tenséur

3.1.2. Moeles viscélastiques non-ligaires inégraux

Dans la ealite, des pBnonenes visqueux appdsaent lors de la&ormation des
polymeres fondus leur temg@rature de mise en forme [WAR 83].dtat de contrainte
ne cepend plus seulement détat actuel de la structure mais aussi de I'histoire de la
transformation qu’a subie le n@tau pour atteindre &tat actuel. Il y a donc dissipa-
tion d’énergie (lors des ruptures des longuesmés polynériques par exemple). On
peut dire que le matiau poséde une forme de mémoire> .

Dans ce travail, nous nous sommesesgs aux modles inégraux classique-
ment utili€s pour la modlisation du comportement détastonéres, @réralisation
des moeéles hypetlastiques pgreedents :

- mockle de Christensen [CHR 80] :

=1

S) == O+l +5 [ =7 0 br [20]

2
ol go etg; (7) sont les paragtres métriels ;

- mockle CBT [CHA 76], que nous avonergralis :

L,y SR A% ()
S;(t) = —p— Ao 2 (¢ —/ t—r)— 724
() p)\l2+’nz::1gon i ()—’_nz::lgonA?(t) 0 gl( T) dr T
[21]
ou N est le nombre de termes de l&rie, (o, , an)n=1,~ €t g1(7) sont les
parangtres mariels.

Pour I'implantation de ces lois de comportement dans le cledealcul, on doit
maintenant prendre en compte I'histoire de éiatmation du magriau pour calculer
les contraintes au tempsgsent. Feng [FEN 86] propose une relation &eurrence



qui permet de calculer la contrainte au temps discresgmtt,, seulement en fonc-
tion des grandeurs (contraintes éfafmations) aux tempis, ett,,_;. Pour cela, on
consicere que la fonction de relaxation a la forme suivante :

91(r) = gre™"7 [22]

Par exemple, pour le méte de Christensen, la relation d=urrence, dans les direc-
tions principales, €crit alors :

1 1 _ac [inmd dN\?(T)
Si(tn) = —p—5— —e T ty_ 1 — !
i(tn) p)\?(tn)+90+26 R/O g1(tn—1 — 1) o

e TR N2(t) = N(te )] i=1,3 [23]

dr

La relation est similaire pour le métk CBT ¢rérali€ [VER 97].

L’ évolution des variables gamatiques lors du pas de ten@gant inconnue, nous
supposons que les directions principales sont constantede celui-ci et sorégales
aux directions principales au temp£pent finak,,. Cette hypothse gt utilisee par
Rachik [RAC 94] pour des lois de comportement vislestiques diérentielles.

4. Gestion du contact

Pour pouvoir simuler les précés de mise en forme, il estoessaire deavelopper
un module de contact qui permettra de prendre en compté&sepce du moule.

La plupart des travaux dans ce domaine adopte I'hygsethde contact collant. En
effet, lorsque la paraisc@nhaute tem@rature entre en contact avec le moule froid, ses
caracéristiqgues matrielles changentés rapidement et la membrane se raidit. Nous
nous sommes plés dans le cadre de cette hypesh.

La méthode consist@ determiner l'intersection du segmep¥V’N] formé par
la position d’un noeud aux temps_; ett, (trajectoire suppd=e lintaire) avec les
facettes triangulaire€D E'F’) définissant le moule (figure 3). Cettecthode autorise

N : position du noeud au temps t_

élément du moule

N': position du noeud au temps t_,

Figure 3. Géongtrie du prob®@me de contact

I'utilisation de facettes grogsies pour la disétisation du moule [VER 97].



5. Raffinement du maillage

Le probEme majeur pdspar I'utilisation delements triangulaires lgaires eside
dans le fait qu'ils restent plans. En effet, compte tenu desdrandesé&formations
gue celéments subissent, ceci ne permet pas de simuler parfaitéeséwvolutions
de la geontetrie de la paraison, par exemple dans les coins d'un mogeréfi4).
Pour rengdiera cette difficule, certains auteurs @sentent le raffinement de maillage

2D 3D

&

Figure 4. ProbEme poé par un maillage grossier dans le coin d’un moule

/

comme une perspective de recherchénessante [DEL 91] sans toutefois le mettre en
ceuvre.

A partir de ces constatations, nous avoésealop@ un module de raffinement du
maillage bagé sur un criére geonetrique. Lorsqu’on écide de remailler la paraison,
chaqueélement de la membrane est testPour ce faire, on conge lesélements
adjacents cetélement et on calcule la normale moyerinee groupe @léments. Si
I'angle entre cette normale moyenne et la norngalein desélements du groupe est
superieura une valeur fige, alors lelement correspondant est subdévis

Apres avoir rempli la liste des triangles qui doivéite subdiviés, nous utilisons
I'algorithme cevelope par Nambiaet al. [NAM 93] pour le raffinement de maillages
constitiles délements triangulairea trois noeuds. Leur technique est &asur une
méthode de @écoupage par bissection suivant le plus gradtéd,da néthode de divi-
sion adopte differe suivant les trois casgsenés sur la figure 5. Pour mettre en place

= =
MR=>TR=ER

Figure 5. Méthodes de division des triangles : (a) cas dBlement sur la fronére,
(b) cas de deukleéments internes partageant leur plus graité,qdc) cas degléments
internes qui ne partagent pas leur plus grabté c

une telle néthode, il convient de classer les triangles dans I'ordrkedeplus grand
coté croissant et de les diviser en partant de la fin de la liste.



6. Réesultats et discussion

6.1. Validation semi-analytique : soufflage dynamique d’emembrane spérique

Pour valider notre code, nous nousirgssons dans un premier temps au gnola
du soufflage dynamique de membranestsiglues dont on coniitaune solution semi-
analytique.

La mise eréquations du soufflage dynamique d’'uneesghsoumisé unéchelon
de pression aboutit uneéquation diférentielle non-ligaire du second ordre d’inconnue
A, extension principale circoéfentielle, rapport du rayonétbrmé au rayon non
déformé [VER 97]. Léquation normalise, pour le moéle de Mooney, est :

. 1
A= Ap\? + (F - A) (14 ar?) [24]
de néme, pour le mogle de Christensen, on obtient ;

. 1 e d\(T)? I d\(T)~*
= Ap)\? — =] -= t— dr + — t—71)—>—d
A PAL + <)\5 )\> 5 A alt—1) i T+ 2%, alt—1) I T

[25]
Ceséquations sontasolues par une @hode de Runge-Kutta d’ordre 5 ou 6 pour

différentes valeurs du paratne maériel o (o« = C2/C4 pour le moéle de Mooney,

eta(r) = g1/goe~7/™" pour celui de Christensen) et du pas de pression norenalis

Ap. Les mémes calculs sont effec@s avec le code de calcul sur une&ghcompbte

de 200Celeéments finis.

T
Ap=0.687

Période réduite T

0=0,25

IS
i
\ \9\ 8p=0.556

0,0 0.2 0.4 0,6 08 1.0 12

Figure 6. Soufflage d'une membrane spique de type Mooney :gsiode Eduite en
fonction de la pression impée (—) Runge-Kuttap élements finis

Les resultats obtenus songs satisfaisants : legponses aux sollicitations sont
reproduites avec sues par leléments finis aussi bien pour un comportement hy-

petelastique (figure 6) que visétastique (figure 7) et ce quelle que soit la nature de
la réponse (oscillatoire ou instable).
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Figure 7. Soufflage dynamique d’une membrane &phue viscélastique de type
Christensen : (—) Runge-Kutta,-( ) éléements finis

6.2. Validation genérale : thermoformage d’un écipient cylindrique

Pour valider I'ensemble du code de calcul, nous avons cot&rnos ésultats
numeriguesa des donaes exprimentales fournies dans la étature. Pour cela, on
s'intéresse au cas du thermoformage d'&cipient cylindrique en HIPS (PolySime
a Haut Impact). Ce probine aéte étudié exgerimentalement et nueniquement par
delLorenzi et Nied [DEL 91] et nuariquement par Rachiét al. [RAC 94].

Pour des raisons de sytnie, nous n'avongtudié que le quart de la structure.
La membrane initiale est plane, circulaire de rayon 129,5#ehdépaisseur initiale
0,254 mm. La gonetrie du moule est psenge sur la figure 8(a). Celui-ci est maill
avec 63 facettes triangulaires (figure 8(b)).

124,46 mm

203,2 mm

129,54 mm

(a) Geonetrie du (b) Maillage du
moule moule

Figure 8. Description du moule pour le thermoformage d'@cipient cylindrique

Pour mo@liser le comportement du n&atau, nous avons utisles donges exprimentales
fournies par Schmidt et Carley [SCH 75] qui proposent unenéomodifee du modle



de Mooney, avec la fonctioenergie de éformation suivante :
W = Ay (I — 3) + Ag (I — 3)? [26]
ou les deux constantes néaielles sont :
Ajg=0,143MPa et Ay =2,210"%MPa

Cette loi de comportement et ces constantesnales sont celles utilees par les
autres auteurs dans lewgtides.

Le maillage initial de la membrane est congtitde 27€&lements. La figure 9
montre |'evolution du maillage au cours du soufflage. On remarquecaditt du
maillage final (figure 9(c)). Il convient de noter gu'ilétait pas possible de @voir a
priori les zones de la paraison initiale (figure 9(a)) posgleelles le maillage devait
étre fin.

/
<
/

(a) 27élements (b) 201élements (c) 996€elements

Figure 9. Trois phases du thermoformage

Nied et deLorenzi ont mesairexg@rimentalement laépartition de leépaisseur le
long de la paroi de la pce finale, ainsi que les extensions principales radiale-et ¢
conferentielle au fond duécipient.

La répartition de lépaisseur obtenue né@mguement est en bonneé&liation avec
les esultats exprimentaux (figure 10), et ce surtout pour le fond daipient. Pour
des abscisses curvilignes guiguresa 250 mm, lesésultats nurariques £loignent
des mesures erpimentales (15 %). Ceicart croissant peutre impué a I'aspect
grossier du maillage final sur le bord decipient.

En ce qui concerne les extensions principales au fondedipient (figure 11),
les ©sultats s’agrent un peu moins satisfaisants : I'extension principatbale est
quelque peu sous-estia sur la plus grande partie du fond (17 %) et surdsiau
voisinage de 'axe de sya@trie (25 %) (figure 11(a)), et I'extension principale cir-
conferentielle est sous-estém au voisinage de I'axe (25 %) (figure 11(b)). Malges
écarts au voisinage de I'axe de s§tme, sur un plan qualitatif, legsultats nurariques
sont conformes aweésultats exprimentaux.

Au vu de cet exemple industriel, notre code de calcul @tifisec son module de
raffinement de maillage est vaéid
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Figure 10. Epaisseur&duite le long de la paroi : (I) points eépmentaux, §) résultat
nunérique EF
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Figure 11. Comparaison exgriences-calculs : (1) points egpmentaux, ¢) résultats
numeriques EF

6.3. Thermoformage d’'une bite avec insert

Le second exemple est consaau thermoformage d'une e avec un insert au
fond. Les dimensions du moule songépenges sur la figure 12(a). Ce moule est
maillé a I'aide de 26 facettes triangulaires (figure 12(b)). La garainitiale est une
feuille rectangulaire dpaisseur uniforme 2 mm, dont les bords sorédixPour ce
calcul, le chargement impésonsiste en une rampe de pression.

La figure 13 pésente Evolution du maillage au cours du thermoformage ; le
maillage initial comprend 128léments (figure 13(a)) et le maillage final est conétitu
de 3752elements (figure 13(c)).

La figure 14 fournit la epartition de lepaisseur sur les demi-plans de &yrie
(z2) (figure 14(a)) etqz) (figure 14(b)), plans identis par le repre de la figure
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(a) Geonetrie du moule (b) Maillage du moule

Figure 12. Description du moule pour le thermoformage d’uneitdopar-

allelepipedique avec un insert
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Figure 13. Trois phases du thermoformage de latbo
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Figure 14. Reépartition de lépaisseuré&duite sur les demi-plans de sgtrie : (—)
coupe de la bive, (M) épaisseur

Cet exemple incluant un moule non-convexarbntre la fiabilié du module de
contact du code de calcul. De plus, I'utilisation du modwdgaffinement de maillage
permet d’obtenir une@pnetrie finale satisfaisante sans avse soucier du maillage

initial.



7. Conclusion

Le code de calcul rssené permet de simuler numiguement le prdacé de ther-
moformage et de conitee avec pecision I'évolution de la §oneétrie du produit au
cours de la mise en forme, notammeréi@ga la technique de remaillage empbay
Ce programme peluggalemenétre utili€ pour la simulation du préck de soufflage
permettant I'obtention de bouteilles.
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