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Résumé :

L’effet Mullins dans les élastomères se caractérise physiquement par une perte de rigidité après un premier
cycle de chargement lors d'un essai de fatigue. Il est classiquement considéré comme un phénomène
d’endommagement ne dépendant que de l’élongation maximale. Le but de ces travaux est de l’identifier. Nous
négligeons les effets viscoélastiques et adoptons le modèle hyperélastique d’Ogden. La fonction
d’endommagement est déterminée expérimentalement à partir d’essais cycliques d’amplitude variable. Une
évolution exponentielle décroissante est identifiée, confirmant expérimentalement le modèle proposé par Miehe.

Abstract :

Elastomers exhibit a reduction of stiffness after a first loading cycle during fatigue tests. This phenomenon so-
called the Mullins’ effect is considered as a damage phenomenon which only depends on the maximum stretch.
The aim of our work is to identify this damage experimentally. Viscous effects are neglected and the Ogden’s
strain energy function is adopted. The damage evolution is measured with cyclic experiments of various
amplitudes and identified as a decreasing exponential function of the maximum stretch. Finally experimental
data verify the Miehe’s model.
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1 Introduction

Il est bien connu que les élastomères présentent une perte de rigidité lors du premier cycle
de sollicitation d'un essai de fatigue. Ce phénomène physique a été étudié en détails par
Mullins (1969), qui lui a d’ailleurs laissé son nom : l'effet Mullins. Plusieurs approches ont
été utilisées pour modéliser ce phénomène. Citons par  exemple Bueche (1962), Simo (1987)
ou Miehe (1995). Ce dernier a décomposé l’endommagement en deux parties, l’une
discontinue qui dépend du maximum de déformation atteint dans l’histoire du matériau,
l’autre continue qui dépend de la longueur du trajet parcouru sur la courbe de charge, ce qui
représente le cumul de déformation. Il apparaît que la partie discontinue est prépondérante
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dans le comportement du matériau puisque 80% de l’endommagement dû à l’effet Mullins se
réalise lors de la première charge. Le présent article a pour but de déterminer
expérimentalement la forme de l’endommagement discontinu dans un caoutchouc naturel.

Une modélisation isotrope du comportement du matériau est mise en œuvre en associant
une fonction d’endommagement au modèle hyperélastique d’Ogden à trois termes. La
fonction énergie de déformation de ce modèle est donnée par (Ogden (1972)) :
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où les λi sont les élongations principales et (µn, αn)n=1,3 sont les paramètres du modèle.
Les aspects viscoélastiques du comportement sont négligés, l'étude est faite uniquement

sur les montées en chargement. On suppose alors que la charge et la décharge se font par le
même chemin.

2 Description des essais

Le matériau testé est un caoutchouc naturel chargé en noir de carbone. Des essais de
traction cyclique sont réalisés sur des éprouvettes lanières. Les essais sont effectués à
déplacement imposé pour des niveaux de déformation allant de 25% à 250 %. Dans ce travail,
seuls les deux premiers cycles correspondant à chaque niveau de déformation sont étudiés
puisque seule la partie discontinue de l’endommagement (passage de la première à la
deuxième charge) est considérée.

Les résultats expérimentaux sont traités. D’une part,  seules les deux premières montées en
charge sont conservées pour chaque niveau de déformation. D’autre part, les effets
viscoélastiques sont supprimés en « décalant » les deuxièmes charges à l’origine pour
éliminer le phénomène de fluage (élimination artificielle de l’allongement résiduel de
l’éprouvette). Dans toute la suite, le terme « résultats expérimentaux » représente les résultats
traités.

3 Elaboration du modèle de comportement

3.1 Modélisation
L’effet Mullins est fréquemment modélisé par une fonction d’endommagement qui vient

corriger la fonction énergie de déformation choisie pour représenter le comportement global
du matériau (Miehe (1995)) :

)(.)().1(),( 00 λλλ WKWMMW =−= (2)
où M est le paramètre d'endommagement et W0 représente la fonction énergie de déformation
d'un matériau idéal (sans endommagement).

Les contraintes principales de Piola-Kirchhoff I sont alors données par :
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et ce, car M et λ sont des grandeurs thermodynamiques indépendantes (Lemaître et Chaboche
(1988)).

Finalement, la contrainte de Piola-Kirchhoff I sur une courbe de deuxième charge est
proportionnelle à la contrainte de Piola-Kirchhoff I du matériau idéal défini précédemment :
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Il convient de remarquer que K est une fonction du seul paramètre λmax. La fonction K évolue
différemment suivant la courbe de charge considérée :

− sur la courbe de première charge λmax est égal à λ courant donc K varie ;
− sur les courbes de deuxièmes charges, λmax est constant donc K l’est aussi.

3-2 Dépouillement des essais
Une fois les résultats expérimentaux traités de façon à éliminer la partie viscoélastique du

chargement (voir paragraphe 2), le comportement du matériau se réduit à une suite de
montées en charge à différentes élongations. Ce comportement est présenté sur la figure 1.

Déformation
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Courbe 2
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λλλλ'A λλλλ'B

FIG. 1 : Traitement des résultats expérimentaux.

Comme mentionné précédemment, l'évolution de K diffère suivant la courbe de charge
considérée :

- sur la courbe 1 : K évolue au fur et à mesure du chargement puisque λmax croît.
- sur la courbe 2 : K est constant, ( ) ( )AKKK λλ == max  car '

max Aλλ =

- sur la courbe 3 : K est constant, ( ) ( )BKKK λλ == max  car '
max Bλλ =

Notons π1, π2, π3 les contraintes, respectivement sur les courbes 1, 2 et 3. On a alors les
relations suivantes :

)( )()( 01 λπλλπ K= (6)
)( )()()( 020
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Sur les courbes de deuxièmes charges le coefficient Ki est constant. Ainsi, toutes les courbes
de deuxièmes charges à x% sont simplement liées par une constante multiplicative. Pour la
suite de l’étude, les notations de la figure 2 vont être utilisées.

Connaissant le comportement du matériau sur les courbes de deuxième charge et non pas
son comportement idéal non endommagé, nous allons relier les coefficients Ki entre eux en
faisant leur rapport :
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Ce rapport se réduit donc au rapport des contraintes correspondantes. Afin de vérifier la
validité des hypothèses du modèle, on mesure l’évolution des rapports ii KK 1+ pour toutes les
courbes de deuxième charge, une illustration de ces observations est donnée par la figure 3
avec le rapport K7/K6.

 La courbe présente deux comportements distincts : pour les faibles déformations, le
rapport est constant tandis que pour les grandes déformations, il y a une chute du rapport.
Ceci est significatif du phénomène de raidissement qui se produit dans le matériau au moment
du retour sur la courbe de première charge. Ces observations sont identiques quels que soient
les coefficients Ki et Ki+1 considérés. Il est ainsi possible d’identifier le coefficient ii KK 1+ sur
la première partie de la courbe en précisant qu’un modèle d’endommagement ne dépendant
que de l’élongation maximale ne pourra traduire correctement les courbes de deuxièmes
charges dans leur globalité. Le raidissement au moment du retour sur la courbe de première
charge ne pourra être obtenu avec un modèle tel que celui-ci.

Finalement, il est possible de rapporter tous les coefficients Ki à un même coefficient. La
figure 4 présente l’évolution du rapport Ki/K2 en fonction de l’élongation à laquelle il se
rapporte.

Courbes de deuxième charge à Coefficient K
(i-1)*25%

i variant de 2 à 11
Ki

FIG. 2 : Dénomination des courbes de deuxième charge.
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FIG. 3 : Evolution du rapport K7/K6 en fonction de la déformation.
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FIG. 4 : Evolution de Ki/K2 en fonction de l’élongation.
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La courbe obtenue peut être identifiée à une fonction exponentielle décroissante :
( )[ ]1 1

2

max −+= −− λαeBA
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K

(10)

Lorsque λmax→0, nous n’avons pas encore sollicité l’éprouvette, celle-ci n’est donc pas
endommagée. Nous nous situons alors sur la courbe de chargement idéal du matériau, on en
déduit :

21 KA = (11)
L’équation (10) se met alors sous la forme :

( )[ ]1 '1 1max −+= −− λαeBK         avec        2.' KBB = (12)
En posant ∞= MB' , on retrouve le modèle d’endommagement discontinu proposé par Miehe :

( )( )1max1 −−
∞ −= λαeMM (13)

Remarque sur la limite du modèle : connaissant tous les coefficients qui relient les courbes
de deuxième charge  entre elles, il est possible de les superposer en les ramenant toutes à une
seule et même courbe. La figure 5 montre la superposition de toutes les courbes de deuxième
charge sur la courbe de deuxième charge à 250%. Il est à noter que toutes les courbes ne sont
pas confondues puisque les raidissements au moment du retour sur la courbe de première
charge apparaissent distinctement, ceci illustre les limites du modèle qui ont déjà été
mentionnées lors de l’identification des rapports ii KK 1+ .
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FIG. 5 : Superposition des courbes de deuxièmes charges après les avoir ramenées à la
courbe de deuxième charge à 250% grâce aux coefficients de proportionnalité Ki.

3-3 Identification des paramètres du modèle
Le modèle décrit précédemment est identifié sur les essais. La simulation des essais est

réalisée et comparée aux mesures expérimentales sur la figure 6. Les résultats sont
satisfaisants pour les hypothèses qui ont été effectuées. Le raidissement ne pouvant être pris
en compte une identification globale du modèle permet de moyenner les écarts mais en
perdant quelques informations au voisinage des « petites » déformations.
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FIG. 6 : Comparaison du modèle d'Ogden avec endommagement «−− » aux résultats traités
des essais « ο ».

4 Conclusion

Ce travail, a permis de construire expérimentalement un modèle d’endommagement
discontinu similaire à celui proposé empiriquement par Miehe (1995) par une approche
isotrope du comportement du matériau.

Notre approche montre que les courbes de deuxième charge sont proportionnelles entre
elles tant que l'on ne rentre pas dans la zone de raidissement qui accompagne le retour sur la
courbe de première charge. Bien évidemment, le fait de les considérer proportionnelles entre
elles ne permet pas de simuler les forts changements de pente. Un travail complémentaire est
en cours afin de prendre en compte ce phénomène de raidissement dans la loi
d’endommagement.
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