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CONGRUENCES AUTOMORPHES ET TORSION DANS LA
COHOMOLOGIE D’UNE VARIÉTÉ DE SHIMURA

UNITAIRE SIMPLE

par

Boyer Pascal

Résumé. — Nous montrons que l’existence d’une classe de cohomologie de torsion dans la
cohomologie d’une variété de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor à coefficients dans
un système local, s’accompagne de l’existence d’une infinité dénombrable de représenta-
tions irréductibles automorphes cohomologiques, en caractéristique nulle, qui sont faiblement
congruentes deux à deux au sens de [10].

Abstract (Automorphic congruences and torsion in the cohomology of a simple
unitary Shimura variety)

We show that torsion cohomology classes for Shimura varieties of Kottwitz-Harris-Taylor
type gives raise to a numerable infinity of irreducible automorphic representations in charac-
teristic zero, which are pairwise weakly congruent in the sense of [10].
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1. Introduction

Soient F = EF+ un corps CM et XI,η → SpecF une variété de Shimura de type
Kottwitz-Harris-Taylor associée donc à une groupe de similitudes G/Q et un sous-groupe
compact ouvert I. On note Spl(I) l’ensemble des nombres premiers p 6= l tels que

— p = uuc est décomposé dans l’extension quadratique imaginaire E/Q,
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— G(Qp) est décomposé, i.e. de la forme Q×p ×
∏
v|uGLd(Fv) et

— la composante locale en p de I est maximale.
Pour l un nombre premier, dans [6] on étudie la torsion dans lesH i(XI,η̄,Zl) et on montre en
particulier que d’un point de vue automorphe, rien de nouveau apparait au sens où toutes
les classes de torsion se relève en caractéristique nulle dans la cohomologie en degré médian
d’une variété d’Igusa. D’après [7], le phénomène semble partagé par une large classe de
variétés de Shimura. Ainsi à première vue, au moins du point de vue de la correspondance
de Langlands, l’existence de classes de cohomologie de torsion dans la cohomologie des
variétés de Shimura n’est d’aucun intérêt. Le but de ce travail, qui prolonge [6], est ainsi de
trouver des applications automorphes à l’existence de classes de torsion dans la cohomologie
des variétés de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor, en construisant des congruences
automorphes faibles au sens du §3 de [10].

1.1. Théorème. — Étant donnée une classe de torsion de H i(XI,η,Zl)m, pour tout
nombre premier p ∈ Spl(I), il existe une représentation irréductible automorphe cohomo-
logique Π(p) telle que pour premier q ∈ Spl(I) distinct de p, la composante locale en q
(resp. en p) de Π(p) est non ramifiée (resp. est ramifiée), ses paramètres de Satake modulo
l étant donnés par m.

Remarque : On renvoie au §3 pour un énoncé plus précis et pour un faisceau de coefficients
quelconque.

En particulier on notera qu’une classe de torsion donne naissance à une infinité de
représentations en caractéristiques nulles, Π(p) qui sont

— automorphes irréductibles cohomologiques,
— non isomorphes deux à deux et telles que
— pour p 6= q des premiers de Spl(I), Π(p) et Π(q) sont non ramifiées en toute place de

Spl(I) − {p, q} et partagent les mêmes paramètres de Satake modulo l. Au sens du
§3 de [10], on dit que ces représentations sont faiblement congruentes.

Nous espérons prochainement donner un procédé relativement souple de construction
de classes de cohomologie de torsion pour ces variétés de Shimura permettant ainsi de
construire de telles familles de congruences automorphes.

2. Géométrie des variétés de Shimura unitaires simples

Soit F = F+E un corps CM avec E/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plonge-
ment réel τ : F+ ↪→ R. Pour v une place de F , on notera

— Fv le complété du localisé de F en v,
— Ov l’anneau des entiers de Fv,
— $v une uniformisante et
— qv le cardinal du corps résiduel κ(v) = Ov/($v).
Soit B une algèbre à division centrale sur F de dimension d2 telle qu’en toute place

x de F , Bx est soit décomposée soit une algèbre à division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espèce ∗ telle que ∗|F est la conjugaison complexe c. Pour β ∈ B∗=−1,
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on note ]β l’involution x 7→ x]β = βx∗β−1 et G/Q le groupe de similitudes, noté Gτ dans
[8], défini pour toute Q-algèbre R par

G(R) ' {(λ, g) ∈ R× × (Bop ⊗Q R)× tel que gg]β = λ}

avec Bop = B ⊗F,c F . Si x est une place de Q décomposée x = yyc dans E alors

G(Qx) ' (Bop
y )× ×Q×x ' Q×x ×

∏
zi

(Bop
zi

)×, (1)

où, en identifiant les places de F+ au dessus de x avec les places de F au dessus de y,
x = ∏

i zi dans F+.
Dans [8], les auteurs justifient l’existence d’un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans E alors G(Qx) est quasi-

déployé ;
— les invariants de G(R) sont (1, d− 1) pour le plongement τ et (0, d) pour les autres.

2.2. Notation. — On fixe un nombre premier l non ramifié dans E et on note Spl l’en-
semble des places v de F telles que pv := v|Q 6= l est décomposé dans F et B×v ' GLd(Fv).

Rappelons, cf. [8] bas de la page 90, qu’un sous-groupe ouvert compact de G(A∞) est
dit « assez petit » s’il existe une place x pour laquelle la projection de U v sur G(Qx) ne
contienne aucun élément d’ordre fini autre que l’identité.

2.3. Notation. — Soit I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts « assez petits »
de G(A∞). Pour I ∈ I, on note XI,η −→ SpecF la variété de Shimura associée, dit de
Kottwitz-Harris-Taylor.

Remarque : pour tout v ∈ Spl, la variété XI,η admet un modèle projectif XI,v sur SpecOv
de fibre spéciale XI,sv . Pour I décrivant I, le système projectif (XI,v)I∈I est naturellement
muni d’une action de G(A∞)×Z telle que l’action d’un élément wv du groupe de Weil Wv

de Fv est donnée par celle de − deg(wv) ∈ Z, où deg = val ◦Art−1 où Art−1 : W ab
v ' F×v

est l’isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes.

2.4. Notations. — (cf. [2] §1.3) Pour I ∈ I, la fibre spéciale géométrique XI,s̄v admet
une stratification de Newton

XI,s̄v =: X≥1
I,s̄v ⊃ X≥2

I,s̄v ⊃ · · · ⊃ X≥dI,s̄v

où X=h
I,s̄v := X≥hI,s̄v − X

≥h+1
I,s̄v est un schéma affine (1), lisse de pure dimension d − h formé

des points géométriques dont la partie connexe du groupe de Barsotti-Tate est de rang h.
Pour tout 1 ≤ h < d, nous utiliserons les notations suivantes :

ih+1 : X≥h+1
I,s̄v ↪→ X≥hI,s̄v , j≥h : X=h

I,s̄v ↪→ X≥hI,s̄v ,

ainsi que j=h = ih ◦ j≥h.

1. cf. par exemple [9]
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3. Classes de cohomologie de torsion

Dans la suite, on fixe une représentation algébrique entiède ξ de G sur Ql et, pour un
réseau stable fixé, on note Vξ le Zl-système local associé sur la variété de Shimura XI .

3.1. Notation. — Pour I ∈ I un niveau fini, soit
TI := Zl

[
Tw,i : w ∈ Spl(I) et i = 1, · · · , d

]
,

l’algèbre de Hecke associée à Spl(I), où Tw,i est la fonction caractéristique de

GLd(Ow) diag(
i︷ ︸︸ ︷

$w, · · · , $w,

d−i︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1)GLd(Ow) ⊂ GLd(Fw).

Pour tout w ∈ Spl(I), on note

Pm,w(X) :=
d∑
i=0

(−1)iq
i(i−1)

2
w Tw,iX

d−i ∈ Fl[X]

le polynôme de Hecke associé à m et
Sm(w) :=

{
λ ∈ TI/m ' Fl tel que Pm,w(λ) = 0

}
,

le multi-ensemble des paramètres de Satake modulo l en w associés à m. Avec les notations
précédentes, l’image Tw,i de Tw,i dans TI/m s’écrit

Tw,i = q
i(1−i)

2
w σi(λ1, · · · , λd)

où Sm(w) = {λ1, · · · , λd} et σi désigne la i-ème fonction symétrique élémentaire.

3.2. Notation. — On notera alors m∨ l’idéal maximal de TI défini par

Tw,i ∈ TI 7→ q
i(1−i)

2
w σi(λ−1

1 , · · · , λ−1
d ) ∈ Fl.

On reprend à présent les arguments de [6].

3.3. Définition. — On dira d’un TI-module M qu’il vérifie la propriété (P), s’il admet
une filtration finie

(0) = Fil0(M) ⊂ Fil1(M) · · · ⊂ Filr(M) = M

telle que pour tout k = 1, · · · , r, il existe
— une représentation automorphe Πk irréductible et entière de G(A), apparaissant dans

la cohomologie de XI,ηv à coefficients dans Vξ,Ql , et telle que la composante locale
Πk,v de Πk est ramifiée, i.e. (Πk,v)GLd(Ov) = (0) ;

— une représentation irréductible entière et non ramifiée Π̃k,v de même support cuspidal
que Πk,v

— et un TI-réseau stable Γ de (Π∞,vk )Iv ⊗ Π̃GLd(Ov)
k,v tel que

— soit grk(M) est libre et isomorphe à Γ,
— soit grk(M) est de torsion et un sous-quotient de Γ/Γ′ pour Γ′ ⊂ Γ un deuxième

TI-réseau stable.
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Le gradué grk(M) sera dit de type i si en outre Πk,v est de la forme
Sti(χ)× χ1 × · · · × χd−i

où χ, χ1, · · · , χd−i sont des caractères non ramifiés.

Remarque : La propriété (P) est clairement stable par extensions, par sous-quotients et,
en remplaçant la condition ξ-cohomologique par ξ∨-cohomologique, par dualité.

3.4. Lemme. — Soient h ≥ 1 et M un sous-quotient irréductible de Hd−h
c (X=h

I,s̄v , Vξ,Ql)
(resp. de Hd−h(X≥hI,s̄v , Vξ,Ql)). Alors
— soit M vérifie la propriété (P) et est alors de type h ou h+ 1 (resp. de type h)
— soit M n’est pas un sous-quotient de Hd−h−1(X≥h+1

I,s̄v , Vξ,Ql).

Démonstration. — Le résultat découle des calculs explicites de ces Ql-groupes de cohomo-
logie en niveau infini donnés dans [3] et on renvoie le lecteur à la présentation qui en est
faite au §3.3 (resp. au §3.2) de [5]. Précisément d’après loc. cit., pour Π∞ une représentation
irréductible de G(A∞), la composante isotypique Hd−h

c (X=h
I,s̄v , Vξ ⊗Zl Ql){Π∞,v} est nulle si

Π∞ n’est pas la composante hors de ∞ d’une représentation automorphe ξ-cohomologique
Π. Sinon, on distingue trois situations pour la composante locale en v de Π :

(i) soit Πv ' Str(χv)× π′v avec h ≤ r ≤ d,
(ii) soit Πv ' Spehr(χv)× π′v avec h ≤ r ≤ d,
(iii) soit Πv n’est pas d’une des deux formes précédentes,

où dans ce qui précède, χv est un caractère non ramifié de F×v et π′v une représentation
irréductible admissible de GLd−h(Fv). Alors cette composante isotypique, en tant que re-
présentation de GLd(Fv)× Z, est de la forme

— dans le cas (i), à
(
Spehh(χ{h−r2 }) × Str−h(χ{h2})

)
× π′v ⊗ Ξ r−h

2 (resp. nulle si r 6= h

et isomorphe à Sth(χv) sinon) ;
— nulle dans le cas (ii) si r 6= h et sinon isomorphe à Spehh(χv)× π′v.
— Enfin, dans le cas (iii), la représentation de GLd(Fv) obtenue n’aura pas d’invariants

sous GLd(Ov).
Ainsi en prenant les invariants sous I, dans le cas (i) on obtient un TI-module vérifiant la
propriété (P) et qui est de type h ou h+ 1. Dans le cas (ii), le TI-module obtenu n’est pas
un sous-quotient de Hd−h−1(X≥h+1

I,s̄v , Vξ,Ql) et le cas (iii) ne fournit rien.

Supposons à présent qu’il existe i tel que la torsion de H i(XI,η̄v , Vξ) est non nulle.
Soit alors 1 ≤ h ≤ d maximal tel qu’il existe i pour lequel le sous-espace de torsion
H i(X≥hI,s̄v , Vξ)tor de H i(X≥hI,s̄v , Vξ) est non nul. Notons que

— comme X≥dI,s̄v est de dimension nulle, alors h < d ;
— d’après le changement de base lisse, H i(XI,η̄v , Vξ) ' H i(X≥1

I,s̄v , Vξ) de sorte que h ≥ 1.

3.5. Lemme. — Avec les notations ci-dessus, le plus petit indice i tel que la tor-
sion de H i(X≥hI,s̄v , Vξ) est non nulle est i = 0 et alors tout sous-module irréductible de
H0(X≥hI,s̄v , Vξ)tor vérifie la propriété (P) en étant de type h+ 1.
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Démonstration. — Considérons la suite exacte courte de faisceaux pervers
0→ ih+1,∗Vξ,Zl,|X≥h+1

I,s̄v

[d−h−1] −→ j≥h! j≥h,∗V
ξ,Zl,|X≥hI,s̄v

[d−h] −→ V
ξ,Zl,|X≥hI,s̄v

[d−h]→ 0. (2)

Les strates X≥hI,s̄v étant lisses et j≥h étant affine, les trois termes de la suite exacte sont per-
vers et sont libres au sens de la théorie de torsion naturelle issue de la structure Zl-linéaire,
cf. [4] §1.1-1.3. Par ailleurs il résulte du théorème d’Artin, cf. par exemple le théorème 4.1.1
de [1] et, donc, de l’affinité des strates X=h

I,s̄v , que les H i(X≥hI,s̄v , j
≥h
! j≥h,∗V

ξ,Zl,|X≥hI,s̄v
[d − h])

sont nuls pour i < 0 et sans torsion pour i = 0, de sorte que pour i > 0, on a
0→ H−i−1(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h]) −→ H−i(X≥h+1

I,s̄v , Vξ,Zl [d− h− 1])→ 0, (3)
et pour i = 0,

0→ H−1(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h]) −→ H0(X≥h+1
I,s̄v , Vξ,Zl [d− h− 1]) −→

H0(X≥hI,s̄v , j
≥h
! j≥h,∗Vξ,Zl [d− h]) −→ H0(X≥hI,s̄v , Vξ,Zl [d− h])→ · · · (4)

Ainsi si la torsion de H i(X≥hI,s̄v , Vξ) est non nulle alors i ≥ 0 et, en utilisant la dualité
de Grothendieck-Verdier, le plus petit tel indice est nécessairement i = 0. Par ailleurs la
torsion de H0(X≥hI,s̄v , Vξ) se relève à la fois dans H0

c (X=h
I,s̄v , Vξ) et H0(X≥h+1

I,s̄v , Vξ), lesquels
sont libres. Ainsi d’après le lemme précédent, la torsion de H0(X≥hI,s̄v , Vξ) vérifie la propriété
(P) en étant de type h+ 1.

3.9. Lemme. — Avec les notations précédentes, pour tout 1 ≤ h′ ≤ h, l’indice h− h′ est
le plus grand i tel que la torsion de H−i(X≥h′I,s̄v , Vξ)tor est non nulle. En outre celle-ci vérifie
la propriété (P) en étant de type h+ 1.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur h′ de h à 1. Le cas h′ = h est traité
dans le lemme précédant, supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang h′+1 et traitons
le cas de h′. On reprend alors les suites exactes (2) avec h′. Le résultat découle alors de (3)
et de l’hypothèse de récurrence.

Le cas h′ = 1 du lemme précédent, en utilisant le théorème de changement de base lisse,
fournit alors l’énoncé suivant.

3.10. Proposition. — Soit i maximal, s’il existe, tel que la torsion de H−i(XI,η̄v , Vξ) est
non nul. Il vérifie alors la propriété (P) en étant de type i+ 2.

3.11. Corollaire. — Soit m un idéal maximal de TI et i maximal s’il existe, tel que
la torsion de H−i(XI,η̄, Vξ)m est non nulle. Il existe alors une collection Π(w) indexée
par les places w de F divisant une place fixée u au dessus d’un premier p ∈ Spl(I), de
représentations irréductibles automorphes ξ-cohomologiques telles que :
— pour tout q ∈ Spl(I) distinct de p (resp. q = p), la composante locale en q de Π(w) est

non ramifiée, ses paramètres de Satake aux places v au dessus de q (resp et distinctes
de w) étant donnés par Sm(v) ;

— la représentation Π(w)w est de la forme Sti+2(χw,0) × χw,1 × · · · × χw,d−i−2, où
χw,0, · · · , χw,d−i−2 sont des caractères non ramifiés de Fw.



CONGRUENCES AUTOMORPHES ET CLASSES DE COHOMOLOGIE DE TORSION 7

Démonstration. — Considérons un sous-TI-module irréductible M de H−i(XI,η̄, Vξ)m,tor.
Pour toute place w ∈ Spl(I), d’après le changement de base lisse, on a H−i(XI,η̄, Vξ)m '
H−i(X≥1

I,s̄v , Vξ)m. D’après la proposition précédente ce module M vérifie la propriété (P)
en étant de type i + 2 de sorte qu’il existe une représentation automorphe irréductible
ξ-cohomologique Π(w) telle que :

— sa composante locale en w est de la forme Sti+2(χw,0) × χw,1 × · · · × χw,d−i−2, où
χw,0, · · · , χw,d−i−2 sont des caractères non ramifiés de Fw ;

— M est un sous-quotient de la réduction modulo l de Π(w) et donc en particulier pour
toute place v différente de w, au dessus d’un p ∈ Spl(I), sa composante locale en v
est non ramifiée avec pour paramètres de Satake les éléments de Sm(v).
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