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Laboratoire Ḿecanique et Matériaux, Ecole Centrale de Nantes, BP 92101, 44321 Nantes
cedex 3
{patrice.cartraud,mathieu.cloirec,nicolas.moes}@ec-nantes.fr

Résuḿe

La méthode X-FEM permet d’enrichir les fonctions de formeéléments finis, et donc
de prendre en compte des discontinuités au sein d’uńelément. Elle est appliquée ici à
la résolution de problèmes cellulaires d’homogéńeisation, pour faciliter le maillage de la
cellule, qui peut ne pas respecter l’interface matériau. Une nouvelle fonction d’enrichisse-
ment est propośee, et une solution nuḿerique de m̂eme qualit́e qu’une approchéeléments
finis classique est obtenue.

1 Introduction

La méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method) a un domaine d’utilisation très
large, et nous nous intéressons icìa son application dans le cadre de problèmes multi-́echelles.

Plus pŕeciśement, nous considérons la ŕesolution nuḿerique des problèmes cellulaires
d’homoǵeńeisation. Dans ce cas, la méthode X-FEM pŕesente l’int́er̂et de rendre tr̀es aiśe
le maillage de la cellule, puisqu’il n’est pas nécessaire de respecter les interfaces entre les
diff érents constituants de la cellule. Les interfaces sont décrites en utilisant une représentation
par fonctions de niveau (level-set) [7], selon une procédure d́ecrite en section 3. Leśeléments
traverśes par l’interface entre deux constituants sont alors enrichis, en utilisant les propriét́es
de la partition de l’unit́e [3]. Des fonctions de forme simple, permettant de représenter la
discontinuit́e des d́eformations̀a l’interface, sont ainsi introduites. Différents choix sont pro-
pośesà ce niveau, voir section 4, et leurs performances sont examinées en termes de conver-
gence. La ḿethode est enfin appliquéeà différents exemples.



2 Résolution de Probl̀emes Cellulaires

Notre objectif est ici de ŕesoudre nuḿeriquement le problème aux limites d’homoǵeńe-
isation pośe sur le voluméelémentaire représentatif du matériau (ou cellule de base). Pour
simplifier, nous consid́erons le cas de l’homogéńeisation ṕeriodique enélasticit́e linéaire,
mais l’approche proposée peut s’appliquer aussià une ḿethode de type modules effectifs ou
à des lois de comportement non-linéaires.

Les équations du problèmeà ŕesoudre sont classiques, cf. [4] par exemple. Il s’agit de
trouverσ, e,um tels que :

divσ(y) = 0
σ(y) = a(y) : e(y) = a(y) :

(
E + e(um(y))

)
um périodique

σ.n anti-ṕeriodique

(1)

où anti-ṕeriodique signifie que la fonction prend des valeurs opposées sur 2 faces opposées
de la cellule. La loi de comportement macroscopique relieE à la moyenne des contraintes
Σ, et est obtenue en soumettant la celluleà des d́eformations macroscopiquesE unitaires. Si
on introduit le tenseur du second ordreIij défini par :

Iij
kh =

1
2
(δikδjh + δihδjk) (2)

et en notantumij la solution du probl̀eme (1) avec la donnée E = Iij , la raideur ho-
moǵeńeiśee a pour expression (|Ω| désigne le volume de la cellule de baseΩ) :{

ahom
ijkl = a(Ikl + umkl , Iij + umij ) = a(Ikl, Iij) + a(Iij ,umkl)

a(u,v) = 1
|Ω|

∫
Ω

e(u) : a : e(v)dΩ
(3)

La cellule de base contient les différentes phases du matériau, et les h́et́eroǵeńeités peuvent
être de forme complexe, ou en grand nombre quand on veut représenter le caractère aĺeatoire
de leur disposition ǵeoḿetrique au sein du matériau.

Dans la litt́erature, c’est tr̀es majoritairement la ḿethode deśeléments finis qui est utiliśee
pour la ŕesolution des problèmes cellulaires, avec des variantes dans sa mise en oeuvre, et on
se reporteràa [1] pour avoir unétat de l’art dans ce domaine. Dans la plupart des travaux,
le maillage se conforme au contour des hét́eroǵeńeités, c’est-̀a-dire qu’un seul matériau est
présent au sein d’uńelément fini. Il en ŕesulte que le maillage peut s’avérer fastidieux, voire
même impossible avec des mailleurs standards.

L’utilisation de X-FEM permet de contourner ce problème, puisqu’il est possible d’utiliser
un maillage qui ne respecte pas l’interface entre les constituants.

3 Représentation par fonctions de niveau

En pratique, l’interface matériau dans la cellule de base est décrite de façon implicite,
en affectant̀a chaque noeudI du maillage, sa distanceφI à l’interface (avec un signe po-
sitif ou négatif selon qu’on se situe dans l’une ou l’autre phase). On peut alors obtenir une



repŕesentation continue de la fonction de niveau, en utilisant les fonctions de formeéléments
finis classiques :

φ(x) =
∑
I

φINI(x) (4)

L’iso-zéro de la fonction de niveauφ repŕesente ainsi la position de l’interface.
Grâceà la ḿethode X-FEM, le maillage peut ne pasêtre conformèa l’interface. Ce-

pendant, l’interfacéetant d́ecrite par une approche de typeéléments finis, il est ńecessaire
de prendre un maillage assez finà son voisinage pour en obtenir une bonne approximation
géoḿetrique. Ceci n’est pas en soi réellement ṕenalisant, car les gradients de la solution re-
cherch́eeétantélev́es pr̀es de l’interface, on diminue ce faisant l’erreur numérique. Dans ce
travail, c’est sur des considérations exclusivement géoḿetriques qu’un algorithme simple de
raffinement de maillage est mis en oeuvre. Le critère de raffinement est fondé sur la com-
paraison de la courbure de la fonction de niveauà la taille caract́eristique de l’́elément fini
traverśe, voir [5] pour plus de d́etails.

4 Stratégie d’enrichissement

Avec la ḿethode X-FEM, un enrichissement est ajouté à l’approximationéléments finis
classique, en tirant profit des propriét́es de la partition de l’unité [3] :

uX−FEM =
∑
I

uINI(x) + uenr, uenr =
∑
J

aJNJ(x)F(x) (5)

Les degŕes de libert́e additionnelsaJ apparaissent pour les noeuds dont le support est tra-
verśe par une interface matériau. La fonction d’enrichissementF doit être choisie avec pour
objectif de repŕesenter au mieux la physique du problème, c’est-̀a-dire ici avoir une d́erivée
discontinuèa l’interface, et plusieurs choix sont possibles. Dans [8], c’est la valeur absolue
de la fonction de niveau qui est utilisée :

F 1(x) = |
∑
I

φINI(x)| (6)

et il est montŕe que le fait de ŕegulariser cette fonction loin de l’interface améliore la conver-
gence. Nous proposons ici un autre choix de fonction d’enrichissement :

F 2(x) =
∑
I

|φI|NI(x) − |
∑
I

φINI(x)| (7)

Ces diff́erentes fonctions sont représent́ees dans le cas 1D Figure 1.
En pratique, lorsqu’uńelément est traversé par une interface matériau, on suit la proćedure

géńerale expośee dans [6]. Ainsi, on intègre śepaŕement dans les différents mat́eriaux. La
premìereétape consiste donc̀a d́ecomposer l’́elément en sous-domaines, propresà chaque
mat́eriau, et d́elimités par le contour initial de l’élément et l’iso-źero de la fonction de niveau.
Ces sous-domaines sont en 3D le résultat de ca coupe d’un tétrah̀edre par un plan. Pour
l’int égration nuḿerique, d’apr̀es (5), les fonctions d’interpolation pour le champ enrichi sont
du typeNJ(x)F(x), avecF qui peut prendre diff́erentes formes, cf. Figure 1. Le produit
NJ(x)F(x) est donc polyn̂omial, et le nombre de points de Gauss est détermińe de sorte que
l’int égration soit exacte sur deséléments de forme simple.
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Figure 1 – Les diff́erents choix de fonctions d’enrichissement.

5 Tests de convergence

Pourétudier les performances de la méthode X-FEM, le cas test d’une inclusion 2D cir-
culaire en milieu infini est considéŕe. Cet exemple est traité avec un maillagéeléments finis
qui respecte l’interface (noté FEM), puis avec un autre maillage où on ne la respecte pas
et òu trois ḿethodes diff́erentes de calcul sont utilisées. Dans la première (not́ee FEM-non-
conforming), pour leśeléments traverśes par l’interface, la loi de comportement de chaque
phase est prise en compte au niveau des points d’intégration. Dans les deux autres, on uti-
lise la ḿethode X-FEM, avec l’enrichissementF 1 régulariśe (méthode not́ee X-FEM-1 +
smoothing) etF 2 respectivement (notée X-FEM-2).

L’erreur globale eńenergie,́evalúee par rapport̀a la solution exacte, est donnée Figure 2.
On constate que la ḿethode X-FEM-2 aḿeliore la pŕecision obtenue avec X-FEM-1, et atteint
le même taux de convergence que l’approcheéléments finis classique.
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Figure 2 – Taux de convergence pour l’inclusion 2D.



6 Exemples nuḿeriques

On s’int́eresse d́esormais̀a des probl̀emes cellulaires d’homogéńeisation ṕeriodique. Pour
imposer les conditions de périodicit́e, les maillages de 2 faces de la cellule en vis-à-vis sont
identiques. Lorsqu’un noeud sur le contour de la cellule, appartenantà unélément traverśe
par une interface, est enrichi, par périodicit́e, les noeuds correspondants le sontégalement.

Les premiers tests de validation ontét́e effectúes sur un multicouche périodique, pour
lequel la ḿethode X-FEM permet de retrouver la solution analytique. Nous présentons ici
deux exemples : un composite tissé et un mat́eriauà inclusions sph́eriques.

6.1 Composite tisśe

Cet exemple est traité dans [2] avec une approcheéléments finis classique. La cellule de
base est constituée de fibres dont la ligne moyenne est une sinusoı̈de. Le maillage utiliśe
pour la ḿethode X-FEM est par souci de simplicité un maillage ŕegulier, avec 32́eléments
tétrah̀edreà 4 noeuds par ĉoté, cf. Figure 3.

Figure 3 – Maillage utiliśe pour la cellule de base.

Avec ce maillage une bonne approximation géoḿetrique de l’interface est obtenue, voir
Figure 4 òu est repŕesent́ee l’iso-źero de la fonction de niveau.

Les fibres et la matrice ont pour caractéristiques ḿecaniques respectivesEf = 400 GPa,
νf = 0.3, Em = 72GPa,νm = 1/3. La comparaison des raideurs homogéńeiśees de X-FEM



Figure 4 – Cellule de basse du composite tissé.

et de l’approchéeléments finis classique donne :

[ahom
tisse] =


121.2/119.2 58.2/57.8 57.4/57.0 0/0 0/0 0/0
58.2/57.8 117.9/116.7 58.3/57.8 0/0 0/0 0/0
57.4/57.0 58.3/57.8 121.3/119.9 0/0 0/0 0/0

0/0 0/0 0/0 30.6/30.3 0/0 0/0
0/0 0/0 0/0 0/0 29.9/29.8 0/0
0/0 0/0 0/0 0/0 0/0 30.6/30.3

 (8)

soit unécart faible sachant que les maillages utilisés ne sont pas les mêmes.

6.2 Matériau à inclusions sph́eriques

Nous consid́erons maintenant le cas d’un matériauà inclusions sph́eriques, ŕeparties de
façon aĺeatoire dans la matrice, cet exemple est tiré de [4]. Pour prendre en compte ce ca-
ract̀ere aĺeatoire, d’une part plusieurs cellules sontétudíees, avec d’autre part dans chaque
cellule une ŕepartition aĺeatoire (mais ṕeriodique) des inclusions.

La méthode X-FEM s’av̀ere ici particulìerement int́eressante, puisque le même maillage
peut être utiliśe pour ces diff́erentes cellules. C’est le maillage donné Figure 3 qui est pris
pour les calculs. Avec ce maillage, pour 2 cellules contenant 32 inclusions, l’iso-zéro de la
fonction de niveau (représentant l’interface matériau) est donńee Figure 5.

Les caract́eristiques ḿecaniques de la particule et de la matrice sont respectivementEp =
70 GPa,νp = 0.2 et Em = 3 GPa,νm = 0.35, avec un taux d’inclusion de 26.78%. Pour la
raideur homoǵeńeiśeeahom

1111, en prenant la valeur moyenne sur différentes cellules, on obtient
7.611 GPa pour 8 particules et 7.711 pour 32 particules, soit des résultats tr̀es proches de
ceux donńes dans [4].



Figure 5 – Exemples de cellules de baseà 32 inclusions.

7 Conclusion

Nous proposons dans ce travail une application de la méthode X-FEM pour le traitement
des probl̀emes cellulaires d’homogéńeisation pour des microstructures de géoḿetrie com-
plexe. Gr̂aceà une nouvelle fonction d’enrichissement, il est possible d’obtenir une solution
d’une qualit́e comparablèa celle d’une approchéeléments finis classique, enévitant la diffi-
culté du maillage de la cellule.

Des travaux sont actuellement en cours pour appliquer la méthode X-FEMà l’étude d’une
structure contenant un détail de taille tr̀es petite devant les dimensions de la structure. L’ob-
jectif est ici de pouvoir analyser la structure avec un maillage grossier, en enrichissant les
éléments au voisinage du détail.
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