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Résune
La méthode X-FEM permet d’enrichir les fonctions de forélements finis, et donc
de prendre en compte des discontiggitiu sein d'urelement. Elle est applidge icia
la resolution de prot@mes cellulaires d’homageisation, pour faciliter le maillage de la
cellule, qui peut ne pas respecter I'interface @niaiu. Une nouvelle fonction d’enrichisse-
ment est propd=e, et une solution nuenique de rBme qualié qu'une approchéléments
finis classique est obtenue.

1 Introduction

La methode X-FEM (eXtended Finite Element Method) a un domaine d'utilisatis tr
large, et nous nous iatessons ic son application dans le cadre de pawbés multiechelles.

Plus pEciment, nous considons la esolution nurdrique des prokimes cellulaires
d’homogeréisation. Dans ce cas, laétihode X-FEM pesente I'inérét de rendre &s ai¢
le maillage de la cellule, puisqu'il n'est pagcessaire de respecter les interfaces entre les
différents constituants de la cellule. Les interfaces seatis en utilisant une reggentation
par fonctions de niveau (level-set) [7], selon une prhae @crite en section 3. Ledéments
travergs par l'interface entre deux constituants sont alors enrichis, en utilisant lesspri
de la partition de I'uni¢ [3]. Des fonctions de forme simple, permettant de &senter la
discontinuié des éformationsa I'interface, sont ainsi introduites. Défents choix sont pro-
possa ce niveau, voir section 4, et leurs performances sont eXe@sien termes de conver-
gence. La rathode est enfin appligea differents exemples.



2 Reésolution de Probemes Cellulaires

Notre objectif est ici de@soudre nui@riquement le proime aux limites d’homazre-
isation pog sur le volumeeléementaire ref@sentatif du mé&riau (ou cellule de base). Pour
simplifier, nous consigrons le cas de I'hom@géisation fgriodique enélasticié linéaire,
mais I'approche propé@e peut s’'appliquer ausaiune néthode de type modules effectifs ou
a des lois de comportement nondaires.

Les équations du prokimea résoudre sont classiques, cf. [4] par exemple. Il s’agit de
trouvero, e, u™ tels que :

dive(y) =0

o(y) = a(y):e(y) = a(y) : (E+e(u™(y)))
u™ périodique

o.n anti-periodique

1)

ou anti-periodique signifie que la fonction prend des valeurs oppssur 2 faces opposs
de la cellule. La loi de comportement macroscopique relia la moyenne des contraintes
3, et est obtenue en soumettant la celtuldes @formations macroscopiquésunitaires. Si
on introduit le tenseur du second ordré défini par :

i _ 1
I}, = 5(5m5jh + indjk) )

et en notantw™s la solution du prolime (1) avec la doree E = I%, la raideur ho-
mogereise a pour expressioff}| désigne le volume de la cellule de ba2g:

{agjokv;z = a(I* 4 ™kt TG 4 ymis) = q(TF, T 4 (I, ume) @)

a(u,v) = Iﬁl\ Joe(u):a:e(v)d

La cellule de base contient les difentes phases du reatu, et les terogeréités peuvent
etre de forme complexe, ou en grand nombre quand on ve@semter le caragte akatoire
de leur disposition gonetrique au sein du matiau.

Dans la literature, c’est s majoritairement la &thode degléments finis qui est utilee
pour la Esolution des prokimes cellulaires, avec des variantes dans sa mise en oeuvre, et on
se reportera [1] pour avoir urétat de I'art dans ce domaine. Dans la plupart des travaux,
le maillage se conforme au contour des&nocereités, c’'esta-dire qu’un seul mériau est
présent au sein d’'uélement fini. Il en ésulte que le maillage peut s&rer fastidieux, voire
méme impossible avec des mailleurs standards.

L'utilisation de X-FEM permet de contourner ce preirle, puisqu’il est possible d'utiliser
un maillage qui ne respecte pas l'interface entre les constituants.

3 Représentation par fonctions de niveau

En pratique, I'interface métiau dans la cellule de base egtcdte de facon implicite,
en affectanta chaque noeud du maillage, sa distancg; a 'interface (avec un signe po-
sitif ou négatif selon qu'on se situe dans I'une ou l'autre phase). On peut alors obtenir une



repesentation continue de la fonction de niveau, en utilisant les fonctions de &&ments
finis classiques :

¢(x) =Y o1N1(x) 4
I

L'iso-zéro de la fonction de niveatirepesente ainsi la position de l'interface.

Gracea la nethode X-FEM, le maillage peut ne pafre conformea l'interface. Ce-
pendant, l'interfaceétant dcrite par une approche de typiements finis, il est @cessaire
de prendre un maillage assez &irson voisinage pour en obtenir une bonne approximation
geonetrique. Ceci n'est pas en s@allement gnalisant, car les gradients de la solution re-
chercleeétantéleves pes de l'interface, on diminue ce faisant I'erreur rarique. Dans ce
travail, c’est sur des consdations exclusivemenggneétriques qu’un algorithme simple de
raffinement de maillage est mis en oeuvre. Leecetde raffinement est foadsur la com-
paraison de la courbure de la fonction de nivéda taille caradristique de Eleément fini
traver®, voir [5] pour plus de étails.

4 Stratégie d’enrichissement

Avec la nethode X-FEM, un enrichissement est aatl’'approximationélements finis
classique, en tirant profit des progiés de la partition de 'un&[3] :

uX-FEM _ Z urN(x) + u®™, u™ = Z ayN;(x)F(x) ®)
I J

Les deges de libe® additionnelsay apparaissent pour les noeuds dont le support est tra-
vers par une interface matiau. La fonction d’enrichissement doit étre choisie avec pour
objectif de repesenter au mieux la physique du pratle, c’esta-dire ici avoir une @rivée
discontinuea l'interface, et plusieurs choix sont possibles. Dans [8], c'est la valeur absolue
de la fonction de niveau qui est utiis :

F(x) = |3 Ny (x)| (6)
I

et il est monté que le fait de&gulariser cette fonction loin de I'interface ahore la conver-
gence. Nous proposons ici un autre choix de fonction d’enrichissement :

F2(x) = > |¢1N1(x) — | Y N1 (x)| )
I I
Ces diferentes fonctions sont réggenées dans le cas 1D Figure 1.

En pratique, lorsqu’uBlément est traveéspar une interface méatiau, on suit la praedure
gérérale expose dans [6]. Ainsi, on igtgre €paément dans les défents madtriaux. La
premere étape consiste dor decomposer Blement en sous-domaines, propéeshaque
matriau, et @limités par le contour initial de#lement et I'iso-2ro de la fonction de niveau.
Ces sous-domaines sont en 3D &sultat de ca coupe d'urettakedre par un plan. Pour
I'int égration nurarique, d’apes (5), les fonctions d’interpolation pour le champ enrichi sont
du type N;(x)F(x), avecF qui peut prendre difrentes formes, cf. Figure 1. Le produit
N, (x)F(x) est donc polydmial, et le nombre de points de Gauss &tedniré de sorte que
I'int égration soit exacte sur déements de forme simple.
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Figure 1 — Les diférents choix de fonctions d’enrichissement.

5 Tests de convergence

Pourétudier les performances de l&thode X-FEM, le cas test d’une inclusion 2D cir-
culaire en milieu infini est consége. Cet exemple est tréiavec un maillagélements finis
qui respecte l'interface (nétFEM), puis avec un autre maillagé on ne la respecte pas
et al trois méthodes difrentes de calcul sont utiéies. Dans la premdie (noée FEM-non-
conforming), pour le€léments traveés par l'interface, la loi de comportement de chaque
phase est prise en compte au niveau des pointsédliation. Dans les deux autres, on uti-
lise la nmethode X-FEM, avec I'enrichissemeRt' régulari®¢ (méthode nate X-FEM-1 +
smoothing) et? respectivement (née X-FEM-2).

L'erreur globale erenergie évallee par rappora la solution exacte, est doga Figure 2.
On constate que la@thode X-FEM-2 argliore la pécision obtenue avec X-FEM-1, et atteint
le méme taux de convergence que I'approél@nents finis classique.

inclusion 2D

n(error)

-4 |- ﬁ‘fr FEM non conforming (al pha =0.58) —+— -1

ﬁ XFEM 1 (+ snoothing) (alpha = 0.7) —---
45 e XFEM 2 (al pha = 1) -->-- i
o e FEM (al pha = 1) —3-
.5 Ff\ ] ] ] | | ]
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5
I'n(H)

Figure 2 — Taux de convergence pour l'inclusion 2D.
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6 Exemples nungriques

On s’interesse @sormais des proldmes cellulaires d’hom
imposer les conditions deepodicite, les maillages de 2 faces de la cellule enaxgs sont

identiques. Lorsqu’un noeud sur le contour de la cellule, apparténantlément travers

par une interface, est enrichi

dicité, les noeuds correspondants le sagdlement.

, paarp

Les premiers tests de validation ogie effectues sur un multicouchegpiodique, pour
lequel la néthode X-FEM permet de retrouver la solution analytique. Noéseartons ici

deux exemples : un composite st un matriaua inclusions spériques.

6.1 Composite tisé

Cet exemple est tra@tdans [2] avec une approcBiEements finis classique. La cellule de

base est constiée de fibres dont la ligne moyenne est une sifdesoLe maillage utilig
pour la nethode X-FEM est par souci de simpliitin maillage &gulier, avec 3Zlements

tetratedrea 4 noeuds paraté, cf. Figure 3.

Figure 3 — Maillage utilié pour la cellule de base.

Avec ce maillage une bonne approximaticgogetrique de l'interface est obtenue, voir

de la fonction de niveau.

iS0-2ro
Les fibres et la matrice ont pour car@gstiques récaniques respectivés; = 400 GPa,

Figure 4 a1 est repesenée I

72GPa,v,, = 1/3. La comparaison des raideurs ho

0.3,E,, =

ve



Figure 4 — Cellule de basse du compositedtiss

et de I'approch@léments finis classique donne :

121.2/119.2  58.2/57.8 57.4/57.0 0/0 0/0 0/0
58.2/57.8  117.9/116.7  58.3/57.8 0/0 0/0 0/0
[ahom ] — 57.4/57.0 58.3/57.8  121.3/119.9 0/0 0/0 0/0 ®)
Atissel = 0/0 0/0 0/0 30.6/30.3 0/0 0/0
0/0 0/0 0/0 0/0 29.9/29.8 0/0
0/0 0/0 0/0 0/0 0/0 30.6/30.3

soit unécart faible sachant que les maillages w#isie sont pas lesames.

6.2 Matériau a inclusions spteriques

Nous consiérons maintenant le cas d’'un régtua inclusions spériques, eparties de
facon akatoire dans la matrice, cet exemple et te [4]. Pour prendre en compte ce ca-
racere abatoire, d'une part plusieurs cellules s@biidées, avec d'autre part dans chaque
cellule une epartition aatoire (mais eriodique) des inclusions.

La méthode X-FEM s’agre ici particulerement inkressante, puisque leéme maillage
peutétre utili€ pour ces diffrentes cellules. C’est le maillage dénRigure 3 qui est pris
pour les calculs. Avec ce maillage, pour 2 cellules contenant 32 inclusions, &isode la
fonction de niveau (repsentant I'interface matiau) est donee Figure 5.

Les caradtristiques racaniques de la particule et de la matrice sont respectivefent
70 GPa,v, = 0.2 et £, = 3 GPa,v,, = 0.35, avec un taux d'inclusion de 26.78%. Pour la
raideur homogreiscea’s77, en prenant la valeur moyenne sur ditintes cellules, on obtient
7.611 GPa pour 8 particules et 7.711 pour 32 particules, soit éssltats t&s proches de
ceux dongs dans [4].



Figure 5 — Exemples de cellules de basg? inclusions.

7 Conclusion

Nous proposons dans ce travail une application dedthade X-FEM pour le traitement
des probdmes cellulaires d’hom@ggisation pour des microstructures deogetrie com-
plexe. GAcea une nouvelle fonction d’enrichissement, il est possible d’obtenir une solution
d’'une qualie comparablé celle d’'une approchéléements finis classique, @vitant la diffi-
culté du maillage de la cellule.

Des travaux sont actuellement en cours pour appliqueethode X-FEMa I'étude d’'une
structure contenant urethil de taille tés petite devant les dimensions de la structure. L'ob-
jectif est ici de pouvoir analyser la structure avec un maillage grossier, en enrichissant les
élements au voisinage dtail.
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