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Overzicht

In sommige bossen in Niger, waar "gecontroleerde plattelandsmarkten" zijn gevestigd, wordt brandhout geoogst volgens een beleid van het volgende type: om de T
jaar kappen van dode bomen en levende bomen met een diameter groter dan D . Dode bomen vormen over het algemeen het grootste deel van het gewas. In dit
artikel presenteren we een eenvoudig model in continue tijd voor het beheer van deze ongelijke oude bospercelen met een hoog sterftecijfer α, en we verkrijgen een
formule voor de cyclus en de snijdiameter die het verdisconteerde inkomen optimaliseert, met een oneindige horizon. Faustmann's klassieke formule voor even grote
percelen voldoet aan de limiet  en  (duidelijk gesneden).
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1. Inleiding
    In Niger is hout nog steeds de belangrijkste energiebron voor het koken van voedsel. Door droogte, een groeiende stedelijke bevolking en deels ongecontroleerde
toegang tot de hulpbronnen, staat de druk op bossen rond steden zoals Niamey hoog. Sinds 1989 heeft een nieuwe overheidsstrategie geleid tot de bescherming van
bepaalde bosgebieden, waar de oogst op een duurzame manier wordt beheerd. De oogst wordt uitsluitend verkocht in nabijgelegen markten met administratieve
toestemming. Een differentieel belastingstelsel moedigt handelaren aan om brandstofhout van deze constructies te kopen in plaats van het ongecontroleerd oogsten
van bossen te organiseren [1].

    Er is gekozen voor twee managementsystemen. In "georiënteerde plattelandsmarkten" worden alleen dode bomen geoogst. In "gecontroleerde landelijke markten"
worden ook enkele levende bomen gekapt en wordt de snede in cycli georganiseerd om ruimtelijke rotatie mogelijk te maken. Soms wordt een ondergrens gesteld
aan de diameter van te kappen levende bomen. Het kan verschillende cycli duren voordat een boom deze diameter heeft bereikt, zodat dode bomen over het
algemeen het grootste deel van elk gewas uitmaken. De lengte van de cyclus ligt doorgaans tussen 5 en 10 jaar.

    Het oogstbeleid in deze gecontroleerde plattelandsmarkten is daarom vrij gelijkaardig aan selectief maaien op oneffen percelen in andere delen van de wereld.
Maar het belang van dode bomen is minder gebruikelijk vanwege de bestemming (dood hout is beter dan groen hout voor het koken van voedsel), de afwezigheid
van transformatie en de beschikbaarheid ervan (het Sahel-klimaat veroorzaakt een hoge mortaliteit van bomen ).

    Ondanks een overvloed aan literatuur die verschillende uitbreidingen van de klassieke formule van Faustmann [2,3] behandelt voor het probleem van optimale
rotatie ([4] en de 300 artikelen vermeld in [5]), is er geen eenvoudige formule geweest voorgesteld voor de optimale maaicyclus en de optimale diameter van
percelen met een ongelijke leeftijd die gevoelig zijn voor hoge sterfte, waarbij dode bomen het grootste deel van de oogst uitmaken voor brandhout. In [6] wordt een
expliciete formule verkregen, maar voor even oude bossen met een lage catastrofale sterfte zoals brand. Het model gebruikte een continue tijdvariabele en de
formule werd verkregen met behulp van de theorie van beloningsvernieuwingsprocessen. Benadrukt moet worden dat bij een hoge natuurlijke sterfte, enkele bomen
gaan van tijd tot tijd dood en er kan een vertraging optreden voordat ze worden gekapt tijdens de volgende geplande oogst. Integendeel, met een catastrofale sterfte
als gevolg van branden, wordt het hele bos vrijwel onmiddellijk aangetast en worden de bomen kort daarna verwijderd. In het eerste geval kan een eenvoudige
ruimtelijke rotatie worden gehandhaafd, terwijl dit in het tweede geval onmogelijk is, zoals opgemerkt [6].

    Men vindt in [7] een formule die die van Faustmann generaliseert voor de ongelijke percelen, maar het model concentreerde zich op het economische deel zonder
rekening te houden met een bepaald model van biologische groei. Deze formule werd gebruikt in [8] in combinatie met een discreet-tijd matrixmodel vergelijkbaar
met [9,10] voor groei; maar er werd geen eenvoudige formule gevonden voor de optimale snijcyclus, dus de resultaten waren alleen gebaseerd op simulaties.
Verschillende artikelen, zoals [11,12], benadrukken dat het Faustmann-model en veel van zijn generalisaties bijzondere voorbeelden zijn van Markoviaanse
besluitvormingsprocessen, waarvoor dynamische programmeertechnieken kunnen worden gebruikt. We richten ons dan meer op numerieke algoritmen dan op
expliciete formules. In al deze referenties wordt weinig aandacht besteed aan natuurlijke sterfte omdat deze in een Europese of Noord-Amerikaanse context relatief
te verwaarlozen is in vergelijking met verschillende andere factoren.

    Het doel van dit artikel is daarom om, binnen het kader van een eenvoudig ongelijk verouderd perceelmodel met hoge mortaliteit, een expliciete formule te vinden
voor de duur van de optimale cyclus en de optimale snijdiameter. Het optimalisatiecriterium is hetzelfde als in het Fautmann-model, namelijk het verdisconteerde
inkomen over een oneindige horizon. De belangstelling is voornamelijk theoretisch, want ondanks [13] is er natuurlijk nog veel veldwerk nodig om voldoende
gegevens te verzamelen om het model in de bossen van Niger te kalibreren. Maar naarmate meer en meer gecontroleerde plattelandsmarkten worden georganiseerd
in Niger en in de hele Sahel-zone, zullen er meer gegevens beschikbaar komen en kan de interesse verschuiven van hoe het bos te beheren naar hoe het beheer te
optimaliseren.

    Het artikel is als volgt ingedeeld. In paragraaf 2 introduceren we de notaties van het model. In paragraaf 3 verkrijgen we een formule voor de optimale snijcyclus
en de optimale diameter, en bespreken we deze met een eenvoudige wiskundige uitdrukking voor de boomgroeicurve. In paragraaf 4 laten we zien dat de klassieke
Faustmann-formule overeenkomt met de grens van verwaarloosbare sterfte ( ) en een snijdiameter (duidelijk gesneden). We laten ook zien dat de
formule voor de gemiddelde opbrengst van even oude percelen met een lage maar catastrofale mortaliteit zoals branden, gegeven in [6], overeenkomt met de limiet
van een snijcyclus  met een discontovoet . We presenteren ook andere uitbreidingen van de formule: naar een leeftijdsafhankelijke sterfte en naar een
mogelijk prijsverschil tussen dood hout en recent gesneden groen hout. Ze kunnen in andere contexten worden gebruikt.

2. Een eenvoudig model

    Wij nemen aan :
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een perceel heeft een vast aantal N plaatsen waar bomen kunnen groeien. N is een groot aantal.
is het volume van een boom van leeftijd x ,

de prijs P per volume-eenheid hout is constant
 zijn de kosten voor de voorbereiding op de groei van een nieuwe boom
 is een vaste kost per oogst

α is de sterfte van de bomen: gedurende een klein tijdsinterval dt , is het percentage bomen dat sterft (als je het model als deterministisch beschouwt), of
de kans dat een boom sterft (als je het model als stochastisch beschouwt). Vooralsnog wordt aangenomen dat α onafhankelijk is van leeftijd, maar deze
hypothese wordt in paragraaf 4 losgelaten.
de duur van de snijcyclus is T
elke T jaar bestaat de oogst uit alle dode bomen en alle levende bomen waarvan de diameter groter is dan D
X is de leeftijd waarop de bomen de diameter D bereiken .

    Aangenomen wordt dat regeneratie puur kunstmatig is: de gekapte bomen worden onverwijld vervangen door nieuwe bomen van 0 jaar, zodat het totaal aantal
bomen constant blijft. Aangenomen wordt dat natuurlijke regeneratie tijdens een rotatie te verwaarlozen is. Laat tenslotte β een disconteringsfactor zijn zodat het
inkomen op tijdstip t = n T wordt gewogen met een factor in het optimalisatiecriterium. Het probleem is om T en X te kiezen om de verwachting van een
verdisconteerd inkomen op alle toekomstige gewassen te optimaliseren.

    Formeel,

is de verwachting van de bevolkingsdichtheid van levende bomen van leeftijd x op tijdstip t ,
is de verwachting van de bevolkingsdichtheid van dode bomen van leeftijd x op tijdstip t (wanneer ze afsterven, stoppen de bomen met verouderen),

 is de verwachting van inkomen van oogst tot tijd .

Het probleem kan worden geformuleerd als een systeem van partiële differentiaalvergelijkingen met impulsieve controle. Laten we niet vergeten dat deze partiële
differentiaalvergelijkingen gewoon het equivalent zijn in continue tijd van de matrixmodellen in discrete tijd gestructureerd naar leeftijd. Deze aanpak is
bijvoorbeeld die van [15,16], waar de oogst continu en niet periodiek is. Tussen oogsten ( ), de functiecontrole

en .  en respectievelijk aanduiden "net voor t = n T " en "net na t = n T ". We hebben dan

en . Hier,  duidt de Dirac-massa in , terwijl  geeft de karakteristieke functie van het interval aan . De inkomensverwachting
bij t = nT is

Het doel is om, met betrekking tot T en X, de verwachting van een verdisconteerd inkomen op alle toekomstige gewassen te maximaliseren

De functies  en  controleer ook de beginvoorwaarden met

Dit model is equivalent aan het klassieke Faustmann-model voor het probleem van optimale rotatie als  en .

3. Optimale snijcyclus en diameter

    Ongeacht de leeftijdsopbouw van de beginconditie, de dichtheden  en  convergeren als  naar periodieke oplossingen  en , met

en .  (en  is het hele deel van ). Merk op dat als  (zodat ), alle levende bomen die bereiken zijn
dezelfde leeftijd (zelfs plot) en worden geoogst op t = nT tegelijk met de dode bomen (kaal). Integendeel, als  (zodat ), levende bomen die reiken

hebben voor leeftijd T , 2T ,…, iT , (oneffen perceel) en alleen degenen die verouderd zijn van iT worden geoogst op t = nT met dode bomen (selectie). Dus
het hele nummer staat voor het aantal cycli dat een boom kan blijven groeien voordat hij wordt geoogst, tenzij hij sterft, in welk geval de boom wordt geoogst
tijdens de eerste oogst na de dood. Dode bomen geoogst op t = nT leveren inkomen op

De levende bomen geoogst op t = nT zijn die van de leeftijd iT . Ze geven inkomen

Het totale inkomen op t = nT is dus (na integratie door delen)

Ten slotte is de verwachting van het totale inkomen op alle toekomstige gewassen
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waar moeten we de maximum, ten opzichte van vinden T en X . Evenzo moet het maximum worden gevonden met betrekking tot T en het gehele getal
. Het is de veralgemening van de klassieke Faustmann-formule voor het beschouwde management (zoals we in de volgende sectie zullen zien). Laten

we de formule schrijven om het aantal discussieparameters te verminderen

is het maximale volume dat een boom tijdens zijn levensduur kan bereiken. Let daar op

 is de verhouding tussen de kosten van het kappen en herplanten van een boom enerzijds en de maximale waarde van een boom anderzijds
 is de verhouding tussen de vaste kosten per oogst en de maximale waarde van een perceel.

    Overweeg een eenvoudige wiskundige uitdrukking om deze formule te bespreken  voor de boomgroeicurve, of equivalent voor zijn afgeleide ,
bijvoorbeeld

waar Γ de gebruikelijke gammafunctie is. Deze functie, die de groeisnelheid moet vertegenwoordigen, neemt toe van 0 tot een maximum dat wordt bereikt bij x = τ ,
en neemt vervolgens af terwijl het naar 0 convergeert wanneer . Dus is een toenemende functie die convex is voor x <τ en concaaf voor
x> τ . Parametrering markeert het maximale volume van een boom .

    Figuur 1 illustreert hoe de verwachting van een verdisconteerd inkomen kan variëren afhankelijk van de lengte T van de snijcyclus voor verschillende waarden
van de snijdiameter, die overeenkomen met i = 1,…, 4 . De meest rechtse curve is die met (duidelijke en gelijkmatige plot). De optimale strategie is 
en , dat wil zeggen door alles te knippen  jaar oude dode bomen en levende bomen of meer. Merk op dat alle curven negatief worden wanneer T 0
nadert vanwege de niet-nul vaste kosten per oogst. De parameterwaarden die voor dit cijfer worden gebruikt, zijn  per jaar (levensverwachting van bomen
is  jaar),  jaar (dit is de leeftijd waarop de groei het snelst is) en  voor de groeicurve een disconteringsfactor  kosten per jaar

 en , en een maximale waarde van de genormaliseerde plot .

Figuur 1. Verwachting van verdisconteerd inkomen als functie van de lengte van de snijcyclus T voor verschillende waarden van de snijdiameter (die
overeenkomen met ).

    Figuur 2 illustreert hoe de optimale snijcyclus en diameter variëren afhankelijk van sterfte α , de discontovoet β en de vaste kosten per oogst. De waarden voor de
vaste parameters zijn hetzelfde als in Figuur 1. Zoals verwacht, is ongelijkmatig beheer met een korte snijcyclus (weergegeven door de gebieden i = 2 en i = 3 )
winstgevender dan even oud beheer ( )

bij een hoge sterfte (cijfers linksboven en rechtsboven),
als de kortingsfactor hoog is (cijfers boven links en onderaan),
of wanneer de vaste kosten per oogst laag zijn (rechtsboven en onderaan).

Let op in de figuur linksboven (resp. Rechtsboven) dat zelfs binnen de limiet  (in het geval van Faustmann's model) wordt ongelijkmatig beheer
winstgevender dan even oud beheer als het discontopercentage (resp. de vaste kosten per oogst) boven (resp. onder) een bepaalde drempel ligt .

    Figuur 2 toont ook de contourlijnen voor de optimale lengte van de snijcyclus. Merk op dat er geen eenvoudige relatie is tussen de optimale lengte van de
snijcyclus en sterfte: de eerste kan een toenemende of afnemende functie van de tweede zijn, afhankelijk van de waarden van de parameters, zoals in de figuur
hierboven Rechtsaf.
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Figuur 2. Optimale cycluslengte en diameter wanneer de sterfte α varieert, de discontovoet β en de vaste kosten per oogst . Linksboven: diagram (α,
β). Rechtsboven: diagram . Onderkant: diagram . De vetgedrukte lijnen scheiden de gebieden waar i = 1 (zelfs beheer is
optimaal) van gebieden waar i = 2 en i = 3 (ongelijk beheer is optimaal). De andere lijnen zijn de nivellijnen voor de optimale lengte van de snijcyclus.
In elk geval roept een punt de waarden op van de parameters in figuur 1.

4. Grensgevallen en uitbreidingen

    Als we de kritische diameter D van het kappen van levende bomen op 0 zetten (kappen), dan is de overeenkomstige leeftijd X = 0 . Dus i = 1 en formule (1) wordt
teruggebracht tot

Als daarnaast de vaste kosten per oogst  en de sterfte α is verwaarloosbaar, dan worden de formules gereduceerd tot die van Faustmann [2,3]

    Een ander grensgeval wordt verkregen als de kortingsfactor β en de lengte van de snijcyclus T convergeren naar 0, wat overeenkomt met kijken naar het
gemiddelde inkomen met een continue oogst van dode bomen en levende bomen waarvan de leeftijd gelijk is aan groter dan x . Denk aan het verband tussen het
gemiddelde inkomen per jaar en het verdisconteerde inkomen op alle toekomstige gewassen:

Laten we houden . Formule (1) geeft dan het gemiddelde inkomen

en de dichtheden  en  komen samen op stationaire oplossingen

en . De formule (2) is dezelfde als in [6] voor het gemiddelde inkomen in bossen met een catastrofaal brandrisico. Inderdaad, als , er is geen
vertraging tussen de dood van de boom en zijn oogst, zoals in [6]. Het is dus normaal dat het gemiddelde inkomen hetzelfde is. De synchronisatie van sterfgevallen
bij brand leidt echter tot een verschil in de uiting van verdisconteerd inkomen.

    Extensies. Stel dat sterfte, in plaats van constant te zijn, afhankelijk is van leeftijd. Laten we definiëren

Als Q de prijs is van dood hout, als P de prijs is van recent gesneden groen hout, dan is de verwachting van een verdisconteerd inkomen op alle toekomstige oogsten

met . Formule (1) komt overeen met Q = P en met constante α, zodat . In de limiet waar  en , deze formule (met 
) leidt tot gemiddeld inkomen

een formule die men vindt in [6] in de context van bossen met brandgevaar maar waar een deel van het verbrande hout kan worden teruggewonnen.

5. Conclusie

    In het kader van een eenvoudig model is een formule gevonden optimale lengte van de snijcyclus en de diameter bij het beheer bestaat uit het snijden van dode en
levende bomen bomen met een diameter groter dan D om T jaar . Dit model is ontworpen voor bossen met een hoge natuurlijke sterfte, waarbij dode bomen het
grootste deel van de oogst vormen en worden gebruikt als brandhout. We hebben gezien dat ongelijk beheer onder deze omstandigheden gunstiger was. Wanneer de
natuurlijke sterfte laag is, de discontovoet laag is of de vaste kosten per oogst hoog, kan zelfs beheer winstgevender zijn.

    Het bosbeheer in Niger en andere Sahel-landen staat nog in de kinderschoenen. Rotatie is pas tien jaar geleden geïntroduceerd. Veldgegevens zijn nog steeds
schaars. Ondanks de talrijke onderzoeken die in meer dan 150 jaar zijn verzameld naar het probleem van optimale rotatie in ontwikkelde landen, is aanpassing aan
lokale omstandigheden noodzakelijk. In deze studie richten we ons op slechts één aspect, namelijk een hoge natuurlijke sterfte. Laten we hopen dat dit micro-
economische model zal worden gecombineerd met macro-economische modellen [17,18,19] om de publiekstrekkers een completer modelleerinstrument te bieden.
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