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Zusammenfassung

In bestimmten Wéldern in Niger, in denen ,,kontrollierte landliche Mérkte* eingerichtet wurden, wird Brennholz nach einer Politik der folgenden Art geerntet: Alle T’
Jahre werden tote Baume und lebende Baume mit einem Durchmesser von mehr als D gefillt . Abgestorbene Baume machen im Allgemeinen den grofiten Teil der
Ernte aus. In diesem Artikel stellen wir ein einfaches Modell in kontinuierlicher Zeit fiir die Bewirtschaftung dieser Waldparzellen mit ungleichem Alter vor, die
einer hohen Sterblichkeitsrate o unterliegen, und wir erhalten eine Formel fiir den Zyklus und den Schnittdurchmesser, die das abgezinste Einkommen optimieren.
mit einem unendlichen Horizont. Faustmanns klassische Formel fiir gleich grofle Parzellen stoft an ihre Grenzen o« — 0 und D = 0 (klarer Schnitt).

Schliisselworter: Forstwirtschaft, Wald mit ungleichem Alter, Modellierung, Optimierung, Brennholz, Niger

1. Einleitung

In Niger ist Holz nach wie vor die wichtigste Energiequelle fiir das Kochen von Lebensmitteln. Aufgrund der Diirre, der wachsenden Stadtbevolkerung und des
teilweise unkontrollierten Zugangs zu den Ressourcen ist der Druck auf die Wilder in Stidten wie Niamey hoch. Seit 1989 hat eine neue Regierungsstrategie zum
Schutz bestimmter Waldgebiete gefiihrt, in denen die Ernte nachhaltig bewirtschaftet wird. Die Ernte wird ausschlielich auf nahe gelegenen Markten mit
behordlicher Genehmigung verkauft. Ein differenziertes Steuersystem ermutigt Héndler, Brennholz von diesen Strukturen zu kaufen, anstatt die unkontrollierte Ernte
von Wildern zu organisieren [1].

Es wurden zwei Managementsysteme ausgewéhlt. In "orientierten ldndlichen Mérkten" werden nur tote Baume geerntet. In ,,kontrollierten landlichen Markten*
werden auch einige lebende Baume gefillt und der Schnitt ist in Zyklen organisiert, um eine raumliche Rotation zu ermdglichen. Manchmal wird eine Untergrenze
fiir den Durchmesser lebender Baume festgelegt, die gefallt werden sollen. Es kann mehrere Zyklen dauern, bis ein Baum diesen Durchmesser erreicht, so dass tote
Béume im Allgemeinen den groBten Teil jeder Ernte ausmachen. Die Lange des Zyklus liegt normalerweise zwischen 5 und 10 Jahren.

Die Erntepolitik in diesen kontrollierten landlichen Mérkten ist daher dem selektiven Schneiden auf unebenen Parzellen in anderen Teilen der Welt ziemlich
dhnlich. Die Bedeutung abgestorbener Biaume ist jedoch aufgrund ihres Bestimmungsortes (totes Holz ist besser als griines Holz zum Kochen von Lebensmitteln),
der fehlenden Transformation und seiner Verfiigbarkeit (das Sahelklima verursacht eine hohe Sterblichkeit von Bdumen) weniger tiblich ).

Trotz einer reichhaltigen Literatur, die sich mit verschiedenen Erweiterungen der klassischen Faustmann-Formel [2,3] fiir das Problem der optimalen Rotation
befasst ([4] und die in [5] aufgefiihrten 300 Artikel), wurde keine einfache Formel gefunden vorgeschlagen fiir den optimalen Schnittzyklus und den optimalen
Durchmesser von Parzellen mit ungleichem Alter, die fiir eine hohe Sterblichkeit anfillig sind, wobei tote Biume den groBten Teil der Ernte ausmachen, um als
Brennholz verwendet zu werden. In [6] wird eine explizite Formel erhalten, jedoch fiir Wilder mit gleichem Alter, die einer geringen katastrophalen Sterblichkeit
wie Feuer ausgesetzt sind. Das Modell verwendete eine kontinuierliche Zeitvariable und die Formel wurde unter Verwendung der Theorie der
Belohnungserneuerungsprozesse erhalten. Es sollte betont werden, dass bei hoher natiirlicher Sterblichkeit Einzelne Bdume sterben von Zeit zu Zeit ab und es kann
eine Verzdgerung geben, bevor sie bei der ndchsten geplanten Ernte gefallt werden. Im Gegenteil, bei einer katastrophalen Sterblichkeit aufgrund von Brinden ist
der gesamte Wald fast augenblicklich betroffen und die Baume werden bald darauf entfernt. Im ersten Fall kann eine einfache rdumliche Rotation beibehalten
werden, wihrend dies im zweiten Fall, wie bereits erwéhnt, unmdglich ist [6].

Man findet in [7] eine Formel, die die von Faustmann fiir die unebenen Parzellen verallgemeinert, aber das Modell konzentrierte sich auf den wirtschaftlichen
Teil, ohne ein bestimmtes Modell des biologischen Wachstums zu beriicksichtigen. Diese Formel wurde in [8] in Kombination mit einem zeitdiskreten Matrixmodell
dhnlich [9,10] fiir das Wachstum verwendet; Es wurde jedoch keine einfache Formel fiir den optimalen Schneidzyklus gefunden, sodass die Ergebnisse nur auf
Simulationen beruhten. Mehrere Artikel wie [11,12] bestehen darauf, dass das Faustmann-Modell und viele seiner Verallgemeinerungen besondere Beispiele fiir
markovsche Entscheidungsprozesse sind, fiir die dynamische Programmiertechniken verwendet werden konnen. Wir konzentrieren uns dann mehr auf numerische
Algorithmen als auf explizite Formeln. In all diesen Referenzen wird der natiirlichen Sterblichkeit wenig Aufmerksamkeit geschenkt, da sie in einem europdischen
oder nordamerikanischen Kontext im Vergleich zu mehreren anderen Faktoren relativ vernachléssigbar ist.

Ziel dieses Artikels ist es daher, im Rahmen eines einfachen Parzellenmodells mit ungleichem Alter und hoher Sterblichkeit eine explizite Formel fiir die Dauer
des optimalen Zyklus und den optimalen Schnittdurchmesser zu finden. Das Optimierungskriterium ist das gleiche wie im Fautmann-Modell, ndmlich das
diskontierte Einkommen iiber einen unendlichen Horizont. Das Interesse ist hauptséchlich theoretischer Natur, da trotz [13] offensichtlich noch viel Feldarbeit
erforderlich ist, bevor geniigend Daten zur Kalibrierung des Modells in den Wildern von Niger vorliegen. Da jedoch in Niger und in der gesamten Sahelzone immer
mehr kontrollierte landliche Mérkte organisiert werden, werden mehr Daten verfiigbar, und das Interesse konnte sich von der Bewirtschaftung des Waldes zur
Optimierung der Bewirtschaftung verlagern.

Der Artikel ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 2 stellen wir die Notationen des Modells vor. In Abschnitt 3 erhalten wir eine Formel fiir den optimalen
Schnittzyklus und den optimalen Durchmesser. Anschlieend diskutieren wir sie mit einem einfachen mathematischen Ausdruck fiir die Baumwachstumskurve. In
Abschnitt 4 zeigen wir, dass die klassische Faustmann-Formel der Grenze der vernachléssigbaren Mortalitit entspricht (& — 0) und einen Schnittdurchmesser
D = 0 (klarer Schnitt). Wir zeigen auch, dass die in [6] angegebene Formel fiir den Durchschnittsertrag von Parzellen mit gleichem Alter, die einer niedrigen, aber
katastrophalen Sterblichkeit wie Brianden unterliegen, der Grenze eines Schnittzyklus entspricht 7' — 0 mit einem Abzinsungssatz 8 — 0. Wir prasentieren auch
andere Erweiterungen der Formel: eine altersabhingige Sterblichkeit und einen moglichen Preisunterschied zwischen totem Holz und kiirzlich geschnittenem
griinem Holz. Sie konnen in anderen Kontexten verwendet werden.

2. Ein einfaches Modell
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Wir nehmen an :

¢ Ein Grundstiick hat eine feste Anzahl N Plitze, an denen Béume wachsen konnen. N ist eine groe Zahl.

V() ist das Volumen eines Baumes im Alter von x ,V(0) = 0

Der Preis P pro Volumeneinheit Holz ist konstant

¢ sind die Kosten fiir die Vorbereitung auf das Wachstum eines neuen Baumes

¢ ist ein Fixpreis pro Ernte

o ist die Sterblichkeit der Baume: wihrend eines kleinen Zeitintervalls df , o dt ist der Prozentsatz der Baume, die sterben (wenn Sie das Modell als
deterministisch betrachten) oder die Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum stirbt (wenn Sie das Modell als stochastisch betrachten). Im Moment wird
angenommen, dass o unabhingig vom Alter ist, aber diese Hypothese wird in Abschnitt 4 aufgegeben.

¢ Die Dauer des Schneidzyklus betrdgt 7.

o Alle T Jahre besteht die Ernte aus allen toten Baumen und allen lebenden Baumen, deren Durchmesser grofer als D ist

e Xist das Alter, in dem die Baume den Durchmesser D erreichen .

Es wird davon ausgegangen, dass die Regeneration rein kiinstlich ist: Die geféllten Baume werden unverziiglich durch neue Baume im Alter von 0 Jahren ersetzt,
so dass die Gesamtzahl der Bdume konstant bleibt. Es wird angenommen, dass die natiirliche Regeneration wéhrend einer Rotation vernachléssigbar ist. SchlieBlich
sei B ein Abzinsungsfaktor, so dass das Einkommen zum Zeitpunkt = n 7 mit einem Faktor gewichtet wird e #"T im Optimierungskriterium. Das Problem besteht
darin, 7 und X zu wiéhlen , um die Erwartung eines reduzierten Einkommens fiir alle zukiinftigen Kulturen zu optimieren.

Formal,

* p(z,t)ist die Erwartung der Populationsdichte lebender Bdume im Alter von x zum Zeitpunkt ¢,
e g(z,t)ist die Erwartung der Populationsdichte von toten Bdumen im Alter von x zum Zeitpunkt # (wenn sie sterben, horen die Baume auf zu altern),
e K, ist die Erwartung des Einkommens von der Ernte bis zur Zeit t = nT.

Das Problem kann als ein System partieller Differentialgleichungen mit Impulssteuerung formuliert werden. Wir mochten daran erinnern, dass diese partiellen
Differentialgleichungen einfach das Aquivalent der Matrixmodelle in der nach Alter strukturierten diskreten Zeit in kontinuierlicher Zeit sind. Dieser Ansatz ist zum
Beispiel der von [15,16], bei dem die Ernte kontinuierlich und nicht periodisch erfolgt. Zwischen den Erten (nT < ¢ < (n + 1)T') iiberpriifen die Funktionen

6p dp
Bt +6 +ap(z,t) =0,
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und p(0,t) = 0. nT~ und nT " bezeichnen jeweils "kurz vor ¢ = n 7" und "kurz nach ¢ = n T". Wir haben dann
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und g(z, nT*) = 0. Hier, §—o bezeichnet die Dirac-Masse in = 0 wihrend 1.¢)o, x| bezeichnet die charakteristische Funktion des Intervalls ]0, X[. Die
Einkommenserwartung bei ¢ = nT betragt
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0 X
Ziel ist es, in Bezug auf 7'und X die Erwartung eines abgezinsten Einkommens fiir alle kiinftigen Kulturen zu maximieren
00
Z e PTK, .
n=1
Die Funktionen p(z,t) und g(z, t) Uberpriifen Sie auch die Anfangsbedingungen mit
o0
[ #(@,0) + a(a.0))do = N
0
Dieses Modell entspricht dem klassischen Faustmann-Modell fiir das Problem der optimalen Rotation, wenn o = 0 und X = 0.

3. Optimaler Schneidzyklus und optimaler Durchmesser

Unabhéngig von der Altersstruktur des Ausgangszustands sind die Dichten p(z, t) und g(z, t) konvergieren wenn ¢ — +oo zu periodischen Losungen p(z, t) und
¢ (z, t)mit
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und §(z,nT*) =0. i = [X/T] + 1 (und [X/T] ist der ganze Teil von X /T). Beachten Sie, dass wenn X < T (damit ¢ = 1), alle lebenden Béume, die erreichen

t = nT " sind gleich alt (gerade Parzelle) und werden bei ¢t = nT zur gleichen Zeit wie die toten Bdume geerntet (Kahlschlag). Im Gegenteil, wenn X > T' (damit

i > 2), lebende Baume, die erreichen t = nT ~haben das Alter 7', 2T ,..., iT, (unebenes Grundstiick) und nur diejenigen, die von i7 gealtert sind, werden bei t = nT
mit toten Bdumen geerntet (Auswahl). Also die ganze Zahl i stellt die Anzahl der Zyklen dar, in denen ein Baum vor der Ernte weiter wachsen kann, sofern er nicht
stirbt. In diesem Fall wird der Baum wéhrend der ersten Ernte nach dem Tod geerntet. Tote Baume, die bei ¢ = nT geerntet wurden, liefern Einkommen

1 el iT o
m/{) ae [PV(zx)—cldx.

Die bei ¢ = nT geernteten lebenden Baume sind die des Alters i7 . Sie geben Einkommen

1—e" or .
NW e [PV(ET) — .

Das Gesamteinkommen bei ¢ = nT betrégt daher (nach Teilintegration)
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SchlieBlich ist die Erwartung des Gesamteinkommens fiir alle zukiinftigen Kulturen
1 1-— eiaT T —az 7! /
eﬁT—l{Nl—e*iaT [PA e V(m)dwfc]fc},

fiir die wir das Maximum relativ zu 7 und X finden miissen . Entsprechend muss das Maximum in Bezug auf 7 und die ganze Zahl gefunden werden ¢ = [X/T] + 1.
Dies ist die Verallgemeinerung der klassischen Faustmann-Formel fiir das betrachtete Management (wie wir im niachsten Abschnitt sehen werden). Um die Anzahl
der Diskussionsparameter zu verringern, schreiben wir die Formel

_ —al iT /
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Veoist das maximale Volumen, das ein Baum wihrend seiner Lebensdauer erreichen kann. Beachten Sie, dass

e ¢/(PVy) ist das Verhiltnis zwischen den Kosten fiir das Schneiden und Wiederbepflanzen eines Baumes einerseits und dem Maximalwert eines Baumes
andererseits
e '/(NPV,) ist das Verhiltnis zwischen den Fixkosten pro Ernte und dem Maximalwert eines Grundstiicks.

Betrachten Sie einen einfachen mathematischen Ausdruck, um diese Formel zu diskutieren V(z) fiir die Baumwachstumskurve oder dquivalent fiir ihre Ableitung
V'(z), beispielsweise

V'(z) = Vo M 27 e T/
L(y+1) ’

Dabei ist I die iibliche Gammafunktion. Diese Funktion, die die Wachstumsgeschwindigkeit darstellen soll, steigt von 0 auf ein Maximum, das bei x = 7 erreicht
wird , und nimmt dann ab, wéhrend sie gegen 0 konvergiert, wenn z — co. Damit V(z) = [ V'(€) dé ist eine zunchmende Funktion, die fiir x <z konvex und fiir

x> tkonkav ist . Durch die Parametrierung wird das maximale Volumen eines Baums hervorgehoben V,, = lim,_,, V(z).

Abbildung 1 zeigt, wie die Erwartung eines abgezinsten Einkommens in Abhéngigkeit von der Lange 7' des Schneidzyklus fiir verschiedene Werte des
Schnittdurchmessers variieren kann , die i = 1, ..., 4 entsprechen . Die Kurve ganz rechts ist die mit¢ = 1 (klare und gleichméBige Handlung). Die optimale Strategie
ist T* ~ 9,5 und ¢ = 2, das heif}t, indem man alles schneidet T* Jahre alte tote Baume und lebende Baume 2 T*oder mehr. Beachten Sie, dass alle Kurven negativ
werden, wenn sich 7" 0 nihert, da die Fixkosten pro Ernte ungleich Null sind. Die fiir diese Abbildung verwendeten Parameterwerte sind o = 0,05 pro Jahr
(Lebenserwartung von Béumen ist 1/a = 20 Jahre), 7 = 10 Jahre (dies ist das Alter, in dem das Wachstum am schnellsten ist) und v = 2 fiir die Wachstumskurve
ein Abzinsungsfaktor 3 = 0,03 Kosten pro Jahr ¢/(PVs) = 0 und ¢’ /(NPV4) = 0,1 und ein Maximalwert des normalisierten Diagramms NPV, = 1.
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Abbildung 1. Erwartung eines abgezinsten Einkommens als Funktion der Lange des Schneidzyklus T fiir verschiedene Werte des Schnittdurchmessers
(die entsprechen¢ = 1...4).

Abbildung 2 zeigt, wie sich der optimale Schneidzyklus und Durchmesser mit der Sterblichkeit o, dem Abzinsungssatz 5 und den Fixkosten pro Ernte dndern .
Die Werte fiir die festen Parameter sind dieselben wie in Abbildung 1. Wie erwartet ist ein Management mit ungleichem Alter und einem kurzen Schnittzyklus
(dargestellt durch die Bereiche i = 2 und i = 3 ) rentabler als ein gleichméaBiges Management (z = 1)

» wenn die Sterblichkeit hoch ist (Zahlen oben links und oben rechts),
o wenn der Abzinsungsfaktor hoch ist (Zahlen oben links und unten),
¢ oder wenn die Fixkosten pro Ernte niedrig sind (oben rechts und unten).

Beachten Sie in der Abbildung oben links (bzw. oben rechts), dass auch innerhalb der Grenze a — 0 (im Fall von Faustmanns Modell) wird ein Management mit
ungleichem Alter rentabler als ein Management mit gleichem Alter, wenn der Abzinsungssatz (bzw. die Fixkosten pro Ernte) {iber (bzw. unter) einem bestimmten
Schwellenwert liegt .

Abbildung 2 zeigt auch die Konturlinien fiir die optimale Lange des Schneidzyklus. Beachten Sie, dass es keine einfache Beziehung zwischen der optimalen
Lénge des Schneidzyklus und der Sterblichkeit gibt: Die erste kann eine zunehmende oder abnehmende Funktion der zweiten sein, abhidngig von den Werten der
Parameter, wie in der obigen Abbildung Recht.
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Abbildung 2. Optimale Zykluslédnge und Durchmesser, wenn die Sterblichkeit o variiert, der Abzinsungssatz B und die Fixkosten pro Ernte ¢’. Oben

links: Diagramm (a, ). Oben rechts: Diagramm (e, ¢/ NPV,,). Unten: Diagramm (83, ¢/ N PVy). Die fetten Linien trennen die Bereiche mit i = /

(gleichméBiges Management ist optimal) von Bereichen mit i = 2 und i = 3 (ungleichméfiges Management ist optimal). Die anderen Linien sind die
ebenen Linien fiir die optimale Lange des Schneidzyklus. In jedem Fall ruft ein Punkt die Werte der Parameter in Abbildung 1 auf.

4. Grenzfille und Erweiterungen

Wenn wir den kritischen Durchmesser D des Fillen lebender Baume auf 0 setzen (Kahlschlag), ist das entsprechende Alter X = 0 . Also ist i = / und Formel (1)
wird auf reduziert

1 T
N[P/ e_‘”V/ccdac—c]—c'}.
e LA (@)
Wenn zusitzlich die Fixkosten pro Ernte ¢’ und die Mortalitit o ist vernachldssigbar, dann werden die Formeln auf die von Faustmann reduziert [2,3]

PV(T)—-c
N———.
e —1
Ein weiterer Grenzfall ergibt sich, wenn der Abzinsungsfaktor B und die Lange des Schnittzyklus 7 gegen 0 konvergieren, was einer Betrachtung des

Durchschnittseinkommens bei einer kontinuierlichen Ernte toter Bdume und lebender Baume entspricht, deren Alter gleich ist groBer ist als X . Erinnern Sie sich an
den Zusammenhang zwischen dem durchschnittlichen Einkommen pro Jahr und dem abgezinsten Einkommen aller zukiinftigen Kulturen:

1 v o0
. T —pBnT
Y 5 D K =lmp) e K

Lass uns weitermachen ¢’ = 0. Die Formel (1) gibt dann das durchschnittliche Einkommen an

PfOX e V'(z)de —c
a

N ;
1—e X
und die Dichten p(z, t) und g(z, t) konvergieren auf stationdren Losungen
. ae T
p@) =N T 5 Lecox)

und ¢ (z) = 0. Die Formel (2) ist dieselbe wie in [6] fiir das durchschnittliche Einkommen in Wildern, die einem katastrophalen Brandrisiko ausgesetzt sind. In der
Tat, wenn T' — OEs gibt keine Verzogerung zwischen dem Tod des Baumes und seiner Ernte, wie in [6]. Es ist daher normal, dass das Durchschnittseinkommen
gleich ist. Die Synchronisation der Todesfélle im Brandfall fiihrt jedoch zu einem Unterschied in der Darstellung des abgezinsten Einkommens.

Erweiterungen. Nehmen wir an, dass die Sterblichkeit nicht konstant ist, sondern vom Alter abhédngt. Lassen Sie uns definieren
T
A@) = exp(- [ a(€)do).
0

Wenn Q der Preis fiir totes Holz ist, wenn P der Preis fiir kiirzlich geschnittenes griines Holz ist, dann ist die Erwartung eines reduzierten Einkommens fiir alle
zukiinftigen Ernten

1 AGT) [PV(T) - — ;" Al(2) [QV(z) — ddz
o Y i 0A(n:r) ~<}

n=0

mit ¢ = [X/T] + 1. Formel (1) entspricht O = P und der Konstante a, so dass A(z) = exp(—a ). In der Grenze wo 8 — 0 und T' — 0, diese Formel (mit ¢’ = 0)
fithrt zu einem durchschnittlichen Einkommen
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eine Formel, die man in [6] im Zusammenhang mit Wéldern mit Brandgefahr findet, bei denen jedoch ein Teil des verbrannten Holzes zuriickgewonnen werden
kann.

5. Schlussfolgerung

Im Rahmen eines einfachen Modells wurde eine Formel fiir die optimale Schnittzyklusldnge und den optimalen Durchmesser gefunden, wenn das Management
darin besteht, tote Baume und lebende Baume mit einem Durchmesser von mehr als D alle T Jahre zu fillen . Dieses Modell wurde fiir Wilder mit hoher natiirlicher
Sterblichkeit entwickelt, in denen tote Baume den Hauptteil der Ernte ausmachen und als Brennholz verwendet werden. Wir haben gesehen, dass ein
ungleichmifBiges Management unter diesen Umsténden giinstiger war. Wenn die natiirliche Sterblichkeit niedrig, der Abzinsungssatz niedrig oder die Fixkosten pro
Ernte hoch sind, kann sogar das Management rentabler sein.

Die Waldbewirtschaftung in Niger und anderen Léndern der Sahelzone steckt noch in den Kinderschuhen. Die Rotation wurde erst vor einem Jahrzehnt
eingefiihrt. Felddaten sind noch rar. Trotz der zahlreichen iiber mehr als 150 Jahre gesammelten Forschungen zum Problem der optimalen Rotation in
Industrieldndern ist eine Anpassung an die 6rtlichen Gegebenheiten erforderlich. In dieser Studie konzentrieren wir uns nur auf einen Aspekt, ndmlich die hohe
natiirliche Mortalitiat. Hoffen wir, dass dieses mikrodkonomische Modell mit makrookonomischen Modellen kombiniert wird [17, 18, 19], um den 6ffentlichen
Widmungsgebern ein umfassenderes Modellierungswerkzeug zur Verfiigung zu stellen.
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