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riassunto

In alcune foreste del Niger, dove sono stati istituiti "mercati rurali controllati", la legna da ardere viene raccolta secondo una politica del seguente tipo: ogni T
anni, tagliare alberi morti e alberi vivi con un diametro maggiore di D . Gli alberi morti in genere costituiscono la maggior parte del raccolto. In questo articolo,
presentiamo un semplice modello a tempo continuo per la gestione di questi appezzamenti forestali irregolari soggetti a un alto tasso di mortalità α e otteniamo
una formula per il ciclo e il diametro di taglio che ottimizzano il reddito aggiornato, con un orizzonte infinito. La formula classica di Faustmann per grafici di
dimensioni pari soddisfa il limite  e  (taglio netto).
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1. Introduzione
    In Niger, il legno è ancora la fonte di energia più importante per cucinare i cibi. a causa della siccità, della crescente popolazione urbana e dell'accesso in
parte incontrollato alla risorsa, la pressione sulle foreste intorno a città come Niamey è elevata. Dal 1989, una nuova strategia del governo ha portato alla
protezione di alcune aree forestali, dove il raccolto è gestito in modo sostenibile. Il raccolto viene venduto esclusivamente nei mercati vicini con autorizzazione
amministrativa. Un sistema fiscale differenziale incoraggia i commercianti ad acquistare legna da ardere da queste strutture piuttosto che organizzare la raccolta
incontrollata delle foreste [1].

    Sono stati scelti due sistemi di gestione. Nei "mercati rurali orientati" vengono raccolti solo alberi morti. Nei "mercati rurali controllati", anche alcuni alberi
vivi vengono tagliati e il taglio è organizzato in cicli per consentire la rotazione spaziale. A volte viene fissato un limite inferiore per il diametro degli alberi
viventi da tagliare. Possono essere necessari diversi cicli affinché un albero raggiunga questo diametro, in modo che gli alberi morti costituiscano generalmente
la maggior parte di ogni raccolto. La durata del ciclo è generalmente fissata tra 5 e 10 anni.

    La politica di raccolta in questi mercati rurali controllati è quindi abbastanza simile al taglio selettivo praticato su terreni irregolari in altre parti del mondo.
Ma l'importanza degli alberi morti è meno usuale a causa della sua destinazione (il legno morto è meglio del legno verde per cucinare il cibo), l'assenza di
trasformazione e la sua disponibilità (il clima saheliano causa un'alta mortalità degli alberi ).

    Nonostante un'abbondante letteratura che affronti varie estensioni della formula classica di Faustmann [2,3] per il problema della rotazione ottimale ([4] e dei
300 articoli elencati in [5]), nessuna semplice formula è stata proposto per il ciclo di taglio ottimale e il diametro ottimale delle trame irregolari soggette ad alta
mortalità, dove gli alberi morti costituiscono la parte più grande del raccolto da utilizzare come legna da ardere. In [6], si ottiene una formula esplicita ma per
foreste di età pari soggette a bassa mortalità catastrofica come il fuoco. Il modello utilizzava una variabile temporale continua e la formula è stata ottenuta
utilizzando la teoria dei processi di rinnovo della ricompensa. Va sottolineato che con un'alta mortalità naturale, i singoli alberi muoiono di volta in volta e
potrebbe esserci un ritardo prima che vengano tagliati durante il prossimo raccolto pianificato. Al contrario, con la mortalità catastrofica dovuta agli incendi,
l'intera foresta viene colpita quasi all'istante e gli alberi vengono rimossi poco dopo. Nel primo caso, è possibile mantenere una semplice rotazione spaziale,
mentre nel secondo caso è impossibile, come sottolineato [6].

    In [7] si trova una formula che generalizza quella di Faustmann per le trame irregolari, ma il modello si è concentrato sulla parte economica senza tener conto
di un particolare modello di crescita biologica. Questa formula è stata usata in [8] in combinazione con un modello di matrice temporale discreta simile a [9,10]
per la crescita; ma non è stata trovata una formula semplice per il ciclo di taglio ottimale, quindi i risultati si basavano solo su simulazioni. Numerosi articoli,
come [11,12], insistono sul fatto che il modello Faustmann e molte delle sue generalizzazioni sono esempi particolari dei processi decisionali markoviani, per i
quali è possibile utilizzare tecniche di programmazione dinamica. Ci concentriamo quindi più su algoritmi numerici che su formule esplicite. In tutti questi
riferimenti, viene prestata poca attenzione alla mortalità naturale perché in un contesto europeo o nordamericano è relativamente trascurabile rispetto a molti
altri fattori.

    L'obiettivo di questo articolo è quindi quello di trovare, nell'ambito di un semplice modello di trama non invecchiato soggetto ad alta mortalità, una formula
esplicita per la durata del ciclo ottimale e il diametro di taglio ottimale. Il criterio di ottimizzazione è lo stesso del modello Fautmann, ovvero il reddito
attualizzato su un orizzonte infinito. L'interesse è principalmente teorico poiché ovviamente, nonostante [13], sono ancora necessarie molte ricerche sul campo
prima di ottenere dati sufficienti per calibrare il modello nelle foreste del Niger. Tuttavia, man mano che vengono organizzati mercati rurali sempre più
controllati in Niger e in tutta la zona del Sahel, diventeranno disponibili più dati e l'interesse potrebbe spostarsi da come gestire la foresta a come ottimizzare la
gestione.

    L'articolo è organizzato come segue. Nella sezione 2, introduciamo le notazioni del modello. Nella sezione 3, otteniamo una formula per il ciclo di taglio
ottimale e il diametro ottimale, quindi ne discutiamo usando una semplice espressione matematica per la curva di crescita dell'albero. Nella sezione 4,
mostriamo che la formula classica di Faustmann corrisponde al limite di mortalità trascurabile ( ) e un diametro di taglio (taglio netto). Mostriamo
anche che la formula per la resa media di grafici di età pari soggetti a mortalità bassa ma catastrofica come gli incendi, data in [6], corrisponde al limite di un
ciclo di taglio  con un tasso di sconto . Presentiamo anche altre estensioni della formula: ad una mortalità dipendente dall'età e ad una possibile
differenza di prezzo tra legno morto e legno verde tagliato di recente. Possono essere utilizzati in altri contesti.
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2. Un modello semplice

    Partiamo dal presupposto che:

una trama ha un numero fisso N di posti in cui gli alberi crescono. N è un numero elevato.
è il volume di un albero di età x ,

il prezzo P per unità di volume di legno è costante
 è il costo di preparazione per la crescita di un nuovo albero
 è un costo fisso per raccolto

α è la mortalità degli alberi: durante un piccolo intervallo di tempo dt , è la percentuale di alberi che muoiono (se si considera il modello come
deterministico) o la probabilità che un albero muoia (se si considera il modello come stocastico). Per il momento, si presume che α sia indipendente
dall'età, ma questa ipotesi sarà abbandonata nella sezione 4.
la lunghezza del ciclo di taglio è T
ogni T anni, il raccolto è costituito da tutti gli alberi morti e tutti gli alberi viventi il   cui diametro è maggiore di D
X è l'età in cui gli alberi raggiungono il diametro D .

    Si presume che la rigenerazione sia puramente artificiale: gli alberi che sono stati tagliati vengono sostituiti senza indugio da nuovi alberi di età 0, in modo
che il numero totale di alberi rimanga costante. Si presume che la rigenerazione naturale sia trascurabile durante una rotazione. Infine, lascia che β sia un fattore
di sconto in modo tale che il reddito al momento t = n T sia ponderato per un fattore nel criterio di ottimizzazione. Il problema è scegliere T e X per
ottimizzare le aspettative di reddito scontato su tutte le colture future.

    formalmente,

è l'aspettativa della densità di popolazione degli alberi viventi di età x al momento t ,
è l'attesa della densità di popolazione degli alberi morti di età x al momento t (quando muoiono, gli alberi smettono di invecchiare),

 è l'aspettativa di reddito dal raccolto di volta in volta .

Il problema può essere formulato come un sistema di equazioni differenziali parziali con controllo impulsivo. Ricordiamo che queste equazioni differenziali
parziali sono semplicemente l'equivalente in tempo continuo dei modelli di matrice in tempo discreto strutturato per età. Questo approccio è ad esempio quello
di [15,16], in cui la raccolta è continua e non periodica. Tra i raccolti ( ), le funzioni controllano

e . se  e denota rispettivamente "poco prima di t = n T " e "subito dopo t = n T ", quindi

e . Qua,  indica la massa di Dirac in , mentre  indica la funzione caratteristica dell'intervallo . Aspettativa di reddito a
 è

L'obiettivo è massimizzare, rispetto a T e X, l'aspettativa di entrate scontate su tutte le colture future

Le funzioni  e  controlla anche le condizioni iniziali con

Questo modello è equivalente al classico modello Faustmann per il problema della rotazione ottimale se  e .

3. Ciclo e diametro di taglio ottimali

    Indipendentemente dalla struttura per età della condizione iniziale, le densità  e  convergere if  verso soluzioni periodiche  e
, con

e , dove  (e  è l'intera parte di ). Si noti che se  (così ), tutti gli alberi viventi che raggiungono 
hanno la stessa età (anche trama) e vengono raccolti in t = nT contemporaneamente agli alberi morti (taglio netto). Al contrario, se  (così ), alberi
vivi che raggiungono  sono vecchi , ..., (trama irregolare) e solo quelli invecchiati da iT vengono raccolti in t = nT con alberi morti (selezione).
Quindi il tutto rappresenta il numero di cicli che un albero può continuare a crescere prima di essere raccolto, a meno che non muoia, nel qual caso l'albero
viene raccolto durante il primo raccolto dopo la morte. Gli alberi morti raccolti a t = nT forniscono reddito

Gli alberi vivi raccolti a t = nT sono quelli dell'età iT . Danno reddito

V (x) V (0) = 0

c
c′

αdt

e−βnT

p(x, t)
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1 − e−iαT
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α e−αx [P V (x) − c] dx .



Il reddito totale at = nT è quindi (dopo l'integrazione per parti)

Infine, l'aspettativa del reddito totale su tutte le colture future è

per il quale dobbiamo trovare il massimo, rispetto al T e X . Equivalentemente, il massimo deve essere trovato rispetto a T e all'intero . È la
generalizzazione della classica formula di Faustmann per il management considerato (come vedremo nella prossima sezione). Per ridurre il numero di parametri
di discussione, scriviamo la formula

dove è il volume massimo che un albero può raggiungere durante la sua vita. Si noti che

 è il rapporto tra il costo del taglio e del reimpianto di un albero da un lato, il valore massimo di un albero dall'altro
 è il rapporto tra il costo fisso per raccolto e il valore massimo di una trama.

    Per discutere di questa formula, considera una semplice espressione matematica  per la curva di crescita dell'albero, o equivalente per la sua derivata 
, per esempio

dove Γ è la solita funzione Gamma. Questa funzione, che dovrebbe rappresentare la velocità di crescita, aumenta da 0 a un massimo che viene raggiunto in x =
τ , quindi diminuisce mentre converge verso 0 quando . pertanto è una funzione crescente che è convessa per x <τ e concava per x>
τ . La parametrizzazione evidenzia il volume massimo di un albero .

    La Figura 1 illustra come l'aspettativa di reddito attualizzato possa variare a seconda della lunghezza T del ciclo di taglio per diversi valori del diametro di
taglio, che corrispondono a i = 1,…, 4 . La curva più a destra è quella con (taglio netto e persino trama). La strategia ottimale è  e , vale a
dire tagliando tutto  alberi morti di anni e alberi viventi o più. Si noti che tutte le curve diventano negative quando T si avvicina a 0 a causa del costo
fisso diverso da zero per raccolto. I valori dei parametri utilizzati per questa figura sono  all'anno (l'aspettativa di vita degli alberi è  anni), 

 anni (questa è l'età in cui la crescita è più veloce) e  per la curva di crescita, un fattore di sconto  costi all'anno  e 
e un valore massimo della trama normalizzata .

Figura 1. Aspettativa di entrate attualizzate in funzione della lunghezza del ciclo di taglio T per diversi valori del diametro di taglio (che
corrispondono a ).

    La Figura 2 illustra come il ciclo di taglio e il diametro ottimali variano con la mortalità α , il tasso di sconto β e il costo fisso per raccolto. I valori per i
parametri fissi sono gli stessi della Figura 1. Come previsto, la gestione non uniforme con un breve ciclo di taglio (rappresentato dalle aree i = 2 e i = 3 ) è più
redditizia della gestione uniforme ( )

quando la mortalità è alta (figure in alto a sinistra e in alto a destra),
quando il fattore di sconto è elevato (cifre in alto a sinistra e in basso),
o quando il costo fisso per raccolto è basso (in alto a destra e in basso).

Nota nella figura in alto a sinistra (risp. In alto a destra) che anche entro il limite  (nel caso del modello di Faustmann), la gestione non uniforme diventa
più redditizia della gestione pari se il tasso di sconto (rispettivamente il costo fisso per raccolto) è superiore (o inferiore) a una determinata soglia .

    La Figura 2 mostra anche le linee di contorno per la lunghezza ottimale del ciclo di taglio. Si noti che non esiste una relazione semplice tra la lunghezza
ottimale del ciclo di taglio e la mortalità: la prima può essere una funzione crescente o decrescente della seconda, a seconda dei valori dei parametri, come nella
figura sopra a a destra.

N
1 − e−αT

1 − e−iαT
e−i α T [P V (iT ) − c] .

Kn = N
1 − e−αT

1 − e−iαT
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0
e−αx V ′(x) dx − c] − c′.

1

eβT − 1
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[P ∫

iT

0
e−αx V ′(x) dx − c] − c′} ,

i = [X/T ] + 1

NPV∞
1

eβT − 1
{ 1 − e−αT

1 − e−iαT
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iT

0

e−αx V ′(x)

V∞
dx −

c

PV∞
] −

c′

NPV∞
} ,

V∞

c/(PV∞)
c′/(NPV∞)

V (x)
V ′(x)

V ′(x) = V∞
(γ/τ)γ+1

Γ(γ + 1)
 xγ e−γ x/τ ,

x → ∞ V (x) = ∫
x

0 V ′(ξ) dξ

V∞ = limx→∞ V (x)

i = 1 T ∗ ≃ 9,5 i = 2
T ∗ 2T ∗

α = 0,05 1/α = 20
τ = 10 γ = 2 β = 0,03 c/(PV∞) = 0
c′/(NPV∞) = 0,1 NPV∞ = 1

i = 1 … 4

i = 1

α → 0



Figura 2. Lunghezza e diametro del ciclo ottimali quando varia la mortalità α, il tasso di sconto β e il costo fisso per raccolto . In alto a sinistra:
diagramma (α, β). In alto a destra: diagramma . In basso: diagramma . Le linee in grassetto separano le aree in cui i =
1 (anche la gestione è ottimale) dalle aree in cui i = 2 e i = 3 (la gestione irregolare è ottimale). Le altre linee sono le linee di livello per la
lunghezza ottimale del ciclo di taglio. In ogni caso, un punto richiama i valori dei parametri in Figura 1.

4. Casi limite ed estensioni

    Se impostiamo il diametro critico D del taglio degli alberi vivi su 0 (taglio netto), l'età corrispondente è X = 0 . Quindi i = 1 e la formula (1) è ridotta a

Se in aggiunta il costo fisso per raccolto  e la mortalità α è trascurabile, quindi le formule sono ridotte a quella di Faustmann [2,3]

    Un altro caso limite si ottiene se il fattore di sconto β e la lunghezza del ciclo di taglio T convergono verso 0, il che corrisponde all'osservazione del reddito
medio con un raccolto continuo di alberi morti e alberi vivi la cui età è maggiore di X . Ricorda il legame tra il reddito medio annuo e il reddito scontato su tutti
i raccolti futuri:

Continuiamo . La formula (1) fornisce quindi il reddito medio

e le densità  e  convergere su soluzioni fisse

e . La formula (2) è la stessa di [6] per il reddito medio nelle foreste soggette a un rischio di incendio catastrofico. Anzi, se , non vi è alcun
ritardo tra la morte dell'albero e il suo raccolto, come in [6]. È quindi normale che il reddito medio sia lo stesso. Tuttavia, la sincronizzazione dei decessi nel
caso dell'incendio determina una differenza nell'espressione del reddito scontato.

    Estensioni. Supponiamo che la mortalità, anziché essere costante, dipenda dall'età. Definiamo

Se Q è il prezzo del legno morto, se P è il prezzo del legno verde tagliato di recente, l'aspettativa di un reddito scontato su tutti i raccolti futuri è

dove . La formula (1) corrisponde a Q = P e alla costante α, quindi . Nel limite dove  e , questa formula (con 
) porta a un reddito medio
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− c′} ,

i = [X/T ] + 1 Δ(x) = exp(−αx) β → 0 T → 0
c′ = 0



una formula che si trova in [6] nel contesto di foreste a rischio di incendio ma in cui è possibile recuperare parte della legna bruciata.

5. Conclusione

    Nel quadro di un modello semplice, è stata trovata una formula per la lunghezza e il diametro del ciclo di taglio ottimali quando la gestione consiste nel
tagliare alberi morti e alberi vivi con un diametro maggiore di D ogni T anni . Questo modello è stato progettato per le foreste soggette ad alta mortalità
naturale, in cui gli alberi morti costituiscono la parte principale del raccolto e vengono utilizzati come legna da ardere. Abbiamo visto che la gestione a medio
termine era più favorevole in queste circostanze. Quando la mortalità naturale è bassa, il tasso di sconto basso o il costo fisso per raccolto elevato, anche la
gestione può essere più redditizia.

    La gestione delle foreste in Niger e in altri paesi del Sahel è ancora agli inizi. La rotazione è stata introdotta solo un decennio fa. I dati sul campo sono ancora
scarsi. Nonostante le numerose ricerche accumulate nel corso di oltre 150 anni sul problema della rotazione ottimale nei paesi sviluppati, è necessario
l'adattamento alle condizioni locali. In questo studio, ci concentriamo su un solo aspetto, ovvero l'elevata mortalità naturale. speriamo che questo modello
microeconomico sia combinato con modelli macroeconomici [17,18,19] per fornire uno strumento di modellazione più completo ai detrattori pubblici.
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