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1, INTRODUCTION

Les mécanismes usuels sont constitués de pi&ces, en premiérg
approximation rigides. La conception de ces mécanismes repose de fagon
constante sur 1l'impén&trabilité mutuelle desdites pi&ces : elles entrent
ou non en contact au cours du mouvement mais jamais les portions d'espace
qu'elles occupent n'empi&tent. Cela se traduit dans le calcul par des
indgalités concernant les paramdtres qui rep@rent d chaque instant 1'état
du systéme ; on dit traditionnellement que 1'impénétrabilité de deux piléces
constitue une liaison unilatérale.

Lorsque des conditions d'&galité sont dé@sirées, on les obtient:
couramment au moyen de liaisons unilat&rales antagonistes et cela laisse
en pratique un certain jeu. La dynamique de mécanismes affectés de jeun
figure parmi nos cbjectifs. Techniquement, toutefois, la connotation du
terme "jeu'" est la présence de liaisons unilatérales laissant aux para-
métres de position du systéme un débattement additionnel considér& comme
petit par rapport 3 la variation globale de ces param@tres. L'efficacité
numérique exigera qu'on tire parti de cette hiérarchie des ordres de
grandeur, surtout si, comme en robotique par exemple, une certaine &conomie
de calcul est imposé@e par le traitement en temps réel.

Le présent rapport aborde la dynamique de solides parfaitement
rigides entre lesquels des contacts sont susceptibles de s'&tablir ou
de se rompre, sans rechercher prioritai;ement 1'&conomie de temps de

calcul ni le traitement spé&cifique du jeu.



La Mécanique Rationnelle classique n'a certes pas ignoré les
liaisons unilatérales, mais les dé&veloppements qu'elle leur consacre sont
infimes au regard de la place accordde aux liaisons bilatérales. L'approche
traditionnelle consiste 3 observer qu'en pratique, le mouvement d'un
systéme de liberté finie avec liaisons unilat@rales (pour fixer les idées,
nous appellerons ces liaisons des contacts ; mais la liaison r&alise par
un fil inextensible reliant deux constituants du systdme se traite de la
méme fagon) exhibe habituellement une succession finie d'intervalles de
temps sur chacun desquels aucun contact ne cesse ni aucun contact nouveau
ne survient. Le calcul du mouvement sur un tel intervalle est alors effectué
en traitant provisoirement les contacts présents comme des liaisons bila-
térales de type classique ; les réactions en chaque point de contact sont
évaluées. Les instants de tramsition d'un de ces intervalles au suivant

sont marqués par deux types d'événement :

1° Cessation de certains contacts, ce qui est in&luctable si le calcul
précédent, poursuivi au deld de 1'instant en question, livre pour la
réaction en certaimsdes contacts, un sens incompatible avec l'unilatéralité
(attention : ce ne sont pas nécessalrement ces contacts-13 qui cessent ;

il 2 fallu attendre le premier quart de ce sidcle [1] pour découvrir

le fait).

2° Introduction brusque de nouveaux contacts ; cela implique habituelle-
ment une discontinuité@ des vitesses, c'est 3 dire un choc. On salt que
les conditions physiques de ce phénoméne sont difficiles & appréhender.

Deux situations id&ales extrémes sont classiquement considérées :



- les chocs ¥lastigues, conservant l'énergie (r&alisation approximative

rebondissement d'une bille d'acier sur une paroi de marbre) ;

- les chocs parfaitement inélastigues ou "mous" (exemple : impact d'une

boule de pétanque sur un sol de terre), essentiellement dissipatifs.

Selon la problématique familidre de la Mécanique Rationnelle,
les diverses situations ci-dessus ont d'abord &té appréhendées dans
1'hypoth&se de contacts parfaits, c'est—3-dire sans frottement. Le réalisme
impose de ne pas en rester 1l3i. Om sait que le frottement est un phénomdne
mal d&fini, fortement influencé par des &léments difficilement reproduc—
tibles : présence de ré&sidus de maté&riaux usés, de contaminants divers et,
bien siir, radicalement affectf par 1'introduction intemtionnelle de
lubrifiants.

Le concept de frottement sec ou "frottement de Coulomb" fournit
néanmoins, pour dinnombrables situations techniques, le cadre d'une &tude
de précision quantitative mod@rée mais irremplagable.

Frottement sec et unilatéralité& de la liaison introduisent
1'un et 1'autre dans le caicul des relations non différentiables. On a
généralement dans le passé éprouvé des difficultés 3 les'traiter simul-
tanfment, bien que ces deux aspects du phénom@ne de contact soient physi-
quement indissociables. Les techniques numériques proposées dans ce
rapport parviennent i les appréhender tous les deux 3 la fois.

L'intérét du public scientifique et technologique pour les
liaisons unilaté&rales s'élargit actuellement. Ne citoms aucune des
nombreuses publications consacrées (depuis Signorini) aux contacts uni-

latéraux entre milieux déformables, sujet qul inclut en particulier la



mécanique des milieux fissurés, Il s'agit dans ce cas de syst@mes de
liberté infinie.

Lle travail math#matique de M. Schatzman [8] supposait le
systéme dynamiquement équivalent # un point de masse unit& dans un espace
euclidien de dimension n ; dans cet espace l'ensemble des positions
permises par les liaisons unilatérales, sans frottement, &tait supposé@
convexe ; 1'hypoth&se additionnelle de comservation de 1'&rergie entrainait
1'élasticité des chocs Eventuels. Méme dans ce cadre, prouver 1l'existence
d'une solution pour le probléme 3 données initiales classiques exige
une math&matique raffinée ; 1'unicité n'est pas assuréde.

Plus pr3s des aspects calculatoires, et sans &tude d'existence,
P. Lotstedt [10] retrouve en particulier un résultat ancien de 1'auteur
[11][ 12] : le "principe de moindre contrainte" de Gauss—Appell se géné&-
ralise au cas de systémes 3 liaisons unilatérales sans frottement, ce
qui raméne, 3 chaque instant, la recherche de 1'accélération @ un probléme
de programmation quadratique.

Classiquement, l'ensemble des configuratioms &ventuelles d'un
systé@me mécanique de liberté finie, liaisons unilatérales mises 3 part,
est une vari8&t& différentielle, notons-12 {}, sans structure vectorielle
naturelle. L'hypothése de convexité, pour l'ensemble des configurations
permises par les liaisopns unilatérales surimposées, ne peut donc en
général se formuler. Par contre, & chaque position &ventuelle q € Q
est associ& 1'espace vectoriel des valeurs possibles de la vitesse du
syst@me ; c¢'est 1'espace vectoriel tangent Q& au point q de la variété

. *
Q . Dans cet espace vectoriel et dans son dual Q& (1l'espace des forces,
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au sens de la mécanique analytique), la notion de convexité est disponible.
Ainsi, l'ensemble V(q) des valeurs de la vitesse 3@ droite compatibles
avec le respect des liaisons unilatérales constitue, en un sens que nous
préciserons, le cfne {(convexe ferm#) tangent au point q considéré de la
région L C Q permise par ces liaisons.

Si les liaisons unilat&rales consistent, dans l'espace physique,
en contacts sans frottement et sans adhésion, il vient &€l&mentairement
(cf. parag. 3, ci-apr&s) que le totzl des ré&actions, repré&senté par 1'élé-
gent r de Qé* ,» vérifie - r € N(q) ol N{(q) , codne polaire de V(q) ,
constitue le céne normal sortant au point q de L .

P.D. Panagiotopoulos [9][34] a proposé, dans un cadre géméral,
d'étendre la considération d'une paire de cbmes mutuellement polaires
tels que ci-dessus au cas de liaisons unilat&rales moins régulidres que
celles que nous considérons ici : il choisit alors pour N(q) le cdne
normal au sens de F.H. Clarke [35] [36] , ce qui constitue une d&finition
formelle du non-frottement.

P. Lotstedt [37] présente, pour le calcul du mouvement d'um
systéme bidimensionnel avec contacts unilaté@raux et frottement de Coulomb
um algorithme moins direct que celui qu'on trouvera dans ce rapport
puisqu'il calcule explicitement les multiplicateurs de Lagrange associés
3 un probléme de programmation convexe. Nous ne sommes pas en mesure de
comparer les colits de calcul pour une précision donnée.

On n'abordera pas ici les questions d'existence de solutions ou
de convergence des algorithmes présentés. Le cas du probl&me in&lastique
sans frottement (cf. parag. 9 ci-aprds) fait 1'objet d'études en cours

de MONTEIRO MARQUES [31].



2. CONTENU DU RAPPORT

Le parag. 3 formule la dynamique du systéme mécanique considéré
en termes d'équations de Lagrange ; on postule donc 3 ce stade une régu-
larité suffisante du mouvement. Par suite de liaisons parfaites posées sans
discussion (exemple : 1a liaison de rigidité parfaite de chacune des piéces
d'une machine), l'ensemble des configurations &ventuelles du systéme
constitue une varidté différentielle { , de dimension n . Les liaisons
unilatérales sont surimpos8es ; leur effet géométrique s'exprime par v
inégalitss fu(q) <0, ao€{l,2,...,v} , dé&finissant une région L
de O .

Pour allé&ger, on suppose que toutes les liaisons sont ind&pen-—
dantes du temps (systéme dit "scl&ronomique"). L'expression générique de
1'énergie cinétique T d&finit alors une forme quadratique q — 2T(q,q)
sur l'espace vectoriel tangent Q& en chaque point q de 0 . Cette
forme quadratique est classiquement employée pour munir 2 d'un d52
riemannien

2 _ i,

Dans toute la suite, on &vitera des complications inessentielles en suppo-
sant que des coordonn&es locales peuvent étre trouvées, telles que les

2,...,qn) . Cela veut dire

2, ; soient constants par rapport & q = (ql,q
que la variété riemannienne @ s'identifie, au moins localement, avec un

espace vectoriel euclidien E , de dimension n ; grdce au produit



scalaire de cet espace, naté . , les espaces vectoriels tangents Q&

et cotangents Qé* en tout point q s'identifient tous 3 E lui-méme.
Si les liaisons unilat8rales surimposSes sont sans frottement

et sans adhésion, on obtient l'inclusion différentielle du second ordre

caractérisant les mouvements compatibles avec les principes de la dynamique

(2.1)) -4 + Q(t,q) € N(q) .

La fonction donnée (t,q)— Q(t,q) € E représente les forces exercées
par ailleurs sur le systéme. L'ensemble N(q) est le cOne convexe engendré

dans E par les grad fu(q) » @ € J(q) , ol 1'on pose
(2.2) J(q) = {a € {1,2,...,v} : £ (q) 20}.

Cet ensemble d'indices caractérise donc les liaisons unilat&rales qui,
dans la configuration &ventuelle gq , sont actives (i.e. le "‘contact"
fu = 0 a lieu) ou violées. Lorsque q € L , 1'ensemble N(q) est,
en un sens classique, le cdne normal sortant au point q de L .

Le parag. 4 développe 1l'analyse cinématique de la situation

ci-dessus, en introduisant le céne peclaire de N{q) , soit
V(@ ={vEE : V¥Ye€J(g , v. grad f (q) <0} .

Pour q €L, c'est l'ensemble des valeurs éventuelles de la yitesse A

droite u = Q+

cinématiquement compatibles avec le respect des liaisons
unilatérales ; on appelle usuellement V(q) le céne tangent au point q
de L . Symétriquement, -V(q) est 1l'ensemble des valeurs Zventuelles

de la vitesse a gauche compatibles avec le respect des liaisons unilatérales.



Pour les mouvements réguliers, dont la dynamique est régie par
(2.1) , 1'existence de l'accé&lération g entraine la continuité de la
a+ -

vitesse u=¢qg =q . On trouve alors que {2.1) entraine ume inclu-

sion différentielle plus forte

(2.3) - g—': + Q(t,q) € awv(q) (u)

1'ensemble &crit au second membre est le c¢dne normal sortant au point u
de V(q) . Jointes 3
t

(2.8)  a(t) =q +[ u(ndr

t
o

et 3 une donnée initiale u(to) = u les inclusions différentielles de
cette sorte jouent un rdle crucial dans toute la suite. D&s ce parag. 4
on montre comment ume discrétisation temporelle de (2.3) de type
implicite raméne la détermination de la suite ui des valeurs d'un
approximant 3 des op&rations de projection ou proximations (au sens de

la distance euclidienne de E) ; hi désigne la dur&e du pas:

(2.5) 9, = 9 * by
(2.6) u,,, = Prox (V(qi+l) » ui+hiQ(ti’qi+l))'

Le parag. 5 aborde 1'&ventualité de choc, laquelle ne peut
étre esquivée si, par exemple, i 1'issue d'un &pisode de mouvement rdgulier
tel qu'étudié ci-dessus, 1'un des fa(q(t)) , précédemment < 0, atteint
la valeur 0 & un instant L, la liaison unilatérale de condition
fu=< 0 devient Mactive" ; brusquement l'ensemble J(q(t)) s'accreit ;

1'ensemble V(q(t)) décroit.



On rappelle 1l'argumentation traditionnelle de la dynamique
des percussions : la percussion de liaison représente 1'intégrale, sur
la durde "infiniment bréve" du choc, des rfactions "infiniment grandes"
mises en oeuvre. Admettre que, durant ce phénom2ne, l1'hypoth&se de non
frottement reste valide est classiquement insuffisant pour la détermination
compl&te de la vitesse aprés choc u+(tc) . L'hypothése additionnelle
de conservation de 1'&nergie caractérise les chocs dits élastigques.

Dans le cas particulier ol J(gq) se réduit 3 un singleton {a} 1la con-
servation de 1'énergie équivaut bamalement 3 la régle de réflexion : au
sens de la métrique euclidiemnne de E (définie, rappelons~le, par l'expres—
sion de 1l'@nergie cinétique), u+(tc) est symétrique de u—(tc) par
rapport & 1l'hyperplan tangent 3 1'hypersurface fu = 0 . Par contre, si
plusieurs liaisons unilatérales sont actives 2 1l'instant t. s 1'hypothése
de conservdation de 1'énergie ne suffit plus en géné&ral pour caractériser
u+(tc) (on indique toutefois un cas usuel oil tout se passe encore biemn).

Le parag. & fixe un plan et des notations communes 3 tous les
algorithmes de discrétisation du temps présentés dans la suite. L'exemple
de base est celui d'un point de masse unité, mobile sans liaison surim
posée dans 1'espace euclidien E et soumis 3 un champ de forces Q
constant sur l'espace et le temps. Pour all&ger l'&criture, on se restreint
3 des discrétisations tl'tZ""’ti"" de pas h = t, -t constant.

i+l

La fonction vitesse t —r u(t) € E est approche par une fonction uapp

en escalier, continue & droite, de valeur u, sur 1'intervalle [ti,,ti+1

[ .



La fonction position t—> q(t) € E est approche par une primitive de
uapp , donc affine sur chaque intervalle et continue partout. L'équation
de la dynamique est alors discrétisée en

(2.7) =4 +h u, .U

1.+1=ui+1-lQ

qi_+1

ce qui fait une méthode d'Euler, classiquement d'ordre 1 . Toutefois,
par 1'emploi d'une "procé&dure d'entr&e" (ajustement aux données initiales)
@t d'une "procédure de sortie' (lecture des valeurs des approximantes
uapp ’qapp) basées sur les milieux des intervalles, la précision est
am&liorée au point de fournir la solution exacte du problZme mod2le 3
champ constant. On peut dire qu'il s'agit d'une méthode "d'ordre 3/2"
(d'ordre 1 en u et d'ordre 2 en gq) .

Le parag. 7 calcule le mouvement d'un systéme soumis, outre
une loi de forces (t,g9)— Q , & une liaison unilatérale sans frottement,
d'effet gEométrique exprimé par une seule inégalité f(q) <0 . Les
chocs &ventuels sont supposés dlastiques, donc régis par la loi de réfle-
xion rappel&e au parag. 5 .

Tant qu’il s'agit de mouvements genre "billard" (traversées de
la région £ < 0, sépardes par des réflexions sur la frontiére ; cf.
Planche 1) 1'Ecriture d'un algorithme n'exige pas de pré&caution parti-
culidre. Mais on ambitionne de fournir des méthodes numdriques s'appliquant
ausel bien, si les domm&es initiales y conduisent, 3 des mouvements avec
persistance des contacts. Un accident possible dans ce cas est une oscil-
lation numérique engendrant des incursions divergentes erronées dans la
région f <0 (cf. Essai 3 , Planche 3) . On maitrise ce phénoméne en

conduisdnt la discrétisation de manigre a équilibrer le bilan énergétique
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de chague pas. Nous dénommons ELAST 1'algorithme ainsi construit.

Abandounant 1'hypoth2se de conservation de 1'@nergie, le
parag. 8 présente le concept de choc inélastique standard, récemment
proposé par l'auteur [2][3] : quel que soit le nombre de liaisons uni-
latérales actives & 1l'instant t, du choc, on pose que u: égale
la projection de u; sur le cbne V(q(tc)) .

Le parag. 9 fait ressortir 1'intérét de ce type de chocs. On
récrit 1'inclusion différentielle (2.3) sous une forme qui conserve un
sens lorsque la fonction u est discontinue, mais tout au moins 3 varia-
tion bornée. Alors 1'objet mathéwatique représentant l'acc&lération n'est
plus en géndral une fonction mais une mesure vectorielle sur l'intervalle
de temps concern&, not€e du, appelfe mesure différentielle de la fonction
u . L'accZl&ration proprement dite, lorsqu'elle existe sur un intervalle,
est la densité de cette mesure par rapport i la mesure de Lebesgue dt .
C'est 1'esprit méme de la théorie traditionmelle des percussions. Pour
tout &pisode de mouvement régulier, l'Scriture proposée est &quivalente
i (2.3) ; d'autre part, en cas de saut de u ce sont précisément les
conditions d'un choc inélastique standard que 1"on obtient.

Le parag. 10 développe un algorithme de discrétisation du temps,
baptisé€ INEL, pour calculer la solution du probl2me ci-dessus consé&cutive
2 des données initiales. L'approximante uaPp étant en escalier, sa
mesure différentielle consiste en atomes portés par les points t de
valeurs (vectorielles) respectivement &gales aux sauts de uapp en ces

points. L'approximation de la loi d'&volution précédente s'exprime alors

sous la forme déjd &crite en (2.5) , (2.6) . Cela demande, i chaque pas,
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la résolution d'un probléme de programmation quadratique, d'autant plus
simple que le nombre de liaisons unilatérales actives dans le pas comnsi-
déré est petit (le cbdne V(qi+l) est l'intersection d'un nombre égal

de demi-espaces ; ce cOne est 1l'espace entier si aucune liaison unilat#&-
rale n'est active, ce qui raméne 4 (2.7)) . Les Essais 5, 6, 7, 8,
(parag. 15) permettent de juger la qualité de cet algorithme. Un dé&faut
(i1 apparaitra négligeable au stade ultérieur, lorsqu'on introduira en
outre un frottement) est que, méme en l'absence de choc, la solution
approch&e exhibe ume certaine dissipation d4'&nergie, d'autant plus faible
que la discrétisation est plus fine. On 1'explique aisément comme une
"rugosité numérique' des fronti2res ; remédier 3 ce défaut entre dans

le cadre g&néral des cerrections de courbure non abordé€es dans ce rapport
(rappelons qu'2 un stade ultérieur, il faudra aussi prendre en compte la
variation des aij avee q , ce qui exprime a priori une courbure de

la variéteé Q) .

Le reste du rapport est consacré & la prise en compte d'un
frottement sec au cas de contact entre deux piéces du systéme. 11 est
supposé qu'une seule indgalité £f(q) < 0 caractérise 3 chaque instant
l'ensemble L des positions permises.

Le parag. 11 donne une formulation nouvelle de la loi d'un tel
frottement, avec anisotropie &ventuelle des surfaces en contact. On prouve
en appendice 1'&quivalence de cette &criture i une formulatiomn proposée
anciennement par l'auteur. La nouveautd est ici d'&viter la décomposition
traditionnelle de la réaction f au contact en une composante normale

et une composante tangentielle. On &nonce au lieu de cela une relatiom



de forme "conique', assez commode & traduire dans le formalisme de la
dynamique analytique. L'exploitation de cette loi de frottement dans le
calcul du mouvement par discrétisation du temps peut &tre vie comme une
généralisation de 1'algorithme INEL. Comme dans ce dernier, lé caractére
conique de la loi de la réaction au contact permet i l'algorithme d'appré&-
hender automatiquement les chocs &ventuels qui seront alors trait@s comme
inélastigues.

L'algorithme n'est développé compl&tement que dans deux cas
particuliers.

Le parag. 12 traite le cas él&mentaire du systé@me constitu& par
un simple point mat8riel confin& unilatéralement par une paroi, avec
frottement sec enr cas de contact. Comme dans tout ce rapport, l'&quation
f = 0 de la paroi est suppos@e indépendante du temps, mais grdce 2 un
changement de rep&re, une paroi mobile se raméne & ce cas. Cette techmique
fait 1'objet de 1'Essaid parag. 15, concernant le mouvement d'unm petit
objet pos& sur une table 3 secousses.

Le parag. 13 envisage des systémes plus complexes, mais avec
1'hypoth&se simplificatrice d"un frottement bidimensionnel ! le cdne de
frottement est r&duit 3 une région angulaire d'un plan, dépendant a priori
de q . Moyennant cela, le probléme de programmation quadratique & ré&soudre
& chaque pas consiste simplement, dans l'espace euclidien E de dimension
n, en la projection de 1l'origine sur un segment de droite ou sur ume
demi droite.

Le parag. 14 détaille la mise en oceuvre de l'algorithme pour
le syst@me constitué par un seul solide en mouvement plan, confiné€ dans

la région y # 0 . Ce systéme est utilisé dans 1'Essai, parag. 15, pour



modéliser le mouvement de broutage d'un solide forcé €lastiquement 3 se
déplacer contre une paroi plane, avec frottement au contact. Ressortent,
selon les valeurs des constantes, divers types de régimes, avec &ventuel-
lement cessation €pisodique du contact, soit périodiques, soit doublement
périodiques, soit sams ordre apparent.

Le parag. 15 rend compte d'un certain nombre d'essais et

commente les planches rassembl&es & la fin du volume.



3. CARACTERISATION DES MOUVEMENTS REGULIERS

On ne considé&re dans ce rapport que des systZmes de liberté
finie : par hypothése l'ensemble des positions possibles d'un tel syst2me

2 n
srees

est paramétr8, au moins localement, par n variables ql,q
Cette restriction de liberté est la consé@quence de liaisons supposées,
sans autre analyse, parfaites. Ainsi, dans un mécanisme, toute partie
qu'on aura accepté de traiter comme un sclide parfaitement rigide voit
sa position générale repérée par 6 paramdtres ; cette rigidité constitue
une liaison parfaite, en ce sens que les efforts intérieurs dudit solide,
efforts assurant au cours du mouvement effectif 1'ind&formabilité,
présentent une puissance nulle pour tout &tat de vitesse imaginé, compatible
avec ladite indéformabilit& (Elémentairement, cette propriété &quivaut i
la nullité de la résultante et du moment résultant des efforts en question).
On sait comment la méthode de Lagrange permet d'écrire les
équations de la dynamique d'un syst&me 2 liaisons parfaites : la premiére
étape est la construction de 1l'expression générique de 1'&nergie cin&tique
T comme fonction des paramétres qi s de leurs dérivées par rapport au
temps notées &i et &ventuellement aussi du temps t en tant que
variable‘indépendante.
Pour all&ger les calculs, on se limite dans ce rapport au cas
d'un syst@me dit scléronamique, i.e. i liaisons inddpendantes du temps .
Cela implique que les &ventuelles "commandes', fonctions données du temps,

exercées sur lui se décrivent uniquement en définissant explicitement

certaines forces ; les pidces extérieures sur lesquelles le syst2me serait
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articuléd sont, dans cette hypothése, fixes et ne peuvent donc transmettre
une commande. Alors 1l'expression générique de l1'é&nergie cinétique est

une forme quadratique » 0 par rapport aux ﬁl

Wi

31 @D - @i d

avec des coefficients aij = aji fonctions connues du n-uplel
q = (ql,qz,...,qn) ,» mais constantes par rapport 3 la variable ¢t .

La variation des aij avec q entraine des complications de
calcul inessentielles ; on se limite dans toute la suite au cas oil,
par un choix convenable du param&trage, om peut obtenir que les fonctions
aij soient des constantes . Le paramétrage est naturellement supposé
régulier, de sorte que la forme quadratique ci-dessus se trouve définie
positive ; un dernier changement de paramdtre permet alors d'obtenir que
[aij] soit la matrice unité d'ol

- o
11

(3.2 T@d -z .

Autrement dit le syst@me est (au moims sur um voisinage de chaque position)
analytiquement é&quivalent & un point de masse unité dans un espace
vectoriel euclidien E , de dimension n . Dans cet espace les qi sont
les coordonnées cartésiennes orthonormées du point noté gq .

Des forces, fonctions données de q et t , sont par ailleurs
appliquées : leurs composantes covariantes Qi(t’q) (coefficients de
la forme différentielle "travail virtuel") d&finissent un champ vectoriel

Q , d&pendant a priori de t , dans la région concernde de E .
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Enfin, le syst@me est supposé soumis & des liaisons unilatérales

dont 1'effet péométrique s'exprime par v inégalités
(3-3) fu(q) <0 EY GE {1,2,...,‘)} a

dé&finissant une région fermée L de E . Les fu sont v fonctions
réelles continfiment différentiables au moins une fois, indépendantes du

temps pour simplifier. Om fait de plus 1'hypothése

(3.4) grad fu(q) # 0,

au moins pour q dans un voisinage de 1l'hypersurface fa =0 .
. = i .
Pour tout t tel que les dE&rivées secondes g existent,
les mn &quations de Lagrange prennent la forme d'une équation.différen4

tielle dans 1'espace vectoriel E ,

(3.5) qd = Q(t,q) +r

ol r , de composantes T: » représente la totalité& des forces de
liaison mises en jeu par la réalisation matérielle des liaisons unila-
térales en questiom.

La prédiction du mouvement exige une information sur r .
Rappelons qu'en mécanique, la description d'une liaison exige fondamenta-
lement plus que la donnée des conditions géométriques — ici les inégalitds
(3.3) — que cette liaison assure.

Une premiZre partie de ce rapport est d&velopp&e dahs 1'hypothése
de non frottement qu'on peut introduire comme suit : Imaginons que, pour

chacune des valeurs de o , 1'inégalité (3.3) exprime I1'impdndtrabilité



mutuelle de deux solides, 3 frontiére suffisamment régulidre. Alors
1'Eégalité fq(q) = 0 signifie, que dans la position q du syst3me, le
contact o a lieu. Les forces s'exergant sur le systZme au niveau de

ce contact ont, relativement au paramétrage (qi) , des composantes
covariantes notées rg , d&finissant un El&ment r* de E . L'élément

r &crit em (3.5) wvaut ainsi

v
(3.6) r= L r
Jusqu'au parag. 11, oll sera introduit le frottement, nous posons que les r®

obéissent aux lols sulvantes :

1° Pour tout q tel que fa(q) <0 (i.e. le contact & n'a pas lieu),

r =0.
2° Pour tout q tel que fd(q) = 0, le contact est sans frottement :
comme on le montre classiquement, cela s'é&crit

a a
(3.7) ] A\, ER :r == Agrad £(Q) -
La convention de sommation d'Einstein ne sera jamais appliquée aux indices
grecs.
3° En cas de contact, chaque corps subit ume r&action dirigée vers son
intérieur, ce qui se traduit par

(3.8) Ay =0 .

Cette derniére hypothése implique 1'absence d'adhésion pour tout contact
éventuel.

On résume ces conditions en notant, pour tout q ,
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(3.9) J(q) = {a € {1,2,...,v} : fq(q) > 01,

puls en appelant N(gq) 1le céne convexe engendré dans E par les

grad fu(q) , ¢ € J(q) (conventionnellement réduit au zéro de E si
J(‘I) =¢) 3 i.e.

(3.10) N(g) ={s€E:s= I 2" grad £.(0) , A*>0}.
a€J(q)

Alors, pour tout mouvement t — q{t) tel que l'accé&lération
q existe, 1'@limination de T entre (3.5) et les conditions précé&dentes

laisse l'inclusion différentielle

(3.11) - g + Q(t,q) € N(q) ,

2 joindre 3 la condition gfométrique (3.3) , i.e.
(3.12) Vit : q(t) €EL .

Noter que, 81 ¢ appartient I la frontiére de L , N{q) est
ce qu'on appelle classiquement le cdne normal sortant en ce point i la
région L . En particulier, si J(q) se réduit 2 un seul &lément a ,
le cBne N(q) consiste simplement en la demi-droite engendrée dans E
par grad fa(q) (gradient non nul par hypothése), c'est-d-dire la
demi-normale sortante au point régulier gq de l'hypersurface £, =0.

Lorsque q appartient 3 l'int&rieur de la région L , N{(q)
se réduit.-au 28ro de E et (3.11) devient 1l'&quation différentielle
usuelle de la dynamique d'un point libre soumis & la force Q .

Pour l'&tude ultérieure de solutions approchées, lesquelles

violent &ventuellement la condition q{t) € L il est important d'observer



que (3.9) et (3.10) d&finissent N(q) méme pour q & L (& la diffé-
rence de ce qui &tait fait dans [3] , oli le préalable q € L. permettrait,

dans la définition de J(q) , d'é&crire fa(q) = 0 au lieu de fa(q) 20 .
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4, PROPRIETES CINEMATIQUES

Soit t — q(t) , 2 valeurs dans la région L . Pour t tel

que la vitesse & droite d+(t) existe, on trouve &l8mentairement,
i

(&.1) q (t) € V(q(t))

en posant, pour tout q , avec J(gq) défini em (3.9) ,

(4.2) V(q) = {vEE: Ya€ J(q) , v.grad £ () < 0} .

Autrement dit, V(q) est le céne polaire du cBne N(q) dé&fini en (3.10) .
Classiquement, si q € L , ce cdne est appelé cdne - tangent en ce point

3 la région L ; pour q intérieur 8 L , V(q) est l'espace E

tout entier.

Si la vitesse 3 gauche 4§ (t) existe, elle appartient, symétri-
quement, 3 - V(gq) . A tout instant tel que t — q(t) soit dérivable
bilaté&ralement, la dérivée q appartient donc 3 V(gdn - V(g) ,
espace vectoriel orthogonal & 1l'ensemble N(q) .

Appliquons cette remarque 3 1'€tude du mouvement du systéme
sur un intervalle de temps ol la dérivée seconde ¢ est supposée exister

au sens €lé&mentaire. En prenant comme inconnue auxiliaire la vitesse, soit

(4.3) u(t) = 4(t) ,

on récrit (3.11) sous la forme

(4.8 - S5+ Qt,a(e) € N(a(D)
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3 joindre 3

t
(4.5) a(t) = q_ + [ u(tydr ,

t
o

oil q, désigne la valeur de q(t). pour un instant, dit initial, tD .
D'aprés ce qu'on vient de voir, u(t) est orthogonal i
1'ensemble N(q(t)) , donc orthogonal au premier membre de (4.4) si
cette inclusion différentielle est satisfaite. Cela montre que ce premier
membre, d'une part, et 1'&l&ment u(t) de V(q(t)) , d'autre part, sont
des points conjugués par rapport au couple de fonctions convexes duales

fonctions indicatrices des deux cdnes mutuelle—

¥ et ¢

N(q(t)) V(q(t)) °’

ment polaires en question. De fagon Equivalente
4.6) - 3%+ q(t,q) € 3w, (W)
dt ’ v(q) !

inclusion différentielle plus forte que (4.4) . Rappelons que le sous-
différentiel Bwv(u) constitue le cdne normal sortant au point u de
1'ensemble convexe fermé V ; ce sous—différentiel est vide si u & Vv .

De fagon symétrique on trouve

wn  -Prace E- _y(qy W -

Aucune dissymétrie n'apparait au stade présent entre les deux
sens du temps. Corrélativement, 1'orthogonalité susdite fournit 1’'éguation

de 1'énergie

4.8 £ GlubH -q.e



exactement comme pour un systéme d liaisons bilat&rales sans frottement ;
nous avons supposé&, rappelons—-le, que toutes les liaisons sont indépendantes
du temps. En introduction aux paragraphes ultérieurs, examingns comment
(4.6) ou (4.7) suggérent des algorithmes & temps discrétisé pour le
calcul du mouvement.

On choisgit ume suite strictement croissante €t
On note hi = ti - ti~1 la longueur du i-23me pas. Soient q; 5 Uy des

approximants de q(ti) , u(ti) ; on adopte (ui-— )/h.1 comme appro-

Yi-1
ximant de du/dt sur le rEme pas. On note simplement V 1'ensemble V{(q)

lorsqu'on doone 3 ¢q une certaine valeur q' dite valeur de référence

de q sur ce pas (selon les types de mé&thode, gq' pourra &tre par

exemple q_, °u q; ou g, ; + hiIJ- /2, ete...) . Alors, si 1'on

1 1-1
calcule aussi la valeur de Q en un point de référemce du pas, (4.6)
pourra &tre approché par une ''discrétisation de type implicite"

u, — u.

i 1i-1
(4:9) =SS 4 Q€ iy ()

ou, de fagon &quivalente, puisque hi >0 et que l'ensemble awv(ui)

est conique
(4.10) LFR) + hiQ -y € awv(ui) .

Une discrétisation "de type explicite" consisterait & remplacer u(t)

par u._, au second membre de (4.6) , d'od

1
(4.11) u;_; *h,Q-u € a¢v(ui_l),

En opérant de méme avec (4.7) on obtieng les deux autres

discrétisations



(4.12) u, = hiQ - u g € Bw_v(ui)

(4.13)  w, - hQ -y €AY

LTy

i-

La caractérisation classique du point proximal, ou "projection",

d'un point donné& sur un convexe fermé montre que (4.10) équivaut a

(4.14) ui = prox (V_,ui_l-bhiQ) .

Jointe 38 une discrétisation convenable de (4.5) , cette relation permet
la détermination, de proche en proche, des U, 4y dans 1'ordre croissant
des indices ; de 13 une approximation du mouvement sur un intervalle de
temps falisant suite 3 1'instant t, s avec donn&es initiales q, s 4, -

Symétriquement, (4.13) &quivaut 2

u.

1] = Prox -v, u, - hiQ)

qui servirait i résoudre des problZmes d'inférence rétrograde. Par contre,
ni (4.11) ni (4.12) ne se résolvent en.une expression univoque de u.
ou u,_, i elles n'engendrent pas de méthode de caleul.

REMARQUE 1| . La propriété (4.14) est 1l'analogue discret d'une
caractérisation extrémale de 1‘'accélération {11], [12] qui gén&ralise
au cas de syst2mes 3 liaisons unilatérales sans frottement le "principe

de moindre contrainte"” de Gauss—-Appell.

REMARQUE 2 . Le premier membre de (4.9) est un approximant de la

réaction r , é&lément de E représentant les forces de contact ;
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le Théoréme des deux comes (cf. parag. 7 ci-aprés) fournirait, symétri-

quement & (4.14) , une caractédrisation extrémale de cette réactiom.

REMARQUE 3 . A l'inclusion différentielle (3.11) mnous avions dii
adjoindre la condition géométrique (3.12) des liaisons unilatérales
considérées. Que la discrétidation précédente ait permis un calcul de
proche en proche des u, sans invoquer cette condition suggére qu'elle
est désormais devenue redondante. De fait on suppose naturellement que

la position initiale q, appartient &8 L , c'est 3 dire que, pour tout
@, ona fa(qo)’< 0 . La solution supposée t — q(t) de 1'inclusion
différentielle (4.6) est continue, puisque dé&rivable ; s'il existait t
dans 1l'intervalle de temps comsid&ré tel que fu(q(t)) >0, on conclurait
1l'existence dé T tel que fu(q(T)) = 0 et d'un intervalle non nul
lt,1+e] sur lequel fu(q(t)) >0, Vu (4.6) , 1le sous-difféfentiel
3¢v(q(t))(u(t)) est non vide pour tout t , domc u(t) € V(q(t)).

D'apras la définition de V , on aurait donc, pour tout t € [t,T+e],

d;‘i-‘; fa(q(t)) = u(t).grad fGCQ(t)) <0

Par intégration sur 1l'intervalle [T ,t+ec], on en tire fa(q(T-*E)) <0,

ce qui est contradictoire.



5. CcHOCS ELASTIQUES

Rappelons, en utilisant le cadre cinématique du parag. précédent,
1'argumentation traditionnelle de la dynamique des chocs.

Soit tc la fin d'un intervalle de temps sur lequel le mouvement
est supposé régulier. 51 la vitesse & gauche u-(tc) s notde abréviati-
vement u; , n'appartient pas 2 V(qc) > QT q(tc) , une discontinuité
de vitesse intervient nécessairement. Elle ne peut résulter que d'un
processus brutal, appelé& choc, non proprement régi par 1'&quation (3.5)
de la dynamique "douce".

L'id8e directrice en ce cdas est de relaxer la schématisation
sous laquelle on avait dé&cidé de dé&crire le systéme réel &tudié. On
acceptera donc que les piéces, jusqu'3d présent traitées comme parfaitement
rigides, se déforment quelque peu durant um intervalle de temps trés
court [tc-E . tc-+E] . Au cours de ce processus, la réaction T est
susceptible de prendre des valeurs trés grandes, permettant cependant
1'&criture de (3.5) . On égale les intégrales des deux membres de
cette &quation sur l'intervalle en cause ; vu la petitesse de la durée 2¢,

1'intégrale du terme de champ continu Q est ndgligfe et il reste, en

+ .
notant uc la vitesse de fin de choc
+ -—
(5.1) u, - u = P .

La percussion de liaison P , intégrale de la force de liaison r ,

lagquelle est supposée appartenir pendant tout l'intervalle au méme cdne



convexe - N(qc) , vérifiera elle-méme
(5.2) PE - N(qc)

(cet argument ne doit pas &tre accepté aveuglément : voir une discussion
dans [24]1, parag. 9.7.c) .
' + . e e el e
DPans les cas usuels, uc constitue la limite 3 droite u (tc)
d'une phase de mouvement ré&gulier faisant suite au choc, d'ol, comme

en (4.1) , la condition cinématique

(5.3)  ul € V().

Méme dans le cas simple oid J(qc) se réduit 3 un seul &lé&ment,
il est classique que les conditions (5.1) , (5.2) , (5.3) , avec q.

et u, supposés connus, ne suffisent pas 2 déterminer u: .

Le choc est ttaditionnellement dit dlastique si 1'énergie cin&-
tique est conservée, c'est-i-dire |u:| = Iﬁ;] (rappelons que la forme
quadratique § — T a &t& utilisée pour définir la métrique euclidienne
de E , espace vectoriel tangent au point 9, de 1la variété des posi-
tions du syst@me).

Lorsque J(qc) se réduit, pour fixer les idées, au singleton
{1} , cette hypoth&se de conservation de 1'énergie adjointe 3 (5.1) ,
(5.2) et (5.3) , fournit par un calcul facile ou un raisonnement

géométrique &lZmentaire dans E

u—.grad f,(q.)
c 1 e
7 grad £,(q)

(5.4) u =u - 2

n +
I

|lgrad £,(q) |

reflT uc
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On note ici reflT 1l'opération de réflexion d'un vecteur par rapport 2
T , hyperplan vectoriel tangent au point q. de 1'hypersurface fl =0,
Toujours avec J(q)) = {1} , 1le choc est dit inélastique

(ou mou) si, au lieu de (5.4) , on a

+ .
(5.5) u, = proj; u,

situation qui sera généralisée au parag. 8 et qui implique au contraire

une dissipation d'énergie.

REMARQUE | . L'hypothé&se d'un choc conservant 1'&nergie est souvent
faite par raison de commodit& mais, en pratique, hasardeuse. Méme si
l'on a de bonnes raisons d'estimer que les matériaux constituant le
systéme étudié &voluent sans dissipation, les objections suivantes se
présentent : la déformation "tré&s petite" &voquée ne concerne pas seulement
les deux pi&ces supposées venir en contact 2 l'instant L. . Par 1'effet
des liaisons du systéme, elle peut affecter d'autres pi2ces ainsi que
les corps extérieurs (macroscopiqﬁement fixes par- hypothése, mais microsco-
piquement déformables) que ces pidces touchent. A l'inté&rieur de tous
ces solides légérement déformables, elle peut en outre se propager dyna-
miquement. Aprds cessation du contact, les divers corps impliqués resteront
ainsi enm vibration ce qui, & 1'&chelle de description qui nous concerne,
constitue une dissipation d'énergie.

C'est seulement si l'on a des raisons sérieuses de penser que
toute la déformation reste localisée au voisinage du point de contact,
et gqu'elle a repris la valeur z&ro lors de la cessation de ce contact,

qu'on peut tabler sur la conservation de 1'é&nergie.



REMARQUE 2 . La conservation de 1'énergie fournit par (5.4) , lorsque
J(qc) se réduit 3 un singleton, le moyen de déterminer complé&tement u: .
81 cette assertion de conservation de 1'@nergie vient au terme d'ume
analyse dans la ligne de la Remarque | ci-dessus, il apparalitra parfois
légitime d'Ecrire une relation de la forme (5.4) pour chacun des

a € J(qc) . Le cas le plus clair est le suivant :

On suppose que le systéme &€tudié est la conjonction de deux

v
systémes & et & (on &tendra aisément ce qui suit au cas d'un nombre

fini quelconque de tels sous—systémes) de vari&tés de configurations

v -~
respectives Q et Q.

"
On suppose que l'interaction entre & et & se formule exclu-
sivement au moyen de forces, fonctions explicites des configurations

(ou &ventuellement des vitesses) et non par des liaisons. Alors @ est la

v ~
variété produit @ x @ ; 1'espace vectoriel tangent au point q = (q,§)

o _
de ce produit se représente sous la forme E ® E . L'expression de

1'énergie cinétique se décompose en

T(q,d) = T(q,&) + T(q,d) .

~ v -~

— T munissent E et E

ey

v )
Les deux formes quadratiques q — T et
respectivement de structures euclidiennes ; E est le produit euclidien
v ~
de E et E.
On suppose qu'd 1'instant t_ du choc sont actives au plus
deux liaisons unilatérales f1 =0 et f2 = () , affectant respectivement

les deux sous—-syst@mes de mani&res sépardes, c'est—-d-dire, en rappelant

que q consiste dans le couple (a,a) .
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£(0 = £(@ . (@ = @)

-~

Alors, dans 1l'espace euclidien E=E@ E ,

(grad E(;) s Q)

i

grad fl(q)

-

(0 , grad £(q)) -

]

grad £,(q)

L¥] ~
Par hypothése, les interactions entre les parties & et & du systdme
s'expriment uniquemetit dans le champ continu désigné& plus haut par Q .
L'analyse faite au début de ce paragraphe s'applique donc séparément i

v
& et & et met en Evidence deux percussions de liaison

v [¥] ¥ v
P =- p grad £(q) € E
P =- A grad £(q) € E
Chaque valeur de u est un couple (ﬁ,u) € E® E . La condition de
v —
conservation de l'énergie de & , soit |§: [2 = |§t|2 , donne
. - - ¥
A= —2_\,?: %c-grad f
|grad £|

-~

et calcul semblable pour A d'ol finalement la relation suivante au

sens de 1'espace euclidien E

. - u_.grad fl(q )
u: =u - 2 =< c2 grad fl(qc)
|grad £,(q)|
c 1
., uc.grad fZ(qc)

. grad £,(q )
| grad fz(qd)lz 27
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] + -
En langage g@ométrique, cela signifie que u, résulte de u,
par le produit des deux réflexions relatives aux deux hyperplans T,
et T2 ,» tangents respectifs au peint q, aux deux hypersurfaces
f1 =0 et f2

parce que les deux hyperplans sont orthogonaux dans E . Un fait corré-

= 0 de la variété . Ces deux réflexions commutent

latif de cette commutativitd est le suivant : si on considére un mouvement,
consécutif 3@ des conditions voisines des précédentes, dans lequel les
discontinuités de U et U ne se produisent pas rigoureusement au méme
instant t. s mais 3 des instants voisins, la vitesse finale ne dépendra
pas de 1'ordre dans lequel ces deux discontinuit&s sont intervenues.
Cela ne serait plus vrai si grad f1 et grad f2 n’étaient pas
orthogonaux.

Le présent rapport ne traite pas de probl2mes de liberté& infinie ;
rappelons toutefois que d'assez nombreux travaux actuels sont consacrés
i la dynamique d"une corde vibrante en présence d'obstacles. Souvent,
dans ces Btudes, il est admis que pour chaque particule de la corde venant
toucher l'obstacle, la vitesse (purement tramnsversale, vu 1'hypotha3se
des petits mouvements) de cette particule est instantan&ment multipliée
pair - 1 . De notre point de vue la justification de cette radgle sa

trouve dans 1'analyse d'un "dé&couplage" du type présenté ci-dessus.

REMARQUE 3 . Tout ce qui précéde est exposé dans l'hypothése tradition-
nelle d'un choc sé&parant deux &pisodes réguliers, ce qui sous—entend
l'existence des limites 3 droite et 3 gauche pour les fonctions concernées
de t . Le stade suivant de 1'analyse sera d'inférer 2 partir de 13

une formulation synthétique des probl&mes. Dans le cadre de cette



formulation synth&tique il ne sera plus &vident que les solutions &ven—
tuelles aient une forme aussi simple (cf., pour des problémes dissipatifs
[39] .

Le présent rapport n'aborde aucune édtude d'existence de solutions,
ni méme de convergence d'algorithmes. Pour le cas des chocs Elastiques,
moyennant des hypoth&ses de commodité mathématique (existence d'un para-
métrage qi permettant d'identifier la r&gion L & un convexe de EP)
une telle &tude ést développée dans [8] . Dans le cas des choes iné-
lastiques la question fait 1'objet des travaux en cours de MONTEIRO

MARQUES [5][61[71[31] .



b. STRUCTURE COMMUNE AUX ALGORITHMES PRESENTES

La formulation qu'on vient de donner pour la dynamique d'um
systdme 3 liaisons unilatérales sans frottement, ainsi que les autres
lois d'&volution qui seront envisag@es dans la suite de ce rapport,
suggérent immédiatement des algorithmes de calcul numérique (on en a
déja examinds au parag. 4) . Les possibilités dans ce sens sont extréme-—
ment vari€es. L'objet du rapport est seulement de montrer des proc&dures
praticables. La lisibilité& exige qu'on simplifie 1'itiné&raire d'exploration
en faisant a priori certains choix ; on les pré&cise maintenant.

On utilisera toujours une discrétisation du temps : une suite
strictement croissante tl’t2""’ti"" sera choisie ; on note
‘ni =t Tt e

Chaque &tape du calcul fera intervenir au plus deux intervalles
consécutifs. On cherche en effet des algorithmes permettant de prendre
en compte des chocs éventuels, survenant 2 des instants a priori imconnus :
des m&thodes "multipas” semblent a priori inad&quates (mais il ne faudrait
pas fermer la voie 3 toute recherche dans ce sens).

Ce parti se préte tout naturellement & un choix contrdlé des

instants ti

, adaptant chacune des longueurs hi aux circonstances
locales, afin d'&conomiser le volume de calcul. Par exemple l'usage dans
le programme d'un "d&tecteur de choc" permettrait de raffiner le pas lors
de l'analyse d'un choc, et de les distendre dans les &pisodes de mouvement
ré@gulier. Cette adaptation facile ne sera pas discut&e dans la suite :

on simplifiera d&sormais 1l'exposition en supposant une valeur uniforme

h pour tous les hi .



Puisque les sclutions qu'on cherche & calculer (leur existence
est admise) comportent & priori une fonction vitesse t — u(t) €E
discontinue, un approximant &ventuel t — u (t) sera discontinu

app

aussi : on se limitera dans toute la syite 3 des approximants uapp
"en escalier", constants sur chagque intervalle [ti’ti+l[ , donc
continus & droite (vu qu'on a choisi les ti de fa¢on non adaptative,
une technique plus raffine que celle-13 admettrait des approximants
discontinus sur chacun de ces intervalles, par exemplé affines par
morceaux : l'instant t. d'un choc &ventuel, inté&rieur & 1'intervalle
en cause, serait estimé en &tudiant le signe des fonctions fu , ces
dernigres elles-mémes templaces; au voisinage du point concerné de E ,
par des approximantes affines).

Dans la formulation du probleme m&canique, la fonction
"position" t —» q(t) est toujours une primitive de u . Dans la suite
on supposera de méme que 1'approximant qapp est une primitive de uapp
donc tme fonction continue de t , affine sur chacun des intervalles.

., la r ey b
On note u, valeur constante de uapp sur [t1't1+l[ H

autrement dit

(6.1) u, = uapp(ti)
De méme on note

Un algorithme visera la construction inductive des fonctions

q , en parcourant la succession des intervalles dans l'ordre
app app
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croissant. L'algorithme peut donc étre vu-comme un simulateur (on pourrait
dire, plus pompeusement, un "morphisme") du processus mathématique par
lequel on a modélisé le systdme mEcanique &tudié. L'utilisation de ce
simulateur exige qu'on fixe des procédures d'entrée et de sortie ;
leur choix a une influence considé@rable sur la précision des ré&sultats.
Expliquons la situation au moyen du probléme dynamique proto-
type : le mouvement d'un point matériel de masse unité dans un champ
(pesanteur) uniforme.
Dans ce cas &l&mentaire, le champ vectoriel ( présente une
valeur constante par rapport & t et q et les &quations de la dynamique

sont simplement

; du
€3 -
. dq _
(6.4) e - U

d'intégration immédiate. Le probléme le plus usuel est la détermination

du mouvement cons@cutif 3 des dorm&es "initiasles"

s u(e, ) =u

(6.5) q(t ) = q init ipit

init init

problé&me dont la solution s'&crit ici explicitement

+1(t-t )7 Q

(6.6) q(t) = q. . + (t-t )uinit 7

init init

Nous avons fait débuter 3 i = | le numérotage de la suite
(ti) » de pas constant choisi h . On va voir que le calage de cette

suite par rapport 3 l'instant Lo ci-dessus est un choix crucial.



On simule naturellement (6.3) par

(6.7) g, = u; *+hQ

(plus précisément on simule ici 1'&galité@ des int&grales des deux membres
de (6.3) sur.l'intervalle d'ordre i ; 1la considération, au parag. 9 ,
d'équations concernant des mesures différentielles fera ressortir cela
plus clairement). Et puisque qapp est continue, affine par morceaux,

(6.4) est simulé par

(6.8) g9.., = q. + hu,

Dans ce cas simple, la récurrence (6.7) , (6.8) ge résoud

sous la forme

(6.9) Uiy = U +ihQ = u; + (ti+1-t1)Q

ihu, + % i(i-1)h%Q

(6.10) 1

i
0
+

UG+ ~

1 2 1
ql + (ti+] tl)ul + -i(tiﬁ'l-tl) Q -Z_(t].."'] tl)hQ

Ayant ici sous forme explicite l'état du simulateur, on constate que si

, U du

Id ¥’ . a . .
on identifiait t, > q; , u; aux donn€es t., . , q init

init init
probléme posé&, la fonction qapp Téaliserait une approximation assez
médiocre de la solution exacte (6.6) . En effet (6.10) montre que,

avec cette identification, ¢ (ti+1) différera de la valeur exacté

app
q(ti+]) par le terme - (ti+1-t])11Q[2 : erreur proportiomnelle & h
et au temps-€coulé t, . -t. .

1+1] 1



Une exploitation bien meilleure du simulateur est bas€e sur
les milieux des intervalles. Mettons d'abord cette idée en oeuvre par

un calcul direct : posonms pour tout i 2 0

— b
g, =g () =t +3
T 1§ ? E
Y app( 1) i
- h

= ' = -+ = )
93 qapp(tl) 93 7%

(on fait donc ici commencer 2 t0 la suite des ti) . Dans ces notations,

(6.7) et (6.8) se récrivent

(6.11) us 1 =u, + hQ
(6.12) q... =q. +—~hU. ++hy
- 9 +1 i 7200 T 27 e

récurrence qui se résoud explicitement en

1 = Y T (t T T

e |

g = + ~t)u + = - .

q1+I 1 ( i+l o)uo ( i+] to) Q

Ou voit cette fois que, si on.ﬂm1au:to = tinit L W TP

u =u. . , les fonctions gq et u coincident rigoureusement
o init app app

avec la solution exacte (6.6) en tous les points ti . Pour tout ¢t ,

la différence q(t) - qapp(t) sera de 1'ordre de h2 .



Un premier procédé& pour exploiter cette observation consiste
i fonder systématiquement les calculs sur des ré&currences du type (6.11) ,
(6.12) : 1la loi1 (6.11) est formellement identique 3 (6.7) et
la loi (6.12) est i peine plus compliquée que (6.8) (cf. passage
d'une méthode dite d'Euler i une méthode dite de Runge-Kutta). Toutefois,
dés qu'on quitte la situation prototype traitge ci-dessus, le champ
vectoriel Q n'est plus constant par rapport-di q et peut aussi
dépendre de t . La valeur la plus plausible & introduire au second

membre de (6.11) est Q(ti+1 » g (t. .)) ; on n'est donc pas

app i+l

dispensé& de calculer

— 1
qapp(ti+1) T 9441 T 94 +'§llui

qul seralt atteint directement par les lois de récurrence (6.7) , (6.8) .
Une mani&re plus rationnelle d'effectuer le méme calcul pour

traiter le mouvement cons@cutif 4 des donmées initiales q(t, . ) =q. .. ,
init init
u(t ) = u, 4. est la suivante

init nit

1° Une procédure d'entrée calculera un "demi-pas de d8marrage" en

faisant
(6.13) t, = t + l-h
) | init 2
(6.16) q, = q. .. +~hu
1 init 2 init

(6.15) ug = Ui

Bref, tinic oSt identifié au milieu ?; de 1'intervalle d'ordre

zéro et u. . d la valeur constante de u sur cet intervalle.
init app



2° L'algorithme est alors comstruit sur 1'usage de (6.7) suivi

de (6.8) . La valeur de Q placée en (6.7) est Q(ti ) I

+1 ’qi+1

3® Le cas prototype Q = const. nous a suggéré que c'dtait aux

) ue la fonection t — (t)
q qapp

approche le mieux la solution théorique t — q(t) . On pourra mettre

milieux des intervalles (t.,t,
17 i+l

-—

cela 3 profit dans une procédure de sortie qui, au lieu des t: 5 45 »

affichera

It
T
+

|
-

(6.16) ti

— 1
6.17) q; = 9 + Edlu. = qap (t.)

Compte tenu de ces procédures d'entrBe et de sortie, om peut
dire que l'algorithme proposé est d'ordre 3/2 , en fait d'ordre 1

relativement 3 u et d'ordre 2 relativement 3 q .



. 40 .

./« ALGORITHME ELAST

Un algorithme du type qu'oh vient de dé&finir va &tre développé
pour un systéme dont les chocs Eventuels sont élastiques (cf. parag. 5).
Par hypothése, la région L de E permise par la liaison

unilatérale est définie par une seule inégalité
(7.1) f(q) <0 .

Tout Episode de mouvement s'effectuant dans 1'intérieur de cette r&gion,
i.e. avec f(q(t)) <0 , sous l'effet de la loi de force donnée
(t,q) — Q(t,q) se calcule comme on l'a vu., Le pas h est supposé

constant, d'oil

ti+1=ti+h-tl+1h

On fait

(7.2) 9, =9 *huy

et on calcule

u =u, + hQ(ti+] 3 qi_,_l)

i
g = grad f(qi_+1)

Si f(qiﬂ) <0 oy u'.g<0, le pas se termine par

(7.3)

E
]
e

i+1



Si au contraire f(qi+l) Z0 et u'.g>0, on conclut
1'impossibilité du mouvement libre. L'idée la plus simple pour transcrire
la formulation (5.4) consisterait 3 poser que, dans cette &ventualité,

la valeur attribuée & u sur 1'intervalle [t [ sera mon

app i+1* Bi+2

pas u' , mais son image par réflexion relativement & 1'hyperplan T ,

de vecteur normal g . Bref, dans cette &ventualité&, au lieu de (7.3)

on adopterait

(7.4) U u 2 Er% B

Cette technique fonctiomne pour prévoir des mouvements de type
"billard" : ré&flexions &lastiques, .i des instants isolés, sur 1'hyper—
surface frontigre (cf. parag. 15 , essai 1 et planches 1 et 2) .

Mais notre ambition est de fournir des algorithmes calculant
aussi bien, si les conditions initiales y conduisent, des mouvements
le long de la frontieére, avec pré@vision correcte de la cessation éven-
tuelle du contact. A premidre vue, (7.4) semblerait capable d'assurer
ce calcul, puisque cette loi introduira une r&flexion sur l'hyperplan T
(sous angle quasi~rasant) lorsqu'il le faudra pour empécher le point
mobile de violer notablement la condition f < 0 . Malheureusement,
1'expérimentation révéle un défaut radical : une oscillation de 1'algo-
rithme si le champ de forces Q pré&sente, dans le voisinage de 1'hyper-
surface fronti8re, une composante normale de méme sens que grad f .
Le calcul génére dans ce cas des incursions erronées dans la région
£f <0, séparées par des rebonds, d'amplitude croissant linéairement
avec le temps (cf. parag. 15, essai 2 et planche 3) . On s'explique

le ph&noméne en dressant le bilan énergétigue d'un pas.
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L'algorithme baptisé ELAST , que voici, &vite le dé&faut en
se fondant sur un contréle direct du bilan énergétique de chaque pas
au lieu de discrétiser a posteriori la condition (5.4) . Cette idée
d'un contrdle énergdtique pas i pas semble d'ailleurs systématiquement
utile en analyse numérique des problZmes de dynamique.

Lorsque, ayant calculé 9 par (7.2) , 1il vient

+1
f(qi+l) 2 0 on invoquera, au lieu de (7.3) , une discrétisaticn de
1'équation de la dynamique contenant 1'impulsion de rdaction, colinéaire

g g = grad f(qi+l) » SOt

(7.5) U = Uy +hQ-\g.

Ici Q est 8crit abré&viativement pour Q(ti+l ’qi+l) et ) désigne
un multiplicateur scalaire. Le vecteur A g représentera indifféremment
la percussion de liaison en cas de choc ou, pour un &ventuel mouvement
régulier 3 contact persistant, l'intégrale de la r&action sur un inter-
valle d'amplitude h . Conformément au systdme de notatiocns fixé au
parag. 6 , u. et u. ., sont respectivement les valeurs constantes

de la fonctiom uapp sur les intervalles [ti,ti+l[ et [ti+1'ti+2[ .

En ytilisant la norme et le produit scalaire euclidiens de E , on

d&duit de (7.5) 1'expression suivante du saut d'énergie cinétique

1

2 1 2 1
(7.6) 3 Iui.+ll -3 [ui] = = (A g-hQ).ui +-2-.|Ag-hQ|2.

Si on désire que la solution approchée respecte le th&oréme de 1'énergie
et 1'hypoth&se d'une liaison non dissipative méme en cas de choc, cette

expression doit &galer le travail de la force active Q(t,q(t)) ;
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encore faut-il préciser sur quel intervalle de temps. Vu que le calcul

présent approche la fonetion vectorielle t — Q{(t,q(t)) par la cons-
—-— a ' L]

tante Q = Q(ti+1 ’qapp(ti+l)) » le plus plausible est d'invoquer un

intervalle, naturellement de longueur h , ayant t.,, Ppour milieu.

Cela rejoint 1l'argumentation du parag. 6 concernant la "proc&dure

de sortie" ; cette proc&dure exhibe les instants

— h
) Livl " 541 T 2

raf =

= . -
ti t1+1

entrze lesquels on 2 l'estimation suivante du vecteur d&placement
- -~ 1
. - )= = . tu,
qapp(t1+l) qapp(tl) 2 h(ul u1+1)

En exprimant u. ., bPpar {(7.5) on obtient donc comme valeur du travail

de Q

1 h(ui+u

5 ).Q=hui.Q—T].,_-h(18*hQ)-Q.

i+1
3 &galer 2 1l'expression (7.6) . Cela domne une équation du secomnd degré

d 1l'inconnue scalaire ) , dont les racines sont ) =0 et

(7.1 2= ge(2u, +h0)/fgf? .

Comme plus haut, posons u' = ui +hQ ; notons G 1la droite vectorielle
engendrée dans E par g = grad f(qi+1) et toujours T 1'hyperplan
orthogonal a g .

Pour ) =0, (7.5) se réduit & la dynamique (7.3) du
mouvement libre : c'est l'expression qu'on retiendra pour U dans

le cas oli u'.g 0 . Au contraire si u'.g> 0, on invoque la



valeur (7.7) de ) d'oii, dans ce dernier cas, trois expressions équi-

valentes

= proi u' — J
(7.8) U, T Projpu Proj. u,

reflTu' + h projGQ

»

refl,r By +h pro_].I,Q .

Vu que le calcul de u' et du produit scalaire u'.g auront di &tre
q g

faits dans tous les cas, c'est la deuxil®me ligne qui est la plus facile

& programmer, soit

e (hQ-2u'").
(7.9) ui*l =u' + lg|2 -8 g

Les essais de cet algorithme donnent de bons résultats ; en
particulier il est stable pour le calcul de mouvements avec persistance
du contact.

Comme expliqué@ au parag. 6 , si les conditions initiales sont

, ul(t. on commencera l'itération 2

init

init T

i =0, pour calculer U, aprés un demi-pas de démarrage :

1
= L ——
t1 init 2 h
o . + — u .
9 Uinit 2 u1n1t
u =u .



REMARQUE . Les mouvements avec persistance du contact seront &galement
appréhendés (avec possibilité& de plusieurs fonctions critéres fﬂ_) au
parag. 10 , par 1'algorithme INEL. Il apparaitra efficace, i cé moment
13, pour tenir compte au mieux de la courbure des frontidres de calculer

les gradients, tels qu'ici g = grad £ , non pas au point gq s, mais

i+l

en un point "anticipad"
! = V = u)
q e * Av_h u; = q; + (1 +Av)h u,

oll est cholsie une constante réelle Av , coefficient d'anticipation

du coéne tangent. L'essai 3 , parag. 15 ci-aprés, montre que cette
pratique est mauvaise pour l'algorithme ELAST ; autrement dit 1'optimum
est icil A =0, C'est ce que confirme trés précisément 1l'essai 4 ,

basé non plus sur l'observation graphique, mais sur le calcul des &carts.



8., CHOCS INELASTIQUES

Examinant, au parag. 5 , la formulation de lois de choc dans
1'hypothé&se d'un seul contact unilat&ral actif 3 1'instant t. soit
pour fixer les idées fl(qc) =0, on a défini par la condition (5.5}
la situation appel&e traditionnellement choc inélastique. L'analyse
était faite en supposant qu'd l'instant t. la vitesse @ gauche u;
existait et n'appartenait pas au cdme tangent V{qc) au point q. de
la r&gion L . Puisque J(qc) = {1} , <¢e cdne tangent est wm demi-
espace dont l'hyperplan T coustitue précisément la frontiére. Donc

(5.5) équivaut dans ce cas 2
+ —
(8.1) u, = prox'(v(qc) ,uc)

avec une notation usuelle pour le point proximal de u: dans 1'ensemble
convexe fermeé V(qc) » au sens de la métrique euclidiemne de E (on
dit aussi projection de u; sur ce convexe fermé.

Observer que 1a relation (8.1) est aussi bien vraie lorsque
u; € V(qc) puisque, dans ce cas, aucune discontinuit& de vitesse n'est
attendue. La relation (8.1) est banalement vraie encore si tc désigne
un instant tel que q, = q(tc) appartienne @ 1l'intérieur de la région L :
a8lors V(qc) devient l'espace E entier et u: - u; .

L'auteur [2]1[3] a ré&cemment proposé& d'adopter la loi de choc
(8.1) quel que soit 1'ensemble d'indices J(qc) , comme décrivant un

concept & forte cohé&rence thdorique, vraisemblablement pertinent dans

des situations physiques usuelles (cf. exemple ci—apr@s). On dira alors



que les liaisons unilatérales consid&ré&es sont, dans leur ensemble,
inélastiques standard et que le choc &ventuel Z 1'instant t. est un
choc inélastique standard. Cette définition n'est pas restreinte au
cas, spécialement développé dans ce rapport, d'un systéme 3 variété
de configurations § euclidienne : dans le cas général, on prendra
pour E 1'espace vectoriel tangent au point 4. de cette variété,
muni de la métrique euclidienne assocife & l'expression locale

q — T(qc,&) de l'&nergie cinétique.

Rappelons que toutes les liaisons ont &t& supposées sans
frottement : comme on 1'a vu au parag. 3 , dans le cas de mouvements
réguliers, cela implique l'appartenance de la r8action totale r au
cdne = N(q) . En cas de choc, mettant en oeuvre une percussion de

liaison P ,

(8.2) u —u =P ’

n +
)

on a admis au parag. 5 (en renvoyant & [24] pour discussion) l'exten-

sion de cette hypothé&se de non frottement sous la forme
(8.3) PE- N(qc) .

La proposition suivante formule un commentaire important :

PROPOSITION . On ne suppose pas l'ensemble J(q) ={a€{1,2,.wv}: fa('q)k 0}
réduit &4 un singleton. Moyennant (8.2) et (8.3) , la définition (8.1)
d'un choc inélastique standard est éguivalente & l'une et l'autre des

conditions sulvantes



(8.4) - P = prox (N(qc) ,u;)

+
(8.5 P.u_ =0

L'équivalence résulte immé8diatement du théoréme des deux cénes
[25] : Si A et B sont deux cdnes mutuellement polaires d'un espace
hilbertien réel (ici de dimension finie), les conditions 1) et 1ii)

suivantes sont &quivalentes :
i) x = prox (A,z) . y = prox (B,z)
ii) zZ=X+y . x€E A » yEB s x.y =0

La propriété (8.1) avait 1'aspect s&curisant d4'un principe
d'économie : parmi toutes les valeurs de u: cinématiquement compatibles
avec le respect de q(t) € L , (8.1) impose celle qui est la plus
proche de la vitesse avant choc u; .

Par ailleurs, on peut interpréter 1'&lément - u; comme la
percussion qu'il faudrait appliquer au syst&me pour amener sa vitesse
2 zéro. Alors {(8.4) exprime que P , dans l'ensemble - N(qc) des
valeurs qui lul sont permises par la loi des contacts unilatéraux sans
frottement, est le point le plus proche de cette percussion d'arrét.

Enfin la propri&té (8.5) a pour cons8quence le caractére

dissipatif du choc, puisque, moyennant (8.2) , elle &quivaut &

1 (. +2 _ 1, =2 1 - +,2
(8.6) -2—|uc| -E[uc| =-—2-|uc-uc| .

Noter que (B.5) est vérifiée en particulier si la vitesse de fin de

choc est cindmatiquement compatible avec la persistance de tous les



contacts fq = 0 effectifs 3 1'instant t. o i.e. u: € V(qc) N - V(qc) .
Ainsi (8.6) généralise un th&ordme classique de Carnot, relatif 3 1'intro-
duction brusque de liaisons bilat&rales persistantes (cf. par exemple
[24] , parag. 9.7.e) .

Une fois le cone V(qc) fixé, 1'application u; —-P =2
formellement 1l'aspect d'une relation entre une vitesse et une force du
type aujourd'hui appelé processus dissipatif standard, 1i.e. cette

application est le gradient d'une fonction convexe, & savoir ici

u— 5 (dist (u,V(g )N .

EXEMPLE . Soit le systéme constitué par un seul point matériel de masse
» » 2

unité& en mouvement dans un plan vertical ; (ql,q ) sont les coordon-

nées cartésiennes, avec q2 vertical ascendant. Des parcis fixes et

sans frottement sont supposées assurer

a® =0 ’ ql cos 8 +q° sin® <0
g € ]—1,+-12[[ donné.

Un épisode de mouvement
1 2
t<Q s q (t) = wt ; q (t) =0

(w>0 constant) se termine par un choc & 1'instant tc =0 ,

q, = (0,0} , puisque la vitesse & gauche u = (w,0) n'appartient

pas au cone

V(qc)={vE ]R.2 : vz;:o . vl cos e+v23i.n6<0} .



Ici E =R avac sa norme euclidienne naturelle.

t<0
q(t) -
cas | cas 2
Cag 1 : -2 <5<0. Le mouvement pour t > 0 s'effectue sur la

2‘

frontiére ascendante avec la vitesse initiale

u: = (w sin2 8, w sin 6 cos 8)
Cas 2 : 0<¢8 <-% . Le mouvement pour t > 0 est le repos au

point (0,0) .

On voit par cet exemple que des situations réelles existent
certainement dont le concept de choc inélastique standard rend compte
correctement. Mais ce qui motive avant tout notre intérét pour ce cadre
conceptuel, c'est la coh&rence théorique du probléme d'&volution afférent,
tel qu'on va le formuler au parag. 9 . Cette cohfrence donne au modéle
une robustesse logique qul, pensons—nous, lui permettfa de supporter,
sans se dissoudre dans la confusion, les altérations empiriques que les

praticiens lui feront subir immanquablement.
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9, LE PROBLEME D'EVOLUTION INELASTIQUE STANDARD

On a, au parag. 4 , caractérisé les mouvements réguliers &ven-

tuels du systéme par 1'inclusion différentielle, plus forte que (3.11) ,

du

(9.1 - F At € a0

i joindre naturellement 2

dq
(5.2) It u

L'objet de ce paragraphe est la formulation synthé&tique d'une
loi d'&volution redomnant (9.1) et (9.2) pour tout intervalle ol
les fonctions q et u sont suffisamment réguliéres et redonmant par
ailleurs, en cas de discontinuité de u , des chocs in&lastiques standard,
tels qu'on vient de les dé&finir.

Le point essentiel est que l'ensemble &crit au second membre
de (9.1) est une partie conique de l'espace vectoriel E . Cela permet
d'appliquer 3 cette inclusion différentielle la notion, introduite primi-
tivement dans [41[22] pour un probléme plus simple, de solution au
sens des mesures différentielles. Cette notion se place exactement dans
la ligne de la traditiomnelle th&orie des percussions.

Rappelons qu'3d toute application u d'un intervalle réel I
dans un espace de Banach X (ici X est l'espace vectoriel euclidien E)
4 variation localement bornée, i.e. 3 variation borm&e sur tout sous—
intervalle compact de I =—notation u € vlb(I,X) ~ s'associe une mesure

vectorielle sur I , & valeurs dans X qu'on peut appeler mesure
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différentielle de u . Notant du cette mesure, on a la propriété carac-

téristique suivante : pour tout sous-intervalle compact [a,b] de I

-

(9.3) [ du = u (b) - u (a) ,
{a,b]

+ - . P - .
oi u et u désignent les limites 3 droite et 2 gauche de chaque

point pour la fonction u (elles existent nécessairement puisque u € vlb
conventionnellement, si I est fermé & gauche avec a pour début, on
pose u (2) = u(a) ; convention semblable si I est fermé & droite
avec b pour fin) .

Appliquant (9.3) avec a = b on constate en particulier que
si u est discontinue en un point, la mesure du posséde en ce point
un atome de poids (vectoriel) &gal au saut de la fonction.

De (9.3) découle plus précisément que la connaissance de la
mesure du permet de recomstituer, 3 une constante additive pré&s, ajustée
par exemple 3 des conditions initiales, les fonctions t — u_(t)
(continue 3 gauche) et t — u+(t) (continue 2 droite) mais non la
valeur que prend ﬁ én un éventuel point de discontinuité.-On ne peut
donc obtenir un schéma analogue & celui du calcul intégral élémentaire
qu'en adjoignant des hypoth&ses reliant la valeuf de u en chaque point
d ses limites & droite ou 2 gauche. Un courant actuel de recherches sur
certains problémes d'évolution - &ventuellement stochastique [23] —
met en vedette la continuité & droite u = u' . Voir en particulier
dans [3]1[22}[27]1[28] comment cette continuité permet, par ume
extension de formules du calcul différentiel €lémentaire, d'obtenir des

inégalites d¥nergie ou inégalités d'irréversibilité (alors que les iné=-



galités semblables, en cas de continuité d gauche, n'apportent rien i
1'étude du problZme d'évolution).
En multipliant formellement (9.1) par dt (congu comme un réel > 0

se rappeler que le second membre est un cdne), on obtient

(9-4) - du + Q(tsq)dt € 3¢V(q)(u) ’

i joindre naturellement & (9.2) qui se récrit

t
(9.5) q(t) = q, * f u(t)dt ,
t
(8]
q, donné dans L . Omn cherche une solution s'accordant 3 la donnée
initiale
(9.6) u(to) =u_ domné dans V(qo)_

Par solution de (9.4) , nous entendons une fonction u € vlb(L,E)
continue & droite possédant la propri&té suivante : Il existe une mesure
réelle du @& 0 relativement 4 lagquelle les mesures dt (mesure de Lebesgue

sur 1) et du possédent des densités respectives t; € Iioc(l,du;ID

1

et u' €L
U loc

(I,du; E} telles que , pour tout t€ I ,
- r 1
(9.7) uu + Q(t:q)tu € awV(Q)(u)'

Le choix de la mesure du n'est &videmment pas unique : le
fait que le second membre de (9.7) soit un céne rend la définition
indépendante de ce choix.

Voici ce que donne cette formulation, 2u cas o0 u est discon-
tinue en un point t. « La mesure vectorielle du posséde un atome

en ce point, donc la mesure dH possiéde un atome, de masse H. >0
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telle que
(e = u'(t) - u (r)
uu c uc =t c u c’ -

Puisque la mesure de Lebesgue est sans atome, (9.7) se réduit pour

- mu) € agg (W)

+
c'est-3-dire, puisque L > 0 et que par hypothdse u =u ,

- + +
. - €
{(9.8) u u Bwv(q)(u ).
Cela Equivaut classiquement 2
S -
(9.9) u = prox {(V(g),u) ,

ol on reconnait la définition @.1) d'un choc inélastigue standard.

Nous appellerons probléme indlastigue standard la recherche
des solutions de (9.4) , (9.5) . La cohérence mécanique qu'on vient
de constater suggdre que 1'&criture (9.4) recgle plus qu'un artifice
de condensation formelle et que cette formulation synth&tique vé€hicule
des hypothé&ses physiquement significatives.

Le parag. 3, consacré aux mouvements présumés réguliers ne
faisait que reprendre la stratégie traditiomnelle : tant qu'un mouvement
semble exister, pour lequel les r&actions sont des forces proprement
dites, on écrit une &quation (ou inclusion) différentielle au sens ordi-
naire, repoussant par 13 1'&ventualité d'une discontinuité de vitesse.
C'est seulement lorsque la continuitZ de la vitesse se trouve cinémati-

quement impossible qu'on accepte de traiter l'action d'un contact comme



une percussion. Une telle stratégie, dite de la "singularité minimale",
est d'utilité heuristique dans de nombreux domaines d'applications des
mathématiques, mals elle ne repose sur aucun principe physique clair.
Si des corps en contact sont mécaniquement capables d'exercer 1l'un sur
1'autre ces efforts concentrés sur un instant qu'on appelle percussions,
pourquoi le feraient-ile seulement lorsque la géométrie ne laisse pas
la possibilité d'un mouvement régulier ? De fait la circonstance suivante
est familidre : un objet posé sur une table saute si 1l'on donne um coup
sur la table ; pourtant, & 1'échelle macroscopique, qui est celle de notre
&tude, la table n'a pas de mouvement ; elle a exercé une percussiom sur
l'objet sans que la ciné@matique visible 1'exige.

La formulation inélastique standard exclut automatiquement de
tels accidents : nous considérons qu'elle englobe, dans la modélisation

de la situation, une hypothése de passivité des contacts.

REMARQUE . La condition q{t) € L. pour tout t ne figure pas dans la
formulation du probl&me. Elle est de fait redondante ; vu qu'on a supposé
q(to) = q € L, le raisonnement fait au parag. 4 , Remarque 3 s'étend
aisément au cas présent pour montrer que (9.4) et (9.5) entrainent

q(t) € L pour tout t 2 t, -
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10,  ALGORITHME INEL

On présente ici un algorithme pour la construction d'une solu-
tion approchée qapp s uapp du probléme d'évolution inélastique standard
(9.4 , (9.5) , (9.6) . Dans la ligne fix&e au parag. 6 , une suite
réelle croissante tl’tZ""’ti"“ est choisie, avec i pas h = ti_‘_l--ti
constant. Par hypothése, la fonction uapp est en escalier, donc 3 va-
riation localement born&e ; en accord avec tout ce qui précdde, nous
convenons de la construire continue 3 droite et de noter u, sa valeur
constante sur l'intervalle [ti’ti+l[ ; on luil attribue par ailleurs
une valeur constante u 2 gauche de £y - La mesure différentielle
du est donc la somme d'atomes plac&s aux points L. s de poids

app
vectoriels respectifs wu. -u. . On va astreindre la fonction u__.
1 1i-1 app
2 vérifier une simulation de (9.4) , simulation dans laquelle la
mesure absolument continue Q{t,q)dt est remplacée par une somme d'atomes,

de poids vectoriels respectifs hQ, placés aux peints t; - On écrit domc

= {u,

11 7Y) P BQy € By (L)

ce qui &quivaut comme on sait 2
(10.1) u; .| = ProX (V(q) ,ui-+hQi+l)

(on a d&ja rencontré une construction semblable au parag. 4). Il reste
en (10.1) & spécifier les valeurs de q et Qi+1 ;3 le plus simple,

quitte 3 &tudier ultérieurement les perfectiomnements possibles, est
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de prendre q = qapp(ti+l) , noté comme d'habitude 94 ©t

Qi‘l'l = Q(ti+l ] qi_'_]) .

On a d8cidé au parag. 6 de prendre toujours pour qapp une

primitive de uapp , d'ot 1la récurrence :

(10.2) ti+1 = ti +h

{10.3) qi+l = qi + hui

(10.4) u = ui+h Qi_+l
(10.5) u;,, = prox (V(qi+l),u').

Comme pr&c&demment, on traitera un problZme 3 donndes initiales

y u(t ) = u, en faisant pr&céder les itérations

q(t, init

1nit) =4

init init

d'un demi-pas de démarrage :

_ h
S T T T
q, = q. + i-hll .
1 init 2 init
Y - uinit '

aprés quoi (10.4) et (10.5) seront appliquées d&s i =0 .

La procédure de sortie (6.16) , (6.17) améliorera par ailleurs
1'exploitation des résultats.

Nous baptisons INEL 1l'algorithme ci-dessus.

La mise en oeuvre de (10,5) appelle quelques commentaires.

La définition du cOne polyé@drique V(g repose sur la déter-

i+1)

mination de 1'ensemble d'indices J(qi+1) , c'est=2~dire sur des tests



de signe des fu(qi+]) . Lorsque J(qi+]) = ¢, le cone V(qi+l) est
1'espace E entier et (10.5) se réduit 2 Uiy = u' ', i.e.
(10.6) W T +-11Qi+l ’

discrétisation de l'équation de la dynamique d'un mouvement libre, d&ji
rencontrée au parag. 6 .
Lorsque J(qi+]) consiste en un singletom, soit {a} , le

cone ‘-i'(.t:l.1 est le demi-espace homog@ne de vecteur mormal sortant

+1)

g = grad fu(qi+]) (essentiellement supposé& non nul). Alors (10.5)

s'explicite en

/u' gi u'.g <0

(10.7)  w,, = <

u' - -‘5—-—% g sinomn
\_ Igl

Lorsque J(qi+l) consiste en deux &léments, soit pour fixer

les idées J(qi+l) = {1,2} , tels que les vecteurs & = grad fl(qi+l)
et g, = grad f2(qi+]) forment un systéme libre, V(qi+]) est un cdne
di&dre ; notons~le simplement V . Il est commode alors, pour l'exploi-
tation de (10.5) d'utiliser les diverses expressions algébriques que
prend 1'application u' — prox (V,u') selon que u' tombe dans 1'une
ou 1'autre de 4 régions di&dres de E (expressions qui se raccordent

de fagon continué sur les frontidres communes). Sans entrer dans le
détail, observons 1'utilité@ des deux vecteurs Yl s 72 constituant,
dans le plan P engendré& par g1 & la base duale de {885} »

- u - - - -+ L)
i.e. v .gB =1} 81 o =8 et zéro sinon. Expliciter ces deux vecteurs



est particuli@rement rentable si 1'on décide en ocutre d'effectuer unme
correction de violation (cf. Remarque 2 ci-apris).

81 le cardinal de J(qi+l) excd@éde 2 , 1'usage de bases duzles
reste praticable pourvu que les grad fa(qi+l) , o€ J(qi+]) forment up
systéme libre dans E . Dans le cas contraire il deviendra sans doute
préférable de recourir aux algorithmes it&ratifs de la "programmation

quadratique".

REMARQUE 1 . L'expression délivrée par (10.5) pour la valeur cons-

' - - -
tante wu, , de uapp sur l'intervalle [ti+1 'ti+2[ est, par constructiom,
compatible avec le respect de la fronti&re de la région L telle qu'elle

se présente au point Uy valeur de anP ay déput de cet intervalle.

1
Cette frontiére est usuellement courb&e, de sorte que, surtout pour le
calcul d'un mouvement &ventuel avec persistance des contacts, il sera
préférable d'anticiper la variation de V(qapp(t)) . On le fera pratique-
ment en &valuant le cOne poly&drique V(q) (c'est—3-dire 1'ensemble

J(q) et les vecteurs grad £ (q) , « € J(q)) mnon pas au point 94 »
] ' :

mais en un point de la forme

| — -
Q=454 YAphuy; =gy ¥ (I+ADh Y

oii on choisit un Téel Ay » coefficient d'anticipation du céne tangent.
L'essai 5 , parag. 15 donnera Av = 0,5 comme meilleure valeur.
Dans ce cas, il paralt préférasble de calculer la force, en ce

méme point, c'est-d-dire de prendre

Qi+l = Q(ti+l +q") .



Grice 2 cela, par exemple, dans le calcul d'un mouvement avec conserva-
tion du contact fOl = 0 , une force éventuelle orthogonale & la frontiére
sera bien "inactive" ; si on n'&valvait pas Q au méme point que V,

il risquerait d'apparaitre une petite composante tangentielle erronée,

faussant de maniére cumulative le bilan Energétique.

REMARQUE 2 . Toutes les méthodes pré@sent@es dans ce rapport ont en vue
le calcul de mécanismes ; 1'hypoth@se de non frottement entre deux piéces
en contact ne pourra se trouver satisfaite qu'assez grossi@rement (et méme
les lois de frottement qu'on introduira dans les parag. ult&rieurs sont
approximatives). On ne peut donc espérer une grande précision dans la
prévision des trajectoires et des horaires de mouvements ; on se permettra
par suite de réduire le coiit de calcul en choisissant un pas de temps h
relativement grand avec la contrepartie ind&sirable que voici : une discré-
tisation trop grossi&re risque de fournir des solutions approchées

violant exagérément les conditions géométriques fa=< Q@ . Or, dans les
calculs usuvels de mécanismes, l'ind&formabilité des pi&ces présumées
rigides et leur imp&né&trabilité mutuelle seront souvent des hypoth&ses
bien garanties et les applications demanderont que le calcul les respecte
avec précision. L'insertion, dans les algorithmes, de corrections de
1'algorithme décrit plus haut : supposons qu'une valeur de q atteinte
dans le calcul (ce sera 95,7 ©U l'anticipation ¢q' selon les variantes
adoptées) fournisse des valeurs strictement positives pour certains

des réels Py = fu(q) » & € J(q) . Pour ces indices a , le point q



de E tombe du cOté interdit de 1'hypersurface fOII = 0 . La correction
la plus naturelle de toutes ces transgressions consisterait 3 remplacer
q par q_, point le plus proche de g (au sens de la métrique eucli-
diemne de E) dans la variété C , intersection des hypersurfaces

£, =0, 0 €J(gq) . Le vecteur gq - q. est contenu dans 1'espace
vectoriel G, engendré par les grad f (q)) , @ € J(q) . Supposons

que ces derniers forment un syst@me libre, donc une base de Gc ‘et
notons (YGch)) ,% € J(qg) , 1la base duale ; alors

(10.8) q-q, = . é J(q)[(*:1"<:1c).grau:1 fa(qc)lYu(qc)

Or la linfarisation de chacune des fonctioms fu au voisinage de q.

donne justement

wa = (q-qc).grad fu(qc) F ...

Cela permet, par (10.8) , wune bonme estimation du point qQ. 3 les
Ta(qc) seront naturellement estimé@s en effectuant la construction de
la base duale non pas A partir des vecteurs inconnus grad fa(qc) mais
de leurs approximants grad fa(q) t c'est précisément ces vecteurs
qu'on aura d&ji dii exhiber si on utilise la méthode algébrique pour
le calcul de prox (V(g) ,ui) .

Dans le cas banal ol J(q) est un singleton, soit {a} ,

il vient
o 2
y = grad fu(q}flgrad fa(q)l

d'oli, par (10.8) ,



£ (q)
(10.9)  q_=q- % 5 grad £ (q) + ...
|grad £ (a)] %

REMARQUE 3 . Terminons en soulignant un d&faut de 1'algorithme INEL :
méme pour des mouvements sans chocs le long de la fronti&re de L , il

se réviéle une dissipation d'énergie liée 3 la discrétisation, d'autant
plus faible sur un intervalle de temps donné que le pas h est plus petit.
Par exemple, dans le cas particulier Q = Q , 1'&nergie cinétique é-|ul2
d'une solution exacte de (9.1) , (9.2) demeure constante (cf. parag. 4 ,

equ. (4.8)) . L'examen de (10.5) , dans le cas d'une frontidre courbée,
1 2
'2" |uapp|

de 1la courbure de la frontidre, le cdne V(qi+l) est un peu différent

explique pourquoi ne sera pas tout & fait comstant. A cause
de V(qi) , méme si l'ensemble d'indices J n'a pas vari&. On trouve

€lémentairement (toujours dans cet exemple oi Q = Q)

lu. | = [uil cos e

i+1

oii € dé&signe l'angle des vecteurs u, et . C'est une sorte

Ui+l
d'effet de rugosité, introduit par la discrétisation et simulant un
frottement (cf. l'exemple traité au parag. 8 , ol le passage de ¢

sur un point anguleux de la frontidre implique un choc dissipatif).



63 .

11. PRISE EN COMPTE D'UN FROTTEMENT SEC

Les paragraphes précE&dents ont montré comment 1l'unilatéralité
des contacts se manifeste dans le calcul numérique. Il s'impose de per-
fectionner les méthodes jusqu'i faire entrer en compte le frottement,
dans la réalité toujours présent.

La discipline intitul@e Tribologie explore les circomnstances
physiques du contact et révale leur complexité. Le mod&le "frottement
de Coulomb”™ n'en reste pas moins irremplagable : on ne dispose pas en
pratique des informations sur le contact (présence de matidre usée,
contaminants, etc...) qui fournirait une connaissance fine du ph&noméne.
Le dilemme pour le calculateur est donc : loi de Coulomb ou pas de loi
du tout. Certains travaux (par exemple [14][15]) ont par ailleurs con-
forté 1l'usage de la loi de Coulomb comme proc&dé d'analyse de situations
mécaniques, en mettant en lumiére une cchérence théorique bien supé&rieure
3 celle d'un simple systdme de formules empiriques 3 invoquer faute de
mieux. Constater cela procure plus que la satisfaction esth&tique. Dans
1'urgence industrielle, on sait combien les formulatioms scientifiques
sont malmendes : la nécessit& de fournir cofite que cofite un chiffre
conduit 3 faire souvent des "hypoth&ses simplificatrices" sauvages,
logiquement h&térogdnes, souvent méme contradictoires. Les procédés de
calcul ainsi &laborés et testés dans un cadre spérifique donné risquent
de perdre toute fiabilit& dans d'autres cas. Nous pensons que 1l'ancrage
sur un fond th&crique cohérent permet de mieux estimer la résistance du

modéle 3 ces traitements brutaux.



Un souci analogue de cohérence th&orique, dans une analyse
du contact dépassant la loi de Coulomb, mais par ailleurs restreinte
au cadre des petits déplacements, se manifeste chez A. Curnier [29].

Les &quations de la dynamique d'un systEme de liberté& finie
avec frottement de Coulomb s'&crivent sans difficulté majeure. Mais ces
équations différentielles se révélent peu réguliéres ; on connait depuis
longtemps {(cf. par exemple [20} , chap. 10, Sect. 4 , ol sont reprises
des discussions dues 3 Delassus [26] ; plus récemment, Ldotstedt [18])
1'éventualité d'arc-boutements dynamiques produisant des discontinuités
de vitesse sans qu'il y ait, comme dans les exemples que nous avons traités
précédemment, apparition de nouveaux contacts : on appelle cela des
chocs tengentiels. Un travail Trécent de M. Jean et E. Pratt [21]
dé&limite des conditions suffisantes garantissant contre cette &ventualitég,-
moyennant lesquelles ces auteurs obtiennent un. thforZme d'existence local.
Mais 1'Etude gén&rale de ces &quations reste largement ocuverte.

Nous choisissons dans ce rapport d'attaquer directement la
construction d'algorithmes, dans la lancée des paragraphes précé&dents.

On constate que ces algorithmes appréhendent sans difficulté les chocs
tangentiels possibles.,

Nous nous limiterons au cas v =1 :!: une seule liaison uni-
latérale est présente, d'effet géométrique exprimé& par f£{(q) <0 .

Tout q € E tel que f(q) = 0 correspond & une situation de
contact : mous supposons que ce contact s'effectue en un point unique M,
dépendant de q , entre deux piéces S] et 32 du systéme ou entre

une pidce Sl du systéme et un solide extdrieur SO fixe. Considéroans
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d'abord ce dermnier cas.

La particule Ml de Sl qui se trouve au contact dépend
a priori de gq . Pour tout mouvement diffé&rentiable t — q(t) , 1la
vitesse i de cette particule est un €l&ment de & , espace vectoriel
euclidien de dimension 3 (l'espace des vecteurs de la géométrie et de
la physique &lémentaires). Pour chaque q tel que £{(q) = 0 , 1'analyse

3
cindmatique du syst@me fournit ume expression de U , 1linéaire par

rapport 3 1'€lément 4§ = u de E , soit
(11.1) U=0G6 .

L'application linéaire G : E — & dé&pend a priori de q . Les surfaces
des corps SI et So en contact sont supposées permettre 1'emploi des.
formules usuelles de la cinématique (cf. par exemple [24]}, wol. 1,
parag. 3.6) , lesquelles exigent la régularit@ d'une au moins des deux
surfaces, d'old l'existence d'un plan tangent au point M (I"autre surface
peut présenter une aréte ou une pointe). On note N€E& 1le vecteur

unité normal dirigé vers Sl « Si le mouvement t — q(t) comporte la
persistance du contact sur un voisinage de la valeur de t considérée,
on a classiquement N.T=0.

Les efforts subis par Sl de la part du corps extérieur S0
sont supposés exprimé&s par une simple force g , appliquée 3 la parti-
cule Ml (on néglige donc tout "couple de contact™). Telle est ici la
force de liaison ; par définition ses composantes covariantes, relative—
ment 2 un paramétrage (qi) de la vari&té@ des configurations du systéme,

sont les réels T, tels que, pour tout u € E ,



(11.2)  u'r, = &0 .

Le produit scalaire euclidien banal invoqué& au second membre met 1'espace
vectoriel & en dualité avec lui-méme. En ce qui concerne E , nous
utilisons comme précé&demment la forme quadratique "énergie cinétique"

pour le mmir d'une structure euclidienne, dont on note &galement . le

produit scalaire. D&s lors (11.2) définit 1'€lément r de E tel que
YVUEE : u.r = G(u).ﬁ

Cela &quivaut i

(11.3)  r=60®

oil G* : & E est l'application lin&aire transposéde de G .

Le cone tangent # la région L au point q , soit V(q) CE,
consiste ici dans le demi-espace de normale sortante grad f{q)
(gradient non nul, par hypothése). Tout u appartenant & ce demi-espace
est la vitesse & droite i+ d'un mouvement t -+ q(t) Trespectant
1'impénétrabilité de Sl et So , donc dans lequel la vitesse [ de
M1 vérifie N.0U>» 0 . Pour u &lément de E on a de la sorte 1'ippli-

cation
> . ¥
u. grad £(q) < 0 = N.G(u) > 0 i.e. u.G (W) >0 .

Par une version unilat@rale du th&ordme du multiplicateur de Lagrange,

cette implication &quivaut 3

(11.4) ] A20 : G*(F.')‘) = - Agrad f{(q) .



Faisons maintenant l'hypoth&se que les liaisons du systéme,
qui ont permis sa paramétrisation par 1'élément q de E , laissent &
la particule de contact Ml la liberté compléte, i.e. toute valeur
de ﬁ dans & peut étre obtenue par un choix convenable de q = u
dans E .

Autrement dit G : E — & est surjective, donc, de fagon &qui-
valente, sa transposée G* : & —+ E est injective (on 8tudiera au

parag. 13 un cas ol il n'en est plus ainsi). En particulier cela entraine
*
(11.5) G & #0 .

La formulation d'une loi de frottement secou loi de Coulomb
généralisée [13]}[15)] comporte la donnée, dans l'espace vectoriel &,
d'un céne convexe fermé € , contenant [ , dit cbne de frottement
au point de contact considér& (pour la loi de Coulomb classique, il est
de révolution autour de ﬁ ; Testons pour l'instant au cas général,

prévoyant un frottement anisotrope). Notous
+*
(11-6) C= G (C) L]

+
cdne convexe contenu dans le sous—-espace vectoriel G (8) de E et
L ' e . -
contenant G (N) , c'est-3-dire contenant la demi-normale entrante 3
L au point q , en vertude (l11.4) . Tous ces &léments d&pendent
naturellement de gq .
Une premiédre spécification de la lei du frottement sec est

. . s - c e . *
Re C 5 inclusion &quivalente, vu l'injectivitd de ¢ , 2

(11.7) recC.



En outre, la loi du frottement sec &dicte traditionnellement
une relation entre & et Ia vitesse u de la particule Ml . On a dit
plus haut gue des discontinuités de vitesse sont possibles ; dans cette
éventualité quelle valeur de U devra entrer dans la loi du frottement ?
Persistons dans le parti-pris qui caractérise ce rapport : privilégier
les limites & droite pour toutes les fonctions du temps considérées ou,
ce qul est techniquement &quivalent, traiter ces fonctions comme continues
a droite.

Vient alors banalement un deuxiéme article de la loi. Si u .
8gal pat convention 3 se limite & droiteé U~ , vérifie N.U> 0, Ie
contact cesse nécessairement sur un intervalle de temps consécutif &
1'instant considéré, d'oii & = 0 sur cet intervalle : la réaction
poss&de alors une limite 2 droite, &gale 3 zéro. Le deuxidme article est

par suite :

(11.8) Nl>o0=&-0

gquivalent, vu (11.4) et (I11.5) , &
(11.9) u.grad f{q) <0 =>r =0

-~ . ﬁ il . i1
Reste & traiter le cas N.U =0, i.e. U dans le plan
vectoriel T |, tangent commun aux deux surfaces en contact. Traditiomnel-
lement pour la formulation du frottement, la réaction & est Bcrite

comme somme d'une composante normale et d'une composante tangentielle

(11.10) §-§T+aNN’ , ﬁTeT.
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La condition R € C équivaut alors 2
-)-evﬁ

(11.12) ﬂT ( N) )

avec

], D si f
(11.13) D(R) = Nl N

¢ sinon

20

L'ensemble D] = D(1) est la projection orthogonale sur T de la section
plane du céne € , A distance unité de T : c'est un convexe fermé
contenant 1'origine (dans le cas de la loi isotrope de Coulomb, Dl est

le disque centré 2 l'origine et de rayon &gal au coefficient de frottement).
La loi du frottement sec prend alors un aspect formellement semblable

3 celui d'une loi de plagticité parfaite [13], en &crivant simplement

7 pour U(RN) ,
ey - A€ @y

au sens de 1'autodualité du plan euclidien T (&quivalents familiers de
cette relation : "principe de la disgsipation maximale" et usage d'une
"fonction de dissipation" ; cf. [14],[15])) .

Pour les applications qui vont suivre, il se révéle plus effi-
cace d'utiliser la formulation nouvelle que voici, &vitant la décompo-

sition (11.10) et 1l'introduction des ensembles U ,
(11.15) - U € proj, ay @

(voir démonstration de l'Equivalence en Appendice, Z la fin de ce paragraphe).

En termes d'éléments de E , cela prend la forme



(11.16) = G(u) € projr 3¢C(G*-l(r))

qu'on apprendra 3 exploiter dans les paragraphes suivants.
La tactique numérique proposde ci-dessous généralise 1'algo-
rithme INEL ; ce dernier concerne le cas particulier oli le efne C
Y

consiste simplement en la demi-droite engendrée dans & par le vecteur N .

Avec les notations du parag. 6 , un pas se présente comme suit

(11.17) t.,, = t. +h

i+l i
(11.18) 95 o1 =qi+hui
] -
(11.19) u = u, + hQi+l

(11.20) g = grad f(qi+1) .

Si f(qi+]) <0 ou g.w' €0 alors u; g =4 s ce qui
termine le pas.

Sinon, la r8action & doit &tre prise en compte, ce que nous
faisons d'abord dans 1'hypothése d'un pas sans choc.

Au cours du calcul approch&, il faut s'attendre 3 voir la
liaison £f(q) €« 0 plus ou moins viol&e. On choisit donc un prolongement
de la définition du cdne C = G*(C) pour les q tels que £f{q) excéde
un peu zéro. Cela revient & dire que, méme en cas de valeurs de ¢q
impliquant une pé&nétration mutuelle de So et Sl , sont invoqués comme
précédemment une particule Ml » un vecteur N et un cone de frottement T.
La définition de ces Eléments sera choisie aussi simple que possibile,

en continuité avec le cas f(q) =0 .



. 71 .

On écrit la dynamique du pas

- ¥
(11.21) u, . = u +hr

Comme au parag. 9 1'argument de passivité du contact est invoqué

pour renforcer la condition cinfmatique U € V(qi+l) en

(11.22) u,

i+1 € Tla5,y)

ol T(qi+l) désigne la frontig&re de V(qi+ ) » c'est-d-dire l'hyperplan

1
orthogonal 3 g dans E .

Nous adoptons u; ., comme valeur de u dans la loi de frotte-
ment {11.16) . Vu que C est un céne, le second membre de (11.16) est

indifférent au remplacement de r par hr, d'oili 1'élimination de r

avec (11.21)
€ : G*‘l !
(11.23) - G(u, ;) € proj; yn( (u,,—u").

Le plan T et le céne C sont ici-déterminés en faisant q = q
Les cas particuliers dé&velopp&s aux parag. 12 et 13
montreront comment (11.22) et (11.23) permettent de d&terminer

u (de fagon unique dans ces cas 13 ; 1l'unicité n'est pas assurée

i+l
en général).

Tant qu'il s'agit de mouvements sans discontinuité de vitesse,
ce parti d'introduire u;,, comme valeur de u en (11.16) ré&pond
simplement au souci de construire um algorithme "de type implicite" avec

les garanties de gtabilit# apport&es par 1i.

L'&ventualité f(qi+l) 20, g.u' >0 débouche sur une fin



de pas plus probl&matique si une discontinuité de vitesse est attendue
sur 1'intervalle de temps consid&ré&. Nous exprimerons toujours 1'inélasticité
du contact par la condition (11.22) . Mais le terme hr , au second
membre de (11.21) doit &tre remplacé par une percussicn de réaction R ,
intégrale de r sur l'intervalle de temps. A la différence du cas sans
frottement, la loi (11.16) , reliant 3 chaque instant T et u ,
apporte peu d'information sur R car cette relation n'est pas linéaire,
donc ne commute pas avec 1'inté&gration.

J. Pérgs ([20], p. 316-328) , A la suite de Darboux, tente
une analyse de 1'&volution de la vitesse u pendant la dur&e du choc,
tout en n&gligeant 1'é&volution de la configuration. Cette approche
constitue un exemple historique de méthode d'&chelles multiples ; elle
se préterait sans difficulté@ majeure au calcul numérique. Il n'est pas
certain que les résultats soient physiquement valides, vu notamment la
difficulté d'estimer 1'instant de cessation é&ventuelle du contact.

Nous mous contenterons d'une analyse plus grossidre, censée
correspondre, tout comme 1'in&lasticité définie dans les parag. antérieurs,
3 une irrdversibilité extréme. Parce que ( est un cone, 1'&€lé&ment

1 u’' de E intervient au second membre de (11.23) seulement par

i+l

sa direction et son sens ; peu importe que la norme de cet &lément soit
ou non 'petite"” (c'est—d-dire de l'ordre de h) : on verra dans les parag.

qui viennent comment 1l'usage de (11.22) et (11.23) permet de déter-

sans référence & la petitesse de u. . —-u' . Adoptons donc

miner .
i+l

i+l
la méme fin de pas que dans le cas d'une vitesse continue. Cela sera

clairement justifié au moins si on a une raison de penser que la réaction

g conserve méme direction et méme sens pendant toute la durée du choec.
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Le cas le plus simple est naturellement celui du frottement bidimensionnel
traité au parag. 13 ci-aprés.

Ce qui précéde supposait un contact entre une pi&ce du systéme
et un golide extérieur fixe. Le cas d'un contact entre deux piéces Sl
et 52 faisant partie toutes deux du systéme aboutit 3 la mé€me &criture :
pour tout q tel que £f(g) = 0, on notera M 1le point de contact,
supposé unique, entre ces deux pi&ces. Les particules Ml et MZ des
deux pid3ces qui sont au contact (elles dépendent a priori de gq) ont,
pour tout mouvement diff&rentiasble t — q(t) , des vitesses qui
s'expriment linfairement par rapport 2 1'élément 4§ =u de E , soit
respectivement ﬁ& - G](u) 5 G; = Gz(u) (cela parce qu'on a supposé
un syst3me scléronomique, i.e. 3 liaisons ind&pendantes du temps ; sinon
ces expressions seraient affines relativement & u) . On suppose 2
nouveau la ré&gularité d'une au moins des deux surfaces, d'oli la définition
de feea s, vecteur unité& normzl commun dirigé vers Sl . On admet
que les efforts exercés par S2 sur Sl se réduisent 3 une simple
force ﬁi appliquée & la particule M] ; alors les efforts exercés
par S, sur S8, se réduisent & la simple force §2 = - ﬁﬁ . appliquée
d la particule M2 . Cette famille de deux forces admet pour composantes
covariantes, relativement au paramétrage (qi) ., les réels L tels

que, pour tout u € E , on ait
i, =g +g..0
utr, =@ &y,

= &.@, -0,

Cela met en évidence la vitesse de glissement de S] par rdpport & 82 R

soit



-1,

-
u=14u 9

1 = Gl(u) - Gz(u) notée G(u)

81 on écrit simplement ] pour ﬁl il vient 2 nouveau (11.3) . La
loi du frottement entre Sl et S2 formule une relation entre & et

=Y
U ; tout ce qui a &t& développé plus haut s'applique sans modification.

REMARQUE . Strictement parlant, la structure conigue de la relation
formulée ci-dessus entre & et 1] implique, dans le cas &l&mentaire
(frottement isotrope) oli 1'écriture de la relation se fait au moyen
d'un coefficient de frottement, que ledit coefficient ne dépend pas de
la grandeur de la vitesse de glissement.

On sait que l'expérience révéle usuellement une d€pendance non
monotone du coefficient de frottement 3 1'&gard de cette vitesse. Il est
classique de tenir compte sommairement de cette dépendance en adoptant
une valeur plus grande pour le coefficient de frottement "statique" que
pour le coefficient de frottement 'dynamique". Les algorithmes présentés
dans la suite peuvent sans difficulté incorporer cette donnée : il suffira,
a chague pas, de faire dépendre le céne ( de la vitesse en début de pas.
Le calcul bagé sur ce cdne fournit la vitesse en fin de pas. La considé-
ration du cOne reste cruciale : c'est elle qui donne & 1l'algorithme son

type "implicite" Z 1'égard des vitesses, garant de stabilité numérique.



APPENDICE : Eguivalence de (11.14) et (11.15) .
>
Supposons (11.15) ; alors - U € T et, en notant N 1la

droite vectorialle orthogonale &2 T ,

> > - > > -
(11.24) JWeEN , JVSau@® :-U=V+UW.

—’-
On décompose & sous la forme (11.10) ; nécessairement BN 2 0 puilsque

> -+
(11.15) implique R € C , Soit le plan affine A =T + ﬁNbJ : par

construction E €A dol 3¢A(E) =N . Alors (11.24) implique

(11.25) -T€ ¥, @ + W@ c ¥, @ .

Vu la dé&finition (11.13) de D(RN) , notd simplement T, on a
Anc=2+8& N

d'oi

(11.26)  2vy @ = 2@ - &K = 2y @ .

En rapprochant de (11.25) , cela donne 1'&criture (11.14) , au sens
de 1'autodualité de l'espace euclidien tridimensionnel & . Mais, comme
B et ﬁT sont des &léments de T , (11.14) est vrai aussi bien au
sens de 1'autodualit& de ce sous—espace euclidien de & , c.q.f.d. .
Réciproquement, supposons (11.14) , au sems de 1'autodualité
de T (donc -ﬁe T : 1Vé&ventualité N.G>o0 ’ ﬁ =0, i.e. cessation
du contact, a été& traitée i part). Alors, vu la d&finition (11.13)
de D(GN) , Not& simplement T , on a GN‘> 0 ; en outre (l11.14)

est vrai aussi bien au sens de l'autodualité de g . Par translatiom,

comme en (11.26) , on obtient
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~Te o o ® .

On a besoin ici de savoir si 1'inclusion de droite em (11.25)
est une &galité d'ensembles. Si ﬁN‘>'0 , cette &galité d'ensembles
est assurde par le th3or&me de Rockafellar ([32] , theorem 23.8)
puisqu'alors A rencontre l'intérieur relatif de C . En ce cas (11.15)
est &tabli.

La cas ﬂN = ) demande une &tude spéciale ; alors 7 se réduit
a2 {0} et (11.14) signifie : "ﬁT =0, U arbitraire dans T" . Le
sous~différentiel B¢C(0) , &au sens de l'autodualité de & , consiste

+
dans le cdne polaire C de € : donc (11.15) sera &tabli si

*
(11.27) projT C =T.

. > * .
Par hypoth&se, C contient N , .donc (C est contenu dans le demi-

>
espace de & ayant N pour normale sortante. Visiblement, (11.27)

dquivaut 2 dire que - ﬂ? est dans 1l'int8rieur de C* . Par des arguments
classiques de dualité (cf. par exemple [33], parag. 8.7) cette
derni2re propri&té &quivaut i la compacit& des sections de C par les
plans paralléles & T , c'est-i~dire la compacité des ensembles D(ﬁh) .
Cela signifie gue le frottement est fini dans toutes les directions ;

le cas contraire serait celui d'un frottement suffisant pour interdire
certaines valeurs de J‘, aussi petit que soit ﬁN : il ne s'agit

plus d'un frottement proprement dit, mais de ce qu'on appelle tradition-—

nellement une liaison non holonome.
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12. PARTICULE FROTTANT CONTRE UNE PAROI

Si le syst&@me consiste en une simple particule, E coIncide
avec 1l'espace vectoriel & , de dimension 3 ., On suppose que f =0
est 1'équation d'une paroi matérielle fixe, constituant le solide appelé
So au parag. préc&dent. L'application G se ré&duit 3 1'identit&, donc
u = E ; I = ﬁ y etc...

A chaque point q de la paroi est associé@ un cdne de frotte-—
ment C = C(q) . Comme le calcul numérique violera plus ou moins la
condition £(q) S 0, on doit &tendre la dé&finition de C(q) au cas
f(q) > 0, au moins pour q voisin de la fronti&re de la région L
le plus naturel est d'associer le méme C 3 tous les points d'une
demi-droite normale sortante. Par exemple, si on a un frottement de
Coulomb classique (isotrope), on prendra un cone C(q) de révolution,
d'axe dé&fini par grad f(q) .

La particule est soumise i une force Q{t,q,u) ; que cette
force puisse dépendre de la vitesse u permettra d'y inclure un terme
de Coriolis et domc de traiter le cas usuel ot la paroi solide, prise
comme systéme de ré&férence, est mobile par rapport 2 un repére galilé&en.

Apré@s un demi-pas de démarrage, tel qu'on 1'a décrit au
parag. 6 , chaque pas de l'algorithme consiste en premier lieu dans le

calcul des expressions (11.17) a3 (11.20) ; ici on prend

Q.

i+l Q(ti_+1 ’qi+l ’ui) *

Si f(qi+1)'< 0 ou g.u' <0, le pas se termine avec



Sinon on invoque (11.23) , quil se simplifie dans le cas

présent en

-y = . |
(12.1) CPIR Projq 3¢C(ui+l u')

avec T et C &valu&s pour q = q. (on pourra aussi utiliser un

1+1

coefficient d'anticipation Ay , comme au parag. 10 , Remarque 1) .

Notons C' 1le cdneée convexe fermé non homogéne u' + C(qi+l) ;

par translatiom !
- 1Y = .
de sorte que (12.1) se récrit
- € :
(12.2) u. . € projp Warug,)
Cela contient la condition de passivité du contact

€
(12.3) U T.

Comme antérieurement, appelons G 1la droite vectorielle engendr&e par
g = grad f(qi+1) , c'est-i-dire le sous-espace orthogonal de T dans E .
Alors (12.2) é&quivaut & la conjonction de (12.3) et de
‘ - c
(12.4) u,, 6+ ch.(ui+l) .

Noter que (12.3) &quivaut &

Wplu; 42 =6,



d'oll une &criture &quivalente & (12.2)

(12.5) - u,

ey € Waplo )+ Wodu )

Nous nous trouvomns, rappeloms—le, dans 1l'hypothése g.u' > 0 ;
cela assure que le plan T rencontre l'intérieur relatif du convexe
fermé C' . Une rd3gle d'addition des sous-différentiels (cf. [32],

theorem 23.8) fournit alors

Vu la caractérisation connue du point proximal d'un &lément
donné (ici le z&ro de E) dans un convexe fermé, on obtient la forme

finale sous laquelle nous exploiterons (12.1) :

(12.8) u,

341 = Prox (TnNnc',0 .

La détermination de u consiste donec, pour un tel pas, en

i+l
un problZme de 'programmation quadratique" dans le plan T .
Le cas le plus simple est celui d'un frottement isotrope, selomn

la loi de Coulomb traditionnelle : le ¢cBne € est de révolution autour

de G . On est alors ramené 3 une figure plane :

I
I
!
}
!
1
|
I
b
i
I
I
]

L
- r

Yi+l T




On note respectivement u et us les projections orthogonales de u'

T

sur T et G (uT est la valeur que, dans 1'hypothése de non frottement,

1l'algorithme INEL attribuerait a ui+l)

u = B2
|g]

]
=

|
=

Ut G
Soit y le coefficient de frottement ; 1'intersection T N ('

est le disque de centre u; , de rayon Y[uG] ; alors (12.6) devient :

1° si ]u‘T

<y|uG| , alors U =0

2% S8inon
U IuG|
(12.7) u, ., = - yju = u (1 -vq )
i+l T I G[ IuT| T |uT|
Comme pour les algorithmes antérieurement décrits, on peut

escompter une meilleure pré&cision si les ré&sultats sont exploité@s 2

travers la procédure de sortie (6.168) , (6.17) .

REMARQUE 1 . Le coefficient y et, plus généralement, le cone C
dépendent a priori de q . Pour une deseription plus poussé&e du frotte-
ment, on peut aussi faire dépendre vy de la vitesse, c'est-3a-dire, dans
l'algorithme précédent, le faire d&pendre de P En particulier, on

peut prendre des valeurs de vy différentes selon que ui =0 ounon :
c'est la distinction classique entre le "coefficient de frottement statique”
et le "coefficient de frottement dynamiqueﬁ La programmation est facile,

puisque 1'&ventualité u, = 0 correspond précisément, dans le pas précédent,

d la condition de branchement 1° ci-dessus.
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REMARQUE 2 . Supposer f indépendant du temps entralne que la paroi
est fixe. Cela ne nous empéchera pas de traiter, au parag. 15 , des
problé&mes de table vibrante : on fera un changement de rep&re, en
incorporant & Q une force d'inertie d'entrainement et, &ventuellement,

une force de Coriolis.

REMARQUE 3 . Les essais de cet algorithme pour le calcul de mouvements
sans chocs sont trés satisfaisants. En cas de choc, on a pris au parag.
précédent, le parti d'appliquer (11.23) , devenu ieci (12.1) , au
calcul de la vitesse aprés choc, schématisation a priori audacieuse.

Dans le cas particulier pré&sent, si le frottement est isotrope, l'hypo~
thése est toutefois trés plausible : il semble bien que, pendant toute

la durée trés bréve du choc, la vitesse u = [i} et la r8action r = &
conservent deés directions et un sens invariables ; alors la non linéarité
du second membre de (11.15) ne s'oppose pas 3 1'&criture d'une relation

de méme forme pour la percussion de réactiom, intégrale de r .

REMARQUE &4 . Tci, comme dans 1'algorithme INEL, on pourra compléter
chaque pas tel que f(qi+1) > 0 par une correction de violation, selon

la formule (10.9) .



135, FROTTEMENT BIDIMENSIONNEL

Dans ce paragraphe la dimension n de E est quelconque ;
par contre, il est suppos@ que, en conséquence des liaisons (parfaites)
qui ont engendré le paramétrage (qi) du systéme, l'ensemble des valeurs
éventuelles de la vitesse de glissement U au point de contact M n'est
plus, comme précédemment, 1'espace tridimensionnel & mais un sous-
espace az(q) + de dimension 2 . C'est ce qui arrive en particulier
s1 le systéme peut 8tre modélis& comme plan, cas de -beaucoup de machines
usuelles.

Soit q € E une position du systéme vérifiant la condition
de contact £(q) = 0 3 &crivons abréviativement 52 pour Ez(q) .

De nouveau, on note G (dépendant.de q) 1'application lin#aire;
supposée surjective de E sur 82 s exprimant, pour tout mouvement
différentiable t — q(t), la vitesse relative, au point M , des
deux pigces en contact en fonction de u=q :

-
e
Comme au parag. 11 , U peut constituer la vitesse de glissement d'une
pidce Sl du syst@me, au contact en M avec une pi&ce extérieure fixe,
ou aussi bien la vitesse de glissement de Sl relativement 3 une autre
pidce S2 du systéme. Dans les deux cas on note ﬁ le vecteur unité

de &2 normal au point de contact et dirigé vers Sl .
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La transposée G* : &2 — E est injective. Comme en (11.4) ,

on trouve que G*(ﬁ) est un €lément non nul de E , normal entrant

au point q de l'hypersurface frontidre de la r&gion L . L'image

de 52 par G* est un sous—espace vectoriel de E , soit Ez(q)

(abréviativement notd E2) , de dimension 2 , contenant g = grad f(q)
Physiquement, le contact est toujours un ph&nomé&ne tridimen-

sionnel mais les conditions présentes font que, pour la dynamique du

syst@me, les forces orthogonales 3 gz(q) que peuvent exercer 1'une

sur 1'autre les particules au contact poss&dent des composantes cova-

riantes nulles. On notera & 1a composante selon 82(q) de la force

de contact subie par la particule M] de la piéce Sl {si la piéce

antagoniste fait aussi partie du systé&me, la force qu'elle subit posséde

la composante -8 selon Ez) . Comme au parag. 11 , les composantes

covariantes de & relativement au paramétrage dé&finissent 1'élément r de E :
*
(13.2) r=G6G (&) C Ez(q) .

On pose que & satisfait une loi de Coulomb bidimensionnelle.
Dans le plan vectoriel &z(q) , est donné le céne de frottement C ,
région angulaire fermée, contenant N et délimitée par deux demi droites

D] et 02 .



On définit respectivement ces deux demi-droites par deux vecteurs non
nuls Kl et Kz les engendrant. Les tangentes des angles que font Kl
et Ké avec N sont les coefficients de frottement correspondant aux

déux sens de glissement &ventuels. Soit

vecteur non colinésire 3 N si l'un au moins des coefficients de frotte-
ment en question est non nul.

Ce qui suit &vite l'usage de sous-différentiels dans 1'Bcriture
de la loi de Coulomb bidimensionnelle. Comme en (!1.6) et (11.8) , on

a d'abord

(13.3) QREC

e

(13.4) NU>0=>@&=0 .

- ™o . .
Si par contre N.U =0 (en particulier, mouvement 3 contact

persistant) la loi consiste simplement dans les deux implications,



complétant (13.3) ,
(13.5) B.U>o0 = ReD,
(13.6) B.U<p = Re€ D,

ol les deux demi-droites Dl et 92 sont expressément entendues comme

"pointées", c'est-3-dire contenant le z&ro de 32 .

Noter que C est un c¢dne bidimensionnel saillant, i.e. non
égal 3 un demi-plan ; il en est de méme pour son image par 1'application

x
linéaire injective G , soit
W
C(gq) =G () ¢ E,(q) .

Cette image est la région angulaire fermde de Ez(q) délimitée par les
Je

deux demi-droites Dj =G (ﬂj) » engendrées respectivement par les

g - * a - -

éléments aj = (Ij) j=1,2, de E . Puisque { contient ﬁ R

C(q) contient - g = - grad f(q) .

Vu que G* est injective, la formulation qui précéde se traduit
de fagon Equivalente en termes des €l€ments u et r de E correspon-
dant 2 0 et & . D'abord, en s'appuyant toujours sur (11.4) et

(11.5) ,

(13.7) r€¢C

(13.8) gu<0=r=0
Puis, en posant

b=G@ = ay - 4
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on a, si g.u =0, les implications

(13.9) b.u”>0 = ‘1.'ED1

(13.10) b.u<0 = rE€ D2 .

Pour le calcul numérique on suppose que les définitions
de EZ(q) » C{q) , etc... sont &tendues aux valeurs de ¢q telles que
f(q) # 0 , au moins au voisinage de l'hypersurface f =0 ; 1la dis-
cussion des ré&sultats, en cas de violation notable de la liaison f < 0 ,
sera plus claire si on suppose toujours que - grad £(q) € C(q) et
que le cdne C(q) est saillant.
Un pas d'algorithme débute comme on l'a écrit em (11.17)-
(11.20) . &i f(qi+1) <0 ou g.u' <0, le pas se termine par 'ui+l=-u'.
Si f(qi+l) 20 avec g.u' >0, l'exploitation de la loi
de frottement ci-dessus, jointe 3 notre hypothése habitueile de passivité
du contact B-U. g ™ 0 , se présente comme suit :

On &crit la dynamique du pas

t
u, =" + hr
i+l

et r , ou de fagon &quivalente hr , est relié par (13.9) et {(13.10)
& une valeur de u qu'on pose &tre B, s VU le parti, adopté dans

tout ce rapport, de rechercher des algorithmes "de type implicite™. Bref

(13.11)  buy;, >0 = u  -u' €D

1 +1 1

(13.12) b.u.+

— it
11<0==“u]__+1 u' €D

2



On note T 1'hyperplan orthogonal 8 g dans E ; 1'illustra-

tion est faite pour n = 3 .

Soit C' 1le converxe u' + C(qi+l) , enveloppe convexe des deux demi-
droites D} =u' + Dj s j=1,2 . Puisque g.u' >0 et que

- g€ c(qi+l) s, l'ensemble C' , c¢O8ne convexe bidimensionnel de
sommet wu' , a une intersection non vide, soit S avec T . Ce cBne
&tant saillant, l'une au moins des deux demi-droites Di rencontre T ,
mais pas nécessairement les deux. La demi-droite Di posséde avec T

une intersection
g, =u' +Aa.
1 J

pourvu que



Considérons d'abord le cas oil 5 et Sy existent ; alors
l'intersection S est le segment [sl,sz]. Il existe des réels £ , z ,

avec £-~2 0 tels que
b = E(sz-sl) + Ig.

Pour tout €lément v de T 1le signe de b.v est donc égal au signe

de (sz-s]).v . Vuque u.,, € T on récrit ainsi (13.11) et (13.12)

1+1]

sous la forme &quivalente

(sz-sl).ui+]>0 = qu,

i+l = sl

(sp=speu; ) <0 = i =5,

Si (52-51).u =0, il reste simplement, d'aprés (13.7) , que

i+l
P € 3 . Ce systéme de conditions admet visiblement une solution et
une seule
(13.13) u. .| = PTOX (5,0) .

Conclusion semblable, lorsqu'wm seul des deux points, soit 8
par exemple, existe. Alors S est une demi-droite d'origine sy dont
on notera d un vecteur directeur ; pour tout v € T 1le signe de b.v
est €gal au signe de d.v et on obtient 3 nouveau (13.13) . Raisonne-
ment semblable si s, seul existe.

La situation est donc formellement semblable & ce qu'on a
obtenu en (12.6) pour le cas d'ume particule frottant contre une paroi.

Le calcul du point le plus proche de l'origine dans le convexe

unidimensionnel S est &lémentaire.



REMARQUE 1 . Jointe & g.u =0 1'&ventualité b.u = 0 &quivaut 3
1'orthogonalité de u au plan vectoriel EZ(q) . Puisque ce dernier

+*
est &gal 2 G (& 1'orthogonalité en question &quivaut & G(u) = 0 ,

2)

i.e. nullité de la vitesse de glissement U .

REMARQUE 2 . Le cone C dépend a priori de q ; on peut supposer
qu'il dépend aussi de la vitesse, c'est-3-dire, dans l'algorithme ci-
dessus, qu'il dépendra de u, . Comme au parag. 12, cela permet par
exemple de prendre en compte une différence entre frottement "statique"
(i.e. pour U = 0) et frottement "dynamique" : le cas Ui = G(ui) =0
correspond justement 2 l'une des conditions de branchement remcontrées

lorsque, au pas précé&dent,on aura dii calculer prox (5,0) .

REMARQUE 3 . Comme dans l'algorithme INEL, on pourra compléter chaque
pas ol f(qi+l)>~ 0 par une correction de viclation conformément 2
(10.9) . D'autre part, vu que l'hypersurface f = 0 dans E est
habituellement courbe, il peut &tre avantageux d'introduire ici aussi
un coefficient d'anticipation Av .

REMARQUE 4 . En cas de discontinuité de vitesse, le vecteur ui+l-u'
n'est plus de l'ordre de h : c'est la percussion de liaison. Comme
au parag. 12 , il est plausible d'admettre qu'elle ob&it aux mémes

lois que 1'8lément noté&,ci-dessus hr , d'ol 2 nouveau (13.13)

(cela suppose implicitement que la vitesse de glissement me change pas
de signe au cours du choc). Ainsi l'algorithme permettra en particulier

de calculer les mouvements avec un choc d'arc-boutement. Le systéme dont

on développe le calcul dans le paragraphe qui vient en fournit des exemples.



14, UN MODELE BIDIMENSIONNEL ELEMENTAIRE

Le formalisme du parag. préc&dent est appliqué ici au systéme
constitué par un unique solide Sl dont le mouvement est supposé a plan
invariant, par suite de liaisons parfaites qu'on n'a pas & expliciter.

Tous les €l&ments du probléme seront ainsi représentés dans le plan des

axes dits fixes Oxy .

£

Soit G 1le centre d'inertie de Sl et soient leyl des axes
attach&s 3 ce solide, dont chaque position dans le plan Oxy est repérée
par les trois paramétres suivants

£ , n, coordonnées de G relativement 3 Oxy

g = (Ox,le)
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Soit m 1la masse de S1 et I son moment d'inertie par rapport
2 la droite issue de G , perpendiculaire au plan de figure. Pour tout
mouvement différentiable t ~— (g,n,8) , 1'énergie cin&tique de Sl a

1'expression

1 "2 "2 1 2
T=—fl]1(E +n)+—2'IB .

On introduit les nouveaux paramétres

X =V m , Y = n/m , Z=08/T

2 -2

T =-%(ﬁ2 + f +27) .

La variété des positions du systéme sera donc traite comme un espace
euclidien E , de dimensiom n =3, oli X, Y, Z constituent des
coordonnées orthonormées : tels sont dans le cas présent les paramétres
(qi) de 1'exposé général.

La partie de la fronti&re de SI concernée dans la suite est
représent&e par un cercle Pl de rayon b 2> 0 , de centre A ; soient
0,2 (a2 de signe quelconque) les coordonnées de A dans les axes leyl .
On suppose Sy confiné dans la région y > 0 du plan Oxy , ce qui

s'exprime par l'inégalité
n+acsg2b
i.e. £(X,Y,Z) £ 0, avec

(14.1)  £(X,Y,Z) = b - - - a cos =
Ym /T



La droite d'équation y = 0 représente la fronti&re d'un solide
extérieur fixe S0 . L'8galitd f£(X,Y,Z) = 0 caractérise les positions
de S] dans lesquelles Ty touche cette frontig&re. Par rapport aux axes
Oxy , le point de contact a pour coordonnées (£ - a sing, 0) et les
composantes de la vitesse de la particule de Sl au contact sont

(é + én , ﬁ - 8 a gin 8) . L'espace vectoriel § s'identifie au plan

2
Oxy , quelle que soit la position du systéme ; si le mouvement est décrit
au moyen du paramétrage (X,Y¥,Z) , les composantes de O dans &2 ont
ainsi pour expression

sy L. EXL
ym VI /m

(on vérifie que la seconde est nulle dans un mouvement 3 contact pereistant).

.

L'application lin&aire G : u+ U, de E dans 32 , a donc
pour matrice

L 0 . 5

Ym YIm
(14.3)

0 1 a . Z

— - —— sin —
- /o Y1 1 _

Vu que les bases employ&es dans E et dans 82 sont orthonormées,
1'application G* : 82 + E a pour matrice la transposée de la précédente.
A priori, G est seulement définie en cas de contact. Pour les
besoins du calcul numérique, on deit prolonger la dé&finition & des positions
telles que £(X,Y,Z) > 0 , ce qui peut se faire d'une infinit& de maniZres

le plus simple est de conserver, (14.,3) dans tous les cas ; le rang de



la matrice est toujours maximal (noter que la donn& b n'y apparait pas).
Dans 32 le céne de Ffrottement C est engendré& par deux vecteurs
(Yl , 1) et (YZ s 1) ot Y, et Y, désignent deux réels de signes
contraires. On suppose pour fixer les idées Y >0 : c'est le coefficient
de frottement pour les vitesses de glissement négatives ; alors - Y, est
le coefficient de frottement pour les vitesses de glissement positives.
Le cdne C de E est engendré par les images aj des (Yj,l) ’

k4
j=1,2, par l'application G ; composantes de aj dans E :

Y-
(14-4) J‘_ > _—l_ [ _'_Y_—_ Y. — i Sin "-z_‘ -
Ym /m Yim J VI %3

Les composantes de g = grad £ é&tant

(14.5) o, -

1 Y
- , 0 , —
7o YIm
on a
a. =-g+yvy, k .
] & TJ

La mani&re dont on a choisi de prolonger G hors du cas de contact f =0
sauvegarde donc la propriété =- g € C (le calcul numérique pourrait etre
exécuté sans cela, mais cette propriété clarifie la discussion é&ventuelle
des résultats, en cas de violation motable de la liaison).

Outre la réaction & son point de contact &ventuel avec 50 s

le solide 31 subit des forces, définies a priori comme fonctions de la
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position (et Eventuellement des vitesses) : soit R la résultante de ces
forces, de composantes Rx et Ry relativement 2 Oxy , et soit H leur
moment résultant par rapport & un axe issu de G , perpendiculaire au plan
de figure, orienté selon la convention habituelle. La forme différentielle

"travail virtuel" de ces forces s'écrit

R H
dx + -3 gy + — dz .
Ym

Y1

RxdE+Rydr|+Hdﬁ=

SN

Les composantes covariantes, notées Qi dans la théorie gén&rale, sont donc

ici les trois réels

R R
P = = , Q =< , R = B ,
7 i Y1

a définir comme fonctions de X , Y , Z (et, &ventuellement, de i » Y , Z) .
Ce qui précéde n'exclut pas le cas b» = Q@ ; alors le contact
éventuel entre Sl et Sb s'effectue par la particule A , repré@sentant
une pointe du solide S1 . En particulier, Sl peut &tre une barre
rigide admettant A pour extrémité.
L'application au pr&sent syst2me de 1l'algorithme décrit au
parag. 13 permet le traitement numérique de situations techniquement impor—
tantes : phénoménes de broutage avec cessation &ventuelle du contact {cf.
parag. 15, essai 10, ci-apré&s). La conclusion la plus importante est que,
contrairement 3 ce qu'on croit souvent, de tels broutages n'exigent pas
une variation du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement

(stick-slip), ni de chocs tangentiels de Delassus [20].
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15. COMPTES RENDUS D'ESSAIS

ESSAT 1
Les planches | et 2 illustrent la différence entre chocs
Elastiques et chocs 1nélastiques dans un cas banal. Le syst2me consiste
en une simple particule en mouvement dans un plan vertical sous l'effet
de la pesanteur. Cette particule est confinée par unme paroi sinusoldale,
de moyenne horizontale.
La planche 1 a &té& obtenue par un algorithme du type décrit
au parag. 7 , basé sur la relation (7.4) sans contrdle du bilan &nergé-
tique (de fait 1'énergie du mouvement augmente l&gdrement 3 chaque rebond).
La planche 2 a &té obtenue par 1l'algorithme INEL (parag. 10).
Dans les deux cas, la finesse du pas h est tout & fait superflue
pour le calcul des Episodes paraboliques (cf. 1'analyse, faite au parag. 6,
du mouvement dans un champ de forces constant) ; elle a &té adoptée pour
rendre négligeables les violations de la liaison unilaté@rale, au moment

des chocs, sans recours 2 aucune proc&dure de correction de violation.

ESSATI 2

La planche 3 (en haut) illustre l'emploi de l1'algorithme ELAST
pour le calcul d'un mouvement pendulaire. Une particule de masse 1 ,
mobile dans le plan Oxy est soumise au champ de forces uniforme de
composantes (0;8) (un champ de pesanteur, si on veut, ici dirigé dans
le sens des y positifs). Elle est astreinte & la liaison unilatérale

sans frottement de condition géométrique



X +yl-120y<Q.

On a donc comme fronti8re de la région permise L 1le cercle de ceatre
(0;-60) , de rayon 60 , partiellement tracé&. La position initiale

est (0:;0) , la vitesse initiale (25;0) d'oll, comme solution exacte,

un mouvement pendulaire sans cessation du contact car 1'€longation angu~
laire maximale n'atteint pas -% (pour 1'étude du pendule unilatéral ——
ou de fagon €quivalente pendule suspendu par un fil inextensible parfaite-
ment souple —— voir, par exemple, [24] wvol. 2, parag. 6.4.d) .

La période d'oscillation est de 1'ordre de 19,5 . On a pris
un pas h = 0,1 ; 1la trajectoire calcul&e par 1'algorithme ELAST est
cotée pour les valeurs entidres de t . A la précision du traceur, elle
est presque indiscernable de 1'arc de cercle correspondant 3 la solution
exacte. Des comparaisons numériques de trajectoires et d'horaires pour
un systéme du méme type font 1l'objet de l'essai 4 ci-apras.

L'objet du présent essai est de faire ressortir la supériorité
de 1'algorithme ELAST sur un quelconque algorithme de "billard" basé
sur la loi de ré&flexion {(7.4) sans souci d'é#quilibrer le bilan &nergé-
tique de chague pas. Le tracé& du bas de la planche 3 est obtenu par
ce dernier type d'algorithme, avec les mémes données et le méme pas que
le tracé du haut. Les oscillations parasites divergentes rendent le
calcul inutilisable, encore que la dure et l'amplitude de la premiére
oscillation pendulaire, si on examine seulement le mouvement d'ensemble,
sont assez bien obtenues. Le bilan &nergétique &tant positif, les oscil-
lations pendulaires successives de ce mouvement d'ensemble ont des ampli-

tudes l&gérement croissantes.
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ESSAT 3

En illustration de la remarque fimale du parag. 7 , un coefficient
d'anticipation du cdne tangent, soit Av , est introduit dans 1'alporithme
ELAST, pour traiter (planche 4) le méme exemple que dans 1'essai précédent.
Une valeur négative de Av s soit =0,5 (tracé du haut) entraine une
viclation réguli&rement croissante de la liaison unilatdrale. Une valeur
positive, soit 0,5 (trac& du bas) produit des incursions incorrectes
dans la région L , bien que le bilan énergétique soit &quilibré&.

L'objet de l'essal & qui vient sera de contrdler que, pour
des problémes de cette sorte, la valeur Ay = 0 est trés précisément

optimale.

ESSAIL 4

Le tableau de la planche 5 est r&alisé@ par um programme
appliquant divers algorithmes 3 un probléme de méme sorte que tout &
1'heure. Dang le plan Oxy , une particule est soumise au champ de
forces uniforme de composantes (03;-1000) . Elle est confinée sans frot-
tement dans la région limitfe par le cercle de centre (0;0) , de
rayon 40 . La position initiale est le point (03;-40) du cezrcle
frontiére ; la vitesse initiale (v,0) est tangente 3 ce cercle. Si ]vl
ne dépasse pas un certain seuil, la solution exacte est, comme dans
1'essai 2, un mouvement oscillatoire & contact persistant . Si |v]
dépasse un autre seuil, le mouvement est révolutif, encore avec contact
persistant, parce que la “force centrifuge" se trouve suffisante, méme
en position haute, pour contrebalancer la pesanteur (et maintenir le Ffil

tendu, si on visualise le systéme comme un pendule proprement dit). C'est



cette dernigre situation qui est traitée.

En colonne 1 sont indiquées les valeurs considérées du temps
de 0,1 en 0,1 jusqu'a t =1, ce qui correspond & un peu moins
de deux révolutions. En dessous, dans la méme colonne, figure la valeur
correspondante précise de l'angle 8 , compté 2 partir de la position
initiale ; c'est la solution pour la vitesse angulaire initiale choisie

de 1'équation différentielle classique
(15.1) 8§ = - 25 sin 6

calculée par une m8thode de Runge—-Kutta d'ordre &4 , surabondamment
précise. Tous les calculs de cet essai sont faits en double précision
(16 chiffres) avec le méme pas de temps 0,005 .

En regard de chacune des 11 wvaleurs du temps apparaissent, 3
la colonne 2, 6 valeurs estimées de 1'angle 8 . La premidre est
obtenue en traitant 1'&quation différemtielle (i5.1) , c'est 3 dire

le systéme

de _ dw _ _ .
(15.2) il . i 25 gin B

par un algorithme de la forme définie au parag. 6 . Compte tenu des procé-
dures d'entrée et de sortie dé&crites audit paragraphe, equ. (6.13) 3

(6.17) , cet algoritlime “d'ordre 3/2" peut s'écrire

= 1

%4 =9 tzbhy
Wiep =Wy *RQG D
i+l i+] 2 i+l



ol Q est ici la fonction & — - 25 sin 6

L'algorithme ELAST est par ailleurs appliqué au mouvement
de la particule dans le plan Oxy , confinfe unilatéralement par la
paroi circulaire, avec les 5 valeurs suivantes de Av , coefficient
d'anticipation du céne tangent : - 0,02 ; - 0,01 ; 0 ; 0,01 ; 0,02 .
Des coordonnées x et y calculfes, on a tiré l'angle 6 , d'ol
5 valeurs list8es en dessous de celle fournie par 1'algorithme unidimen-
sionnel d'ordre 3/2 .

On voit que la meilleure approximation est obtenue avec AV =0
et qu'elle est presque aussi bonne que celle du calcul unidimensiomnel
(effectué, rappelons—-le, avec le méme pas h)

Mais c'est 3 1'&gard du respect de la liaison que l'optimalité
de la valeur Av = 0 est la plus pointue. La colonné 3 affiche les
valeurs de la violation, &valuée en millioniémes du rayon du cercle,

c'est & dire
108, (vatey? - 40)/40 .

Les viclations positives correspendent au passage du point (x,y) dans
la région interdite ; les vicolations négatives 3 des cessations du contact.
En bas du tableau sont donnZes la moyenne des valeurs absolues
et la moyenne guadratigue de cette violation, sur la totalité des pas.
La derniére colonne, prévue dans le programme pour l'étude de
1'algorithme INEL (cf. essai 5 , ci-apr@&s) affiche la variation de
1'énergie totale du syst&me : par construction elle est ici nulle, 2

1'arrondi d'affichage pras.
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En conclusion, avec ce pas de 0,005 (1l'intervalle d'affichage
0,1 correspond donc & 20 pas) l'algorithme ELAST apparait tré&s bon. Au
temps 1 , la rotation totale atteint presque deux r&volutions ; la
valeur précise de © est 11,88258 ; 1'algorithme ELAST, avec Av =0,
donne 11 , 88134 ; dans 1'ensemble des valeurs affichées, 1'erreur de

trajectoire atteint au plus 3/10.000 du rayon du cercle.

ESSAT 5

La planche 6 traite le méme probléme que dans l'essai précé&dent,
avec les mémes conditions initiales et le méme pas de discrétisationm,
mais par 1'algorithme INEL.

On n'affiche plus les résultats de 1'algorithme unidimensiomnel
d'ordre 3/2 ; la colonne 2 fait seulement apparaitre les valeurs de 6
résultant du calcul bidimensionnel par 1'algorithme INEL, avec les 5

0,5 ;

-y

valeurs suivantes du coefficient d'anticipation Av : 0,3 ; 0,4
0,6 ; 0,7 .

La colonne 3 affiche la violation : résultats encore plus satis~—
faisants que pour 1'algorithme ELAST. L'optimum correspond 2 Ay = 0,5
(beaucoup moins pointu toutefois que l'optimum Av = 0 obtenu précédemment
pour ELAST puisque, dans l'essai 4, les valeurs de AV gtaient testées
3 intervalle 0,01).

La colonme 4 fait ressortir la chute d'énergie associée 2 1la
discrétisation, d&faut majeur de l'algorithme INEL. Apr2s une ré&volutionm,
cette chute d'énergie approche 20 Z de 1'Energie cinétique initiale. Elle
est d'autant plus grande que Ay est plus grand, et les valeurs de Av

supérieures @ 0,5 paraissent particuli2rement nocives.
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Cette chute d'Energie est naturellement corré&lative de valeurs
trop faibles pour la vitesse ; en cons&quence les valeurs de ©&(t) affi-
chées dans la colonne 2 sont en retard sur la valeur précise donnée
colonme | . C'est malgré tout avec AV = 0,5 que le retard est le moins
grand ; alors pour t = 0,5 (soit un peu moins d'une ré&veolution) on

trouve 6 = 5,275 contre une valeur précise de 5,%939.

ESSAT 6

La planche 7 est produite par l'algorithme INEL appliqué au
probléme suivant : une particule est lancée dans le champ de la pesanteur
{composantes : 0;0;-981) avec les conditions initiales affichées. Aprés
un Episode de mouvement parabolique la particule rencontre la paroi interne

d'un vase conique de révolution d'axe vertical, imposant la condition
9xZ + 992 - 422 < 0

Le choc &tant suppos@ inélastique, le mouvement cons&cutif a lieu, sans
frottement par hypothése, au contact de la parei. Que, sur la projection
verticale, . la trajectoire apparaisse tangente au contour apparent du cbne,
atteste que, 3 la précision du traceur, le calcul n'engendre ni violation
de la liaison ni cessation de contact.

Cet &pisode se poursuit jusqu'd ce que la particule atteigne
le bord du vase (critdre =z > 45 , &quivalent ici 3 x2 + y2 = 9500) .
Un nouvel épisode de mouvement parabolique, dans le champ de la pesanteur,
fait alors suite, puils la particule rencontre le plan z = 0 avec, 3

nouveau, un choc inélastique sans frottement ; ce choc conserve la compo-

sante horizontale de la vitesse, de sorte que la discontinuité est
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invisible en projection horizontale.

ESSAL 7
La planche 8 montre, toujours sur deux projections, un autre
mouvement de particule dans le méme champ de pesanteur que ci-dessus.

Une paroi rigide sph&rique impose la condition

x2+y2+22<452.

Avec les conditions initiales affichées, le mouvement débute
par un Episode parabolique. Un choc in&lastique se produit um peu avant
1'instant t = 0,1 (marque 1) suivi d'une phase de mouvement sans
frottement contre la paroi sph&rique. Un peu aprés t = 0,2 1la "force
centrifuge" n'est plus suffisante pour contrebalancer la pesanteur et
le contact cesse. Le mouvement parabolique qui fait suite se termine
un peu aprds t = 0,6 par un choc inélastique. Le mouvement se poursuit,
désormais sans perte de contact, par les oscillatioms classiques du
pendule sphérique ; on arréte le tracé 2 t = 2,5 .

Classiquement, les oscillations du pendule sph@rique ont toutes
la méme altitude maximale. La dissipation de l'algorithme INEL fait que
le deuxiéme lobe tracé monte un peu moins haut que le premier.

La planche 9 reprend le méme problZme, avec un pas de discré-
tisation deux fois et demie plus petit. La perte d'#nergie est nettement
moins grande, mais encore visible. La comparaison des deux planches permet
d'estimer de combien cette amélioration de la précision modifie la tra-

jectoire et 1l'horaire.
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ESSATI 8
La planche 10 est obtenue par l'algorithme INEL, appliqué i
un systéme de liberté 3 , avec deux liaisons unilatérales.
Le syst@me est une barre rectiligne AB de longueur 50 ,
en mouvement dans un plan vertical, soumise au champ de pesanteur (0;-981).
Cette barre n'est pas supposée homogdne ; la position du centre
d'inertie et le rayon de giration k sont affichés.
La barre est confinée par le cercle rigide de centre 0 , de
rayon T = 45 , ce qui &quivaut 3 dire que ses deux extrémités A et B
sont astreintes l'une et 1l'autre 3 ce confinement. En notant GA = a ,
GB = b et en prenant comme variables les coordonnées (x,y) de G
ainsi que 1'angle (Ox,zﬁ) =6 , l'ensemble des positions permises est

caractérisé par les deux inégalitZs

x2 + yz + 2bx cos f + 2by sin & + b2 - r2=< 0

x2 + yz - 2ax cos 6 — 2ay sin g + az - r2=< 0.

Si on remplace la variable 6 par k8 , noté =z , 1'expression de
1'énergie cin@tique se trouve la méme que si x , y , z &talent les
coordonnées orthonormées d'un point d'un espace euclidien, d'ol program-
mation facile de 1'algorithme INEL.

Le dessin distingue les deux extrémit8s par les marques + et x .
Les positions, tracées tous les 5 pas, sont numérotfes consécutivement.
Les données initiales fournissent un épisode avec conservation des deux
contacts. Das la position 2 , on voit l'extrémité A perdre le contact.

A la position 6 1'extrémité B s’'est aussi détachée, d'oli un épisode
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de chute libre de la barre, avec la vitesse de rotation acquise. A la
position 12 , 1'extr@mité A a retrouvé le contact, par un choc inélas-
tique. A la position 21 (numéro non affiché pour éviter d'encombrer
le dessin), l'extrémité B 2 son tour 2 heurté in&lastiquement la
frontiére. Le mouvement qui fait suite, avec conservation des deux contacts,
‘est pendulaire de liberté 1.

La discr&tisation assez grossiére doit entrainer une dissipation
numérique notable. Par contre, aucune violation des liaisons unilatérales
n'est visible, grice & la procédure de correction de violation exposée

parag. 10, Remarque 2.

ESSAI 9

Les planches 11 & 13 représentent des mouvements d'un point M
{un petit objet, non susceptible de rouler ni de basculer) reposant uni-
latdralement, avec frottement isotrope, sur une table vibrante plane. Unité&s
physiques : centimétre, seconde ; pesanteur : 981.

Le calcul est fait par la méthode du parag. 12 ; 1'usage d'un
repére lié 3 la table (0x,0y dans le plan de la table ; c6té permis :
z # 0) permet de traiter celle-ci comme une paroi fixe, moyennant &criture
d'une force d'inertie d'entrainement, d'une force de Coriolis et d'une
variation de direction de la pesanteur.

La planche 11 montre le cas d'une table animée d'un mouvement
de translation circulaire uniforme dans un plan horizontal fixe. Ici, la
composante normale de la r&action est constante ; une &tude &lémentaire [38]
montre que le mouvement de M par rapport & la table est asymptote & un

mouvement circulaire uniforme ; le calcul du rayon est en excellent accord.
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Dans la planche 12 1la table, au voisinage d'ume position
moyenne horizontale, présente une oscillation de rotation de petite
amplitude autour de la droite issue de O dans la direction (0,-1,1) .
Sont tracdes, chacune sur la durée de 15 oscillations, les trajectoires
correspondant & 12 positions initiales équidistantes, alignées entre
(1.5, =12, 0) et (1.5, -1, 0) . Au voisinage de 0 s'Btend une plage
de repos. Au del3, les trajectoires sont approximativement circulaires ;
elles aboutiraient toutes, pour t assez grand, sur la demi~droite =x=0 ,
y > 0 ; au contraire, la demi-droite x =0 , y < 0 est une ligne de
répulsion. Le mouvement est, en gros, d'autant plus rapide qu'on s'&loigne
de x =0 ; pour un é€loignement suffisant, chaque oscillation comporte
une cessation de contact, visible en projection sur yOz .

La planche 13 montre une situation usuelle dans les transporteurs
industriels. Oy et 0z restent dans un plan fixe ; le peint 0 oscille
sur un segment de droite horizontal tandis que le point A (0, 50, 0)
est contraint (par un excentrique) 2 un mouvement circulaire umiforme,
de rayon 0.5 . La direction de Oy présente ainsi une oscillationm,
de demi-amplitude 0.0l radian, au voisinage d'une position horizentale.
Pour obtenir des trajectoires qui se déploient dans.la direction des =x
on suppose Ox incliné de 13° sur 1'horizontale. Les trajectoires,
chacune sur une dur&e de 50 oscillations, sont dessinées pour 10
positions initiales &quidistantes align€es sur Oy entre y =5 et
y = 130 . Des valeurs initiales négatives donneraient des tracés symétriques.

Le dessin du haut correspond % une rotation de 1'excentrique

dans le sens n&gatif autour de l'axe Ox (i.e. le sens des aiguilles
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d'une montre dans le plan y0Qz tel que figuré&). L'axe Ox est une ligne

d'attraction ; une autre ligne d'attraction, un peu brouilld par le

caractére légérement chaotique des mouvements & cessation de contact est

visible vers y = 103 . Un dessin 3 plus petite &chelle montrerait d'autres

bandes d'attractions paralléles, d'autant plus floues qu'on s'&loigne de Ox .
Le dessin du bas correspond au sens de rotation opposé ; l'axe

Ox devient ligne de répulsion ; une ligne d'attraction apparait vers

x = 70 ; d'autres bandes parall&les plus floues existent en dehors du

champ représenté.

ESSAT 10

Le systéme décrit au parag. l4 est utilisé& pour modéliser le
broutage d'un solide astreint par un entrainement Elastique 3 se mouvoir
contre une paroi plane, ave¢ frottement au contact.

Dans ce but, les forces actives sont sp&cififes comme suit.
Un point D du solide, de coordonnfes DX,DY relativement aux axes
Gx;y, , est rappelé Elastiquement vers un point qui d&crit unme droite
paralldle 2 Ox d'un mouvement uniforme impos& (vitesse VR = 30) .
Les coordonnées de ce centre de rappel relativement 4 Oxy ont donc
ia forme XR = (VR)t + const, YR = const. Le rappel ob&it & une loi
linéaire avec une raideur RY = 2000 dans la direction des y , dix
fois plus forte que la raideur RX = 200 dans la direction des x .
En outre est appliqué un coupfe de rappel CR , négatif donc induisant
plus ou moins le solide & buter contre la paroi y = 0 . Seule la valeur
de ce couple distingue les divers essais que voici.

Le rayon de giration @I est fixé 3 1. Sont affichées les
valeurs initiales des coordonnées X et Y de G, les composantes U,
V de sa vitesse, la valeur initiale de & (not& TH) et la vitesse angu-

laire initiale 8 (noté OM) .
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Le solide est montré& dans sa position initiale. Ensuite le
traceur dessine seulement, 3 des intervalles de temps spécifiés, la posi-
tion d'un segment d'origine A (centre du contour circulaire) dirigé
selon Gyl , de longueur conventionnellement choisie. Le point A se
trouve dans la région y-b @ 0 ; qu'il atteigpe la frontidre y-b = 0
signale que le profil circulaire du sclide est en contact avec la paroi
y=0.

La planche 14 correspond & CR = -700 (la plus grande en
valeur absolue des valeurs considérées ; pour CR = -800 le solide
s'arcboute et bascule vers des positions 8 6 négatif). Le mouvement
de régime manifeste un contact permanent entre le solide et la paroi y =0 .
On constate une oscillation angulaire superposée 34 une variation, 2
péricde plus longue, du d&calage entre G et le centre de rappel. La
"trajectoire relative" de G , montr&e @ la partie inférieure est
celle du point de coordonnfes X~XR,Y . Elle exhibe l'aspect typique
d'un mouvement "doublement p&riodique" (c'est certainement la projection,
sur le plan de ces deux variables, d'une trajectoire qui, dans 1l'espace
des 6 variables X-XR , Y, Z , U, V, W, s'enroule sur un "tore &
deux dimensions").

La planche !5 montre un r&gime d'oscillation pour CR = -200 .
Cette fois, le contact entre le solide et la paroi est 8pisodique ; on
réalise un mouvement de ce type en guidant 3 la main, sous un angle
convenable, un biton de craie contre un tableau noir : la craie trace

un pointilla.
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Le deuxiéme graphique montre 1'&volution, en fonction du temps,
de la composante en x du vecteur vitesse de la particule Ml du profil
circulaire qui, 3 1'instant en cause présente l'ordonnée minimale. Dans
un &pisode de contact, cette composante constituerait la vitesse de glis-—
sement du solide sur la paroi. A 1'instant ol le solide reprend contact
avec la paroci, la composante en question a la valeur -14 environ et passe
brusquement & z&ro.

Le graphique du bas explicite la situation en montrant la
trajectoire d'un point ayant pour coordonnes les deux composantes de
la vitesse de M, . Le segment rectiligne correspond en fait a la discon-
tinuité que manifeste cette vitesse 3 l'instant du choc du solide contre
la paroi. Comme prévu, puisque les chocs sont inélastiques, la composante
en y de la vitesse tombe aussl 3 zéro & cet instant ; elle croit ensuite,
montrant que le contact cesse aussitdt apré&s le choc. A la précision du
traceur, la courbe est fermée, ce qui confirme le caractére périodique
du mouvement (pour plus de pr&cision, cette dernigre courbe a &t& calculZe
avec un pas 0,0005 , au lieu de 0,001 pour les deux tracés du haut).

Enfin la planche 16 (entiZrement calculée au pas 0,0005) concerne
le cas CR = -100. On obtient un régime périodique plus compliqué que
le précédent, ol alternent deux formes différentes d'épisode sans contact.
En bas est tracée, comme dans la planche 15 , la trajectoire d'un point
ayant pour coordonnées les composantes de la vitesse de Ml . Deux
segments rectilignes marquent les deux types de choc du solide contre la
paroi. L'un de ces chocs est immédiatement suivi de décollement. L'autre

est suivi d'un &pisode de glissement (segment horizontal de la courbe).
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A la différence du cas CR = =200 , la composante horizontale de la
vitesse de M, ne s'annule jamais. Le tr@s léger défaut de fermeture de
la courbe peut #tre attribu@ aux aléas de 1'algorithme et aussi 3 ce que
le régime n'est pas encore exactement atteint.

La valeur CR = =50 a &galement &té essay@e : elle fournit um

mouvement avec chocs erratiques contre la paroi, sans structure temporelle

apparente.
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PAS P.@B2 ;TOTAL 65@ iMARQUE TOUS LES 58

P= @ ,8= 8 »R=-S81
W= 45 sY= 25 »2= 70
==178 ,U=-38 ;U= 60

11

413
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PAS ©.0805 ;TOTAL 589 :MARQUE TOUS LES 20

P= @ Q= B ,R=-381{
X=-20 Y= 18 ,Z2=-30
=~258 U= B U= 386

"= Planche 8§ -
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PAS ©.002 ;TOTAL 1250 :MAREUE TOUS LES 5@
P= 0 »Q= @ >R=-381

X=—20 Y= 1@ ,Z2=-3@
U=-258 ,VU= @ U= 380
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GA= 37.5 6GB= 12.5

Raron de siration: 21.65

Position initiale de G:

X= 35.72 VY=-16.7431

Ansle init.: 4.59648 radlian
Uit.init.de G: ’

U= 121.734 U= 263. 301
Ult.anaulaire init.: /.26948 rad-ss
. Pas: P.01 ;trace tous les 5 ras

A:marsue Bimaraue x

- Planche 10 -
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Coeff.de frott.statique: .6 jcoet.de fratt.dynasique! .4
Pesanteur: 0 0 L

Frequence @ 3, 183099 hertz
Vibration de 1’origine:

vecteur en COS 5 0 0
V_:ﬁt%gur En SIN i 0 5 0
10ratlon de rotation:

Vecteur en Slﬁ 0 . 0 0

= Planche 11
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TABNULT
Coetf.frott.dynasique .4 § coeff.frott.statique .4
Pesanteur: 0 0 | -981

Frequence : 10 hert: ( 25 pas par piriode; J imitial: &)
Vigggtlun de-l'origine Iavange dg pthE sur 1a vib.de rotatipn: 0 rad):
vecteur en (DS " 0 0 0
_vecteur en SIN 0 ¢ ) 0
Vibration de rotation (deai-asplitude de rotatiom: 0.057 rad),
vecteur en S - o

Positions initiales: (noabre de courdes 12 }
Hil= 1.5 Yi1}=-12
I 21= 1.3 12 )=-11
I3 )=1.5 {3 )=-10
I 4)=1.3 Y{ 4 )=-9
M 5)=13 ¥i5)=-8
11 6 )= 1.3 Y( 4 )=-7
17113 Y( 7 )=-h
8 )=13 Y( 8 1=-5
i 91=1.3 Y(9)=-4
H1)=1.73 Y( 10 )=-3
¥ t)= 1.5 ¥{ 11 )=-2
X012 )= 1.3 Yl §2)=-1 )
Transitoire non tracé: O périodes; trajectoire tracter 13 périodes
Domaine représenté:
Entervalle an X = (-4,292476 , fO.ZZlBJ }
uﬂ%ggerv:l ﬁ_en Y= I;lﬁ.?}ﬂ#! 3 ._5.2512911 I
-tes graphique our ! ; pour 7 .
Ziro es'l £°31.5 an en destous g pord sy érieur.
Z&rp des 14 10 ma en dessous du bord supérieur.

- Planche 12 -
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voak s iataltty

Coeff. fratt.dynasique .4 ; coeff.fratt.statique .4
Pesinteur: 120,477 0 -955. 8571

Frequence ¢ 10 hertz ( 50 pas par période; J ipitial: 0 )
Vihggtinn de 1’origine tavange dg phgse syr 1a vib.de rotation: 0 rad):
vecteur en CO5 ~ 0 *.3 0
yecteur en SIN D . 0 ) 0
Vibration de rotation {demi-amplitude de rotation: 0.010 rad).
vecteur en 5IN .01 0 o

- Planche 13 -
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Coeff.frottr. 8.5 .a=-1.732@5 b= 1 ;G]l= 1 ,DX= 0 ,D¥Y= 1.6

YR= 2.7 sUR= 30 (CR=-700 ;RX= 280 ,RY= 20@0

X= ,343836 ,¥Y= 2.15387 iTH= .841468 U= 41.3281 :VU=-4.9483 ,0r= 3.858283
H= 8.0872 ;trace itous les 4 pPas. Unite graphique: 1@ mm

Y

TRAJECTOIRE RELATIVE DE G. Unite:6@ mm

- Planche l4& -
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Coeff.frott. 0.5 .a=-1.73205 ,b=1 ,GI=1 ,DX= 0 ,D¥Y= 1,6

YR= 2.7 ;UR= 38 ,CR=-200 ;RX= 208 ,RY= 200Q

X=1.8867 ,¥Y= 2.16282 ,TH= .B8402773 ;U= 2B.4148 ,U= 13,0379 ,0M=-/.21756
H= 8.081 ;trace tous les 8 pPas. Unite sraphiaue: 10 mm

COMPOSANTE HORIZONTALE DE LA VITESSE DU PODINT LE PLUS BAS. Unltie @.5 mm.

UECTEUR UITESSE DU POINT LE PLUS BAS. Unite: lmm.
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.oeff.frott. 8.5 .a=-1.23205 b= 1 ,G]l= 1 ,DX= @ ,D¥= 1.6

YR= 2.7 ,UR= 38 ,CR=-108 ,RX= 200 ,RY= 2000

= 1.14612 :¥Y= 2.13286 ,TH= .886816 ;U= 27.5273 ;U= 6.34B44 ,0M=-,534203
1= 9.080085 ;titrace tous les 15 pas. Unite sraphigue: 10 mm

UECTEUR UITESSE DU POINT LE PLUS BAS. Unlte 2mm,

- Planche 16 -





