
反应扩散系统，模拟对抗疟药的耐药性扩散
 2（2005）227 238 

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01383648

Henri Varagnat⼤街32号，法国
93143 Bondy Cedex nicolas.bacaer@ird.fr

疟疾实验室  
BP 1386，达喀尔，塞内加尔

Cheikh.Sokhna@ird.sn

摘要

我们正在开发⼀个数学模型，该模型表⽰对抗疟药的耐药性扩散。只有在抗药性寄⽣⾍的重现性⼤于易感性寄⽣⾍的重现性时，抗药性才
能扩散，这取决于使⽤抗疟疾药物治疗的感染⼈群的⽐例。经过线性研究和数值模拟，我们推测出电阻传播速度的表达式。它取决于两种
繁殖⼒的⽐率，蚊⼦的扩散系数，感染抗药性寄⽣⾍的蚊⼦的死亡率以及感染抗药性寄⽣⾍的未免疫⼈员的治愈率。

1.简介

    疟疾是⼀种被蚊⼦叮咬传播给⼈类的寄⽣⾍病。每年有⼏亿疟疾病例，造成约200万⼈死亡。可以通过使⽤抗疟疾药物来预防死亡，但近
⼏⼗年来其有效性已⼤⼤下降。实际上，具有特定抗药性基因的寄⽣⾍可以存活下来。由于这种选择性优势以及⼈类和蚊⼦的活动能⼒，
基因可以在⼤范围的⼈群中传播。（Anderson and May，1991，p。608）因此显⽰了对氯喹（最⼴泛使⽤的抗疟药）的耐药性分布图，从
1960年代初到1980年代后期在南美，东南亚和⾮洲。耐药性的增加导致死亡率的⼤幅增加（Trape等，1998）。在⼀些对氯喹具有⾼抗药性
的地区，卫⽣⼯作者使⽤了替代药物，如磺胺多⾟-⼄胺嘧啶。但是对这些新药的耐药性也已经出现（Bloland，2001）。⽤传统中草药⽣产
的⻘蒿素衍⽣物⽬前似乎是在未来⼏年内有效的唯⼀抗疟药。公共卫⽣部门需要找到 ⽤有效但价格昂贵的药物代替⽆效药物的钱。还必须
避免或⾄少延迟新电阻的出现。

    从理论上讲，新抗疟药的引⼊可以看作是对复杂动态系统进⾏最佳控制的问题。该系统包括⼈类，蚊⼦，易感寄⽣⾍和抗药性寄⽣⾍。
还存在诸如药物价格和抗击疟疾预算等经济限制。控制可以是可变的，例如⽤新药治疗的疟疾病例的百分⽐。对这些不同成分进⾏建模可
以帮助为疟疾流⾏国家的公共卫⽣当局提供建议的⼈们。（Aneke，2002； Koella和Antia，2003）已经建⽴了抗药性疟疾的流⾏病学模型。
（Laxminarayan，2003）研究了经济约束。但是，这些⽂章中使⽤的模型不包含空间维度，或仅以通过迁移链接的两个不相交区域的形式存
在（Koella和Antia，2003年）。

    本⽂提出了⼀种在空间上不均匀的种群中传播抗药性的模型，但忽略了经济⽅⾯的问题。该模型⾸先从⼀些抗性寄⽣⾍开始，这些寄⽣
⾍已由男性引⼊某个区域，但随后认为该区域不易迁移。它着重研究由于蚊⼦的移动⽽引起的抗药性扩散，蚊⼦⼀⽣可以探索⼏平⽅公
⾥。由于⼤多数叮咬发⽣在晚上，即疟疾传播媒介的雌性按蚊蚊⼦的活动时期，并且由于⼈们通常每晚晚上都在同⼀地⽅睡觉，因此⼈们
的活动能⼒被忽略不计。当然，抵抗的传播涉及⼏种现象。在模型中找到了⼀些。为了对数学模型进⾏数学分析，省略了其他模型，例
如，寄⽣⾍的有性繁殖的遗传学（Hastings，2001）或⼈群的遗传变异（Feng等，2004）。

    该模型是偏微分⽅程组。假设蚊⼦的飞⾏遵循布朗运动，因此经典的扩散项出现在控制蚊⼦密度的⽅程中。由于术语“反应”代表疾病的传
播，因此该模型是⾮线性的。该模型因此属于反应扩散系统家族。这些系统已经在⽣物数学领域中进⾏了⼤量研究。第⼀批作品可以追溯
到Ronald A. Fisher（1937），他已经对有利基因的传播产⽣了兴趣。在这项开创性⼯作之后，该学科发展了很多，它使⽤了更复杂的数学⼯
具（Smoller，1981年），更复杂的模型以及新的领域。应⽤，例如形态发⽣或流⾏病的地理分布（例如⿏疫和狂⽝病）（Murray，
1989）。但是，似乎这种类型的模型尚未⽤于抗疟药耐药性的传播。（Ruan和Xiao，2004年）研究了⽆差异的疟疾流⾏病传播的整体-差分
系统。

    我们的反应扩散⽅程系统具有渐进波作为解，这类似于对抗疟药（氯喹，磺胺多⾟-⼄胺嘧啶或其他）的抗性在地理上的分布。本⽂的主
要⽬的是找到传播速度的表达式。然后，我们可以看到该表达式如何依赖于模型的参数，因为其中⼀些参数可以通过决策进⾏修改，例如
使⽤抗疟疾药物治疗的⼈的⽐例f。结果给出了定性众所周知的事实的定量表⽰，即速度是f的递增函数。

    希望该表达将更好地理解最佳控制的更复杂问题，即找到耐药⽔平，在该⽔平以上应将价廉但部分⽆效的药物换成较贵但有效的药物。
这个问题具有更实际的意义，并存在争议（Attaran等，2004）。

    第2节介绍了模型。我们在第3节中研究了平衡状态及其稳定性。在第4节中，我们将系统线性化，并获得了表⽰对抗疟药耐药性传播的⾏
波速度的表达式。该表达式仅在“线性猜想”正确的情况下才有效（Weinberger等，2002； Lewis等，2002）。数值模拟似乎证实了这个猜想
对我们模型的有效性。结果将在第5节中讨论。从数学⾓度来看，该样式保持⾮正式且更接近（Murray，1989）中使⽤的样式。希望将来的
⼯作将填补证据中的空⽩。
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2.模型

    有两个⾃变量：时间t和⼀维空间变量x。缩⼩为⼀维意味着⼈们对平⾯波沿⼀个⽅向的传播很感兴趣。未知数是：

 ：未免疫和未感染⼈群的⽐例；
 ：易感染寄⽣⾍感染的⾮免疫⼈群的⽐例；
 ：感染抗药性寄⽣⾍的未免疫⼈员的⽐例；
 ：已免疫但未感染的⼈⼝⽐例；
 ：接受免疫和感染的⼈⼝⽐例；
 ：未感染蚊⼦的⽐例；
 ：易感染寄⽣⾍的蚊⼦所占⽐例；
 ：被抗药性寄⽣⾍感染的蚊⼦⽐例。

⼈的密度P和蚊⼦的密度 m是t和x的独⽴常数。该模型的主要参数是f，即接受抗疟疾药物治疗的未免疫⼈群的⽐例。让我们强调⼀下这种隔
间模型的⼀些简化假设：

免疫⼒存在或不存在（⽽不是逐步的过程），并提供了针对疟疾的全⾯保护（⽽⾮部分保护）。
只有因疟疾⽽⽣病的⼈（因此⽆法免疫和感染）才能服⽤抗疟药；当然，这是⼀个相当简单的假设，因为疟疾的⾮特异性症状常常导
致居住在地⽅性疟疾地区的⼈们服⽤抗疟药，即使他们的疾病不是由疟疾引起的。
⼈和蚊⼦可以感染易感性或耐药性寄⽣⾍，但不能同时感染。

这些假设的结果是，没有必要在模型中区分被敏感寄⽣⾍感染的免疫接种者和被耐药寄⽣⾍感染的免疫接种者。关于⼈类及其与寄⽣⾍的
相互作⽤，请注意

 ：未免疫和感染者获得免疫的⽐率；
 ：免疫和未感染者丧失免疫⼒的⽐率；
 ：未经免疫的⼈不使⽤抗疟药或感染抗药性寄⽣⾍后使⽤该药的恢复率；
 ：感染易感寄⽣⾍的未免疫⼈员使⽤该药物后的恢复速度（ ）;
 ：免疫和感染者的恢复速度（ ）;
 （分别 ）：感染了敏感的（抗药性）寄⽣⾍的⼈被传染之前的潜伏期；

 ：⼈类死亡率；
 ：未接种疫苗的受感染者中由疟疾引起的死亡率。

未免疫的易感寄⽣⾍感染者的平均治愈率为 。我们定义

关于蚊⼦及其与寄⽣⾍的相互作⽤，请注意

 ：蚊⼦的传播；
 ：感染敏感寄⽣⾍的蚊⼦的死亡率；
 ：感染抗药性寄⽣⾍的蚊⼦的死亡率；
 （分别 ）：潜伏期，之后才容易受到蚊⼦中易感性（抗性）寄⽣⾍的侵害。

关于⼈与蚊⼦之间的相互作⽤，请注意

 ：单位时间内蚊⼦的叮咬数（每⼈每单位时间的叮咬数为 ）;
 （分别 ）：传染性蚊⾍叮咬未免疫（再免疫）和未感染者的可能性导致该⼈被感染（ ）;
 ：被未感染的蚊⼦叮咬并传染给⼈的可能性，导致蚊⼦被感染。

我们定义

这些参数具有以下含义：

 （分别 ）：被敏感（具有抵抗⼒）的寄⽣⾍感染的蚊⼦叮咬感染未免疫和未感染者的可能性；
 （分别 ）：被敏感（具有抵抗⼒）的寄⽣⾍感染的蚊⾍叮咬会感染免疫和未感染者的可能性（ ， ）;
 （分别 ）：未感染的蚊⼦叮咬感染了敏感（抗性）寄⽣⾍的未免疫⼈员会导致蚊⼦感染的可能性。

此外，简化的假设是免疫和感染的⼈不能感染蚊⼦。

    该模型如图1所⽰。传输周期的许多细节已被省略。特别是省略了蚊⼦⽣命周期中的卵和幼⾍期。取⽽代之的是，假设新成年蚊⼦的孵化
可以补偿死亡率，因此成年蚊⼦的密度m是恒定的。但是，此处的⽬标是使模型⾜够简单，以便能够进⾏数学分析。
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图1.模型区室，可能的过渡（实线）和寄⽣⾍传播（虚线）。

    为了简化符号，

该模型的数学公式是⼀个偏微分⽅程组，⼀侧为⼈，

和对⽅的蚊⼦

让我们记住  和 。

3.平衡状态

    让我们⾸先研究不依赖x的平衡态 。有⼀个平凡的平衡状态

这与消除疟疾的情况相对应。它的稳定性取决于通过将（0,0,0,0,0,0,0）附近的系统线性化⽽获得的矩阵特征值的符号，即按未知数排序
，

特征值是 ，  和两个⼦矩阵的特征值

通过以下⽅法定义敏感和耐药性寄⽣⾍的重现性

平衡的琐碎状态是稳定的（所有特征值均为负）  和 。平衡的琐碎状态不稳定（⾄少⼀个特征值是正）  或者如果
。

    在这种情况下 ，还有另⼀种平衡状态。我们定义

平衡状态为
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∂J

∂t
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 是...的积极根源

和

这种平衡状态对应于所有寄⽣⾍均敏感的情况。它的稳定性取决于以下矩阵的特征值的符号，附近系统的线性化 ，

在哪⾥⽅便  和 。⼦矩阵的特征值 

也是完整矩阵的特征值

对于这种平衡状态，我们可以很容易地看到 。因此，如果 ，⼦矩阵的特征值  为正，因此稳态不稳定。

    同样，如果 ，还有另⼀种平衡状态，定义为 ， ， ， ，  和 。公式与上⾯相同，除了 
被替换为 ，  通过 和  通过 。 ， ，  和  被替换 ， ，  和 。这种平衡状态对应于所有寄⽣⾍均具有抗性的情况。
在此平衡状态附近的系统线性化表明，如果 。

    这些结果表明，如果  和 ，  如果稳定 和  如果稳定 。

    注意。在简化模型中，不考虑抗扰性（ ， ）， 我们获得

这些是（Anderson and May，1991）中的公式（14.5）和（14.6）。  是“⻨克唐纳的稳定性指数”。

4.渐进波

    当抗药性寄⽣⾍出现在某处时，由于药物的选择性压⼒，它们开始扩散。本部分的⽬的是根据参数计算传播速度。我们认为 
。平衡的琐碎状态和平衡状态  不稳定，⽽稳态 是稳定的。我们研究了不稳定均质平衡的⼩扰动（具
有紧致⽀撑）的演化 ， 以便  （要么 ）对于某个x。

    预计这种⼩的⼲扰会向各个⽅向扩散。如果只看⼀个传播⽅向，就会观察到渐进波。从数学的⾓度来看，偏微分⽅程组（1）-（2）允许
解，如果存在变量的正函数，则该解为渐进波，也称为 ， ， ， ，  和  带有符号滥⽤，并且 在波向 正x传播的情况下 ，
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和

如果我们定义这个系统，也可以写成⼀个普通的⼀阶微分⽅程组。  和 。渐进波的解对应于这个新系统的正轨道，该正系统
连接平衡状态[ ， ， ， ， ， ， ， ]和[ ， ， ， ， ， 

， ， ]。我们在后⼀种平衡状态附近线性化。我们得到矩阵

为了使轨道在此平衡状态附近为正，有必要使矩阵的特征值全部为实数。考虑⼦矩阵的特征值

这也是完整矩阵的特征值。它们是多项式的根 ，带有

    命题1。 有⼀个独特的  多项式  有双重根 。我们定义

多项式

有⼀个正根  和

    证据。我们定义

然后我们有 和

与  和 取决于参数和 v。多项式  当且仅当具有双根 。让我们重新排列此条件。我们发现它等同于 。
有⼀个正根。证明在附录中给出。

    在这种情况下 ，多项式 具有复杂的特征值，因此系统不能有⾏波。与对反应扩散系统的研究相⽐，这种情况由系统选择了最
低速度（Murray，1989），这表明：
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    推测。 ⾏波的速度是 。

    这种猜想通常被称为反应扩散系统的“线性猜想”，因为它是通过将接近平衡的偏微分⽅程的⾮线性系统线性化来实现的。其他研究
（Hosono，1998）表明，对于某些模型，该猜想仅在参数值的特定范围内是正确的。（Weinberger et al。，2002）给出了⾜以使“线性猜
想”对于合作系统有效的条件。在（Lewis等⼈，2002）中，这些条件⽤于竞争系统，可以通过将未知数转换为合作系统来进⾏竞争。

    图2显⽰了⽆量纲速度  就......⽽⾔  对于不同的值 。通过数字搜索三次多项式⽅程的根来计算速度
，画出唯⼀的正根。注意  似乎是 。⽤ ，我们得到近似表达式

该图还显⽰了偏微分⽅程⾮线性系统数值模拟的结果。我们截断空间 。我们从初始条件开始，这是⼀个阶梯函数

具有抵抗⼒的寄⽣⾍的稳定平衡 
具有敏感寄⽣⾍的不稳定平衡 。

我们正在等待⾏进稳定下来。然后⽤数字估算速度。图中的点对应于 ， ，  和 。参数的其他值与第5节
中的相同（特别是， ）。对于不同的模拟，在L = 1000 km和dx = 0.5 km的情况下使⽤相同的离散化 。当f变化时（即50、30、20和
15年之后），我们必须估算速度。在每种情况下，数值速度和猜测速度之间的差异均⼩于1％。该程序的详细信息（使⽤Scilab软件编写，
www.scilab.org）可以在www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/linearconjecture.sci中找到。

图2.⽆量纲速度  就......⽽⾔  对于两个值 ，  （如下）和 （向上）。这些点对应
于偏微分⽅程⾮线性系统的数值模拟。

    因此，仿真倾向于确认线性猜想对于我们的模型或⾄少对于包含仿真中使⽤的值的参数的某个值范围的有效性。

5.讨论

    该模型的主要特点是：

仅当抗性寄⽣⾍的重现性⼤于敏感寄⽣⾍的重现性时，抗药性才能扩散。
商

是 获得抗疟疾药物的未免疫和感染⼈群的分数f的递增函数，因为 。如果f = 0，我们有 因为抗
药性寄⽣⾍在这种药物传播之前很少见（因此才发明了这种药物）。在这种情况下 对于f = 100％，则有⼀个阈值  这样，
如果 。
电阻扩散的速率取决于⽐率 ，感染抗药性寄⽣⾍的蚊⼦的死亡率，未免疫的抗药性感染者的治愈率以及蚊⼦的扩散系数。它是

。
速度不取决于有关免疫⼈员的参数（ ， ，  和 ）。这是可以预料的，因为当寄主是被免疫的⼈时，不会对寄⽣⾍施加选择性压
⼒。
最后  不取决于传播的强度 。

    定性的结果表明，耐药性在有更好药物获取的地区传播得更快，这与实地研究⼀致。例如，在塞内加尔，⼀个⼈⼝约⼀千万的国家，每
年⼤约有⼀百万例疟疾病例，导致8000⼈死亡。1988年在⾸都达喀尔出现了对氯喹的抗药性。从那以后，它已经增加并传播了（Sokhna
等，1997； Trape等，2003）。在姆洛姆（Mlomp），氯喹的分发计划已经进⾏了多年（ ），对氯喹的抗药性出现特别快：1989年
没有抗药性，1990年为10％，1991年为51％，1997年为71％。在班达法⻄：1993年为第⼀例，1994年为12％，1995年为16％。
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    该数据可⽤于与我们的模型进⾏⽐较。表1列出了计算速度所必需的参数的数量级（忽略了死亡率）。请注意，传染性较早出现（
如在（Koella，1998）中总结的实验中所建议的那样，在被抗药性寄⽣⾍感染的男性中）。以便 如果f = 0，则感染抗药性寄⽣⾍
的蚊⼦的死亡率必须更⾼（ ）。被感染的蚊⼦的死亡率也⾼于未感染的蚊⼦（  天 ）（来⾃（Anderson和May，1991）。我们
通过以下公式估算扩散系数 其中⼤号 ≈1公⾥，该区域的半径的蚊⼦可以探索了⼀天。

表1.计算速度所需的参数估计值
设置 符号 估计

蚊⼦死亡率  天

蚊⼦死亡率  天

⾮免疫治愈率  天

⽤药治愈率  天

免疫获得率  天

蚊⼦的潜伏期 ， 10天

男性潜伏期 10天

男性潜伏期 8天

蚊⼦传播 1公⾥ /天

    根据表1的估算，我们有 。如果f = 100％，则  和 公⾥/年。如果f = 30％（塞内加尔的平均估计值（世
卫组织和联合国⼉童基⾦会，2003年）），  和 公⾥/年。因此，通过这些参数选择，电阻在f = 100％的区域传播的速
度是在f = 30％的区域 传播速度的六倍 。门槛 ，对应于 ，其阻⼒可以扩散的是17.6％，⽐89％的评估更合理（Koella和Antia，
2003年，图3）。

    最后，必须强调的是，我们的模型只是开发抗疟疾药物耐药性的现实空间模型的第⼀步。必须注意精确的数值，⽽不要忘记模型的许多
简化假设; 有些可能会在将来的⼯作中发布。另⼀个⽅向将包括城乡之间的空间不均匀性，或总⼈⼝和蚊⾍密度的时间变化。特别是对于蚊
⼦密度，没有考虑季节变化，这是塞内加尔的重要因素，塞内加尔的蚊⼦密度在很⼤程度上取决于降⾬。

补充证据

    有⼀个正根。这是根据基本计算得出的，使⽤  和  （最后⼀个不等式等于 ）。确实，如果

我们有 ， ， 和

简单的不等式显⽰，使⽤  和 ，即判别式  的  是积极的。  和  是...的根源 。然后我们有

    在这种情况下 ， 我们有 。所以我们有  和 。在这种情况下，  对于单调  与 ， 
 和  如果 。所以有⼀个单⼀的正根 。

    在这种情况下 ， 我们有 。所以我们有  和 。  仅在以下情况下更改⼀次符号 。但
，  和  如果 。所以有⼀个单⼀的正根  在这种情况下也是。
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