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resumo

Estamos desenvolvendo um modelo matematico que representa a propagacao da resisténcia a um medicamento antimalarico. A resisténcia s6 pode se espalhar se a
reprodutibilidade de parasitas resistentes for maior que a reprodutibilidade de parasitas suscetiveis, que depende da fragdo de pessoas infectadas que sao tratadas com
o medicamento antimalarico. Apds um estudo linearizado e simulagdes numéricas, conjecturamos uma expressdo para a velocidade de propagacao da resisténcia.
Depende da proporg¢ao das duas reprodutividades, do coeficiente de difusdo dos mosquitos, da mortalidade de mosquitos infectados com parasitas resistentes e da
taxa de cura de pessoas ndo imunizadas infectadas com parasitas resistentes.

1. Introducio

A malaria ¢ uma doenga parasitaria transmitida aos seres humanos pela picada de mosquitos. Existem vérias centenas de milhdes de casos de malaria a cada ano,
que causam cerca de dois milhdes de mortes. A morte pode ser evitada pelo uso de drogas antimalaricas, mas sua eficacia diminuiu significativamente nas ultimas
décadas. De fato, parasitas com genes especificos de resisténcia a medicamentos sobrevivem ao tratamento. Devido a essa vantagem seletiva e & mobilidade de seres
humanos e mosquitos, os genes podem se espalhar nas populagdes em grandes areas. (Anderson e maio de 1991, p. 608) mostra, assim, um mapa da propagagio da
resisténcia a cloroquina, a droga antimalarica mais usada, do inicio dos anos 60 ao final dos anos 80 na América do Sul, Sudeste Asiatico e Africa. O aumento da
resisténcia ¢é responsavel por um aumento consideravel na mortalidade (Trape et al., 1998). Em algumas areas com alta porcentagem de resisténcia a cloroquina, os
profissionais de saude usaram medicamentos de substituicdo como a sulphadoxina-pirimetamina; mas também surgiu resisténcia a esses novos medicamentos
(Bloland, 2001). Atualmente, os derivados da artemisinina, produzidos com uma erva tradicional chinesa, parecem ser os unicos medicamentos antimaldricos a
serem eficazes nos préximos anos. As autoridades de saude publica precisam encontrar dinheiro para substituir medicamentos ineficazes por medicamentos eficazes,
porém mais caros. Também ¢ necessario evitar ou pelo menos atrasar o aparecimento de novas resisténcias.

Do ponto de vista tedrico, a introdu¢@o de novos medicamentos antimalaricos pode ser vista como um problema de controle 6timo de um sistema dindmico
complexo. Este sistema inclui seres humanos, mosquitos, parasitas suscetiveis e parasitas resistentes. Existem também restrigdes econdmicas, como os pregos dos
medicamentos e o orgamento para o combate a malaria. O controle pode ser variavel, por exemplo, a porcentagem de casos de malaria tratados com o novo
medicamento. A modelagem desses diferentes ingredientes pode ajudar as pessoas que aconselham as autoridades de satide ptblica em paises onde a malaria €
endémica. (Aneke, 2002; Koella e Antia, 2003) ja desenvolveram modelos epidemiologicos para a malaria resistente; (Laxminarayan, 2003) estudou restri¢des
econdmicas. No entanto, os modelos utilizados nesses artigos ndo continham uma dimensao espacial, ou apenas na forma de duas zonas disjuntas ligadas por
migracgdes (Koella e Antia, 2003).

Este artigo apresenta um modelo para a disseminagao da resisténcia em populagdes espacialmente ndo homogéneas, mas deixa de lado os aspectos econdmicos. O
modelo comega com alguns parasitas resistentes que foram introduzidos em uma area pelos homens, mas depois consideram a area como fechada a migragao;
concentra-se na disseminagdo da resisténcia devido a mobilidade dos mosquitos, que podem explorar alguns quilometros quadrados durante a vida. Como a maioria
das picadas ocorre a noite, o periodo de atividade das fémeas de mosquitos anofelinos, que sdo o vetor da malaria, e como as pessoas geralmente dormem no mesmo
local todas as noites, a mobilidade humana ¢ negligenciada como primeira aproximacdo. Obviamente, a propagacdo da resisténcia envolve varios fendmenos. Alguns
sdo encontrados no modelo. Outros sdo omitidos para analisar matematicamente o modelo, por exemplo, a genética da reprodugao sexual de parasitas (Hastings,
2001) ou a variabilidade genética na populagdo humana (Feng et al., 2004).

O modelo é um sistema de equacdes diferenciais parciais. Supde-se que o voo dos mosquitos siga um movimento browniano, de modo que um termo classico de
difusdo apareca nas equagdes que governam a densidade dos mosquitos. O modelo ndo € linear por causa dos termos "reagdo" que representam a transmissao da
doenga. O modelo pertence a familia de sistemas de difusdo de reagdo. Esses sistemas tém sido muito estudados no campo da biomatematica. Os primeiros trabalhos
remontam a Ronald A. Fisher (1937), que ja estava interessado na onda de propagagdo de um gene vantajoso. O assunto se desenvolveu muito apods esse trabalho
pioneiro com ferramentas matematicas mais sofisticadas (Smoller, 1981), com modelos mais complexos e com novos campos de aplicagdo como morfogénese ou
disseminagdo geografica de epidemias como peste e raiva (Murray, 1989). No entanto, parece que esse tipo de modelo ainda nao foi utilizado para disseminar a
resisténcia a um medicamento antimalarico. (Ruan e Xiao, 2004) estuda um sistema diferencial diferencial para a propagagio de epidemias de malaria sem
resisténcia.

Nosso sistema de equagdes de reagdo-difusdo tem ondas progressivas como solugdes, que se assemelham a disseminagdo geografica da resisténcia a um
medicamento antimalarico (cloroquina, sulphadoxina-pirimetamina ou outros). O principal objetivo deste artigo é encontrar uma expressao para a velocidade de
propagagdo. Podemos entdo ver como essa expressao depende dos pardmetros do modelo, porque alguns deles podem ser modificados por decisdo, como a fragao f°
de pessoas tratadas com o medicamento antimaldrico. O resultado fornece uma expressdo quantitativa do fato qualitativamente bem conhecido de que a velocidade ¢
uma fungdo crescente de f.

Espera-se que esta expressao proporcione uma melhor compreensdo do problema mais complexo do controle 6timo, ou seja, encontrar o nivel de resisténcia acima
do qual os medicamentos baratos, mas parcialmente ineficazes, devem ser substituidos por medicamentos mais caros, porém eficazes. Esta questdo ¢ de interesse
mais pratico e esta sujeita a disputa (Attaran et al., 2004).

A se¢do 2 apresenta o modelo. Estudamos os estados de equilibrio e sua estabilidade na se¢do 3. Na sec@o 4, linearizamos o sistema e obtemos uma expressao
para a velocidade das ondas que representam a propagacéo da resisténcia aos medicamentos antimaléaricos. Essa expressdo ¢ valida apenas se a "conjectura linear"
estiver correta (Weinberger et al., 2002; Lewis et al., 2002). Simulagdes numéricas parecem confirmar a validade dessa conjectura para o nosso modelo; os
resultados sdo discutidos na se¢@o 5. Do ponto de vista matematico, o estilo permanece informal e mais proximo do usado em (Murray, 1989). Felizmente, trabalhos
futuros preencherdo as lacunas das evidéncias.

2. O modelo


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01383648

Existem duas variaveis independentes: tempo fe uma variavel espacial unidimensional x . Redugdo para uma dimensdo significa que alguém esta interessado na
propagacdo de ondas planas ao longo de uma diregdo. As incognitas sdo:

e S(t,z) : proporgdo de pessoas ndo imunizadas e ndo infectadas;

, &) : propor¢do de pessoas ndo imunes infectadas com parasitas suscetiveis;

,x) : propor¢do de pessoas ndo imunizadas que estdo infectadas com parasitas resistentes;
(t,z) : propor¢do de pessoas imunizadas e ndo infectadas;

e J(t, ) : proporgdo de pessoas imunizadas e infectadas;

o len

A densidade P de pessoas e a densidade m de mosquitos sdo constantes independentes de 7'e x . O principal parametro do modelo ¢ f, a fragdo de pessoas ndo
imunizadas que sdo infectadas e tratadas com o medicamento antimalarico. Vamos enfatizar algumas das hipéteses simplificadoras desse modelo compartimental:

¢ A imunidade esta presente ou ausente (em vez de um processo gradual) e fornece protecdo total contra a malaria (em vez de protegdo parcial).

¢ Somente pessoas doentes devido a maléria (portanto ndo imunes e infectadas) tomam o medicamento antimalarico; € claro que essa € uma suposicao bastante
simples, ja que os sintomas inespecificos da malaria geralmente levam as pessoas que vivem em areas endémicas da malaria a tomar medicamentos
antimalaricos, mesmo quando sua doenga ndo ¢ devida a maldria.

¢ Pessoas e mosquitos podem ser infectados com parasitas suscetiveis ou resistentes, mas ndo com os dois.

A conseqiiéncia dessas hipoteses € que ndo € necessario distinguir no modelo as pessoas imunizadas infectadas por parasitas sensiveis daquelas infectadas por
parasitas resistentes. Em relagdo aos humanos e suas intera¢cdes com parasitas, observe

¢ c:ataxa na qual pessoas ndo imunizadas e infectadas adquirem imunidade;

e e:ataxa na qual pessoas imunizadas e ndo infectadas perdem sua imunidade;

¢ b:ataxa na qual as pessoas ndo imunizadas se recuperam se ndo usam um medicamento antimalarico ou se usam esse medicamento enquanto estéo infectadas
com parasitas resistentes;

e b:ataxana qual as pessoas ndo imunizadas infectadas com parasitas suscetiveis se recuperam se usam o medicamento (13 > b);

 b:ataxana qual as pessoas imunizadas e infectadas se recuperam (b > b);

o T (resp. Ty): o periodo de laténcia antes de ser infeccioso em pessoas infectadas com parasitas sensiveis (resp. resistentes);

¢ u : mortalidade humana;

» v : mortalidade por malaria em pessoas infectadas que ndo sdo imunizadas.
A taxa média de cura para pessoas ndo imunizadas infectadas com parasitas suscetiveis € (1 — f) b+ f b. Nos definimos

bi=Q-Hb+fobtectrptv, b=btctputr
Em relag@o aos mosquitos e suas interagdes com parasitas, observe

¢ d:apropagagdo de mosquitos;

* b} : mortalidade de mosquitos infectados com parasitas sensiveis;

« bl : mortalidade de mosquitos infectados com parasitas resistentes;

o T (resp. Ty): o periodo latente antes de se tornar suscetivel a parasitas suscetiveis (resp. resistentes) em mosquitos.

Quanto a interagdo entre humanos e mosquitos, observe

e k: o namero de picadas por unidade de tempo de mosquitos (o nimero de picadas por pessoa por unidade de tempo é km/P);
¢ p(resp. p): a probabilidade de um mosquito infeccioso morder uma pessoa ndo imunizada (resp. imune) e ndo infectada levara a infeccdo da pessoa (p < p);
o p': aprobabilidade de uma picada de um mosquito ndo infectado em uma pessoa infectada levar a infecgdo do mosquito.

Nos definimos

m=pexp(-bTi), T =p
m=pexp(-byTy), T2=p

Esses parametros t€m o seguinte significado:

e Ty (resp. my): probabilidade de uma picada de mosquito infectada por parasitas sensiveis (resp. resistentes) infectar uma pessoa ndo imunizada e néo infectada;
o T (resp. 7,): probabilidade de uma picada de mosquito infectada por parasitas sensiveis (resp. resistentes) infectar uma pessoa imunizada e néo infectada (
T < 1, To < M3);
e 7 (resp. mh): probabilidade de uma picada de mosquito ndo infectada em uma pessoa ndo imunizada infectada com parasitas sensiveis (resp. resistentes) levar
a infec¢do do mosquito.

Além disso, é assumida a simplificagdo de que pessoas imunizadas e infectadas ndo podem infectar mosquitos.
0 modelo ¢ mostrado esquematicamente na Figura 1. E muito simplificado; muitos detalhes do ciclo de transmissdo foram omitidos. Em particular, os ovos ¢ o

periodo larval do ciclo de vida do mosquito foram omitidos; em vez disso, supde-se que a eclosdo de novos mosquitos adultos compense a mortalidade, de modo que
a densidade m dos mosquitos adultos seja constante. No entanto, o objetivo aqui ¢ manter o modelo simples o suficiente para poder ser analisado matematicamente.

Figura 1. Compartimentos de modelo, transi¢des possiveis (linhas solidas) e transmissdo de parasitas (linhas pontilhadas).

Para simplificar as notagdes,



m , , i _m
01:k7f1F, ap =km, al:kﬂ'IF,
m , , i _m
a2:k7r2F, ay =k, a2:k7r2?.

A formulagdo matematica do modelo ¢ um sistema de equagdes diferenciais parciais com homens de um lado,

oL .
W 70,1511—[)1.[1
I
% =aySiy— by I, (1)
OR T -
B =ch+clh—(e+p)R—a1Rii—asRir+bJ,
oJ -
E :ﬁ1Ri1+dzR’i2—(b+}L)J,
¢ mosquitos um do outro
di ‘ 9% i , 9%
#:a;sh—b;zﬁdﬁ, a—jza;slg—b'zzg—kdgj. 2)

vamos lembrarque S=1—-1 —Lh—R—Jes=1—1i; —io.

3. Estados de equilibrio
Vamos primeiro estudar os estados de equilibrio que ndo dependem de x . Existe o estado trivial de equilibrio com
L =0, Ib=0, R=0, J=0, 4 =0, 42=0.

Isso corresponde a situagdo em que a malaria foi erradicada. A sua estabilidade depende do sinal dos autovalores da matriz obtidos pela linearizagdo do sistema
proximo de (0,0,0,0,0,0), nomeadamente com as incognitas para [iy, Iy, R, J, ia, I],

¥, d 0 0 0 0
a  —h 0 0 0 0
0 ¢ —(e+p) b 0 c
0 0 0 —(b+u) 0 0
0 0 0 0 -, d
\ 0 0 0 0 ay  —by }

Os autovalores sdo —(e + p1), —(b + p) e os autovalores das duas sub-matrizes
—b “by
o —b)’ ag  —by)’

a; aj ay ah
= /0 - /o
by b, by b,

Definir a reprodutibilidade de parasitas sensiveis e resistentes por

(e3]

O estado trivial de equilibrio € estavel (todos os valores proprios sdo negativos) se a1 < 1 e az < 1. O estado trivial de equilibrio € instavel (pelo menos um valor
proprio ¢ positivo) se iy > 1 ouse ag > 1.

Dentro do estojo a; > 1, existe outro estado de equilibrio. Nos definimos

b c a a
Bi=—,m=5h o= e =
d eth btp bipetn

O estado de equilibrio é
7:1:77{7 I1:Il*’ R:RL J:JI*’ =0, L,=0.

i} ¢é araiz positiva de

1 1
((51+E1+5151)i%+(1+,31+’}’1+E1(a—fl))i1+a—*1:0,
1

i] nit
I=ph—+ Ri=———— J=——
1-4;’ Br(1+eriy)’ M
Esse estado de equilibrio corresponde a situagdo em que todos os parasitas sdo sensiveis. Sua estabilidade depende do sinal dos valores proprios da matriz a seguir,
da linearizagdo do sistema proximo (i1, I}, R}, J;, 0,0),

—(y+ar I7) a; s} 0 0 —ay I 0
a1 S7 —(b1 + a1 i}) —a1 4] —ay 4] 0 —ay i}
—a1 R} c —(e+p+ari}) b —as R} c
a1 R} 0 a it —~(B+p) @R o |’
0 0 0 0 —bi, ay s}
\ 0 0 0 0 a2 S —b }

onde por conveniéncia s} =1 — i} e S§ =1 — I} — J{ — R]. Os autovalores da sub-matriz 2 x 2



—by  ays]
Qs Sik 7b2 ’

1 1
~5 (ot b)) = V(B2 +0,)? — 4[baby — az a5} 7).

que também sdo autovalores da matriz completa, sdo

e . by b, ~ . A - ~
Para esse estado de equilibrio, podemos ver facilmente que s* S} = 4. Entdo se a; < as , um autovalor da sub-matriz 2 x 2 ¢ positivo, entdo o estado
1~ a; aj 1 2

estacionario ¢ instavel.

Da mesma forma, se a2 > 1, existe outro estado de equilibrio, definido pori; = 0,1 =0, R = R;, J = J3, 42 = 15 ¢ I, = I;. As férmulas sdo as mesmas que
as acima, exceto que a) € substituido por a}, b} de by e a1 de @2. B1, v1, 01 € €1 sdo substituidos por B2, 2, 92 € €2 . Esse estado de equilibrio corresponde a situagdo
em que todos os parasitas sdo resistentes. A linearizagdo do sistema proximo a esse estado de equilibrio mostra que ¢ instavel se a; > a.

Esses resultados sugerem que se a; > 1 e ap > 1, (47, If, R}, J;,0,0) é estavel se a; > age (0,0, R}, J5, 15, I5) é estavel se ay > a;.
Nota . No modelo simplificado em que a imunidade ndo ¢ levada em consideragdo (¢ = 0, a; = 0), nds obtemos

2,,Filfl/oq o —1
! 1+8 > ' a+1/B

Estas sdo as formulas (14.5) e (14.6) em (Anderson e maio de 1991). 1/81 ¢ o "indice de estabilidade de Macdonald".

4. Ondas progressivas

Quando os parasitas resistentes aparecem em algum lugar, eles comegam a se espalhar devido a pressdo seletiva da droga. O objetivo desta segdo ¢ calcular a
velocidade de propagagdo de acordo com os pardmetros. Supomos que a2 > a1 > 1. O estado trivial de equilibrio e o estado de equilibrio (i, I7, R}, J7, 0,0) sdo
instaveis, enquanto o estado estacionario (0,0, R}, J5, i3, I;) é estavel. Estudamos a evolugdo de uma pequena perturbagéo (com suporte compacto) do equilibrio
homogeéneo instavel (i3, I}, R}, J{,0,0), de modo a I,(0,z) > 0 (ou i5(0,z) > 0) para um certo x .

Espera-se que essa pequena perturbacao se espalhe em todas as dire¢des. Se olharmos apenas para uma dire¢do de propagacdo, observaremos uma onda
progressiva. Do ponto de vista matematico, o sistema de equagdes diferenciais parciais (1) - (2) admite solugdes que sdo ondas progressivas se houver fun¢des
positivas de uma variavel, também denominada I, I, R, J, i, € i com abuso de nota¢do e v > 0no caso em que a onda se propaga para x positivo, com

I(z,t) = I,(z — vt), I(z,t) = I,(z — vt), R(z,t) = R(z — vt),
J(z,t) = J(z —vt), i1(z,t) = i1(x — vt), iy(x,t) = iy(x — vt),
com as condigdes na borda
I(2) = 0, L(z) = I; R(z) — Rj,
J(2) = J5, i1(2) = 0, iy(z) — 4}
E se z — —oo e as condigdes na borda
I(z) = If I,(z2) - 0, R(z) = R],

J(2) = J7, I1(2) — 4], ia(2) = 0

E se z — +o00. Vamos substituir essas solu¢des de ondas progressivas no sistema (1) - (2). Nos obtemos

dl,

7’UE:al(].*Il*Iz*R*J)’L'lfblIl,
dIr.
—vd—;:ag(l—Il—Iz—R—J)iz—bglz,
dR . o7
v =ch+ch—(e+p)R—a;Riy —ayRiy +bJ,
d _
7’Ud—J :alRi1+azRi27(b+u)J,
2
e
diq , X . ;. d?i;
*"’E :al(lfllle)II*bﬂlﬁdea
di L . d*i
—vd—j :a;(l—zl—zz)b—bgz?-&-dﬁj.

Este sistema também ¢ escrito como um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, se definirmos j; = % e jy = %. As solugdes que sdo
ondas progressivas correspondem a orbitas positivas deste novo sistema que conectam os estados de equilibrio [¢1 =4}, 51 = 0,1 = I, R=R;,J = J{,i2 =0,
j2=0,1r=0]e[i1=0,571 =0,y =0, R=R;, J = J;, 42 = i3, jo = 0, I, = I;] Linearizamos perto desse ultimo estado de equilibrio. Temos a matriz

0 1 0 0 0 0 0 0
a) I:;+b'1 —Tv —ay s; 0 0 a’ldIf 0 0
7(111) Sy 0 [ iz,erl aluz'I alvi’l’ 0 0 alvii
51URI 0 —Tc a if;r8+u —TE ﬁzvRI 0 —Tc
—a; R} 0 0 —ay i, b+p —ay R} 0 0
v v v v
0 0 0 0 0 0 1 0
b B o
0 0 0 0 0 T e
—ay S,
0 0 0 0 0 e




Para que as Orbitas sejam positivas proximas a esse estado de equilibrio, é necessario que os autovalores da matriz sejam todos reais. Considere os autovalores da
sub-matriz

0 1 0

b = —ay 5]

d d d ’
—ap S7 by

v 0 v

que também sio valores proprios da matriz completa. Eles sdo as raizes do polindémio x(\) = 0 com

b2 v b2+b, b2b, Qg
Y (AR 2 2 (Q2
X() = =A +(v d))\ + d At vd (a1 1>'

Proposicéo 1. Existe uma tinicav* > 0 para o qual o polinémio x(\) tem uma raiz dupla quando v = v*. Nos definimos

b2 Qg
=2, =221
b’
> aq

Yy
O polinémio
F(X)=[(1+y)?+4yz] X3 +2[1+9)?>2+y) +3(38+y)y2] X?
+y7 [1+y)?—62(3+y) —272°] X —4y'2

tem uma unica raiz positiva X* e

o' = /by d X*.

Evidéncia. Nos definimos

Nos temos entdo x(A) = —x1(A)e
xi(A)=A+PA+Q,

com P e Q que dependem dos parimetros e v . O polindmio x;(A) tem uma raiz dupla se e somente se 4P° -+ 27Q? = 0. Vamos reordenar essa condigo. Achamos

I3 . 2 ;o . e I3 . A .
que ¢ equivalente a F' (bz—d) = 0. F(X) tem uma Gnica raiz positiva. A prova é fornecida no apéndice.

Dentro do estojo v < v*, 0 polindmio x(\) possui valores proprios complexos, de modo que o sistema néo pode ter uma onda itinerante. Essa situagdo, comparada
com estudos sobre sistemas de difusdo de reagdo nos quais a velocidade minima ¢ selecionada pelo sistema (Murray, 1989), sugere o seguinte:

Conjetura. A velocidade das ondas que viajam é v*.

Uma conjectura desse tipo ¢ geralmente chamada de "conjectura linear" para sistemas de difusdo de reagdo, uma vez que ¢é obtida linearizando o sistema nao-
linear de equagdes diferenciais parciais proximo a um equilibrio. Outros estudos (Hosono, 1998) mostraram que, para certos modelos, essa conjectura esta correta
apenas dentro de um certo intervalo de valores de parametros. (Weinberger et al., 2002) deram condi¢des suficientes para a "conjectura linear" ser valida para
sistemas cooperativos. Em (Lewis et al., 2002), essas condigdes sdo usadas para um sistema competitivo que pode ser transformado por uma mudanga de incognitas
em um sistema cooperativo.

A Figura 2 mostra a velocidade sem dimensdo v*//b), d = v/ X* em termos de ap/a; para diferentes valores de y = by /5. A velocidade ¢ calculada procurando

numericamente as raizes da equagio polinomial de terceiro grau F((X) = 0, para desenhar a {inica raiz positiva. Observe que v*//b), d parece ser uma fungdo
crescente de aa/ay. Com y < 1, obtemos a expressdo aproximada

5 ~1+182+27224+ /(-1 +182+2722)2 + 64z ,
~ Y.
y—0 8

A figura também mostra o resultado de simulagdes numéricas do sistema ndo linear de equagdes diferenciais parciais. Nos truncamos o espago —L < x < L.
Comegamos a partir de uma condigdo inicial que é uma fungao de escada

e equilibrio estavel com parasitas resistentes para < —L/2
« equilibrio instavel com parasitas sensiveis para z > —L/2.

Estamos aguardando a onda viajar se estabilizar. Entdo a velocidade é estimada numericamente. Os pontos na figura correspondem a f = 30%, f = 50%, f = 70%
e f = 100%. Os outros valores dos pardmetros sdo os mesmos da se¢do 5 (em particular, y = 0,04) A mesma discretiza¢do foi usada com L = 1000 km e dx = 0,5
km para as diferentes simulagdes. Tivemos que estimar a velocidade em diferentes momentos em que f variava (ou seja, apds 50, 30, 20 e 15 anos). Em cada caso, a
diferencga entre a velocidade numérica e a velocidade do palpite foi menor que 1%. Detalhes do programa (escritos com o software Scilab, www.scilab.org) podem
ser encontrados em www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/linearconjecture.sci .
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Figura 2. Velocidade sem dimensdo v X* = v*/ /by d em termos de a2 /o para dois valores de y = by /by, y = 0,04 (abaixo) e y = 0,1 (acima). Os
pontos correspondem a simulagdes numéricas do sistema nao linear de equagdes diferenciais parciais.

Assim, as simulag¢des tendem a confirmar a validade da conjectura linear para o nosso modelo ou pelo menos para uma certa faixa de valores dos parametros que
contém os valores usados nas simulagdes.

5. Discussao

As principais caracteristicas do modelo sdo:

¢ aresisténcia s6 pode se espalhar se a reprodutibilidade de parasitas resistentes for maior que a reprodutibilidade de parasitas sensiveis.
¢ O quociente

o exp(—byTy)  exp(—bTp) b1 b}

ar  exp(—bT]) exp(-biTi) bab

¢ uma fungao crescente da fragdo f'de pessoas ndo imunizadas e infectadas que tém acesso a medicamentos antimalaricos, porque
by=b+c+u+v+f (13 —b). Se f=0, temos ay/c; < 1porque parasitas resistentes a medicamentos sdo raros antes que o uso desse medicamento se
espalhe (o medicamento foi inventado por esse motivo). Dentro do estojo ap/a; > 1 para f= 100%, existe um limite f* tal que a resisténcia se espalhe se
F>r

A taxa na qual a resisténcia se espalha depende da proporgio a2 /a1, a mortalidade de mosquitos infectados com parasitas resistentes, a taxa de cura de
pessoas nio imunizadas infectadas com parasitas resistentes e o coeficiente de difusio de mosquitos. E uma fungio crescente de a2 /a1.

¢ A velocidade ndo depende dos pardmetros relativos as pessoas imunizadas (a;, a,, € € b) Isso é esperado, uma vez que nenhuma pressio seletiva é exercida
sobre os parasitas quando o hospedeiro ¢ uma pessoa imunizada.

« Finalmente v* ndo depende da intensidade da transmissdo km/P.

O resultado qualitativo, que afirma que a resisténcia se espalha mais rapidamente em areas com melhor acesso a medicamentos, ¢ consistente com estudos de
campo. No Senegal, por exemplo, um pais com uma populag@o de cerca de dez milhdes, ha cerca de um milh@o de casos de malaria a cada ano, que causam 8000
mortes. A resisténcia a cloroquina apareceu em 1988 em Dakar, a capital. Ele aumentou e se espalhou desde entdo (Sokhna et al., 1997; Trape et al., 2003). Em
Mlomp, onde um programa de distribuigéo de cloroquina ¢ realizado hd muitos anos (f ~ 100%), o surgimento de resisténcia a cloroquina foi particularmente
rapido: nenhuma resisténcia em 1989, 10% em 1990, 51% em 1991, 71% em 1997. Sem esse programa, o surgimento foi mais lento em Bandafassi: primeiros casos
em 1993, 12% em 1994, 16% em 1995.

Esses dados podem ser usados para comparar com o nosso modelo. A Tabela 1 mostra as ordens de magnitude dos pardmetros necessarios para calcular a
velocidade (a mortalidade foi negligenciada). Observe que a infectividade aparece mais cedo (7> < T1) em homens infectados com parasitas resistentes, conforme
sugerido nos experimentos resumidos em (Koella, 1998). De modo a aa /a1 < 1se f= 0, mosquitos infectados com parasitas resistentes devem ter maior mortalidade
(b, > b)) A mortalidade de mosquitos infectados também ¢ maior que a dos mosquitos ndo infectados (~ 0,1 dia~!) de (Anderson e maio de 1991). Estimamos o
coeficiente de difusdo pela formulad = L?/t, onde L = 1 km é o raio da drea que um mosquito pode explorar por um dia.

Tabela 1. Estimativas para os parametros necessarios
para calcular a velocidade

|conﬁgura<;io |simbolo |estimativa
mortalidade por mosquitos 1 by 0,12 dia '
mortalidade por mosquitos 2 b, 0,2 dia
taxa de cura de ndo-imunes b 0,005 dia~"
taxa de cura com a droga b 0,1 dia~*
taxa de aquisi¢do de imunidade |c 0,003 dia "

periodo de laténcia em mosquitos T s Ty (10 dias

periodo de laténcia em homens I1||T1 10 dias
periodo de laténcia em homens I2(|T> 8 dias
propagac¢do de mosquitos d 1 km”/dia

Com as estimativas da Tabela 1, temos y = by /by = 0,04. Se f'= 100%, entdo a2/a1 =~ 9,1 e v* =~ 86km / ano. Se f= 30% (uma estimativa média para o Senegal
(OMS e UNICEF, 2003)), entdo a2/a1 ~ 1,66 e v* ~ 14km / ano. Assim, com essas op¢des de pardmetros, a resisténcia se propaga seis vezes mais rapido em uma
area com /= 100% do que em uma area com = 30%. O limiar f*, que corresponde a a; = a2, acima do qual a resisténcia pode se espalhar ¢ de 17,6%, uma
estimativa mais razoavel do que os 89% de (Koella e Antia, 2003, Figura 3).

Finalmente, deve-se enfatizar que nosso modelo ¢ apenas um passo no desenvolvimento de modelos espaciais realistas da disseminagdo da resisténcia aos
medicamentos antimalaricos. E preciso examinar os valores numéricos precisos sem esquecer as muitas hipoteses simplificadoras do modelo; alguns podem ser
liberados em trabalhos futuros. Outra diregdo seria incluir ndo homogeneidades espaciais entre cidades e campo, ou mudangas temporais na populagido humana total



e densidades de mosquitos. Para a densidade de mosquitos, em particular, as variagdes sazonais nao foram levadas em considera¢ao, um fator importante no Senegal,
onde a densidade de mosquitos depende muito das chuvas.

Evidéncia adicional

F(X) = 0tem uma Unica raiz positiva. Isto resulta de um calculo elementar, usando y > 0 ¢ z > 0 (essa ultima desigualdade € equivalente a a2 > 1) De fato, se
F(X) =c3 X%+ ;X2 + 1. X + ¢,
nos temos entdo cz > 0,co > 0,c9 < Oe
F'(X)=3c¢X*+2c2 X +c1.

Desigualdades simples mostram, usando isso y > 0 e z > 0, que o discriminante ¢z — 3 ¢1 ¢3 do F’(X) é positivo X1 e X sdo as raizes de F'(X) . Nés temos
entdo

X1+ X = 72C2/(303) <0, X1Xo= cl/(303).

Dentro do estojo ¢1 > 0, temos X7 X2 > 0. Entdio nds temos X1 < 0 e X2 < 0. Nesse caso, F(X) é monétono para X > 0 com F(0) = co < 0, F'(0) =c1 >0
e F(X) — 400 E se X — +o00. Portanto, ha uma tnica raiz positiva de F(X).

Dentro do estojo ¢1 < 0, temos X1 X2 < 0. Entdo nds temos X; < 0 ¢ Xz > 0. F'(X) muda de sinal apenas uma vez quando X > 0. Mas F(0) = ¢ < 0,
F'(0) =c1 < 0e F(X) — +o0 E se X — +00. Portanto, hi uma unica raiz positiva de F'(X) neste caso também.
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