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Ce papier propose d’étudier les vibrations auto-entretenues d’un systeéme amorti a trois degrés de liberté frottant
sur un plan rigide de vitesse imposée. Des lois non linéaires et non régularisées de contact unilatéral et de
frottement de Coulomb sont utilisées et le coefficient de frottement est supposé constant. En premier lieu la
méthode d’intégration temporelle du systeme est présentée. Dans une seconde partie, la recherche du niveau
vibratoire non-linéaire stationnaire du systeme est étudiée. Une approche se basant sur la méthode de tir combinée
a une approche énergétique permettant d’initier la résolution de la réponse stationnaire non-linéaire est proposée.
Dans une troisieme partie, les résultats sont validés par comparaison a ceux obtenus par intégration temporelle
directe. Ce travail s’inscrit dans le cadre de recherches portant sur le développement de méthodes numériques pour

la modélisation des bruits de crissement.

1 Introduction

L’évolution temporelle de la dynamique d’un systeme
non-linéaire est complexe. Dans les problemes de crissement,
on doit généralement traiter le cas de structures déstabilisées
par le frottement et I’on cherche a déterminer un éventuel
régime stationnaire de vibrations auto-entretenues dont les
caractéristiques sont étroitement liées aux non-linéarités,
en ’occurrence celles dues au contact frottant. L’utilisation
d’intégrations temporelles numériques directes pour
résoudre les équations relatives a ces systemes peut s’avérer
colteux en temps de calcul car avant d’atteindre ce régime
stationnaire, le systeme évolue généralement a travers un
régime transitoire plus ou moins long. Ainsi plusieurs
méthodes ont été développées afin de faire I’économie
de ce régime transitoire pas toujours indispensable a la
compréhension des phénomenes dominants et réduire les
temps de calculs permettant de déterminer les vibrations
auto-entretenues [1, 2, 3].

Dans ce papier, les performances d’une méthode de
tir sont étudiées pour un systeéme canonique de ce type.
Cette méthode, qui permet la recherche d’une solution
stationnaire sur un probleme non-linéaire, est appliquée
a un systéme masse ressort a 3 degrés de liberté sur un
plan rigide de vitesse imposée. Les non-linéarités dues au
caractere unilatéral du contact et a la loi de Coulomb a
coefficient constant du frottement, produisent des instabilités
vibratoires pour certains couples u et 8, correspondant a
la direction de glissement et au coefficient de frottement.
Ce papier se base sur une étude préliminaire du systeme
[4] dans laquelle sont déterminés les couples (u,6) pour
lesquels ces instabilités apparaissent et peuvent conduire a
des vibrations auto-entretenues.

L’un des problemes de la méthode de tir est son
initialisation. Les itérations sont effectuées par un
algorithme de Newton-Raphson qui est un algorithme
local ; si Iinitialisation est trop écartée de la solution finale,
I’algorithme ne converge pas. Dans cette étude, une solution
approchée basée sur une méthode énergétique est proposée
pour initialiser correctement la méthode de tir a partir des
modes instables issus de I’analyse de stabilité.

Dans une premiere partie le probleme dynamique avec
contact frottant est présenté et mis en équations. La méthode
numérique utilisée pour I’intégration temporelle est ensuite
détaillée. Elle est adaptée aux lois de contact unilatéral et
de frottement de Coulomb et permet de prendre en compte
proprement les éventuels chocs qui peuvent se produire
dans les phases non linéaires. La méthode de tir pour un
systéme subissant des vibrations auto-entretenues est ensuite
formulée et 1’approche énergétique présentée. Enfin des
résultats pour deux cas différents mettant en avant des cycles
de décollement/glissement (separation/slip) ou d’adhérence-
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glissement (stick/slip) sont présentés sous forme de portrait
de phase ot les cycles limites obtenus par la méthode de tir
sont comparés a ceux de I’intégration temporelle directe.

2 Formulation du probléme

2.1 Présentation du systeme

On considere le systeme décrit par la Figure 1. Il est
composé d’une masse m en contact frottant sur un plan
rigide en mouvement rectiligne de vitesse constante V. La
masse est maintenue par trois raideurs et contre le plan par
un effort imposé F. Un amortissement iso-réparti est intégré
au systeéme comme le montre la Figure 1. La direction de la
vitesse du frottement 7 par rapport au repére du systéme est
repérée par I’angle 6.

by

FIGURE 1 — Description du modele

On s’intéresse a la dynamique de la masse régie par
I’équation :

MU+CU+KU=R+F (1)

T .
ol les composantes des vecteurs U = (Ux U, Uz) et U

et U sont respectivement, les déplacements, les vitesses et les
accélérations dan les trois directions ¥, ¥ et 7. Le vecteur R
contient la réaction de contact et I’effort de frottement qui
s’appliquent sur la masse. La matrice de masse M, la matrice
d’amortissement C, la matrice de raideur K et le vecteur F
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représentant I’ effort appliqué sur le systeme sont donnés par :

m 0 O
M = |0 m O
10 0 m
[c 0 O
C = 10 ¢ O
00 ¢ @)
ky 0 ky tan
K = 0 ko kytan B
lkitana  kptanf k,
T
F = (0 0 -F)

avec ki = k| cos’a, k, = ki cos’Bet k, = k), + kj tan” @ +
ky tan” B. Le couplage entre les degrés de liberté normal et
tangentiels est effectué par le biais des angles a et 8. C’est
une des conditions nécessaires a I’ apparition d’instabilité par
couplage de modes [4].

2.2 Hypotheses de contact et frottement

Afin d’écrire les relations de contact frottant, on exprime
maintenant les composantes normale et tangentielles du
déplacement et de la relation de contact dans le repere
local (0, 7, l_; 7). Pour cela on introduit les matrices
P, = [cos@ sin 8 O], P, = [—sinH cos @ O] et

P, = [O 0 1] telles que :

U[ = PtU

U, = P,U

U, = P,U )
R = PR +P R, +P, R,

Pour cette étude le contact est supposé unilatéral (ou
contact de Signorini), ce qui traduit le fait qu’il ne peut pas
y avoir interpénétration et que la masse ne subit que des
contraintes de compression :

u, > 0
R, > 0 “)
UR, = 0

Seul le déplacement normal intervient dans cette formulation
du contact.

Le modele de frottement retenu est le frottement de
Coulomb. Il exprime que la réaction de contact reste dans
le cone de Coulomb. Quand la réaction est sur le cone, la
vitesse de glissement s’oppose a la réaction tangentielle,
quand elle est dans le cone la vitesse de glissement est alors
nulle. La relation de Coulomb s’exprime alors :

i - e
{75, o - {R}{U%V}H ®

avec u le coefficient de frottement de Coulomb. Contrairement
au contact de Signorini, le frottement de Coulomb est
formulé en vitesse.

La Figure 2 illustre les lois de contact unilatéral et de
frottement de Coulomb. On constate que les lois sont non
seulement non-linéaires mais aussi non-différentiables et non
univoques.

< uR,
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(a)

{7}

URy,

I

(b)

FIGURE 2 — Lois de contact unilatéral et de frottement de
Coulomb

N

Une autre formulation équivalente, plus adaptée a la
résolution numérique, est [5, 6] :

Rn = prOjR+ (Rn ~ Pn Un) .
R\ _ . R\ _ [U-V (6)
R, =  Prolpyr,) R, Pr U,

avec p, > 0, p; > 0 et o D(uR,) est la section du cdne de
Coulomb, de centre O et de rayon uR,.

En dynamique, il faut compléter ces équations par
une loi de choc qui spécifie la relation entre les vitesses
avant et apres une reprise de contact. Une loi inélastique
prescrivant une vitesse normale nulle apres le choc est
incluse implicitement dans le processus de discrétisation
temporelle détaillé dans la section suivante.

3 Résolution numérique temporelle

3.1 Intégrateur temporel

Dans le cas d’un probleme avec contact frottant des
chocs sont susceptibles d’exister et peuvent effectivement
produire des discontinuités sur les vitesses. Les vitesses
étant non régulieres, 1’accélération ne peut pas étre utilisée
lors de la discrétisation temporelle. On se limite donc a un
schéma d’ordre 1. L’intégrateur choisi afin de résoudre ce
type de probléme est la -méthode [5, 7, 3] dont on rappelle
le principe ci-dessous.

On montre d’abord que I’équation (1) dans le cas non-
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régulier en temps peut s’écrire :

M (U(z) - I'J(O))
Rdr

IN }F - KU(1) - CU()) dr
* g BT
U + [y Undr

)

U@

La solution approchée sur une période [0, T'] est calculée
en discrétisant la période en intervalles I = [f,#*!] de
longueur A. En utilisant la 6-méthode, les intégrales sont
approchées de la maniere suivante :

I}

avec 0 < 6 < 1 tandis que les efforts de contact frottant
discrétisés sont définis par :

1
- f Rdr
h ]li,ti+l]

Si les forces de contact sont connues a 1’instant #*! ainsi
que les déplacements et vitesses a I’instant 7', les vitesses a

ti+l

(f)dT = h(f)*" + (1 = 0)(f)) ®)

Ri+l — (9)

I’instant ! sont calculées grice 2 la relation suivante :
MI'JH-I E(Ui, Ui’ 0,h, Fi+1’ Fl) + hRH—l
E = -hKU + (M - k(1 - 6)(C + h6K)) U
+h (OF™! + (1 - O)F)
M = M+h6¢K + hiC
(10)
et les déplacements sont donnés par :
U = U+ h (007 + (1 - 9)U) (11)

Ce schéma inconditionnellement stable est par ailleurs
conservatif pour 6 0.5, ce qui est particulierement
avantageux pour les problemes de vibrations auto-
entretenues.

3.2 Gestion du contact frottant

Le probléme dynamique étant ainsi formulé en vitesse,
il reste a exprimer les réactions de contact et de frottement
(6) a chaque pas de temps en fonction de la vitesse au
pas de temps. Pour la loi de frottement, cette opération est
immédiate mais la loi contact étant formulée en déplacement,
il est nécessaire d’utiliser la relation (11) entre déplacements
et vitesses donnée par la -méthode.

Cette option est malheureusement incompatible avec
I’hypotheése de choc inélastique souhaitée. En effet, la
relation (11) projetée sur la direction normale donne :

Uni+1

1. 0-1_.
= E(U;” -U)+ TUn (12)

Si I’on suppose qu’un choc a lieu a I’itération i on a alors
Ul =0,U" =0et U, # 0 ce qui conduit  :
0-1

=20, %0

Uni+1 (1 3)

Lors d’un choc a I’itération i le déplacement reste donc
constant entre les itérations i et i + 1 alors que la vitesse a
I’itération i + 1 est non nulle. Pour régler ce probleme, une
premiere solution est de prendre 6 = 1 : on obtient alors
un schéma dit 6-Euler [5, 7]. Cependant ce schéma n’est
pas conservatif. Une autre solution proposée dans [7] afin de
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préserver le caractere conservatif du schéma est d’évaluer le
déplacement normal a un demi-intervalle de temps ultérieur
noté U, tel que :

U, U+ h(1 - 0)U,"™! (14)

En utilisant la relation (11), on a alors :

i+1 i+1 i+1

v, =0, +hU, " = U+ 0U, A -0U)  (15)
Cette variante appelée 8-méthode modifiée permet de vérifier
le caractere inélastique d’un choc. En effet, si Unm =0
et U, = 0alors U, = 0 méme si U, # 0. Par ailleurs
I’équation (14) donne directement U,,M = Uj,” =0.

Au final, les formulations en vitesses des lois de contact
et de frottement au pas de temps i + 1 sont données par :
i+1

projp: (R — p,h(U," + B)

Ri+l
i+1 i+1 i
Rt + proj . R, + L, U,H—l'— 1%
Ry, DR, ) R, t sz+1
(16)

ou B = (%U,i+(1 -6) Ui) dépend du pas de temps
précédent.

Par la suite le schéma de la -méthode modifiée sera
utilisé avec 6 0.5. Un algorithme de point fixe, bien
adapté aux relations (16), permet d’itérer rapidement sur
les réactions et vitesses a chaque pas de temps avec des
parametres d’augmentation p, et p, bien choisis et les
déplacements sont mis a jour grice a la relation (11). Plus
de détails sur 1’algorithme peuvent &tre trouvés dans [3].
Une étude de convergence a été menée pour optimiser la
tolérance de 1’algorithme du point fixe et la durée du pas de
temps.

4 Meéthode de Tir

N

Dans cette section la méthode de tir appliquée a un
systeme auto-entretenu est présentée. Une estimation de la
solution est ensuite proposée afin d’initialiser la méthode de
tir.

4.1 Introduction a la méthode de tir

La méthode de tir est présentée succintement, plus de
détails peuvent étre trouvés dans [8]. Dans notre cas les
instabilités liées au couplage de modes conduisent a des
vibrations auto-entretenues. Ceci implique que la période
du régime stationnaire dépend du systeme lui-méme. La
méthode de tir permet d’obtenir le cycle limite du systeme en
itérant sur les conditions initiales et la période afin d’obtenir
apres intégration temporelle sur une période des conditions
finales égalent aux conditions initiales. Le probleme est
formulé en variables d’état. On note ainsi Z le vecteur de
variables d’états et G la fonction intrinséque au systéme tel

{g}

G (Z)

A7)
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avec
G(Z) = AM'(E.-AKZ)
M 0
M e M} (18)
0 -M
AK = | 0}
E. = [0 R+F)

On dénote Z, les conditions initiales et 7 la période
supposée du systeme. On définit H (Zy, T') la fonction de tir
en fonctionde Zg et T :

H(Zy,T) =Z(Zy,T) - Zy 19)
La condition de périodicité donne alors :

H(Zy,T)=0 (20)
La méthode de tir consiste a itérer sur les conditions
initiales et la périodes afin de remplir la condition de
périodicité. Pour alléger les notations on notera la fonction
H i litération i dépendant de Zy' et T' par H'. Les
corrections a [l’itération i a apporter sur les conditions
initiales AZgy' et la période AT’ sont déterminées a 1’aide
d’un schéma de Newton-Raphson en résolvant :

. OH . OH )
H+ —| AZy+—| AT'+HOT=0 (1)
0Z0 2o\ Ti ot Zy' T

avec HOT les termes d’ordre supérieurs. Les corrections

apportées par la suite s’expriment alors de la maniere

suivante : , , ,
Z01+l ZOI +AZ()I
TH = T'+ AT

(22)

La méthode de tir nécessite 1’évaluation des dérivées
partielles de H données par :

SH|I  _  9Z(Zo,) _

G = Ty = G(Z(Zy, 1) 23)
oH _ ooz| o _ (
dZo Z()i,Ti 3Z0 Z()i,Ti

avec I la matrice identité. Le systeme étudié présentant des
non-régularités, la solution retenue pour calculer la matrice

jacobienne % Lo est le calcul par différence finies [8].
Le systeme (18)0 ‘est résolu pour les conditions initiales
suivantes : .

7Z0), = Zy+oe

Z(O)]z = Zy—Oex (24)

ou e est la k-ieme colonne de la matrice identité. La k-ieéme

colonne de la matrice jacobienne est alors calculée par :
0L | Z(Zy+ e, T); — Z(Zo - ey, T);
0Zo gy 26

(25)

Une fois la matrice 0Z/0Zy évaluée en (Zo',T"),
I’équation (21) est un systeme constitué¢ de n équations
pour n + 1 inconnues. Ce manque d’équations est dii
au fait que la phase associée a la période d’un systeme
autonome doit étre déterminée de fagon arbitraire [8]. Dans
le méme ouvrage plusieurs conditions sont explicitées afin
de déterminer la phase. Celle retenue dans cette étude est
la condition d’orthogonalité. Cette condition impose que
les modifications apportées aux conditions initiales soient
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orthogonales a la fonction G intrinseéque. L’équation (21)
devient alors :

Zy'\T

G (Z(Zy, 1)) 0

=l o~ G(Z(Zy,1)
AT 0

[AZO] _ [Zo ~ Z(Z, T)}

(26)

L’algorithme est ensuite arrété lorsque H/Zy < € et
oT|T < e.

Cependant [I’algorithme de Newton-Raphson est un
algorithme local qui converge seulement si I’initialisation est
proche de la solution finale. Ainsi une méthode énergétique
a été mise au point afin d’initialiser la méthode de tir.

4.2 Estimations énergétiques

La méthode présentée dans cette section est inspirée
de différents résultats obtenus sur des systeémes en
vibrations auto-entretenues liées au frottement. L’analyse
des vibrations transitoires menant des instabilités de
I’équilibre glissant a des vibrations auto-entretenues de type
décollement/glissement ou adhérence/glissement montre
que la saturation des ces instabilités initiées a 1’équilibre
s’effectue en grande partie en raison de diminution de la part
d’énergie injectée au contact frottant au fur et a mesure que
I’amplitude de la solution croit tandis que la part d’énergie
dissipée par amortissement dans la structure reste a peu pres
stable. Des lors, si I’on cherche des solutions approchées
sur la base de ces instabilités, en terme de déformées et
de fréquence, il ne reste qu’a trouver I’amplitude de ces
solutions en estimant la diminution de la part d’énergie
liée au phénomenes de décollement ou d’adhérence dans le
cycle.

On cherche donc un cycle périodique U(r) basé sur la
déformée et la fréquence d’'un mode complexe instable issu
de I’étude de stabilité c’est a dire du probleme linéarisé
autour de la position d’équilibre (cf. [4] pour le systeéme
étudié ici) :

U@
U0

CI‘R (q)eiﬂ(/l)z)
gR (i3 ()@ )

27)

avec @ le vecteur propre associé au mode instable, A la valeur
propre du mode instable et g son amplitude.

Pour estimer cette amplitude, le principe est donc
d’équilibrer le bilan de puissance moyen sur le cycle lorsque
le systeme est stationnaire. Le bilan de puissance instantané
s’écrit

oF

— +Pc=Pr+P 28
ot C R F ( )
0E

avec £ la variation d’énergie mécanique, Pc la puissance

dissipée par amortissement, Pg la puissance des réactions
de contact frottant et Pr la puissance injectée par 1’effort
imposé. En régime stationnaire, sur un cycle périodique de
période T = % la variation d’énergie mécanique et la
puissance injectée par les efforts statiques sont nulles en
moyenne. Le bilan de puissance moyen sur le cycle, ramené

a I’énergie mécanique moyenne, devient :

Tc = g (29)
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avec )
Tc = FC
TR o=
Pc = L[TU'CUat (30)
P = L[ UTR-Ryds
E = L[ AU'MU+ JUTKU)dr

avec Ry le vecteur des réactions statiques.

Le taux de puissance moyen dissipée par amortissement
ne dépend que des déplacements et des vitesses et se calcule
analytiquement :

T @
Tc=2 Tqi ce = (31)
2@ M® + ®*' K®
On constate qu’il est bien indépendant de I’amplitude g.

La puissance des efforts de contact frottant est en
revanche calculée numériquement pour une amplitude g
donnée en saturant les efforts correspondant au probléme de
contact glissant linéarisé. En notant qu’en contact glissant
la partie dynamique de la réaction de contact est liée aux
déplacements de facon linéaire par P,KU pour le systeme
étudié, une estimation approchée des réactions saturées est
donnée par :

Ry, = projg,(Ru + (PoKU))
U, - V}
0 -
{II;Z} = _’uR"U,——bV si (V—U(b]t) # 0, 0 sinon
Uy

On détermine I’amplitude g = go permettant de vérifier le
bilan moyen (29) comme le montre la figure (3) et la méthode
de tir est initialisée de la maniére suivante :

7.0 = {QO% (@) + Uo}
0 goR (iF()D)
21/ 3(A)

(33)
TO

Mean power factor s’

L
0.012

L L L L L L ! !
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.014 0.016 0.018
q

FIGURE 3 — Evolution des facteurs moyens de puissance
injectée par le frottement (7;,) et de puissance dissipée par
amortissement (7¢) en fonction de I’amplitude du mode
instable

5 Résultats

Dans cette section, des résultats sont présentés pour deux
cas différents correspondant respectivement a des cycles
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X-Velocity (m.s™")

Reference
Methode de tir

X-Displacement (m)

(@)

o
®

— IR

o o
IS >
T T

o
N
T

Y-Velocity (m.s™)

Reference
Methode de tir

-0.8 L
- -05 0 0.
Y-Displacement (m)

(b)

5 1

x10°

Z-Velocity (m.s™")

4 6
Z-Displacement (m)
(©

FIGURE 4 — Comparaison entre le cycle
décollement/glissement obtenu par la méth
I’intégration temporelle directe

x10°®

limite de
ode de tir et
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de décollement/glissement et d’adhérence/glissement. Dans
les deux cas le jeu de parametres retenu est m = 0.01 kg,
fi 100 Hz, f, = 75 Hz, k; = m X f; N/m, n = 0.02,
c=mxnfia =308 =060°6 = -30°F, 10 N.
Dans le cas du décollement la vitesse de glissement est
égale a 3 m.s~!, dans le cas de 1’adhérence a 0.75 m.s'.
Le coefficient de frottement u est égal a 1.1u., avec y, le
coefficient de frottement critique pour lequel des instabilités
auto-entretenues apparaissent dans le cas du décollement.
Pour celui de I’adhérence le coefficient de frottement u est
égale 2 0.75.

Les cycles de référence sont obtenus apres une
intégration temporelle d’une durée de 3 secondes a
partir de conditions initiales correspondant au mode instable
mais a faible amplitude, c’est a dire avant que les premiers
évenements non linéaires apparaissent. Une amplitude
égale a 90% de celle produisant le premier décollement
ou la premiere adhérence a été fixée. On compare ces
résultats a ceux obtenus avec la méthode de tir initialisée
par ’estimation énergétique. Les résultats de la méthode de
tir sont intégrés une fois afin d’€tre certain d’obtenir le bon
cycle limite.
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FIGURE 5 — Comparaison entre le cycle limite
d’adhérence/glissement obtenu par la méthode de tir et
I’intégration temporelle directe
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5.1 Décollement

Les portraits de phase sur les trois directions sont
maintenant illustrés sur la Figure 4. On constate que la
méthode de tir initialisée avec 1’estimation énergétique
permet d’obtenir le régime stationnaire sans calculer le
régime transitoire ce qui est un gain en colt de calcul.
En effet le temps de calcul de I’estimation et du régime
stationnaire est de 1.7 secondes avec un processeur i7-
4810MQ avec une fréquence de calcul de 2.80 GHz. La
méthode de tir converge en trois itérations en prenant
€ =6 = le>.

5.2 Adhérence

Les portraits de phase sur les directions tangentielles
sont maintenant illustrés sur la Figure 5. Comme pour le
décollement, les résultats obtenus par la méthode de tir sont
satisfaisants. La méthode de tir converge en 3 itérations avec
€ =6 =1e3. Le temps de calcul est de 1.7 secondes sur le
méme processeur.

6 Conclusion

Un systeme simple a trois degrés de liberté et permettant
de mettre en évidence un régime auto-entretenu a été
présenté. Le choix du modele de contact frottant de
Signorini-Coulomb nécessite 1’utilisation d’une méthode
d’intégration temporelle afin de simuler proprement les
éventuels chocs. Cette méthode d’intégration a permis de
calculer I’évolution du systetme sur 3 secondes et pour
deux jeux de parametres ce qui constitue les références
pour cette étude. Le premier jeu de parametres met en
évidence des cycles limites de décollement/glisement alors
que le second correspond a un comportement de type
adhérence/glissement.

Afin de calculer le régime stationnaire sans calculer
le régime transitoire, une formulation de la méthode de
tir pour un systéme auto-entretenu a été présentée. Cette
méthode utilise un algorithme de Newton-Raphson qui est
un algorithme local. Une estimation énergétique des niveaux
vibratoires est alors présentée afin de pouvoir initialiser
correctement la méthode de tir. Cette estimation consiste
a déterminer 1’amplitude d’une solution stationnaire basée
sur la déformée et la période d’une mode instable. Cette
amplitude est calculée de manicere a ce que la saturation
non linéaire des réactions de contact ajuste la puissance
moyenne injectée au contact a la puissance dissipée par
amortissement.

Les résultats de la méthode de tir initialisée avec
I’estimation énergétique sont satisfaisants. Les cycles limites
obtenus dans le cas du décollement ou de 1’adhérence
correspondent parfaitement a ceux des références obtenues
par intégration temporelle. Les résultats ont été obtenus
pour des couples de parametres (u, 6) fixés. Ces parametres
déterminent la stabilité du systtme. La méthode va
étre utilisée dans une premier temps pour réaliser une
cartographie des amplitudes des cycles pour chaque
coordonnée (u,6). Dans une second temps, elle sera
appliquée a un modele de structure plus complexe.
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