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Notations générales.
N est un entier supérieur & 1. Ay désigne la mesure de Lebesgue sur RY.

x -y est le produit scalaire canonique de deux vecteurs (z,y) € RY et |- | la norme euclidienne associée
(dist est la distance correspondante).

Pour = (z1,...,zx) € RN, 2/ désigne le vecteur (x1,...,oxn_1) de RV™1 (vecteur “vide” lorsque
N =1).

Le support d’une fonction f est noté supp(f). 1g est la fonction caractéristique d’un ensemble E.

Nous noterons parfois 9; I'opérateur de dérivation partielle 6%1"

Enfin, (e1,...,ey) désigne la base canonique euclidienne de RY; nous nous permettrons aussi I’abus de
considérer que les N — 1 premiers vecteurs (eq,...,en—_1) de cette base forment la base canonique de
RYN~1. dety désigne le déterminant dans la base (ey,...,ex).



Chapitre 1

Changement de Variable
Lipschitzien, Transport d’Espaces de
Sobolev

1.1 Le Théoreme de Rademacher

Dans ce chapitre, si z € RN et r > 0, B(x,r) désigne la boule euclidienne ouverte dans RV, de centre x
et de rayon r; B(xz,r) désigne son adhérence et S(x,r) son bord.

1.1.1 Quelques Rappels en Dimension 1

Lemme 1.1.1 Si f : R — R est une application lipschitzienne alors la dérivée Df de f au sens des
distributions sur R est dans L (R) et on a, pour tout x € R,

F(z) = f(0) + /Ox Df(t) dt. (1.1.1)

DEMONSTRATION:

¢ Etape 1: On montre que Df € L (R).

Soit ¢ € C°(R); M >29 ' uniformément sur R et a, pour s € [—1,1]\{0}, son support inclus
dans supp(p) + [—1,1]; comme f € L!(supp(y) + [~1,1]), on en déduit

(Df.Opwom = — / f(@)¢ () da
L i [ PEE ) =@
=l [ EEED A
_ _lﬁ/ﬂxww(””)d”

Or, pour tout s # 0, on a |M\ < Lip(f), donc
R S

En passant a la limite s — 0, on obtient

< Lip(f) / ()] d.

(Df,0)p®),pm)l < Lip(f)llellLrw)-

Cette inégalité, valable pour tout ¢ € C°(R), nous dit que Df est une forme linéaire continue sur
(CE(R), |-l r)); Df s’étend donc en une forme linéaire continue sur L'(R), c’est-a-dire un élément
g € L (R) au sens: pour tout ¢ € C°(R),

(Df,0)p (), D®) :/Rg(l’)sﬁ(x)dxa



ce qui signifie exactement D f € L>=(R).

¢ Etape 2: On prouve (1.1.1).
Pour démontrer cette formule, il suffit, en posant

x
ho)= [ Df)dt e L) < Li(®),
0
de prouver que la dérivée au sens des distributions de h est D f; on aura alors D(f — h) = 0, c’est-a-dire

que f — h est une fonction constante, d’out f = f(0) + h.
Pour calculer Dh, prenons ¢ € C2°(R); par définition de h, on a

[ = [ ([ progeoan) d
R R+ \JR+
- [ ([ proweneg ) a.
rR- \JR-
En appliquant le théoréeme de Fubini, on obtient

/R ha)g (z)de = Df(t) ( /R ) go’(x)l[t7+oo[d:z:> dt

-
-] prw ( /R G dm) it
| pro=ewya - [ praeoa

- [ prwe
R

Cette égalité, valable pour tout ¢ € C°(R), signifie exactement Dh = Df dans D'(R), ce qui conclut
cette démonstration. m

On déduit aisément de ce lemme que toute fonction lipschitzienne f : R — R est dérivable, au sens
classique, \;-presque partout sur R (en tous les points de Lebesgue de Df € Li (R)).

loc

1.1.2 Dérivées de Fonctions Lipschitziennes

Lemme 1.1.2 Soit A une partie non vide de RN. Si f: A — R est une application lipschitzienne, alors

f admet une extension lipschitzienne f : RN — R telle que Lip(f) = Lip(f). De plus, si f est bornée par
M sur A, on peut choisir f bornée par M sur RN .

DEMONSTRATION: ~
Posons, pour z € RY, f(z) = sup,c 4{f(y) — Lip(f)|z — y|} €] — 00, 0] (nous avons choisi de raisonner
avec la norme euclidienne — la constante de lipschitz est bien siur celle associée a cette norme —, mais

ce qui suit est valable pour toute norme).

Commencons par voir que, pour tout z € RV, f(m) < o0; il suffit, pour cela, de fixer yy € A et de constater
que, pour tout y € A, puisque f(y) < f(yo) + Lip(f)[y — vo| < f(yo) + Lip(f)|y — [+ Lip(f)|z — yol, on
a f(y) —Lip(f)lz — yl < f(yo) + Lip(f)|z — yol, donc f(z) < f(yo) + Lip(f)lz — yo| < cc.

[ est bien une extension de f. En effet, prenons z € A; puisque f(y) < f(z) + Lip(f)|z — y| pour tout

y€ A ona f(z) < f(z); comme z € A, on a aussi f(z) > f(z)— Lip(f)|z —z| = f(z), ce qui nous donne

bien f(z) = f(x).
Enfin, f est lipschitzienne, de constante de lipschitz Lip(f). En effet, prenons (x,z) € RY x RY: pour

tout y € A, ona f(x) > f(y) —Lip(f)lz —y[ = f(y) — Lip(f)|z — 2| = Lip(f)|y — 2|, soit f(z)+ Lip(f)|z —
z| > f(y) — Lip(f)|z — y|; en prenant la borne supérieure de cette inégalité sur les y € A, on obtient

f(x) +Lip(f)|z — z| = f(z), soit f(z) — f(z) < Lip(f)|z — 2; en effectuant le méme calcul avec les roles

de x et z inversés, on trouve f(z) — f(z) < Lip(f)|z — z|, ce qui nous donne |f(z) — f(2)| < Lip(f)|z — 2,

c’est-a-dire le caractere lipschitzien de f, avec Lip(f) pour constante de lipschitz.



Supposons maintenant f bornée par M sur A et notons Tas(s) = sup(—M, inf(M,s)) (i.e. Ta(s) = —M
sis<—M,Ty(s)=ssi —M <s< M et Ty(s)=Msis>M); Ty : R— R est bornée par M.

Nous allons voir que c’est une application 1-lipschitzienne sur R. Soient (s,t) € R; quitte & échanger les
roles de s et ¢, on peut supposer s < t; il nous faut ensuite traiter les cas un par un.

o Sis<t<—MouM <s<t,alors Th(t) — Th(s) =0, donc |Th(t) — Tasr(s)] <|s—t|.

o Sis<—M<t<M,alors Ta(t) — Ta(s) =t + M et, comme t + M <t—s=|t—s|, on a bien
T (t) = T ()] < [t = 5.

o Sis<—M< M <t,alors Tp(t) —Ta(s) = M + M et, comme M+ M <t—s=|t—s|, on a bien
T () = Taa(s)] < [t — .

o Si—M < s<t< M, alors Ta(t) — Tp(s) =t — s, donc |Tar(t) — Tar(s)] < |t — s].

o Si—M <s<M <t alors Tay(t) — Tar(s) = M — s et, comme M —s <t—s=|t—s|, on a bien
T () = Tae(s)] < [t — .

Ainsi, TM(]T) est une fonction Lip(f)-lipschitzienne bornée par M; de plus, sur A, puisque |f| < M, on
aTy(f)=Tu(f)=f. Tu(f) est donc, dans ce cas, l'extension de f recherchée. m

Théoréme 1.1.1 (Rademacher) Soit Q un ouvert de RN. Si f : Q — R est localement lipschitzienne
alors f est dérivable A\n-presque partout sur €.

Rappelons avant la démonstration que, pour tout M € L(RY) et tout ensemble mesurable A de RY, on
aAn(M(A)) = |det(M)|An(A).

DEMONSTRATION:

Comme €2 peut étre recouvert par une union dénombrable de boules dont I’adhérence est compacte dans
€2, il suffit de montrer que, pour toute boule B d’adhérence compacte dans €2, f|5 est dérivable A y-presque
partout sur B. _

Soit donc une telle boule. fip étant lipschitzienne, elle admet une extension lipschitzienne f : RY - R.

Il suffit de montrer que fest dérivable \n-presque partout sur RY pour voir que fiB = f‘B est dérivable
An-presque partout sur B et conclure ainsi la démonstration du théoreme.

¢ Etape 1: On montre que, pour v € S(0,1) fixé,

o) = gy 0+ 0= 0

existe dans R pour Ay-presque tout z € RV,
Soit A, = {x € RY | f/(z;v) n’existe pas}; par le critere de Cauchy,

RMA, = U N {xeRN

n>0k>0(tt) M%[
t;éO t'#£0

fla+to) = fa)  fla+tv)— ()

t t

<

2

SRS

soit, en utilisant la continuité de ]77

RMA4, = U N [{zERN|

n>0k>0(1,¢) € Qnl - £, 4

fl+tv) = J@)  flaz+tv) - (@)

t t

=

t£0, /40

Comme z — etxr — sont Borel-mesurables et comme ces unions et intersections
sont dénombrables, on en déduit que A, est un borélien de RY.
Pour 2 € R, on remarque que

flazttv)—f(z) flat+t'v)—f(z)
t t’

R — R
g{ s — flz+sv)



est lipschitzienne, donc dérivable \;-presque partout sur R; pour tout z € RY, on a donc

~ o) — T
A1 <{s €eR| lim fltsvttv) = flat so) n’existe pas}) = 0. (1.1.2)
t—0 t
On compléte le vecteur v en une base (vq,...,vy_1,v) de RY. Soit I'isomorphisme
P RN — RNV
(tl, .,tN_l,S) — tivyy+ - Ftn_1vn—1 + SU.

On sait, P étant linéaire inversible, que, pour tout borélien A de RV, Ay (A) = |det(P)|An(P~1(A)).
En particulier, grace au théoreme de Fubini,

An(Ay) = [det(P)An(P™1(Ay))
— |det(P |/ A (P A ) 1.y,
ou
(P A (trtn—) = {sER[(t1,...,txn1,5) € PTH(Ay)}

= {seR|tiv1+ - +tn_1ony_1+ v E A, }.

Or, en posant = tqvy + -+ +tny_1Un_1, T + sV € A, si et seulement si

lim flx+ sv+tv) — f(z + sv)
t—0 t

n’existe pas. On voit donc, grace a (1.1.2), que Ay (P71 (Ay))(ty,....tx_1)) = 0 pour tout (f1,...,tx_1) €
RMN~1 ce qui nous donne Ay (A,) = 0, c’est-a-dire le résultat voulu.

Remarquons au passage le résultat suivant: pour v € S(0, 1) fixé, la fonction x € RV\ 4, — f’(a:, v) €ER
est la limite simple de la suite de fonctions continues uniformément bornées (n(f(- +v/n) — £(-)))n>1
(la borne uniforme vient du caracteére lipschitzien de f), comme A, est un borélien de RY, en posant
f’(-;v) = 0 sur A,, la fonction f'(gv) : RV — R ainsi définie est Borel-mesurable et appartient &
L>®(RN).

On voit aussi que, pour Ay-presque tout z € RY (z ¢ A, U---U A, ),

Viz) = (f'(zier),.... ['(zien)”
existe et que x € RY — Vf(z) € RV (définie Ay-presque partout) est dans (L>(RN))N

¢ Etape 2: On fixe toujours v dans S(0,1) et on montre que, pour Ay-presque tout z € RY, on a
F(azv) = Vi) -v

Pour cela, on prend ¢ € C°(RY), et on calcule, grace au caractere lipschitzien de f et en utilisant le
théoreme de convergence dominée:

fl@+ (1/n)) - f(z)

| J@wop)de = hm | ) pl(a) da
R N o I D )
= — . f(@)Ve(z) - vdr, (1.1.3)

p(—v/n)—p() o0

la derniere égalité découlant des faits suivants: 7n —V(+) - v uniformément sur R, a son

support inclus dans supp(y) + B(0, 1), et felLl (supp(v) + B(0,1)). En appliquant ce résultat a v = e;
(pour i =1,...,N), on trouve

Flaehp@de=— [ Fa)2?

RN RN 8(E2

(z) dz,



ce qui, associé a (1.1.3), donne

Flavp@de = sz flo) g2 @) o

RN

= Z f x; e;)vip(x) do

/ <p(x)Vf(x) -vdz.
RN

Puisque f/(;v) et Vf(-) - v sont dans LW(RN ) C L (RY), cette égalité nous donne, grace au lemme
fondamental des distributions, ~f (-;v) = Vf(-)-v An-presque partout sur RY. Notons B, = A,UA, ---U
Acy U{x e RN | f/(z;v) # Vf(x) - v}; on a Ay(B,) = 0.

{ Etape 3: On conclut.
Soit {v;,, m > 1} un ensemble dénombrable dense dans S(0,1). Posons B = J,,»; By, ; on a An(B) = 0.

Nous allons montrer que, pour tout = ¢ B, fest dérivable en x, ce qui achevera la démonstration.

Soit # € RN\B et (hy)r>1 une suite d’éléments de RV\{0} tendant vers 0; prenons (hy,);>1 une suite
quelconque extraite de (hy)g>1. Comme hy, /|hg,| = w; € S(0,1), on peut extraire une suite (2, )m>1 =
(wi,, )m>1 qui converge vers z € S(0,1). Notons finalement t,,, = |hx, |; on a tyzm = hy,,

On écrit alors, pour tous n > 1et m > 1,

|J7($ + tmzm) — f(:c) - Vf(x) - (tmzm)|

tm
< |f(17 + tmzm)t; f(fE + tmvn)| + |f(x + tm;::) — f(x) _ Vf(x) o | + |Vf(gc) . ('Un _ Zm)|
< (Lin) + (V7)) oo — 2+ | L2 2 IO 9y,

Soit € > 0. Choisissons n > 1 tel que |v, — z| < ¢; on a alors

[f(@ + tmzm) = f(2) = V(@) (tmzm)|

tm

< (Lip() + IVF@) ) (e +12 = znl) +

tm

Mais t,, — 0 lorsque m — oo, donc

f(x + tmvn) - f(x)

tm

—Vf(.f) *Un

— 0 lorsque m — oo

s—0

(car z & B,, , ce qui signifie que (flz+sv) — f(@))/s =3 f(z;0,) et que f/(z;0,) = Vf(2) vy). Ainsi,
puisque z,, — z lorsque m — o0, il existe mg > 1 tel que, pour tout m > my,

|f($ + tmzm) - f(x) - vf(x) ) (tmzm)|

tm

< 2(Lip(f) + |V.f(z)|)e +&.

On a donc montré que, de toute suite extraite de

<|f<x+hk> ~ fle) - V(@) hkl> | (1.14)

| P .

on pouvait re-extraire une suite qui converge vers 0. Cela implique que toute la suite (1.1.4) converge
vers 0, et que f est donc dérivable en z, de dérivée f'(x)(h) =V f(z)-h. m



Corollaire 1.1.1 Si f : Q — R est localement lipschitzienne alors les dérivées partielles classiques de f

sont dans LS () et coincident avec ses dérivées au sens des distributions dans Q.

Remarque 1.1.1 Nous verrons, dans la premiére étape de la démonstration, que, lorsque f est globale-
ment lipschitzienne sur Q, ses dérivées classiques sont dans L () et sont essentiellement bornées par

Lip(f)-
DEMONSTRATION:
{ Etape 1: On montre que les dérivées partielles classiques de f sont dans Lo ().
Pour tout i € [1, N ], % est définie A\y-presque partout sur € grace au théoreme de Rademacher. On
remarque que, en posant f = 0 hors de § (ce qui définit une fonction Borel-mesurable sur RY), la fonction
B cdei/n) — f(-
F = re/m = 10)
Ox; n—o0 1/n

(An-presque partout sur 2)

est Lebesgue-mesurable, en tant que limite simple Ax-presque partout de fonctions mesurables.

Soit K un compact de 2 et § = dist(K, RM\Q); comme K = K + B(O 4/2) est un compact de Q, f est
lipschitzienne sur K. Notons C' une constante de lipschitz pour f sur K. Lorsque |t| < 8/2 et 2 € K, on
a (x,z +te;) € K, donc

te;) —
‘f(x i et) @) oo (1.1.5)
En passant a la limite lorsque ¢ — 0, on trouve donc, pour A\y-presque tout z € K,
of
C. 1.1.6
)| < (1.16)

8f est donc essentiellement bornée sur K et les dérivées partielles de f sont bien dans L{o (€).

Lorsque f est globalement lipschitzienne sur 2, (1.1.5) est vraie, avec C = Lip(f), pour tout = €
et tout |t| < dist(x, RV\Q). Passer a la limite ¢ — 0 nous permet de voir que (1.1.6) reste vraie, avec
C = Lip(f), pour /\N -presque tout x € Q et que % est donc dans L*°(2), avec une norme dans cet

espace majorée par Lip(f).

{ Etape 2: Montrons maintenant que ces dérivées classiques coincident avec les dérivées au sens des
distributions de f dans Q.

Soit ¢ € C(Q) et § = dist(supp(p); RV\Q) > 0. Comme w =9 — 0; uniformément sur 2
en ayant (pour |s| < §/2) son support inclus dans K = supp(y) + B(0,5/2) (compact de 2) et comme
f € LY(K) (f est localement lipschitzienne sur €, donc localement bornée sur §2), on a

(Dif,@)pr),pe) = /Qf(:v)&w(zv) dr = — lim/ f(z x-l—sel) plz) .

s—0

/f “361) PT) gy = é (/m Fo — sed)o() dm—/ﬂf(a:)go(x) da:).

Comme, pour |s| < 6/2, Q+ se; D supp(y), les intégrales de cette derniére expression ne portent (lorsque
|s| < d/2) que sur supp(yp); cela nous permet de voir que

De plus,

fx = sei) = f(x)

supp(y) S

(Dif,#)pr(9) D) = — lim
En notant C une constante de lipschitz de f sur K, (1.1.5) nous donne, pour tout |s| < §/2 et tout

x € supp(yp), |M\ < C. Ainsi, par le théoréme de Rademacher, w =9 7% AN-

presque partout sur €2, donc sur supp(y), tout en restant majorée (sur supp(y)) par C. On obtient ‘alors,
par convergence dominée7

(Dof, &)y m00) = / OF (2)p(a) da = / OF (2)p(a) da.

supp(p) 0T o 0zi

Ceci étant vérifé pour tout ¢ € C°(£2), on a bien D, f = % dans D'(2). m



1.2 Le Changement de Variable Lipschitzien

Commengons par un petit lemme classique

Lemme 1.2.1 Soit f : U — V un homéomorphisme entre deuz ouverts de RN. Si f est dérivable en
un point v € U et si f'(x) € GL,(R), alors f=1 est dérivable en f(z) et (f~1)'(f(z)) = (f'(z))~ .

Remarque 1.2.1 Le résultat reste vrai lorsque U et V sont des ouverts d’espaces vectoriels normés
quelconques.

DEMONSTRATION:
Par définition, il existe € : U — RY tendant vers 0 en x telle que, pour tout y € U,

f) = f@)+ @)y —2) + |y — z[e(y). (1.2.1)
Soit z € V; en appliquant (1.2.1) & y = f~%(z) € U, on obtient
2= f2) + f@)(f 1) = @)+ 1) = T @)]e(f (=),
soit, puisque f'(z) € GL,(R),
F7HE) = @) = (F(@) 7 = = f@) = 171 2) = @I (@) 7 e(F (). (1.2.2)

Or f~1! est continue en f(x), donc e(f~1(2)) — 0 lorsque z — f(x); il existe alors W voisinage de f(z) tel
que |(f'(z))"te(f~1(2))| < 1/2 lorsque z € W. En injectant ceci dans (1.2.2) et en prenant les normes,
on en déduit, pour tout z € W,

[F7H ) = FH @) < 20(f/(2)) 7]z = f(=)]-
En notant C = 2|(f’(z))~!|, on a donc, pour tout z € W,

) = I @)

o @l S (123)

(1.2.2) peut se re-écrire, pour tout z € V,
F7HE) = @) + (f(@) 7= = f@) + |2 = f()In(2) (1.2.4)
avec 1(z) = —We(}"_l(z)) lorsque z # f(x) et n(f(x)) = 0. Or, par (1.2.3), la fonction

z = |f7H2) — fF7H(f(2))]/|z — f(z)] est bornée sur W voisinage de f(z) et on a vu que e(f~1(z)) — 0
lorsque z — f(z); ainsi, n(z) — 0 lorsque z — f(z) et (1.2.4) prouve bien que f~! est dérivable en f(z),
de dérivée (f'(z))~t. m

La démonstration du théoreme de changement de variable lipschitzien repose sur 1'utilisation du théoreme
de Radon-Nikodym; le lemme suivant est 'outil qui nous permet d’identifier la dérivée de Radon-Nikodym
qui apparaitra dans la démonstration du théoreme de changement de variable lipschitzien.

Lemme 1.2.2 Soit U et V des ouverts de RN. Si o : U — V est un homéomorphisme dérivable en un
point x € U alors

= [Jep(x)|.

Remarque 1.2.1

1) On a noté |Jp(z)| la valeur absolue du jacobien de ¢ en x, i.e. la valeur absolue du déterminant
de ¢'(x).

2) Ce résultat reste vrai lorsque 'on suppose simplement ¢ continue (et non plus homéomorphisme);
la démonstration de cette généralisation fait intervenir le degré topologique, mais n’est pas utile a
notre propos.
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DEMONSTRATION:

On commence par remarquer que, ¢ étant un homéomorphisme, ¢(B(z,r)) est mesurable pour tout
r < dist(x, RN\U).

Par translation, on se raméne au cas x = 0 et p(z) = 0.

& Etape 1: Si M = ¢'(0) est inversible.
Posons alors F(z) = M ~1p(x). Pour tout r < dist(0, RV\U), on a

AN (p(B(0,7))) = An (M (F(B(0,7)))) = |det(M)[An (F(B(0,7))).

11 suffit donc de prouver que
o AW(E(BO.1) _

r—0 )\N(B(O,T)) (125)

pour conclure.
F:U— W = M"YV) est un homéomorphisme dérivable en 0, qui vérifie F(0) = 0 et F'(0) = Id; cela
signifie qu'il existe €1 : U — RY tendant vers 0 en 0 telle que, pour tout = € U,

F(z) =z + |z|e1 (2). (1.2.6)

Par le lemme 1.2.1, on sait que F~! est dérivable en 0, de dérivée Id, ce qui signifie qu’il existe g5 : W —
R tendant vers 0 en 0 et telle que, pour tout y € W,

F'y) =y + lylea(y). (1.2.7)

Soit & €]0,1[. Prenons 6 > 0 tel que B(0,d) C UNW et tel que, pour |z| < §, on ait |e1(2)] < € et
lea(2)] < e. Soit r < 4; par (1.2.6) et (1.2.7), on a

e (1.2.9), on déduit
F(F~Y(B(0, (1 —¢)r)) = B(0, (1 — &)r) C F(B(0,r)). (1.2.10)

(1.2.8) et (1.2.10) nous donnent donc Ax(B(0, (1 —¢)r)) < An(F(B(0,r))) < An(B(0, (14 ¢)r)), soit, en
utilisant Ax (B(0, kr)) = kN AN (B(0,7)) avec k=1—cet k=1 +¢,

N ey EBON) - AN(F(BO.)
(=)™ <l =X " B0,m) = TSP Y B0, )

Ceci ayant été établi pour tout € €]0, 1[, on trouve bien (en faisant ¢ — 0) 1'égalité (1.2.5).

<(1+e)N

& Etape 2: Si M = ¢'(0) n’est pas inversible. Il faut alors prouver que la limite des quotients des mesures
est 0.

On remarque que M (B(0,1)) est de A\y-mesure nulle, puisqu’inclus dans l'image de M, un sous-espace
vectoriel de dimension strictement inférieure & N. En posant H,, = M(B(0,1)) + B(0,1/n) (borné, donc
de mesure finie), on voit que

) = ﬂ H, (car M(B(0,1)) est compact donc fermé),
n>1

en intersection décroissante. Ainsi, lim, .o An(H,) = 0; prenons € > 0 et choisissons ng > 1 tel que
>\N(Hno) < E.

Soit § > 0 tel que, pour |z| < 4, |p(z) — M(x)| < (1/n0)|x| Soit 7 < § et |x| < r; en notant x = ry, avec
y € B(0,1), on voit que p(z) € rM(y) +rB(0,1/ng) C rHy,. Ainsi, ¢(B(0,7)) C rHp,, et

M(R(BO0.1) < PV Ay (H,,) < VB0

An (B(0
S (B0, 1) F
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On en déduit

C an(e(B(0,7) :
s> = (B0.) (B0, 1)

Ceci ayant été établi pour tout € > 0, faire ¢ — 0 nous donne le résultat voulu. m

Avant de prouver le théoréme de changement de variable lipschitzien dans sa généralité, nous énongons
et prouvons ici une version a priori plus faible, mais de laquelle découle en fait le résultat que nous
souhaitons.

Lemme 1.2.3 Soit U etV des ouverts bornés de RN. Sip : U — V est un homéomorphisme lipschitzien
alors, pour tout f positive ou dans L*(V), on a

/fdAN:/foso|Jso|dAN.
1% U

Remarque 1.2.2 En tant que polynome en (gf’f
J

>( VLN Jo (qui est défini Ay -presque partout sur
1,7)€[1,N

U par le théoréme de Rademacher) est dans L>°(U).

DEMONSTRATION:

© étant un homéomorphisme, p(A4) = An(¢(A)) est une mesure (finie, car V' est borné) sur les boréliens
de U.

Soit % : RY — RY une extension lipschitizenne de ¢. Dans ce qui suit, ||.||o désigne la norme sup sur
RY e ||2]|o = sup;e1,ny [7il; la constante de lipschitz de ¢ est prise par rapport & cette norme.

¢ Etape 1: on montre que, pour C pavé ouvert de RV, An(5(C)) < (Lip(p)) N A (C).

Soit ¢ > 0. Pour k € NV on pose Dy = a + Hﬁl[kis, (ki + 1)e[; en notant by, = a + (ki¢, ..., kne) +
(€/2,...,¢/2) le centre de Dy, on a, pour tout x € Dy, ||z — billeo < £/2, donc ||@(x) — G(bk)||eo <
Lip(@)e/2. Ainsi, ¢(Dx) C ¢(bx) + [~Lip(@)e/2, Lip(p)e/2]V, ce qui implique

Aw(@(D0) < (Lip(@)e)". (12.11)

Soit C' un pavé de RY: C est de la forme a + Hi]\il]O,ai[, avec a € RY et (ay,...,ayx) €]0,00]. Si un
des (avi)ieqi,n) est infini, la mesure de C' est infinie et 'inégalité recherchée est alors triviale; on se place
donc maintenant dans le cas ol tous les (a;);eq1,n] sont dans ]0, oo|.

Soit B = {k € NV |Vie[I,N], 0<k; <a;/e}. On a C C UpegDy, donc §(C) C Ukep@(Dy), ce qui
implique, par (1.2.11),

AN(B(C)) <) AN(B(Dy)) < Card(E)e™ (Lip(@)". (1.2.12)
keE

Mais, si [-] désigne la partie entiere, on a Card(E) = ([a1/e] +1)--- ([an/e] +1) < (2 41) - (%X + 1),
donc on déduit de (1.2.12) que

AN(E(C) < (Lip@)VeY (T +1) - (B +1) < Lip(@)N (1 +6) -+ (an +2).

Ceci ayant été établi pour tout € > 0, on obtient, en faisant ¢ — 0, An(5(C)) < (Lip(@))Nay -+ - an, ce

qui est le résultat recherché puisque Ay (C) = a1 -+ an.

{ Etape 2: On montre que p est absolument continue par rapport a Ay.
Soit A C U de Ay-mesure nulle; par définition de la mesure de Lebesgue par sa mesure extérieure, il existe,
pour tout € > 0, un recouvrement de A par des pavés ouverts (Cp,),>1 de RY tels que > o, vol(C,,) =

ZTLZI )\N(Cn) <eE.
Puisque ¢(A) C (A) C Up>19(Cy), on en déduit, par I’étape 1,

An(9(4)) <D AN(B(Cn)) < (Lip(@)Y ) An(Ch).

n>1 n>1
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Ainsi; Ay (p(A)) < e(L

voulu: pu(A) = An(p(A)) =0.

ip(9))V; cette inégalité ayant été établie pour tout € > 0, on obtient le résultat
)

{ Etape 3: On conclut.

Grace au théoréme de Radon-Nykodim et par I'étape 1, il existe donc h € LY(U) (car u est une mesure
finie) telle que, pour tout borélien A de U,

H(A) = Ax(e() = [ haax.
A
Mais, en tout point de Lebesgue = de h, c’est-a-dire pour Ay-presque tout x € U, on a

I oy M (elBr)
) = B S5 oo M = 8 e

Par le lemme 1.2.2, pour tout x point de dérivabilité de ¢, c’est-a-dire pour A\n-presque tout = € U grace
au théoréme de Rademacher, cette derniere limite est |Jo(x)|. Ainsi h = |Jp| An-presque partout sur
U, et on voit donc que, pour tout A borélien de U, An(p(A)) = [;; LalJe|dAN.

Pour toute fonction f = 1p avec B borélien de V, en notant A = »~1(B), on a donc fvfd)\N =
Jv LocaydAn = An(p(4)) = [, 1alJo|dAn = [, f o ¢|lJe|dAy. Par combinaison linéaire, on a donc
encore fv fdAny = fU fowlJo|dAy lorsque f est une fonction simple sur V.

Soit f positive mesurable sur V. Prenons une suite (f,)n>1 de fonctions simples positives qui converge
en croissant vers f; puisque (fy o ¢|J¢|)n>1 est une suite de fonctions positives mesurables qui converge
aussi en croissant vers f o p|Jg|, le théoréme de convergence monotone nous dit que

n—oo

/fd)\Nf lim | fadiy = lim/fnog0|Jga|d)\N:/fogp\J<p|d/\N.

Lorsque f est dans L'(V), on écrit f = fT — f~ et on applique le résultat précédent a f+ et f~ pour
conclure que f o p|Jp| € LY(U) et que I'on a bien la formule annoncée dans le lemme. m

Théoréme 1.2.1 (Changement de variable lipschitzien) Soit U et V des ouverts de RN. Si ¢ :U — V
est un homéomorphisme localement lipschitzien alors, pour tout f positive ou dans L*(V'), on a

| firw= [ soelel .
174 U

Remarque 1.2.3 Ici, Jy est dans LS (U).

DEMONSTRATION:

On note, pour n > 1, U, = B(0,n) N {z € RY | dist(z, RV\U) > 1/n}; les U, sont des ouverts bornés
et U =J,,>; Un, en union croissante. Comme U, est relativement compact dans U, ¢ est lipschitzienne
sur U, et V,, = ¢(U,) est un ouvert borné de V; de plus, ¢ est un homéomorphisme lipschitzien entre
Up et Vy; ¢ étant surjective, on a aussi V' = J,,~, V5, en union croissante.

En utilisant le théoreme de convergence monotone, le lemme 1.2.3 nous donne, pour f positive et
mesurable sur V,

/ fd)\N = lim flV d)\N
\4

n—oo v

= lim fd\n

n—oo Vo

= lim fo<p|J<p|d)\N

n—oo

/ fosousomAN.
U

Lorsque f est dans L'(V), on conclut en écrivant f = f* — f~ et en appliquant le résultat précédent &

ffeta f-.m
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1.3 Transport des Espaces de Lebesgue

Théoréme 1.3.1 Soit p € [1,+0c0], Q et Q' deuz ouverts de RN et ¢ : Q' — Q un homéomorphisme
bilipschitzien. L’application
{ LP() Lr(Y)

¢ _ fou (1.3.1)

est bien définie et c’est un isomorphisme.

Remarque 1.3.1 Nous verrons, au cours de la démonstration, que la norme de (1.3.1) est majorée par
un réel ne dépendant que de N et Lip(¢~1) (pour p = oo, cette application est méme une isométrie).

DEMONSTRATION:

{ Etape 1: f o est mesurable et ne dépend pas du représentant de f.

Si f: Q — R est Borel-mesurable alors, ¢ : ' — Q étant borélienne car continue, f oy : Q' — R est
mesurable.

Supposons f = f* A\y-presque partout sur Q; alors fop = f*op sur Q'\¢ 1 ({f # f*}); par le théoréme
de changement de variable lipschitzien, puisque ¢! : Q — Q' est un homéomorphisme lipschitzien,
An(e Y{f # ) = f{f;éf*} |Jo~ d\y = 0. Ainsi, fop = f* o ¢ Ay-presque partout sur €.

{ Etape 2: on suppose p < 00.
Si f € LP(Q), le théoreme de changement de variable lipschitzien appliqué avec ¢~

/ P o pdiy
Q/

/ 1T
Q

I nous permet d’écrire

|fopldAn
Q/

< e leme [ 1P A,
et, Jpo~! étant un polynéme en (8(57:”) LN ||J<p_1\|Loo(Q) est majoré par un réel C' ne dépendant
que de N et Lip(p~1) (remarque 1.1.1). Ainsi, fop € LP(Q) et
1 o @llrery < CYP( | flr) < sup(C, D)1 f]lLr(e)- (1.3.2)

¢ Etape 3: on suppose p = .

Soit f € L*°(Q). Posons A = {xz € Q| |f(x)] > ||f]|lL=@)}; A est de mesure nulle, donc par le théoreme
de changement de variable lipschitzien, ¢! (A) est aussi de mesure nulle (An (¢~ (A4)) = [, [J¢ ! =0).
Comme |f o @(z)| < ||f||L () pour tout = & ¢~'(A), on en déduit que fop € L>(Q) avec

I1f o @llzery < IIfllze()- (1.3.3)

L’inégalité (1.3.2) (dans le cas p < co0) ou (1.3.3) (dans le cas p = 00) nous dit que 'application (1.3.1)
est bien définie et, étant trivialement linéaire, qu’elle est continue.

& Etape 4: caractere isomorphique de (1.3.1).

Le résultat ci-dessus appliqué avec o~ (homéomorphisme bilipschitzien entre 2 et Q') & la place de ¢
nous montre que g € LP()) — gop~1 € LP(Q) est bien définie et lindaire continue; cette application est
alors trivialement l'inverse de (1.3.1), ce qui prouve que (1.3.1) est un isomorphisme. m

Remarque 1.3.2 Nous avons raisonné en supposant que les éléments de LP(QY) étaient des fonctions
Borel-mesurables. Mais, lorsque f : Q@ — R est Lebesque-mesurable, elle est égale presque partout a
une fonction f : Q — R Borel-mesurable; comme ¢~ transporte les ensembles de mesure nulle sur des
ensembles de mesure nulle (c’est une conséquence du théoréme de changement de variable lipschitzien
appliqué o o~ homéomorphisme localement lipschitzien), on en déduit que fop = fo @ presque partout
sur QY (ce qui prouve au passage que fop est Lebesque-mesurable, ce qui n’avait rien d’évident et est faux
en général si p~! n'est pas localement lipschitzien). On peut donc indifféremment considérer les éléments
de LP(2) comme des fonctions Borel- ou Lebesgue-mesurables.
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1.4 Transport des Espaces de Sobolev

Lorsque p € [1,+00] et Q est un ouvert de RN, WP(Q) désigne 'espace de Sobolev usuel, muni de la
norme

N
ullwro@) = llullo@) + D 11 Ditl| 2o (g)-
=1

Lemme 1.4.1 Sip € [1,+00[ alors C°(RY) est dense dans WP (RY).

Remarque 1.4.1 En fait, on prouve ci-aprés le résultat suivant plus puissant: pour tout u, il existe une
suite (un)n>1 de C°(RY) telle que, si p € [1,+oo] vérifie u € WHP(RYN), alors u, — u dans WHP(RYN);
autrement dit, la suite qui approche u est indépendante de p.

DEMONSTRATION:

{ Etape 1: On tronque.

Soit v € CX(RY), 0 < v <1, v = 1 sur B(0,1) et ¥ = 0 hors de B(0,2); posons v,(z) = y(x/n).
Yn € C°(RY), v, = 1 sur B(0,n) et v, = 0 hors de B(0,2n); on remarque aussi que V7, (z) = 2V~(z/n)

donc [ [Vya] || o mivy < w — 0 lorsque n — oco.
Pour u € WHP(RY), on pose u,, = y,u € WHP(RY). w, est & support compact, u, — u Ay-presque
partout sur RY et |u,| < |u| € LP(RY) donc, par convergence dominée, u,, — u dans LP(RY). De plus,
pour tout i € [1, N|, Dju, = ud;yn + ynDiu; or

i) 0,7, — 0 dans L=(RY) donc ud;7y,, — 0 dans LP(RY),

ii) v,D;u — D;u An-presque partout sur RY en étant majorée par |D;u| € LP(RY), donc
YnDsu — Dyu dans LP(RY).
On a donc D;u,, — D;u dans LP(RY).
Ainsi, on a approché u par une suite de fonctions de WP (RV) & supports compacts; si I’on peut approcher
toute fonction de W1?(RY) & support compact par une suite de C>*(RV), on aura prouvé le théoréme.

& Etape 2: On régularise.

Prenons donc u € WHP(RY) & support compact. Soit (p,)n>1 une approximation C2°(RY) de I'unité.
En posant u, = u * p,, on définit une suite de C>°(RY) qui converge vers u dans LP(R™); de plus,
Vu, = (Vu) x p, — Vu dans (LP(RN))V, puisque Vu € (LP(RM))V, et on a bien u, — u dans
WLP(RY). m

Lemme 1.4.2 (Prolongement) Soit p € [1,+o0], U et V deuz ouverts de RN et u € WHP(UNV). Sl
existe O ouvert de R contenant OV tel que w =0 sur UNV N O, alors la fonction u définie sur U par

~ Ju sur UNV,
YTl 0 sur U\(UNYV)

est dans WP (U) et Vu est donné par

Vi = Vu sur UNV,
“= 0 sur U\(UNYV).

Remarque 1.4.1

1) On appliquera souvent ce résultat pour uw € WYP(V) a support compact dans V et U = RN : e
prolongement de u & RN par 0 hors de V est alors dans WP (RYN).

2) On a |[ullwrewy = |Jullwir@avy-
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DEMONSTRATION:

On sait bien évidemment que 4 € LP(U). Pour montrer que & € WHP(U), il suffit donc de montrer la
formule donnée pour Vu, i.e. que Vu = V.

Notons F' = V\O; c’est un sous-ensemble fermé de RY (si (z,,),>1 € F converge dans RY vers z, alors
z € VNARN\O = V\O puisque 9V = V\V C 0).

Soit ¢ € C°(U) et K = supp(y) (compact de U). K N F est un compact inclus dans U N V; on peut
donc prendre v € C°(UNV) telle que v = 1 sur un voisinage de K N F. On a alors, pour tout ¢ € [1, N],

(Div, o)pypwy = — /Umx)a“o(x)dx
. / w(@)dhp(x) da
KNF
— —/ u(z)0;(vp) () d
KnNF
_ / u(@)d; (1) () d,
unv

I’avant derniere égalité ayant lieu car vy = ¢ sur un voisinage de K N F', la derniere égalité car u = 0 sur
UNV hors de F et 9;(yp) =0sur UNV hors de K. Or yp € C(UNV) et u € WHP(UNV), donc par
définition de D,u € L»(UNV), on a

- / w(@)di(ve) (x) dz = Diu(a)y(2)p(a) da
unv unv

Diu(z)y(z)p(z) de,
KNF

car u, donc D;u, est nulle sur U NV N O. Enfin, puisque v = 1 au voisinage de K N F,

Diu(x)y(x)p(x)de = Du(x)p(x) dz
KNF KNF

Du(x)p(x) dz
unv

/U Diu(@)p () da.

Ces égalités mises bout & bout, et valables pour tout ¢ € C°(U), donnent D;ii = D;u dans D'(U), ce qui
est le résultat voulu. m

Théoréme 1.4.1 (Composition de dérivées faibles) Soit p € [1,+00], Q et Q' deur ouverts de RN et
©0="(p1,...,0on)T : U — Q un homéomorphisme bilipschitzien. Siu € W'P(Q) alors:

i) uop e Whr(Q),
ii) Vi € [1, N], D;(uop) = chvzl Dyuo ¢ D;py,

#ii) 3IM > 0 ne dépendant que de N, Lip(y) et Lip(p~!) telle que ||uo @||wrr@y < M||ullwieq)-

Remarque 1.4.2 La conclusion iii) nous dit que l'opération de composition

Wlr(Q) — Whe(Q)
U — uUoY

est linéaire continue. Comme elle a un inverse linéaire continu (c’estv € WHP(Q') — vop™t € WhP(Q)),

cette application est en fait un isomorphisme. Ce théoréme est donc bien un résultat de transport des
espaces de Sobolev.
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DEMONSTRATION:

On sait déja (théoreme 1.3.1) que, pour u € WHP(Q) C LP(Q), u o ¢ est bien définie et appartient a
Lr ().

Nous allons commencer par prouver ii). Cette égalité étant locale, il suffit de montrer que, pour tout
ouvert U d’adhérence compacte dans ', on a ’égalité ii) sur U (i.e. dans D'(U)).

¢ Etape 1: on montre ii) pour p < co.

Soit donc un tel U. On remarque que V = p(U) est un ouvert de (¢ est un homéomorphisme) et que
V = p(U) est un compact de 2. Soit ¢ € C°(Q) telle que ¢ = 1 au voisinage de V. Posons F = ¢u;
F € WHP(Q) et est & support compact dans €; ainsi, par le lemme de prolongement 1.4.2, 'extension de
F a4 RY par 0 hors de 2, encore notée F, est dans W1P(RY).

Soit une suite (F,),>1 € C°(RY) qui converge vers F' dans WHP(RY). Posons G,, = F,, 0 : Q' — R;
partout ol ¢ est dérivable au sens classique, i.e. Ay-presque partout sur ', G,, est dérivable et

oG, i OF, Oy

al'i_ Tmowﬁxi'

k=1

De plus, F, et ¢ étant lipschitziennes, G,, est lipschitzienne et toutes les dérivées classiques ci-dessus
coincident avec les dérivées au sens des distributions.

Comme F,, — F et (pour tout k € [1, N]) Dy F,, — Dy F dans LP(2), le théoréme 1.3.1 nous permet de
voir que que Fy, 09 — F o et DiF, 0@ — Dy F o dans LP(Q'). Les fonctions (D) (i ke, étant
dans L ('), on en déduit

N N
DGy, =Y  DpF,09Dipy = > DpFo@Digy, dans LP(Q), donc dans D'(€).
k=1 k=1

Comme G,, = F,, 0 p — F o dans LP(£Y'), donc dans D'(Q)'), on a D;G,, — D;(F o ¢) dans D'(Y).

En passant & la limite, on obtient finalement D;(F o ¢) = Zgzl Dy F o ¢ D;py, dans D'(Q)'), donc aussi
dans D'(U). Sur V, puisque F = u, on a Di,F = Dyu; ainsi, sur U = ¢ (V), Fop = uo ¢ et
Dy F o ¢ = Dyuo . Le recollement de toutes ces égalités donne D;(u o @) = Zszl Dyu o p Dy, dans
D'(U), c’est-a-dire ce que l'on souhaitait.

& Etape 2: on montre ii) pour p = oo.

Soit toujours U ouvert d’adhérence compacte dans ' et V = ¢(U).

V est un ouvert borné inclus dans 2, donc u € W1>°(V) ¢ WH(V). Par I’étape 1, puisque u € Wh(V)
et ¢ : U — V est un homéomorphisme bilipschitzien, on a, dans D' (U), D;(uo @) = Zszl Dyuop D;pg,
c’est-a-dire ce que ’on voulait démontrer.

& Etape 3: on conclut

La formule ii) étant établie, il ne reste plus qu’a prouver i) et iii). Or, par le théoréme 1.3.1, pour tout
k€ [1,N], Dyuoy € LP(Q) (car Dyu € LP(S2)) donc, les fonctions (D;pr)rep, Ny étant dans L>°(Q2'), on
a bien, par ii), D;(uo¢) € LP() pour tout i € [1, N], donc uo o € WP ().

En notant C' un majorant de la norme de 'application (1.3.1) ne dépendant que de N et Lip(¢~1!) (cf
remarque 1.3.1), puisque ||D;pr|| (o) < Lip(pr) < Lip(p), on a, par la formule ii),

N N
1D 0 @)l Loy < Lip(e) Y [1Druo @l|Loe < CLip(p) > || Dkl Lo (),
k=1 k=1
ce qui implique
N
|[u o ollwrry < Cllullrr o) + CLip(p) Z [[Drullrr @) < Csup(l, Lip(¢))||ullwie )
k=1

et conclut cette démonstration. m
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Chapitre 2

Intégrale sur des Bords d’Ouverts

Dans ce chapitre, || - || est une norme quelconque sur R,

2.1 Ouverts Lipschitziens
2.1.1 Ouverts Faiblement Lipschitziens

Définition 2.1.1 Un ouvert 2 de RN est faiblement lipschitzien si sa frontiére OS) est bornée et si, pour
tout a € 09, il existe un ouvert O de RN contenant a et un homéomorphisme bilipschitzien ¢ : O —
BN = {x e RN | ||z|| < 1} tels que

p(0NQ)=BY ={(2/,zny) € BN | zy > 0},
©(0NoN) = BN~ = {(2/,0) € BN}.

Remarque 2.1.1

1) Si Q est faiblement lipschitzien pour une norme donnée sur RY | il est faiblement lipschitzien pour
toutes les normes sur RN (si B est la boule unité pour une norme sur RN, il existe A > 0 tel que
¢(a)+AB C BY; on considére alors & : o1 (p(a) +AB) — B définie par $(x) = A\~ (p(x) — p(a)):
c’est un homéomorphisme bilipschitzien entre 'ouvert =1 (p(a) + AB) de RN qui contient a et B,
qui envoie o1 (p(a) + AB)NQ sur {x € B | znx > 0} et o~ 1(p(a) + AB) N 9Q sur {(2,0) € B}).
La norme choisie sur RN n’importe donc pas.

2) Un couple (O, @) comme dans cette définition est appelé “carte locale”.

3) Dans la suite, nous confondrons BN=1 avec Uowvert {z’ € RN=1 | (2/,0) € BN} de RN~ (qui,
lorsque l'on met sur RN=1 la norme induite par celle de RN = RVN=1 x R, d.e. 2’ — ||(2,0)]],
correspond effectivement a la boule unité de RN=1 pour cette norme).

4) En fait, dans la suite, nous n’aurons pas vraiment besoin que O soit borné; il suffit que l’on puisse
trowver des cartes locales (O, ¢;)ien telles que O C U;enO; en union localement finie (i.e. pour
tout compact K de RY, il existe un nombre fini d’ouverts (O;)ien qui rencontrent K ).

Une paramétrisation locale de 92 est un couple (7,0 N 9IN) avec O ouvert de RY et 7: BN~1 — 0 noQ
un homéomorphisme bilipschitzien.

Lorsque 2 est faiblement lipschitzien, 02 étant borné donc compact, il existe un nombre fini de cartes
locales (Os, i)ic[1,k] telles que 982 C Uk_,0;; on dira que (O;, ©i)ief,k est un systeme de cartes de €.
En définissant 7; : BN~1 — 0, N 9Q par 7; = (%‘\omaﬂ)_17 on obtient des paramétrisations locales
(75,04 N OQ) e i telles que 00 = Uk 0, N 0Q; on dira que (;,0; N 0Q);eq,k) est un systeme de
paramétrisations de 0f).
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2.1.2 Ouverts Fortement Lipschitziens

Bien siir, si nous avons parlé d’ouvert faiblement lipschitzien, c’est qu’il existe une notion d’ouvert
fortement lipschitzien. Tout ce que nous ferons dans la suite ne nécessitera que des ouverts faiblement
lipschitziens; cependant, la notion d’ouvert fortement lipschitzien étant assez pratique et la plus répandue
dans la littérature, il nous a semblé utile de 'aborder.

Définition 2.1.2 Un ouvert Q de RV est fortement lipschitzien si sa frontiere O est bornée et si, pour
tout a € 09, il existe un repére orthonormé R, de RN, un pavé V = Hij\;ﬂai’ﬁi[: V'x]a, B] dans les
coordonnées de R, qui contient a et une application lipschitzienne n : V' —]a, B] tels que

VnQ={,un) eV iyn >n)},
Vno={(' n)), y eV'}.

Et comme la terminologie nous l'indique:
Proposition 2.1.1 Un ouvert fortement lipschitzien est faiblement lipschitzien.

DEMONSTRATION:

Soit a € 99Q; prenons V = V’'x]a, B[ (dans de bonnes coordonnées) et n : V' —]a, ] donnés par la
définition de € fortement lipschitzien, avec V voisinage de a. Nous allons exprimer ¢ dans les coordonnées
adaptées a V.

Soit 77 : R¥~1 — R une extension lipschitzienne de 7. Posons

@{ RY — R¥
W un) — (W yn —0y)
@ est un homéomorphisme bilipschitzien; en effet, son inverse est
~q RY — RV
Tl Ea) (e + )
Comme @(a) € @(V) ouvert, il existe une boule B de centre $(a) et de rayon e incluse dans @(V);
O = ¢~ Y(B) C V est un ouvert qui contient a. @ : O — B est un homéomorphisme bilipschitzien et on a
PONQ)={(+',2n) € B|zn > 0},
(0N o) ={(7,0) € B}.
Ainsi, $(a) = (z!,0) et, en remarquant que B est bilipschitziennement homéomorphe &4 BY par I'applica-
tion
_[ B — BV
Lz — e (=.0)
qui envoie {(z,zy) € B | zy > 0} sur BY et {(2/,0) € B} sur BN ™!, la composée po ¢ : O — BY nous

donne ’application ¢ recherchée. m

La notion d’ouvert fortement lipschitzien est intéressante car elle est souvent plus facile a vérifier di-
rectement que celle d’ouvert faiblement lipschitzien; comme le montre ’exemple suivant, des caracteres
géométriques simples peuvent impliquer la propriété de forte lipschitziannité.

Proposition 2.1.2 Si Q est un ouvert convexe borné, alors ) est fortement lipschitzien.

DEMONSTRATION:
Soit a € 9. Prenons b € Q et notons vy = (b —a)/|b — a]. On complete vy en une base orthonormé
V = (vy,...,vn) de RY et on note R, le repere d’origine a et de base V. On note N la norme infinie

associée a la base V (un hypercube dans le repeére R, est donc une boule ouverte pour la norme N), et
y = (v, yn) les coordonnées d’un point courant dans le repére R,.
Soit § > 0 tel que Bps(b,d) C 2 (Q est ouvert) et notons

W =] = 6,0[N " x]yly — diam(Q) — 1y} [= W'x]yy — diam(Q) — 1,y [,
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exprimé en coordonnées dans le repére R, (ou a a pour coordonnées (0,...,0) et b a pour coordonnées
(0,...,0,9%), avec y& = dist(a,b)).

Nous allons maintenant définir une application 1 : W’ —]y% — diam(Q) — 1,34 telle que

WnQ={,yn) €W |y~ >n(y)}, (2.1.1)
WnoQ={n{)), vy Wil

Pour cela, on pose simplement, pour tout ¢y € W', n(y') = inf{yy € R | (¢/,yn) € IN}; ceci définit
a priori une application n : W’ — [—00,400] (la valeur +o0o étant prise aux points y’' € W' tels que
{uv €R| (¢, yn) € 00} = 0).

Commengons par constater que 7 est en fait a valeurs finies, et méme a valeurs dans }y?\, —diam(92)—1, y?\,[
Soit y' € W'. ¢1 = (v',y%) € Bar(b,8) C Q (rappelons que les coordonnées de b dans R, sont (0,3%))
et, pour R > diam(Q), co = (v, y& — R) € Q; ainsi, il existe c3 € [c1,c2] NN, ie. c3 = (V,y%) € 9Q
avec Y3 €yl — R,y}[; on en déduit que {yn € R | (y,yn) € 090} est non vide et que sa borne
inférieure est dans [—oo,y4[. Comme le diametre de € est aussi égal au diametre de {2, on constate
que, pour tout R > diam(92), (¢, 3% — R) € Q (puisque (v/,y%) € Q), et {yn € R | (v/,yn) € IQ}N] —
o0, y% — diam(Q) — 1/2] = (); ainsi, la borne inférieure de {yy € R | (v/,yn) € 92} est donc dans
lyk — diam(Q) — 1/2,y [ClyR — diam(Q) — 1,y [.

Vérifions ensuite la propriété (2.1.2). Pour tout y' € W', il existe (y](\?))n>1 tel que (y/, ](\T,L)) € 00
pour tout n > 1 et y( "o n(y’) lorsque n — oo; 9N étant fermé, on en déduit que (y’, (y’)) € 0%Q;
ainsi, comme 7 est & valeurs dans Jy% — diam(Q) — 1,4%[, on obtient bien (y',n(y")) € W N 8 pour
tout y' € W’. Soit maintenant (y',yn) € W N 9€; on sait que, puisque Q est convexe et (y',y%) €
](ylayN)?(ylﬁyN)] C Q et que, pour tout ¢ < YN, ( 5 ) ¢ o2 (smon, (?J 7yN) ](y 7t)7(y ’yN>] C Q)
ainsi, yn est le seul point s €] — oo, y% [ tel que (y,s) € 98 comme on a vu que 7(y’) était aussi un
élément de | — oo, y4 [ tel que (y',n(y")) € 99, on en déduit que yny = n(y’), et que W NI est donc bien
inclus dans {(/,n(y')), v € W'}.

Vérifions maintenant la propriété (2.1.1). Soit (v, yn) € W tel que yy > n(y’); on constate que (', yn) €
1Y, 0(y"), (v, y%)]; or, par ce qui précede, (y',n(y')) € OQ et, comme €2 est convexe, on en déduit que
1y, ("), b =1y, n(v")), (v, ¥4 )] C Q, ce qui nous permet de voir que (y',yn) € Q et que {(v',yn) €
W ynv > ny)} € WNQ Soit maintenant (y',yn) € W N Q; st yy < n(y'), alors (y',n(y)) €
(v, yn), (v, y%)] C Q par convexité de €2, ce qui est impossible puisque (y',7(y’)) € €.

L’épigraphe WN$ de la fonction n : W’ —>]y§’v —diam(Q2)—1, yf’v[ est donc convexe, en tant qu’intersection
de deux convexes. Ainsi, 1 est convexe et donc localement lipschitzienne sur W’; en prenant un pavé
V = V'x]yb — diam(Q) — 1, 34 [ contenant a et tel que V' est relativement compact dans W, on constate
alors que n: V' —]y% — diam(Q) — 1,34 [ est lipschitzienne et vérifie

VnQ={,yn) €V |yn >n)},
VNnoQ={ n)), vy eV}

ce qui conclut cette preuve. m

2.1.3 Distinctions entre les deux notions

Ces deux notions (ouvert fortement lipschitzien, ouvert faiblement lipschitzien) sont cependant distinctes.
Il existe en effet des ouverts faiblement lipschitziens qui ne sont pas fortement lipschitziens. Nous en
donnons ici deux exemples: 'un en dimension N = 2, di & M. Zerner (voir [5]), lautre en dimension
N = 3, intéressant car il s’agit d’un ouvert “polygonal”.

Contre-exemple de Zerner
On note, pour n > 0, a, = 1/2™. Soit f : R — R définie par
f=0sur]—o00,0] et sur [1,00],
Vn >0, f est affine sur [an41, (an + ant1)/2] et sur [(an + ant1)/2, an)],

Vn >0, fla,) =0
Vn >0, f((an + ant1)/2) = (an + ant1)/2.
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f est lipschitzienne: en effet, elle est continue, affine par morceaux et, sur chacun des intervalles ou elle
est affine, sa pente est majorée en valeur absolue par 3/2.

Soit Q = {(z,y) €]0,1[xR | f(z) <y < z + f(z)}; Q est un ouvert de R?. L’application T : R? — R?
définie par T'(z,y) = y — f(x) est un homéomorphisme bilipschitzien qui transforme Q en Q' = {(x,y) €
10,1[xR | 0 <y < x}. ' étant convexe, il est fortement lipschitzien, donc faiblement lipschitzien. Puisque
Q est tranformé par un homéomorphisme bilipschitzien de R? en un ouvert faiblement lipschitzien, il est
aisé de voir que € est faiblement lipschitzien.

Q n’est cependant pas fortement lipschitzien; plus précisément, nous allons voir que {2 ne possede pas la
propriété du segment.

Un ouvert U de RY possede la propriété du segment si, pour tout a € 9U, il existe un voisinage V
de a dans RV, d € RN\{0} et to > 0 tel que, pour tout t €]0,t[, (V NU) + td C U; clairement, un
ouvert fortement lipschitzien possede la propriété du segment (il suffit, en coordonnées adaptées & a € U
données par le caractere fortement lipschitzien de 'ouvert, de considérer d = (0,...,0,1)).

L’ouvert €2 que nous avons construit ci-dessus ne possede pas, en 0 € 0f2, la propriété du segment. En
effet, supposons qu'un voisinage V' de 0, un vecteur d € R?\{0} et un g comme ci-dessus existent. On
note alors d = (dy, dz); pour tout ¢ €]0, o[, le point 0+ td = (tdy,tds) € V N U + td devrait appartenir &
Q.

e Sid; <0oudy <0, alors soit tdy ou tdy est négatif, donc (tdy, tds) & Q.

e Si0 < dy < dy, alors il existe n > 0 tel que t = (an + ant1)/2d; €]0,t0[, et td = ((a, +
Gnt1)/2,do(an + any1)/2d1) & Q, car f(tdy) = f((an + ans1)/2) = (an + ans1)/2 = tdy > tds.

e Sidy > dy > 0, alors il existe n > 0 tel que t = a,/d1 €]0,to[, et td = (an,d2an,/d1) & Q car
f(tdl) +tdy = f(an) + a, = a, = td; < tds.

Ainsi, Q n’ayant pas la propriété du segment, il ne peut étre fortement lipschitzien.

Ouvert “deux sucres”

Le deuxieéme exemple d’ouvert faiblement mais non fortement lipschitzien que nous présentons est un
ouvert de R3. Cet ouvert est formé par la superposition en quinconce de deux “sucres” (pavés rectangu-
laires); son expression analytique est

0 = (]0,2[x]0,1[x]0,1[) U (]0,1[x] — 1,0[x]0,2[) U (]0,1[x{0}x]0,1]).

Cet ouvert est, au sens le plus naturel que l'on puisse donner & ce terme, “polygonal” (son bord est
réunion de parties planes) et “sans fissure” (il n’est nulle part des “deux cotés” de son bord). Nous allons
cependant voir qu’il n’est que faiblement lipschitzien, et non fortement lipschitzien (en fait, comme dans
le contre-exemple précédent, nous allons prouver que cet ouvert ne satisfait pas la propriété du segment).

Avant de prouver le caractére faiblement lipschitzien de €2, nous avons besoin d’un petit lemme.

Lemme 2.1.1 Soit Q1, Q2, Q3 et Q4 les quadrants (ouverts) définis par deux droites orthogonales de
R? (on numérote ces quadrants dans l’ordre trigonométrique). Soit E le demi-espace ouvert défini par
les quadrants Q1 et Qu. Il existe un homéomorphisme bilipschitzien ¢ : R? — R? tel que Y, = Id et

p(E) = Q1.

DEMONSTRATION:

Par une translation, une rotation et une éventuelle symétrie, on se rameéne au cas ot ¢J; = R} x R7,
Q2 = R* xR, Q3 = R* xR* et Q4 =R} x R*; on a alors £ = R} x R. On raisonne ensuite en
coordonnées polaires.

Soit f :] — m,w[—] — m, 7| la fonction continue qui vaut Id sur | — w,—37/4], qui envoie affinement
[-37/4, —7/2] sur [—37/4,0], qui envoie affinement [—7/2,7/4] sur [0,7/4] et qui vaut Id sur [w/4,n[;
f est un homéomorphisme bilipschitzien (il est continu, strictement croissant, affine en 4 morceaux —
donc de dérivée bornée — et son inverse, qui est calculable simplement, a la méme structure).

Nous définissons alors ¢ : R? — R? par ¢(z,0) = (z,0) quand z < 0 et, si (z,y) € R?\(R™ x {0}),
o(xz,y) = (rcos(f(0)),rsin(f(0)), ou (r,0) sont les coordonnées polaires de (x,y), i.e. (r,68) €]0,00[x] —
m, 7| sont définis par (z,y) = (r cos(8),rsin(6)).
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On vérifie aisément que ¢ est bijective, d’inverse v : R? — R? définie par (x,0) = (x,0) lorsque 2 < 0
et v(z,y) = (rcos(F~1(6)), rsin(f~1(9)) lorsque (z,y) € RE\(R™ x {0}).

Puisque Q2 est exactement I’ensemble des points dont la coordonnée angulaire 6 est dans |7/2, 7], et
puisque f vaut l'identité sur cet intervalle, ¢ vaut I'identité sur Q2. E est I’ensemble des points dont la
coordonnée angulaire 0 est dans | — /2, 7/2[ et Q)1 est 'ensemble des points tels que 6 €]0, 7/2[; puisque
f est une bijection entre | — w/2,7/2[ et ]0,7/2[, on a bien ¢(F) = Q;.

Voyons maintenant que ¢ et 1 sont continues sur R?. En dehors de R~ x {0}, la continuité de ces
applications est une conséquence immédiate de la continuité des coordonnées polaires sur R?\ (R~ x {0})
et de la continuité de f et f~1. On a |p(x,y)| < r et |¢(z,y)| < r, de sorte que la continuité en (0,0)
est évidente. Enfin, puisque f vaut 'identité au voisinage de —m et 7, ¢ et i valent aussi 'identité au
voisinage de tout point de R, x {0}, ce qui achéve de prouver la continuité de ces applications sur R2.
Il reste donc a voir le caractere lipschitzien de ¢ et ¥. Le raisonnement étant identique pour les deux
fonctions, nous ne le ferons que pour .

Etant donné les propriétés de f, ¢ est de classe C* en dehors des 4 demi-droites D; = R~ x {0},
Dy = {(x,y) € R? | 0 = =3n/4}, D3 = {(z,y) € R? | § = —7/2} et Dy = {(z,y) € R? | = 7/4}.
Prenons une composante ¢; (j = 1,2) de ¢ et écrivons, en dehors de D1, ¢j(z,y) = g,(r,0); il est
bien connu que, lorsqu’il existe, le gradient de ¢; en (z,y) se décompose, sur la base orthonormée
(u1,u2) = ((cos(f),sin(6))T, (—sin(8), cos(#))T), comme

Voj(z,y) = %(r, O)uy + %%(7‘, 0)us,

de sorte que [V, (z,y)|*> = (%(r, 9))2—&—(%%(% 9))2. Ona gy (r,0) = rcos(f(0)) et ga(r,0) = rsin(f(9)),
donc, lorsque ces quantités existent, |%(r, 0)| <1let |%%(r, 0)| < SUDP|_r r [\ { =37 /4,7 /2,7 /4} lf'|=C<
oo (j =1,2). Ainsi, pour tout (z,y) € D1 U---U Dy et tout j € {1,2}, [Vy;(z,y)] < V1+C? avec C
indépendant de (z,y). Cela nous donne donc C’ > 1 tel que, pour tout (x,y) & D1 U---UDy, ||¢'(z,y)|] <
C’. On déduit de ceci que ¢ est lipschitzienne sur R2. En effet, pour tout (X,Y) € R? x R?, il existe
(at,...,am) € [X,Y] (ordonnés sur ce segment) tels que a; = X, a,, =Y et, pour tout i € [1,m— 1], soit
lai, a;11] est entierement inclus dans une des demi-droites Dy, . .., Dy, soit Ja;, a;+1[N(D1U---UDy4) = 0. Si
i € [0,m—1] est tel que Ja;, a;+1[C D; pour un certain j € [1,4], alors, comme l’action de ¢ est angulaire,
on a |p(a;) —p(ai+1)| = |ai —ai+1]. Silai, aip1[N(D1U---UDy) = (), alors ¢ est réguliere sur Ja;, a; 1] et,
étant continue sur [a;, a;+1], le théoréme des accroissements finis associé a la majoration sur ||¢’(z,y)||
trouvée précédemment donne |p(a;) — p(a;+1)] < C'|a; — a;+1|. En mettant ces inégalités bout & bout, et
en utilisant le fait que les (a;)i[1,m] sont ordonnés sur [X, Y], on en déduit |p(X) — p(Y)| < C'|X - Y.
u

On est maintenant équipé pour prouver que €2 est bien faiblement lipschitzien.

En tout point (z,y, z) du bord de Q différent de (1,0,1), (1,0,0) et (0,0,1), on remarque que  ou R3\Q
est localement convexe; la proposition 2.1.2 nous donne donc, au voisinage d’un tel point (z,y, z), des
coordonnées dans lesquelles © ou R3\(2 est 1’épigraphe d’une fonction lipschitzienne; le raisonnement de
la preuve de la proposition 2.1.1 nous fournit alors une transformation bilipschitzienne au voisinage de
(x,y, 2) qui envoie Q sur une demi-boule.
Il faut maintenant voir que l'on peut trouver une telle transformation au voisinage des points (1,0,1),
(1,0,0) et (0,0,1). Le cas de ces deux derniers points étant plus simple que celui du premier, nous
n’étudierons que le cas de (1,0, 1) (en fait, pour traiter (1,0,0) ou (0,0,1), il suffit de faire la moitié du
raisonnement suivant).
Posons W =]0,2[x] — 1, 1[x]0, 2[ voisinage ouvert de (1,0, 1) dans R3. On remarque que, si

Q' = (RxRix]—00,1]) U (] =00, 1[xR: xR) U (] — 00, 1[x{0}x] — 00, 1]),
onaQNW =Q NW, ce qui implique en particulier QN W = 90 NW.
D’apres le lemme 2.1.1, il existe un homéomorphisme bilipschitzien ¢ sur R? qui laisse inchangé le
quadrant {x < 1, y < 0} et qui envoie le demi-espace {y > 0} sur le quadrant {z < 1, y > 0}.

L’application ¢ : (z,y,2) — (p(x,%),2) est donc un homéomorphisme bilipschitzien de R3 qui laisse
inchangé {z <1, y <0, z € R} (et donc le point (1,0,1)) et envoie I'ouvert ' sur

U = (]-00,1[xRix]=00,1[) U (] =00, 1[xR% x R) U (] = 00, 1[x{0}x] — 00,1])
= (] =00, 1[xRx] —o00,1[) U (] — 00, 1[xR" x R).
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Toujours par le lemme 2.1.1, on a un homéomorphisme bilipschitzien ¢ de R? qui laisse inchangé le quad-
rant {y < 0, z > 1} et envoie le demi-espace {z < 1} sur le quadrant {y < 0, z < 1}. L’homéomorphisme
bilipschitzien 1; de R? défini par (z,y,2) — (z,%(y, 2)) laisse inchangé {x € R, y < 0, 2z > 1} (donc le
point (1,0,1)) et envoie 'ouvert U sur l'ouvert

V= (] =00, 1[xRExX] = 00,1[) U (] — 00, 1[xRE X R) =] — 00, I[xRE x R.

Ce dernier ouvert étant convexe, donc fortement et faiblement lipschitzien, on peut trouver un homéo-
morphisme bilipschitzien h : O — B3, avec O voisinage de (1,0,1) dans R?, qui envoie V' N O sur Bi et

oV N O sur B2. {/zvo @(W) étant un voisinage de (1,0,1) dans R3, on peut supposer, quitte & réduire O,

que O C o B(W) (1). Ainsi, il existe O’ = (¢ o )~1(O) voisinage de (1,0,1) et un homéomorphisme
bilipschitzien h oo @ : O' — B3 qui envoie ' N O’ sur B} et Q' N O' sur B2 Comme O’ C W par
choix de O, on a en fait X’ N O = QN O et IV NO" = 902N O, ce qui conclut la preuve du caractere

faiblement lipschitzien de Q au voisinage de (1,0, 1).

Cependant, Q n’est pas fortement lipschitzien. C’est bien siir au voisinage du point (1,0,1) que le
caractere fortement lipschitzien est mis en défaut.

Pour voir cela, nous allons, comme dans le contre-exemple de Zerner, prouver que {) ne vérifie pas la
propriété du segment au point (1,0, 1) € 99.

Supposons  vérifie cette propriété en (1,0,1). Alors il existerait d = (dy,da,d3) € R3 non nul, tg > 0
et un voisinage W de (1,0,1) dans R3 tel que, pour tout t €]0,#o[ et tout X € WNQ, X +td € Q.
Prenons pour commencer X = (1 +¢,0,1): pour € assez petit, on a X € W N Q; demander & ce que
X 4+td = (1 4+ e+ tdy,tda, 1 + td3) soit dans  pour tout ¢ > 0 assez petit impose que tdy > 0 (car
1+e+1td; > 1), donc que do > 0. Prenons maintenant X = (1,0,1 + €); encore une fois, pour € assez
petit, X est dans W N Q et demander & ce que que X + td = (1 + tdy,tda, 1 + € + td3) soit dans 2 pour
un t > 0 impose do < 0, ce qui est une contradiction avec la condition précédemment obtenue sur ds.

Il est aussi intéressant de remarquer que les deux contre-exemples précédents ne fournissent pas seule-
ment des ouverts faiblement lipschitziens qui ne sont pas fortement lispchitziens, mais aussi des ouverts
faiblement lipschitziens qui n’ont pas la propriété du segment.

Cette propriété est souvent considérée comme une propriété assez faible qui donne, par exemple, la densité
des fonctions régulieres dans les espaces de Sobolev (voir [1]). Nous montrons, avec ces contre-exemples
et les résultats du chapitre 3, que le caractere faiblement lipschitzien d’'un ouvert peut permettre de
prouver les principaux résultats sur les espaces de Sobolev (prolongement, densité de fonctions régulieres,
injections de Sobolev) lorsque les techniques usuelles (propriété du segment, du cone, etc... voir [1]) sont
mises en défaut.

2.2 Mesure et Intégrale sur 02, Espaces LP(0f2)

Dans tout ce qui suit, §2 est un ouvert faiblement lipschitzien de RY et (7;, O; N 00) ;e k) est un systeme
de paramétrisations de 9€2. On se donne aussi (6;);e1,x) des fonctions mesurables RY — [0, 1] qui vérifient
0; = 0 hors de O; et 3,1y ) 0 = 1 sur 9 (on dira que (6;);e[1,4) est une partition mesurable de I'unité
associée au systeme de paramétrisations (7;, O; N 9Q2);e,k)); une telle partition existe toujours: il suffit
de considérer 0; = 1(0,\(0,u--U0,_1))nOQ-

2.2.1 Mesure sur 0f)
Définition
On définit, pour A borélien de 012,

k ot or;
o(A)=>" (0i14) o Ti(y) | == A -+ A =——| () dy. (2.2.1)
i=1

BN-1 8741 Oyn-—1

Pour i € [1,k], 7; étant lipschitzienne sur louvert BYN~1 de RV~1  les fonctions (gTZ)jE[LN—l] sont

dans L°(BN~1); puisque le produit vectoriel et la norme euclidienne sont continus, on en déduit que

1Si l’on réduit ainsi O, il faut bien sir dilater h & 'arrivée pour qu’il reste un homéomorphisme entre O et B3; voir la
preuve de la proposition 2.1.1 pour la technique de cette réduction — qui se fait en fait en partant de B3.
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|§; A A 8‘9“ | est positive mesurable sur BY~1 (et méme dans L°>°(BV~1)). Comme (0;14) 0 7; =

0, o Tilel(A) est positive mesurable sur BN~ (7, : BN=1 — 9Q est continue et A est un borélien de
0R), I'expression (2.2.1) est bien définie.
o est une mesure sur les boréliens de 0f2; en effet:

i) o(0) = 0, puisque 130 7; =0,
ii) Si (A,)n>1 sont des boréliens deux & deux disjoints de 9, alors 1y, 4, o 73 = Lgay =

T > 114, (les (7, ' (A}))n>1 sont deux & deux disjoints), donc, par les propriétés

de l'intégrale des fonctions positives,

k
oT; or;
An = / 92'07'1'1 —1 ‘ 7‘/\"'/\ !
U ; BN-1 T; Ti (A")(y) oy1 OYN—1

n>1
- z/ Oro s )| G2 e 2
= BN-1 " o Oyn—1

= ) a(An).

n>1

(y) dy

(y) dy)

Comme, pour tout i € [1,k], |BT‘ NNy 3“ -| € L>®(BN~1), on voit immédiatement que o est une

mesure finie sur les boréliens de 8(2.

Caractere Intrinseque de o

On veut une mesure sur les boréliens de 99 qui ne dépende que de 9Q (méme pas de ), et il faut
donc vérifier que I'expression (2.2.1) est indépendante du systeme de paramétrisations (73, O; N 0Q) 1,k

et de la partition mesurable de 'unité associée (6;);e[1,x choisis. Prenons donc (?]75 N 0Q) e,y un
autre systeme de paramétrisations et (9 ) jE[l l] une partition mesurable de 1'unité associée a ce nouveau

systeme de paramétrisations; on a alors Z o1, =1sur BN~! pour tout i € [1, k], donc

ZZ/ (O,010) 0 ily) i pn 9T ). (2.2.2)

i=1 j=1 ayl ayN_l

Mais, pour chaque (4, ) € [1, k] x[1,1], I'intégrale correspondante ne porte en fait que sur 7, * (Oiﬂéj nNoQN),
car 53 est nul hors de 6j et 6; est nulle hors de O;; de plus, le changement de variable lipschitzien (entre
ouverts de RV—1)

7 o % 7 (0N 0;NAN) — 7,71 (0:N0; N09)

7

nous permet de voir que

Y 87'2' 871-
0;0;1)0om(y)|=— N--- A y) dy
/T;l(oiméjman)( ila)omily) oy Oyn-—1 @)
S @B R dy (22.3)
7710:n0;n8Q)

ou Ai,j O VAERIVAN _Ori

m | o (1 omy)|det((r 0 7))l

3

Pour continuer, il nous faut le lemme suivant.

Lemme 2.2.1 SiM € LRN"1) et L € LRNYLRY) alors (LMey)A---A(LMeyn—_1) = det(M)(Ley A
ALen_1).

DEMONSTRATION:
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Pour tout z € RY, dety(L-,---,L-,z) est une forme (N — 1)-linéaire alternée sur RN~1 et est donc
proportionnelle & dety_1: il existe A\, € R tel que

detN(L~, L ,L',.’L‘) = )\mdetN,L
On a alors

LMey N---NLMenx_1-xz = dety(LMey,---,LMen_1,x)
= Agdety_1(Mey,...,Men_1)
= det(M)(Nydety_1(e1,...,en—1))
= det(M)dety(Ley, -+, Len—_1,x)
= det(M)Ley A---ANLeny—_1 - x.

Ceci étant vrai pour tout z € RV, on en déduit le résultat du lemme. m

Reprenons la démonstration du caractere intrinseque de o.

Soit A I’ensemble des points de Ti_l(Oi NO0; N9Q) C BV~ en lesquel 7; n’est pas dérivable; A est de
An_1-mesure nulle donc, puisque F]flon : Tfl(Oiﬂéj noN) — ijl(Olﬂéj NON) est un homéomorphisme
lipschitzien entre ouverts de R¥~1, on a

>\N 1( . OTZ /‘J OTl |d)\N 1—0

Or,siy €7, Lo; ﬂO O@Q)\~_1 or;(A),onart; OT] (y) € 7,7 1O; ﬂO O@Q)\A et 7; est donc dérivable

en T;l O?j(y), ainsi, pour Ay_i-presque tout y € 7;° Lo; OO noQ), O’T] est dérivable en y (fonction

U
lipschitzienne sur ’ouvert 7';1(01» NO; NI de RN~1), 7; est dérivable en 7, ' 07;(y) et, par composition
des dérivées, on a 7(y) = (ri o (1, 0 7)) (y) = /(7" o 7)) o (77" 0 75)' (1)
Ainsi, pour A\y_1-presque tout y € F;l(oméj NON), en appliquant le lemme (2.2.1) & M = (7, "o7;) (y)
et L =1/((r;* o7;)(y)), on obtient

o7, o,

A A
o (¥) Dun ()

= Ti(yer A ATi(y)en—1
= LMeiAN---NLMen_1

= det((r7 o 7 (9) X (

873
Oy

(o T Ao A
et donc . .
T, T
A, s —|ZL A A J

sJ (y) 8y1 8yN—1

Lorsque l'on utilise cette égalité et (2.2.3) dans (2.2.2), on trouve

] 75

o(A / 5-91-1 oT ARRRWAY
) 1(0:,n0; maﬂ)( ’ 4) j( ) oy Oyn -1

(4,7) €[1,k]x [1,1]

ot o7
= / 991‘4)07]()873/\“./\877 (y) d
(ig)€ [1 K] x[1, 7 BY ! Y1 YN_1
o7 o7;
Z/BN ! <<zz; ) A) °Ti) oy1 . (y) dy

oT, 075
973 A A i

dy,
o OYn—1 () dy

= Z/BNIMAOTJ()

c’est-a-dire ce que 'on voulait.

A partir de maintenant, nous ne considérons plus, sur 92, que cette mesure o; les espaces LP(9)
(p € [1,0]) dont nous parlerons sont toujours ceux correspondants a cette mesure.
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2.2.2 Expressions de 'Intégrale sur 0f)
Nous allons ici nous attacher a démontrer plusieurs expressions de l'intégrale d’une fonction positive ou
intégrable sur 9 (ou sur une partie de J), toute assez simples & partir de (2.2.1).

Intégrale sur 02 en Entier

En faisant des combinaisons linéaires & partir de (2.2.1), il est facile de trouver I’expression de l'intégrale
d’une fonction simple f sur 9Q:

oT; oT;
fda—Z/ 05070 |5 A 5 () (2.0

Lorsque f : 9Q — [0,400] est mesurable, on prend une suite de fonctions simples positives f,, sur 9Q
qui converge en croissant vers f; comme, pour tout i € [1,k|, f,, o7; — f o7; en croissant, on déduit du
théoréme de convergence monotone que (2.2.4) est encore valable pour f positive mesurable. En écrivant
toute fonction f intégrable comme différence de ses parties positives et négatives, on constate que (2.2.4)
est aussi valable lorsque f est intégrable.

Intégrale sur un ouvert de 9f2

Cette partie est tres intuitive, mais les justifications exactes sont longues a écrire.

Soit V un ouvert de RY et (7;,0; N 09)ie1,x) des paramétrisations locales de 9 telles que V' N 0N =
Uk, 0; NN (nous dirons que (7;,0; N 09Q)ieq1,x) est un systeéme de paramétrisations de VN 9€2). On se
donne aussi (6;);e[1,5) une partition mesurable de I'unité associée a ce systéme de paramétrisations (i.e.
0; = 0 hors de O; et Zle 0; = 1 sur VN oN). Nous allons voir que l'on peut calculer I'intégrale d’une
fonction positive mesurable ou intégrable sur V N 082 en ne faisant intervenir que ces paramétrisations
locales (7, 0; N 0Q);e1,k)-

Soit (7370 N 0Q)jen,y un systeme de paramétrisations de 0Q et (9 )ien, [ une partition mesurable de
Punité associée. (11,01 N OQ), ..., (76, Op N IQ), (71,01 N IQ),..., (7,01 N INQ)) est un systéme de
paramétrisations de 02 et, en notant © = Zle 0y (01,...,0k, (1— @)51, o (1= @)67;) est une partition
mesurable de I'unité associée a ce systeme.

Ainsi, par (2.2.4), pour f positive mesurable ou intégrable sur 92, on a

(y) dy

k

oT; or;

1 do = 0; f1 S SN A e

/aszf vnon ao Z/BN?I( f1lvraa) o 7i(y) ‘83/1 YN 1
+2/ )0 Flvron) o 7 (y)

Or (1 — ©)1ynan = 0, et, pour i € [1,k], comme 7;(BN"1) = 0; NN C VNI, lyngaom = 1 sur
BN=1: on obtient donc finalement

oT; or;
do = / (0:f) o ‘ AN i
/Vmaﬂ ! Z f ( ) oy Oyn—1

En résumé, on peut calculer I'intégrale sur un ouvert de 02 en n’utilisant que les éléments d’un systeéme
de paramétrisations de cet ouvert.

o . 0%
o OYN—1

(y) dy.

(y) dy. (2.2.5)

Remarque 2.2.1 Lorsque les fonctions 1; sont des homéomorphismes bilipschitziens entre a; + \; BN ™!
(avec a; € RN~ et \; €]0,00[) et des ouverts O; N IQ de OQ, par un changement de variable trivial
dans RN~ (la composée d’une translation et d’une homothétie), on constate que cette formule est encore
valable (en remplacant, dans chaque terme de la somme, BN =1 par a; + \;BN71).

Cas Fortement Lipschitzien: Intégrale en Coordonnées Adaptées

Nous supposons ici que €2 est fortement lipschitzien, et nous allons donner ’expression de 'intégrale d’une
fonction f positive mesurable ou intégrable sur 02 dans des coordonnées locales adaptées a 2.
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On se donne V ouvert de RY contenant une partie de 99, avec V = V' x]a, B[ dans de bonnes coordonnées,
et n: V' —]a, B[ lipschitzienne données par le caractére lipschitzien fort de Q.

En utilisant I'homéomorphisme ¢ construit dans la démonstration de la proposition 2.1.1, la paramé-
trisation locale de 9 associée est 7(y) = (¢jonaa) " (¥) = (y,1(y)) (*); ainsi, 8877 =e¢;+(0,...,0, %’)

Le vecteur (—VnT,1) = (—g—;’l ceey —By‘%’ , 1) est donc orthogonal & chaque y , ce qui signifie qu’il est
colinéaire au vecteur 8 T A+ A ayN . La derniére composante de -2 ur T A A 8yNT,1 étant
1 0 0
0
or A or 1
- e . =1,
oy OYN-1 )
0 0 1 0
e
0y1 YN -1

on en déduit

or or
Ao A

— =(-vnT,1 2.2.6
o Fum (=Vn,1) (2.2.6)

(ces fonctions étant définies Ay _i-presque partout sur V', toutes ces égalités sont vraies Ay_1-presque
partout sur V).

On a donc, en utilisant (2.2.5) ((7, VNOQN) est un systeme de paramétrisations de VNOQ, et (8) = (Lynoa)
est une partition mesurable de I'unité associée),

/ fdo = / @) VI V@) P dy (2.2.7)
Vo A%

(avec un léger abus: il faudrait changer l'appellation de f lorsqu’elle est exprimée dans les coordonnées
adaptées a V).

2.2.3 Transport des Espaces LP(0%)

Lemme 2.2.2 Soit A € LIRYLRN). On suppose qu’il existe C > 0 tel que, pour tout z € RN~
|Az| > C|z|. Alors il existe K > 0 ne dépendant que de N tel que |[Aey A--- A Aeny_1| > KCN7L.

DEMONSTRATION:

{ Etape 1: preuve d’un résultat algébrique dont nous aurons besoin dans la suite.

Soit M € GLx(R); on note ¢(M) la co-matrice de M (i.e. la matrice des mineurs de M).
Le résultat que nous souhaitons prouver est:

|Muvy A A Muoy_1| < le(M)T||Jor A -~ Avy_1] (2.2.8)

pour tout (vy,...,vy_1) € (RV)N=1 (]| .| représente aussi la norme induite sur 'espace des matrices par
la norme euclidienne canonique).
Notons z = Mvy A--- A Muvyx_1; on a, par définition de la norme euclidienne et du produit vectoriel,

|z\2:Mv1/\~-/\MvN,1~z = et(le,...,MvN,l,MMflz)
det(M)det(vy, ..., un_1, M 12)
= det(M)vy A---Auy_1 - Mtz
|det (M)] [M ] |2][or A+ Aona]

le(M)T | 2] Jor A~ Aun—i]

IAIN

car det(M)M ! = ¢(M)T. En simplifiant par |z|, cela nous donne le résultat souhaité.
Notez que, par une technique d’approximation, on peut aussi montrer ce résultat lorsque M n’est pas
inversible.

RN71

2Cette fonction n’est définie que sur V’/, mais comme il existe a € , A > 0 et une norme sur RV tels que

V' =a+ ABN~1 par la remarque 2.2.1, cela n’a pas d’importance.
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{ Etape 2: démonstration du lemme.

Posons B = §A. On a, pour tout z € RV™! [Bz| > |z[; B est donc injective et V = Im(B) est de
dimension N — 1; soit v € Vi- de norme euclidienne 1. _

Soit B € L(RY) définie par Bx = Bx' 4+ xnv; comme v Ba' (car Bx' € V), on a |Bz|? = |B2'|? + 2%
|2/|2 + 2%, = |2|2; B est donc inversible (car injective). De plus, pour tout y € RN, [B~1y| < |BB~ly| =

v

ly|; la norme de B~! est donc majorée par 1.
Par (2.2.8), on a
|B_1B€1 VARERWAN B_lBeN_1| < |C(B_1)THB€1 VARERWAN BGN_1|.

Or, pour tout i € [1, N — 1], puisque Be; = Be;, on a B~*Be; = B~ Be; = ¢;, donc

le(B~Y)T||Bey A+~ ABen_1]| > |er A+~ Aen—1] = |en] = 1.

Or la co-matrice est une fonction continue des coefficients et, comme la norme de B~! est majorée par

1, il existe donc C’ < 0o ne dépendant que de N tel que |c(§’1)T| < C’; on a donc, en posant K = 1/C’
(qui ne dépend que de N), K < |Bey A --- A Ben_1|, ce qui donne, en se souvenant que B = %A, le
résultat du lemme. m

Proposition 2.2.1 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RN . Si (1,0N09Q) est une paramétrisa-
tion locale de 092, alors il existe K > 0 ne dépendant que de N tel que, pour Ay_,-presque touty € BN 1,

ﬁ( A A or (y)| > K
oy Y Oyn—1 Y= Lip(r—1)N=-1"

DEMONSTRATION:

Comme 771 : ONON — BN~ est lipschitzienne, on a, pour tout y € BN~!, 2 € RVN~! et t assez petit,
|7(y + tz) — 7(y)| > Lip(7=1)~|tz]. Lorsque 7 est dérivable en y, en divisant I'inégalité précédente par
|t| et en faisant t — 0, on trouve donc |7/(y)z| > Lip(7—1)7Y|z|.

Par le lemme 2.2.2, il existe donc K > 0 ne dépendant que de N tel que

7' (y)er A+ AT (y)en—1| > KLip(r~1)~ N1,

Ceci étant vérifié pour tout y € BY~1 point de dérivabilité de 7, cela conclut la démonstration de ce
lemme. =

Proposition 2.2.2 Soitp € [1,00], Q et Q' deur ouverts faiblement lipschitziens de RN et o : UNOQ —
V N oQ un homéomorphisme bilipschitzien entre deux ouwverts de leurs bords. Alors l’application

{LP(VmaQ) — LP(UNOY) (2.2.9)

f— fop
est bien définie et c’est un isomorphisme.

Remarque 2.2.2 1) Cette proposition est essentielle car elle permet de montrer que des fonctions sont
dans LP(0Q) en montrant que leurs transportées par des homéomorphismes bilipschitziens sont dans
LP(BNY), et d’estimer leurs normes dans LP(0Q) en fonction des normes de leurs transportées
dans LP(BN=1Y) (cf, par exemple, la construction de la trace des fonctions de WP(Q)).

2) Nous verrons dans la démonstration qu’il existe C' ne dépendant que de N tel que la norme de
cette application soit majorée par supie[l,k](CLip(cp_l)Lip(Ti)Lip(Tfl))(N_l)/p, ot (Ti)ien K sont
des applications d’un systéeme de paramétrisations de V N OS2.

DEMONSTRATION:
Commengons par constater que la mesurabilité ne pose pas de probleme: si f: VNIQ — R est mesurable
alors, ¢ étant continue donc borélienne, f o : U NOQ — R est mesurable.

¢ Etape 1: on se donne h : V N 9Q — [0, co] mesurable.
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Soit (7i, O; N 0Q);e1,k) un systeme de paramétrisations de V N OQ et (0;);eq1,x) une partition mesurable
de 'unité associée a ce systeme.

0 :UNIY — V NoQ étant un homéomorphisme bilipschitzien, (¢! o 73,0~ 1(O; N 00))ic1,k) €st un
systeme de paramétrisations de U N OY, et (0; o )1,k est une partition mesurable de I'unité associée
a ce systeme. On a donc

/ hopdo
UnaQy

k —1 -1
3 (Bi0phow)o(ptom)y) | 22Ty A 287 2Ty 2210
BN—I

oy OYN-—1
Soit i € [1,k]. ¢ tor : BN=! — RY étant lipschitzienne de constante de lipschitz Lip(¢~!)Lip(7i), on
o Lor; o Lor; fo%e)
a |2 _om) A /\7(5; e L=(BN-1) et
H ‘8@_1 °Ti) A p Ay 'om)
oy Oyn -1 Lo (BN—1)
—1 4 —1, .
< G ‘a(w o X e X ‘8@ o
oy Lo (BN-1) Oyn—1 Loo(BN-1)
< Oy(Lip(p™")Lip(r))" 1,
ou C7 et Cy ne dépendent que de N (voir la remarque 1.1.1). Ainsi,
_ O(p~tom O(p~tor
[ opnog)e et omn |20 T Ao 2 ) g,
BN-1 Y1 YN—-1

< Cy(Lip(p~H)Lip(ry) V! / (6: h) o 7i(y) dy.

BN-1
Or, par la proposition 2.2.1, il existe K > 0 ne dépendant que de N tel que

‘67}' oT; K
7/\...

A > — An_1-presque partout sur BV 1,
oy YN -1 Lip(r; 1)N_1 !

et on en déduit donc que

3(%071 (¢] Ti) A

6,0 phop)o(ptomr oA Ty
[ oenog)e e onm |2 .

02(Lip((p_l)Lip(Ti)Lip(Tfl))N_l / ’ oT; or;
i 0, 1) o 7i(y) | 2E A~ A d
- K BN—I( ) e (y) 8y1 8yN_1 (y)
. —1N\T - . —1I\\N—1 87—1’ 87—2’
< Cs(Lip(¢™")Lip(ri)Lip(7; ")) (Oih)oTi(y) |5~ A+ A (y)dy, (2.2.11)
BN-1 (9y1 ayN—l

ou C3 ne dépend que de N.
De (2.2.10) et (2.2.11), on tire

/ hopdo
Unosy

oT; or;
< Cj su Li Lip(7;)Li N 1 / (0;h) o 7;( ’ AN v d
s s ((Lip(™")Lip(r:)Lip(7 Z -~ W) |5, S| @)
= (5 sup ((Lip(gof1)Lip(Ti)Lip(T;1))N*1)/ hdo. (2.2.12)
i€(1,k] VnoQ

On déduit de ceci que, si A C V NN vérifie 0(A) = 0, alors ¢~ 1(A) est de mesure nulle dans U N 9/
(il suffit d’appliquer (2.2.12) a h = 14).

Ainsi, si f = f o-presque partout sur VN9Q, fop = foy sauf sur o 1 ({f # f}), de mesure nulle dans
Uun 89' , donc o-presque partout sur U N 9. Lorsque f n’est définie que o-presque partout sur V N oXY,
f o est donc bien définie (ne dépend pas du représentant de f) o-presque partout sur U N 9.
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& Etape 2: p = oo, continuité de (2.2.9)

Si f e LV NnoK), alors [f| < [|f||L~(vnaq) sauf sur A de mesure nulle dans V' N 9Q, donc |f o ¢| <
11| (vrog) sauf sur o' (A) de mesure nulle dans U N €Y.

[ o est donc bien dans L>(U N IY') et on a ||f o ¢||L=wnan) < ||fllL=vnan), ce qui signifie que
(2.2.9) est bien définie et (étant trivialement linéaire) continue.

& Etape 3: p < oo, continuité de (2.2.9).
Si f e LP(V N ON), en appliquant (2.2.12) & h = |f|P, on trouve

/ foulPdo<Cy sup ((Lip(e™ )Lip(r)Lip(r )N 1) / FIP do,
Unogy i€[1,k] Voo

ce qui signifie que (2.2.9) est bien définie et (étant trivialement linéaire) continue.

& Etape 4: caractere isomorphique de (2.2.9).

En appliquant les résultats des étapes 1, 2 et 3 avec ¢~ ! (homéomorphisme bilipschitzien entre V' N 9
et UNAQY) ala place de o, on constate que g € LP(U NIY) — go o=t € LP(V N ON) est bien définie
et linéaire continue. Cette fonction est Uinverse de (2.2.9), et on en déduit donc le résultat de cette
proposition. m
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Chapitre 3

Opérateur de Prolongement,
Injections

3.1 Prolongement

3.1.1 Cas du demi-espace
On note RY = {(2/,zy) € RY | zy > 0}. Lorsque 2 est un ouvert de RY, on note C2°(Q) l'espace des
restrictions & Q de fonctions de C2°(RY).

Proposition 3.1.1 Sip € [1,+o0], 630(@) est dense dans WP (RY).

Remarque 3.1.1 La suite que l’on va construire pour approcher u est indépendante de p, c’est-a-dire

que Uon obtient le résultat suivant plus puissant: il existe (up)n>1 € C° (@) telle que, pour tout p < 400
pour lequel u € WHP(RY), on a u, — u dans WHP(RY).

DEMONSTRATION:

Soit (pn)n>1 une approximation de 'unité dans C°(RY) telle que supp(p,) C RY = {x eERY | zy <0}
Prenons u € WHP(RY) et notons @ le prolongement de u & RY par 0 hors de RY; @ € LP(R"). Posons
Up = U * pp. On sait que u,, — @ dans LP(RY) donc, a fortiori, u, — u dans LP(Rf).

Calculons maintenant la dérivée faible de u, sur RY; pour ¢ € C°(RY), on a

<Diun7<P>D/(R$),D(R$) = _/]RN un(2)0ip() da
+

. / n (@) Do) dar,
RN
car ¢ = 0 sur RV\RY. Ainsi,

<Dium§0>D/(Rf),D(M) = <U Prns z<P>’D/(RN)D(RN)
= —(u, pn*az‘P>D’(RN) D(RN)
—(u,

di(py, * ) D/ (RN ), D(RN)

_ / W(@)d,(p), * ) (@) do

RN

= — [ u@y ) do
Y

Mais supp(p,, * ) C supp(p) +supp(p,,) est un compact de RY (supp(p,/) est un compact de RY), donc
py € CO(RY) et

- [ @l s @) ds =~ < Doy oy

+
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= (Diu, py * O)pr(wY) DEY)

= | Du@)p) * ¢(x) de,

N
Ry

par définition de D;u € LP(RY). En notant Diu € LP (R™) le prolongement de D;u & RY par 0 hors de
Rf ,on a

Diu(x)py, * () dx Diu(x)py, * ¢(x) dz
]Ri’ RN

= (Diu,p) * P) D/ (RN),D(RN)
= (pn * Diu, ) pr (rN), D(RN)

(toutes ces étapes sont nécessaires car on ne peut jongler entre (f * g, ) et (f,g" * p) que lorsque la
dualité correspond & celle de 1'espace RY en entier, i.e D'(RY)/D(RY)).

En recollant les égalités, valables pour tout ¢ € C° (Rf ), on obtient D;u,, = p,, * DA/Zu sur Rf . Puisque
D;ju € LP(RY), on en déduit D;u, € LP(RN) (donc u, € WIP(RN)) et Dyu, — Diu dans LP(RN),
donc en particulier Dyu,, — D;u dans LP(RY). On a ainsi approché u dans WP(RY) par une suite
de WHP(RY) ; comme on sait déja que C°(RY) est dense dans WHP(RY), on en déduit que I'on peut
approcher u dans WhP (Rf ) par une suite de restrictions de fonctions dans C3°(RY), et le théoreme est
démontré. m

Théoréme 3.1.1 Soit p € [1,00]. L’application

P wWir(RY) — WLP(RV)
0 u — Pou défini \n-presque partout par Pou(x) = u(z’, |xn])

est bien définie et linéaire continue.
Remarque 3.1.1
1) L’opérateur Py est un opérateur de prolongement: pour tout u € Wl’p(Rf), Pyu = u sur Rﬁ\_’.
2) Py est indépendant de p, et on peut trouwver M indépendante de p telle que, pour tout u € Wl’p(RﬁY),

[ Poullwie@yy < M||U||W1=p(M)-

DEMONSTRATION:
Pour u € W'P(RY), Pyu est défini A\y-presque partout sur RV et est clairement dans LP(R") (on a

| Poul| Lo vy = 2| Jul| Lo (gay))-
Calculons maintenant, pour tout v € Wh» (Rf ), les dérivées au sens des distributions dans RY de Pyu.

¢ Etape 1: on suppose d’abord u € C2° (@)
Soit ¢ € C*(RY).

1) Si4 < N, par Fubini, puisque z; — u(x1,...,Zi—1, %, Tit1,-..,TN-1, |TN]|) est dans C*°(R) pour
tout (w1,...,2i1,Tis1,...,on) € RV

RN RN-1 R
— —/ (/ &‘u(:z:’, |1'N|)g0(93) de1> dl‘l ...dxi_ldxi_i_l deN
RN-1 R

—/ Ou(z’, |z n|)e(z) dz.
RN

Ainsi, lorsque i € [1, N — 1], D;(Pyu) € LP(RY) et D;(Pou)(2’,zn) = Opu(z’, |z n]).

32



2) Si i = N, par Fubini, puisque zn — u(z’,zn) et 2xy — u(z’, —zy) sont dans C>°(R) pour tout
' € RN-L

/}RN Pou(z)Onp(z)de = /}RN?1 (/R w(@', |z n|)Onp(z) de> Ao’
+/RN71 (/_OOO u(z’, —zn)On e(x) da:N) dz’
_/RM1 (/0+oo Onu(z',zn)p(x) de> dz'

7/ u(x’,0)p(2’,0) d:c'Jr/ u(z’,0)p(z',0) dz’
RN-1

RN-1

L (/ Om —Ovu(e’, —an)p(x) de) da’

- / (/ sgn(en)onu(e’, [en])e() de) do’
= - / sgn(zn)dvu(e’, [ox ) (@) da.

On en déduit donc Dy (Pou) € LP(RY) avec Dy (Pou) (2, zn) = sgn(xn)Onu(z’, |zn]).

Ainsi, si u € C° (@), Pyu € WHP(RN) et
Di(Pou)(J?/,.’I}N) = Diu(m’, |$N|) sl € [l,N — 1], (3 1 1)
Dy (Pyu)(2',xn) = sgn(zny)Dyu(x’, |z n])- o

$ Etape 2: lorsque v € WHP(RY) avec p < +o00, on sait qu'il existe (un)n>1 € C°(RY) qui converge
vers u dans W1P (Rf ), An-presque partout sur Rf et telle que Vu,, — Vu Ay-presque partout sur ]R_IX .
On a alors clairement Pyu,, — Pyu dans LP(RY), donc V(Pyu,) — V(Pyu) dans (D'(RV))V.

Gréce & (3.1.1) vérifié par chaque u,,, on voit que V(Pyu,) tend dans LP(RY) (et donc dans (D'(RV))V)
vers la fonction x — (Dyu(a’, |zN)|), ..., Dn_1u(2’, |z N|), sen(zn) Dyu(a’, xn)) T .

En identifiant des limites dans (D'(RY))N de V(Pyu,), on en déduit que Pou € WHP(RY) et satisfait
(3.1.1).

$ Etape 3: lorsque u € WH*°(RY), on prend, pour tout R > 0, g € C°(RY) qui vaut 1 sur un voisinage
de B(0, R) et on pose ugr = Oru. up appartient a Wl’l(Rf) et Pyupg vérifie donc les formules (3.1.1).
Comme ug = u sur B(0, R)NRY et Pyug = Pyu sur B(0, R), on constate alors que Pyu € W*°(B(0, R))
et vérifie (3.1.1) dans B(0, R); ceci étant vérifié pour tout R > 0, on en déduit que Pyu € W1 (RY) et
vérifie (3.1.1) sur RV,

{ Etape 4: conclusion.
Dans tous les cas, on a donc, pour tout u € WHP(RY), par (3.1.1),

Pyue WHP(RN) et ||Poullwro@y) = 2V ||ullyr o my)-

Py est donc bien définie et linéaire continue de WP (RY) dans WP(RY). m

3.1.2 Cas d’un Ouvert Faiblement Lipschitzien

Théoréme 3.1.2 Soit p € [1,00]. Si Q est un ouvert de RN faiblement lipschitzien alors il existe un
opérateur de prolongement P : WP(Q) — WLP(RN), c’est-a-dire une application linéaire continue telle
que, pour tout u € WHP(Q), Pu = u sur Q.

Remarque 3.1.2 (habituelle maintenant) L’opérateur P que I’on construit est en fait indépendant de p
et sa norme L(WYP(Q), WLP(RN)) peut aussi étre majorée indépendamment de p.
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DEMONSTRATION:

Prenons un systeme de cartes (O, ;)ic[1,x) de 2 (on a pris des cartes ¢; : O; — B(0,1), ot B(0,1) est
la boule unité pour la norme euclidienne) et (7;);ep,x une partition C> (RY) de I'unité sur un voisinage
de 09 subordonnée au recouvrement 9Q C UX_;O; (on dira qu'une telle partition de l'unité est associée
au systeme de cartes (O, ©;)ic[,x])-

Comme Zle v; = 1 sur un ouvert O de RV qui contient 9, la fonction

o = 1-— Zle ~v;  sur
0 sur RM\Q

est dans C°°(RY); en effet, 7y est C> sur les ouverts Q, RV\Q et O (puisqu’elle est identiquement nulle
sur O) et RY est la réunion de ces trois ouverts (puisque O D 99).

Comme toutes les dérivées des fonctions (7;)ieq1,5) € C2°(RY) sont bornées sur RV, il en est de méme
pour celles de 7; ainsi, pour tout i € [0, k] et en notant Oy = RV, ’application

M { WhP(Q)— WP (Q)—WLP(0, N Q)
’ U YU (%‘U)\omﬂ

est linéaire continue.

Par le théoréme 1.4.1, pour tout i € [1, k], les applications

T wir(0;,nQ) — WhP(B(0,1)NRY)
! u — uog;

et

7. Wtr(B(0,1)) — WP (0;)
t U — uop;

sont linéaires continues.

Pour U et V deux ouverts de RY, on note S(U, V') I'ensemble des fonctions u € W1P(U N V) telles qu’il
existe O ouvert de R contenant 9V et vérifiant w = 0 sur U NV N O; S(U,V) est muni de la méme
norme que WP(U NV) (ce nest pas un espace de Banach). Le lemme 1.4.2 nous dit que I’application
Eyy : S(U, V) — W'P(U) de prolongement par 0 sur U\(U NV) est linéaire continue.

On note R : WHP(RYN) — W'P(B(0,1)) la restriction (Ru = ujp(,1)); ¢’est une application linéaire
continue.

Nous définissons 'opérateur P : WP (Q) — WP(RYN) par:

k
Pu = Egn o My + ZERN,Oi o ﬁ oRoPyo ERf7B(O71) oT; oM,
i=1

(ou Py : WHP(RY) — WP(RYN) est I'opérateur de prolongement défini dans le théoréme 3.1.1).

{ Etape 1: P est bien définie et linéaire continue.

My : WHP(Q) — WLP(Q) est linéaire continue, et & valeurs dans S(RY,Q): en effet, pour tout u €
WhP(Q), Mou = you = 0 sur O D 9. Ainsi, Egn g 0 My : WHP(Q) — WHP(RYN) est bien définie et
linéaire continue.

Soit i € [1,k]; comme M, : WhP(Q) — W'P(0, N Q) et T; : WHP(0O; N Q) — W'P(B(0,1) NRY)
sont linéaires continues, 7; o M; est bien définie et linéaire continue. Pour tout u € W'P(Q2), on a
T; o Mi(u) = (viu)j0,nq © ¢; ' = 0sur B(0,1) NRY hors de ;(supp(y;)); supp(7;) étant un compact
de Oy, p;(supp(;)) est un compact de B(0, 1), donc R¥\y;(supp(7;)) est un ouvert de RY qui contient
0B(0,1) et tel que T; o M;(u) = 0 sur B(0,1) NRY N (RN \¢;(supp(v;))). Ti o M; est donc & valeurs
dans S(RY, B(0,1)) et Egy po,1y 0 Tio M; : Wr(Q) — WHP(RY) est bien définie et linéaire continue.

Puisque Py : WEP(RY) — WLP(RY), R : WHP(RY) — W#(B(0,1)) et T; : WLP(B(0,1)) — W2 (0;)
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sont linéaires continues, T} o R; o Py °Egy p(o,1)0Tio M; : WHP(Q) — WEP(O;) est bien définie et linéaire
continue.

On a vu que, pour tout u € WP(€2), T; 0 M;(u) = 0 sur B(0,1) NRY hors de ¢;(supp(v;)); on en déduit
que Egx po,1)0Tio M; (u) = 0 sur RY hors de ¢;(supp(7;)) et, en notant r la réflexion par rapport & z
(r(z) = (', —xN)) que Py o By p(o) 0T o M;(u) = 0 sur R en dehors de ; (supp(v;)) Ur(g; (supp(7:))
(). RoPyo Egx gy © Tio M;(u) est donc nulle sur B(0,1) en dehors de K; = ¢;(supp(y;)) U
r(¢i(supp(7;)); comme @;(supp(y;)) est un compact de B(0,1) et r laisse B(0,1) globalement invariante,
K; est un compact de B(0,1). On a finalement T; o R o Py o Egx o) © Ti o M;(u) = 0 sur O; en
dehors de ¢;I(Ki), compact de O;; RN\go;l(Ki) est donc un ouvert de RY qui contient 00; et tel que
TioRoPyo Egy po1yoTio M;(u) = 0~sur 0; N (RM\¢; (K;)); Tio Ro Pyo Ery p(0,1) 0 Tio M; est donc
a valeurs dans S(RY,0;) et Egn o, 0T;0 Ro Py o Bgx po,1) 0 Tio M : WP(Q) — WIP(RN) est bien
définie et linéaire continue.

{ Etape 2: P est un opérateur de prolongement.
Sur ©, on a Egn o o Mo(u) = Mo(u) = you.
Soit 4 € [1,k]. Par définition de Egn o,, hors de Oy, on a Egn o, 0Tjo Ro Py ° gy o,y °Ti o M;(u) = 0;
sur O;, on trouve
Egn o, 0T;0oRoRyo Egn poy o Tio Mi(u) = TioRoPyo Egn po,1) © Ti o Mi(u)
= (RoPyo Egy po,) 0 TioMi(u)) o g
= (Po ERﬁB(O,l) oTj o M;(u)) o p;

(car R est la restriction & B(0,1) et ¢; est a valeurs dans B(0,1)); or ¢;(0; N Q) = B(0,1) NRY, donc,
sur O; N QY (Pyo ERf,B(O,l) oT; 0 Mi(u)) op; = (T; 0o Mi(u)) oo, = (M;(u) o Lp;l) o ;i = (Viu)|o,na-
Ainsi, Egn o, 0T;0Ro Pyo Exy gy oTio M;(u) étant nulle, tout comme ;u, sur Q\O; et égale a v;u
sur O; NQ, on a Egy o, © T,0oRoPyo ERf,B(O,l) o T; 0 M;(u) = vju sur .

On en déduit que, sur Q, Pu = Zf:o Vit = (Zf:o ~:)u = u, ce qui conclut la preuve de ce théoréeme. m
Théoréme 3.1.3 Si Q est un ouvert faiblement lipschitzien de RN et p € [1,+oo[, alors C°(2) est
dense dans WP(Q).

Remarque 3.1.3 Ici ausst la suite qui approche u est indépendante de p.

DEMONSTRATION: Soit P : W1P(Q) — WLP(RY) un opérateur de prolongement donné par le théoréme
3.1.2; pour u € WHP(£2), on prend u, € C(RY) qui converge vers Pu dans W'P(RY). A fortiori,
Uy o € C°(Q) converge vers Pujo = u dans WHP(Q). m

Proposition 3.1.2 Soit U un ouvert de RN et (p,q,r) € [1,00] tels que % + % = % L’application

{lep(U)xWLq(U) s Wh(U)

(u,v) — ww (3.1.1)

est bien définie, bilinéaire continue et on a, pour tout (u,v) € WHP(U) x Wh4(U) et tout i € [1,N],
D;(uv) = Dyuv + u D;v.

DEMONSTRATION:
On sait que, lorsque (u,v) € WHP(U) x Wh4(U) C LP(U) x L4(U), on a uv € L"(U).

& Etape 1: preuve de D;(uv) = Dyuv + u D;v.

1Quitte & définir Py o ERQ,B( yoTio M;(u) par 0 sur RV=1 x {0} — cette fonction n’ayant pas été définie sur cet

0,1
ensemble de mesure nulle.
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Cette formule étant locale, il suffit de la prouver sur toute boule B bornée incluse dans U (i.e. dans
D'(B)).

Supposons dans un premier temps que p < oo (ou ¢ < oo, quitte a inverser les roles de p et ¢). Comme
B est convexe, c’est un ouvert fortement lipschitzien, donc faiblement lipschitzien. Puisque u € WP (B)
et p € [1,00], il existe (up)n>1 € C2°(B) qui converge vers u dans WP (B).

Comme u,, € C*(B), on sait que D;(u,v) = Dju, v + u, D;v (dérivée au sens des distributions d’une
distribution multipliée par une fonction C*°). Or u,, — u dans LP(B) et v € LY(B), donc u,v — uv dans
L™(B) (donc dans D'(B)); ainsi, D;(u,v) — D;(uv) dans D' (B).

De plus, puisque (D;u,,u,) — (Diu,u) dans (LP(B))? et (v, D;v) € (LY(B))?, on a D;(u,v) = Diju, v +
Up Div = Djuv + u D;v dans L"(B), donc dans D’(B).

En égalant les limites de D;(u,v) dans D’(B), on trouve D;(uv) = D;uv + u D;v dans D' (B).

Si p = ¢ = o0, B étant bornée, (u,v) € WH>(B) c WH2(B). Ainsi, en appliquant le résultat précédent
ap=q=2etr=1,on trouve D;(uv) = D;uv + u D;v dans D'(B).

{ Etape 2: conclusion.

La formule pour D;(uv) montre que uv € W17(2) et que l'application (3.1.1) est donc bien définie; elle
est trivialement bilinéaire et, pour montrer sa continuité, il suffit donc de montrer qu’il existe C' tel que,
pour tout (u,v) € WHP(Q) x Wh1(Q), on a |[uv||lwi.rq) < Cllullwre@l|v]lwia@). Or, par la formule
déja établie, on a

N
luwllwir@) = [l @) + Y |1Dsuwv+uDivl| 1o
=1
N
< ullzr@lollza@) + Y Diul Loy lv] Loy + [l @)1 Div]| L)
=1
< (4 2N)||ullwre @) llvllwrag),

ce qui conclut la démonstration. m

3.2 Injections de Sobolev

3.2.1 Cas de I’Espace Entier
Premiére Injection: p < N
Lemme 3.2.1 Siu € CLRY), alors la fonction
RN-1 — R
¥ — / lu(x’, zN)| dxy
R

est dans WHL(RN=1) et on a

Vm/v(x'):/sgn(u(x’7xN))Vm/u(x’7xN)dmN.
R

DEMONSTRATION:

v est continue & support compact dans RV~ (le support de v est contenu dans la projection du support
de u sur le premier facteur de RY = R¥~1 x R). Pour prouver que v € WH1(RN~1) il suffit donc de
montrer la formule pour V,/v (car cette formule définit une fonction de L'(RV~1)).

La projection de supp(u) sur le deuxieme facteur de RY = RV~1 x R étant compacte, on peut prendre
v € C(R) qui vaut 1 sur cette projection; on remarque que v(z’) = [, v(en)|u(z’,zy)|dzy. Pour
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calculer la dérivée de v au sens des distributions dans la direction i € [1, N — 1], prenons ¢ € D(RV~1)
et écrivons, grace au théoréme de Fubini et en notant ¥(z', zx) = y(zn)e(x'),

/ v(x)Op(a')da' = / [u(z’, x§)|0s (2!, 2 N) da'd
RN-1 RN

_/]RN sgn(u(z’, xn))Diu(z’, xn)y(z N )p(z’) da'dxy

/RN_1 (/R7($N)Sgn(u(x'axN))Diu(x’,a:N)de> o(z') dz’

(on a utilisé le lemme de Stampacchia pour voir que D;(|u|) = sgn(u)D;u dans D' (RY)).
On en déduit que

Div:/v(xN)sgn(u(-,xN))Diu(~,xN) de:/sgn(u(-,:vN))Diu(-,xN)de dans D'(RV-1)
R R

(car supp(D;u) C supp(u) donc vy est aussi égal & 1 sur la projection de supp(D;u) sur le deuxieme facteur
de RV = RV~ x R), c’est-a-dire ce que I'on voulait. m

Théoréme 3.2.1 Sip € [1,N[ et p* = Np/(N — p) alors WHP(RY) s’injecte continuement dans
LP" (RN). Plus précisément: pour tout u € WHP(RN), on a

(N -1p
|ul| o mrvy < N,

» [ [Vul || r @)y

DEMONSTRATION:

& Etape 1: Réduction au cas régulier.

Supposons le résultat prouvé pour les fonctions de C}(R”Y) et prenons u € WHP(RN). 1l existe (un)n>1 €
C(RY) qui converge dans W1P(RY) et \n-presque partout vers u; on trouve donc, grace au lemme de
Fatou,

/ lu(z)|P" dz < liminf |t () [P de
RN

n—oo RN

_ P
< liminf ((Nl)p> / IV (2)|P da
N .

n— oo — p

(H’)p* /IR IVu(@))? da.

Le résultat général se déduit donc du résultat pour les fonctions de CL(R?); nous supposons, & partir de
maintenant, u € CL(RY).

A

{ Etape 2: Pour p = 1.
La démonstration se fait par récurrence sur N.
OON =1: Clest un cas un peu particulier (puisqu’alors N = p). On écrit simplement

pour constater que ||u|| o ®) < |[u'|| L1 (R).-
OON =2 : On a, pour tout (r1,72) € R?,

u(z1, z2) :/ Ou(t,xs) dt et u(zy, x2) :/ Dau(xy,t)dt.

| 1‘1,1‘2 (/ |61utx2 |dt) </ |82u .Il, |dt>
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et, apres intégration sur R?,

IN

/2 |u(21, z2)|? dzy day
R

(/]R |a1u(t,x2)|dtdx2> X (/]R |82u(a;1,t)|dtdm1>

11Vl 171 @2),

IN

c’est-a-dire le résultat dans le cas N = 2.
OON >3 : Le cas N = 1, appliqué a u(a’,-) € C1(R), nous permet de voir que, pour tout (z’,zy) € RY,
lu(z’,zn)| < [g [Onu(a’, )] dt; on en déduit, en écrivant [u|N/ (V=1 = |u|L/(N=D]y|,

1/(N-1)
/]RN |u(x’,zN)|N/(N71) dz' dey < /}RN?1 </R |8Nu(9:',t)|dt) (/R|u(x',xN)|de> dz’,

soit, en utilisant I'inégalité de Holder entre N — 1 et (N — 1)’ = X=1,

1
/ lu(z!, on) NNV da' dey < (/ / |Onu(a’,t)|dt dx’)
RN RV-1 JR

(L (fmman) ™

Posons v(z') = [p|u(z’,zn)|dzy; par le lemme 3.2.1, on sait que v € WHI(RV~!). En utilisant
I’hypothese de récurrence au rang N — 1 et la formule pour V /v, on a

N .
/ (/ |’LL(£C,,£EN)| de) dx’ / "U(LC/)| N=2 dx’
RN-1 R RN-1
N2
(/ / |Vou(a on)|dey d;v’) .
RN-1 R

</ /|5‘Nu(x/,t)|dtdx'> )

RN-1 JR

X (/ / |Veru(z',on)| dey d:c’)
RN-1 JR

= +1
(/ |Vu(x', zn)| dey dm') ;
RN

dx’) 7 . (3.2.1)

IA

En injectant ceci dans (3.2.1), on trouve donc

IN

/ lu(z’, z3) |V NV da! da
RN

IN

ie. ||U||LN/(N—1)(RN) < H |Vu| ||L1(RN).

$ Etape 3: Pour N > p > 1.

Posons s = (p(N — 1))/(N — p) €]1, 00[; on remarque alors que |u|*~tu € CL(RY) des que u € CL(RY),
et que l'on a 9;(|ul*~tu) = s|u|*~'sgn(u)d;u; on peut donc appliquer le résultat de la deuxieme étape a
cette fonction |u|*~lu pour obtenir

[l isN/(N—l)(RN) = || |U|s_1u ||LN/(N*1)(RN) < s \U|S_lsgn(u)|vu| ||L1(RN)-
Puis, grace a Holder appliqué entre p et p’ au second membre de cette inégalité,

[l

Lanvyv-n@ny < 8| [ul* ™ ] Lot ey || [Vl || o v

On remarque maintenant que, par le choix de s, sN/(N — 1) = (s — 1)p’ = p*; on peut alors écrire

Ttk Ml gt vy = Il vy e cani domne [[ul]3 e oy < sl[ull32 gy V2] 1o vy soit

[ullzos @y < sll IVl [[Le @),

et conclut cette démonstration. m
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Deuxieme Injection: p= N
«
Lemme 3.2.2 Si (a,),>1 est une suite de réel positifs et « > 1, alors Y, a% < (Zn>1 an) .

DEMONSTRATION:
Si ) ,>1an = 0, alors chaque a, est nul et le résultat est trivial. Sinon, on pose b, = a, /(D ;> ai), et
Pon note que b, € [0,1]. Comme « > 1, b < b, et, en sommant,

ap _ o
"2221 (ZiZl ai)a - n%:lbn
i,

n>1

(on)
(2121 ai)

IN

)

c’est-a-dire I'inégalité souhaitée. m

Théoréme 3.2.2 Si p = N, alors pour tout ¢ € [N,+ool, WEP(RY) s’injecte continuement dans
LA(RN).

Remarque 3.2.1

1) Nous verrons que, dans le cas N =1, WH1(R) s’injecte aussi continuement dans L (R).

2) La preuve montre que la constante d’injection de WHN(RN) dans L4(RY) est un O(q).

DEMONSTRATION:

On suppose, pour commencer, que N > 2. On remarque que l'on peut partitionner RY en pavés C,,
translatés de [0, 1[V: RN =], o/~ (Hfil[ai, @i +1[) = [1,.en Cn (puisque Z" est dénombrable); on note
D,, I'intérieur de C,,. Prenons u € WHP(RY).

{ Etape 1: traitement du pavé de référence.

Soit 7 € [I,N[ et f € WL'P(]0,1[N) < WL (]0,1[V). Comme ]0,1[V est convexe, il est fortement
(donc faiblement) lipschitzien; soit P : W17 (]0,1[Y) — W17 (RY) un opérateur de prolongement. Par la
premiere injection de Sobolev, Pf € L™ (RY) et

Wl goary < Pl @y
(N-1r
< Ni_THPfHWl""(]RN)
N -1
<

~ 1Pl cowrr oy, wir @) | fllwir o,y

< Crr|Ifllwrrqoapys

ot C ne dépend que de N (par la remarque 3.1.2, || P|[z(w1.rqo,1[¥),w1.-(®&N)) Peut étre majorée indépen-
damment de r). Mais, puisque la mesure de ]0, 1[N est 1, || f||w1.rqo1v) < [|f]lwrroav)s €t on obtient

donc || f[|zr qo,1pvy < Cr¥(| fllwrrgo.ay.-
Or, lorsque r décrit [1, N[, r* décrit [N/(N —1), +00[D [N, +oo[ (car N > 2); ainsi, pour tout ¢ € [N, +o0[
et tout f € WHP(]0,1[Y), on a

[fllzagovy < Callfllwreqo,ayy (3.2.2)

(la mesure de [0, 1[V\]0, 1[V est nulle).
{ Etape 2: on recolle.

Pour tout n € N, il existe z, € Z" tel que C,, — 2z, = [0,1[Y. Comme u € W'?(D,,), le théoreme 1.4.1
nous permet de voir que u, = u(- + z,) € WHP(]0,1[V) et que Vu, = Vu(- + 2,).
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Soit ¢ > p = N. (3 2. 2) appliquée a u,, donne ||’U,n||Lq([071[N) < Oq|‘un”W1,p(]O71[N), soit HUHLQ(Cn) <
Cqllullwie(p,)- Or, puisque (Cy)nen est une partition de RY, ||u\|qu(RN) = hen \|u||%q(cn) et on peut
donc écrire

||u||qu(RN) < Z quqHUH%Vl,p(Dn)
neN
N q
< oy <||u||Lp<Dn) +Z|Diu|Lp<Dn>)
neN i=1
< O Y (L4 N)sup(llullzo(p,), 11l Lo, - - [1Dwulloo(p,)))?
neN
< quq(l + N)? Z SUP(HUH%p(Dn), ||D1uH%p(Dn)7 Sy HDNUH%;;(DH))
neN
N
< O N <||u||ip<Dn> +y |D1u||zp(Dn)>
neN i=1
N
< WL+ Ny |,y + Cl?(L+ N> [[Dill
neN 1=1 neN
4 q ’ » a/p 0 p N » a/p
< @+ MY (Illp,) + 00+ N3 S (Dl )
neN 1=1 neN
Comme g > p, on peut utiliser le lemme 3.2.2 avec a,, = ||u||1£p(Dn) oua, = ||Diu||’£F(Dn) eta=gq/p>1;

on trouve alors

q/p q/p
HU’H%Q(RN) < CU%I(1+N)* <Z|u||L”(D )> + C%*(1+ N)* Z<Z||D“| )

neN i=1 \neN
- 4 » a/p q p N » a/p
< 0t N ([l )+ Tt M) S (IDsull )
=1
< %L+ Nl e
ce qui conclut le théoreme dans le cas N > 2.

{ Etape 3: cas N = 1.

On sait que si u € WHH(R), alors u(z) = [*_ u/(s)ds; on a alors |u(z)| < ||[v/||f1 ), ce qui prouve
que WH(R) s’injecte continuement dans L>°(R); comme W11 (R) s’injecte continuement dans L(R), et
comme L'(R)NL>®(R) s’injecte continuement dans L4(R) pour tout ¢ € [1, 0o, on en déduit que W1 (R)
s’injecte continuement dans L?(R) pour tout ¢ € [1,00]. m

Troisieme Injection: p > N
Théoréme 3.2.3 Sip €N, +oo[ alors WHP(RN) s’injecte continuement dans Co’l_%(RN).

Remarque 3.2.1 Pour a €]0,1] et A partie de RY, C%*(A) est l’espace des fonctions a-héldériennes
bornées sur A, muni de la norme

ulr) —uly
Hu||C“=“(A) = sup |u\ + sup M
A (zy)€A?, 2y T =Yl

DEMONSTRATION:

¢ Etape 1: u € CL(RYN).

Soit B, une boule euclidienne de RY de rayon r (le diamétre de B, est donc 2r). En notant V =
AN (B(0,1)) le volume de la boule unité de RY, la mesure de B, est Ay (B,.) = Vr¥.
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On écrit, pour tout a € B, et tout z € B,

1y 1
u(z)—u(a):/o ﬁ(u(z—i—t(a—z))dt:(a—zy/o Vu(z +t(a — 2)) dt.

Or |a — z| < 2r et on obtient donc, aprés intégration sur z € B, et division par la mesure de B,, en
notant 7% = (VrN)~! [ u(z)dz,

1
@B —u(a)| < 2r(VrV)~! / / |Vu(z +t(a — 2))| dzdt. (3.2.3)
o JB.
Par le changement de variable £ = z + ¢(a — z) = ta + (1 — t)z (pour ¢ € [0,1]) et I'inégalité de Holder,

/ |[Vu(z +t(a —2))|dz = / (1 —t)"N|Vu()| d¢
B, ta+(1—t)B,

1/p
< -9 </t +(1-1)B |v“(§)|p> An(ta+ (1 —t)B,)"/?

IN

_ 1/p’
Q=)™ (A= NVrN) PVl || oy

Utilisé dans (3.2.3), cela donne

1
@B — (@) < 2V NN [y | / (1= )N/ =N gy
0

2V -1/ =N/

< m” |VU\ HL:D(]RN)T (324)

Soit maintenant (x,y) € RY x RY; notons B, la boule de rayon r = |z — y|/2 dont I'adhérence contient
x et y. Grace & (3.2.4) appliqué & a = x et & a = y, on obtient

lu(z) —u(y)| < |u(@) =@+ |uly) —a"
4v—1/p |.’L'—y| 1-N/p
< m” [Vul [ e @) ( 5 ) . (3.2.5)
¢ Etape 2: Toujours pour u € C(R"), on majore ||ul] e gx).
Pour cela, on prend zg € RY tel que |u(zg)| = [[w|| oo mvy; Par (3.2.5), on voit que, lorsque y € B(wxo, 1),

4y —1/p 4y —1/p
lu(y)| > |u(zo)| — 21_N/p(1 —N/p) | [Vl ||LP(]RN) = ||UHL°°(]RN) - 21_N/p(1 ~N/p) |Vl ||LP(]RN)a

soit, en intégrant sur B(zo, 1) (rappelons que V' est la mesure de B(0, 1), donc aussi celle de B(xzg, 1)),

[ luwldy = Vi VeV
u(y)ldy 2 Vl[u|| ooy =V x ul || @),
B(so.1 e ED 21-N/p(1 - N/p) ED
d’ou
lullLr@yy 2> lullze(B(ao,1))
1
e VAL AR
' 4
1—1/ _
> VUl ~ g V0 e
Finalement, on a donc
3 4V -1/p
[[ul| oo vy <V 1/p||u”LP(RN) + VUl || e @y (3.2.6)

2=NTr (1~ N/p)
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(3.2.5) et (3.2.6) nous donnent alors, pour tout u € C}(RY),

gV —1/p
TN (I NJp)

[[ullco1-n/p @y < Vﬁl/p”uHLp(RN) [ [Vul ||Lr@yy < Kl|ullwe @y, (3.2.7)

ot K ne dépend que de N et p.

{ Etape 3: On conclut.
Prenons u € WHP(RY) et (uy,)n>1 € C2°(RY) qui converge vers u dans WHP(RY) et Ay-presque partout.
Comme, pour tous (n,m) € N*, u,, — u,, € Cx(RY), on a, par (3.2.7),

[t = tallconnroany < Kllun — tllwi ).

(tn)n>1 étant de Cauchy dans W'P(RYN), elle est donc aussi de Cauchy dans le Banach C%!=N/P(RN),
et converge dans ce dernier espace vers une fonction v; la convergence dans cet espace impliquant la
converge simple et (uy,),>1 convergeant Ay-presque partout vers u, on en déduit que u = v Ay-presque
partout, i.e. que u € CO'~N/P(RN) et que u,, — u dans CO'~N/P(RV).

On peut ensuite passer a la limite n — oo dans l'estimation (3.2.7) valable pour chaque w,, pour voir que
u vérifie aussi cette estimation, ce qui nous donne I'injection voulue (en fait, on constate aussi, en passant
a la limite dans (3.2.5) et (3.2.6) appliqués & chaque u,, que u vérifie aussi ces deux estimations). m

Théoréme 3.2.4 WH(RY) = COHRY) et les normes || - ||y1.00 vy et ||+ [|cos @y sont équivalentes.

DEMONSTRATION:
<> Etape 1: Co’l(RN) C Wl’OO(RN) et || . ||W1,OC(RN) < CH . ||C0,1(RN).
Soit u € CO1(RY); par le corollaire 1.1.1 et la remarque 1.1.1, les dérivées de u sont dans L>®(R") et
bornées par Lip(u).
Ainsi, u étant bornée sur RV, elle est dans W1 (RY) et on a

N

[[ullwr.ce @y < Juf| poe vy + ZLiP(U) < Nlfullco.s g

i=1
{ Etape 2: Wl’OO(RN) C Co’l(RN) et || . ||CO,1(RN) < CH . ||W1,oc(RN).
Soit u € WL>°(R¥); on prend 0§ € CZ(RY) telle que 0 < # < 1 et 6(0) = 1; on note, pour n > 1,
0, (x) = 0(z/n).
Soit u, = ,u. u, € Wl’OO(RN) et est a support compact dans RY, donc u,, € ﬁp>NW1’p(RN); en
appliquant alors (3.2.5) & u,, (on a remarqué, a la fin de la démonstration du théoréme 3.2.3, que (3.2.5)
était vérifié par toute fonction de WLP(RY)), on trouve, pour tout p €N, oo, tout n > 1 et tous
(z,5) € RV x RN, en notant K, le support (compact, donc de mesure finie) de 6,

4V -1/
2 NIp(1 = N/p)
AV =P AN (K,)YP
= RN/
On constate que Vuy(z) = 0(z/n)Vu(z)+ = VO(z/n)u(z), donc que || [V, || Lo @yy < || [Vl || g @y +
LI1V6] || o )| [ul| oo (). Ainsi, en faisant p — oo dans (3.2.9), on en déduit

‘un(x) - un(y)‘

|z — "N |Vun| [ Loy (3.2.8)

= y" NP [ V| | Loo (R (3.2.9)

1
Wn@)Un@ﬂféﬂxyIOHVUlhwmw)+TJIVﬂHmeNﬂUHUme)-
Mais u,, — u simplement sur RY (car §(x/n) — 0(0) = 1 pour tout = € RY), donc en passant & la limite

n — oo dans l'inégalité précédente, on obtient

lu(z) —u(y)| < 2z —y[[[[Vul[[Lo @),

ce qui nous montre bien que u est lipschitzienne. Comme on sait qu’elle est bornée, u est donc dans
COL(RY) et on a

[ulleor @y < ful[poe@ny + 2 [Vl [ @y < 2llullwoe @y,

ce qui conclut cette démonstration. m
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3.2.2 Cas d’un Ouvert Faiblement Lipschitzien

Théoréme 3.2.5 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RV .

i) Sipe[l,N]etp* = NN_pp, alors WP (Q) s’injecte continuement dans LP*(£2).
i) Sip= N alors, pour tout q € [N, +oc[, WhP(Q) s’injecte continuement dans LI().
iii) Sip €]N,+oo[, alors WP(Q) s’injecte continuement dans Co’l_%(ﬂ).

w) WHe(Q) = CH(Q) et les normes || - ||wi.co(q) €t || - ||con(q) sont équivalentes.

Remarque 3.2.2

1) En fait, ce théoréme est vérifié pour tout ouvert Q tel qu’il existe un opérateur de prolongement
P:WhP(Q) — Whr(RN).

2) La preuve montre que, puisqu’on a un opérateur de prolongement P indépendant de p avec une
borne (indépendante de p) sur ||P||ziw1.r(q)wir@ny), les constantes d’injection pour 2 dépendent
de p de la méme maniére que les constantes d’injection pour RN .

DEMONSTRATION:
On utilise le prolongement P : WP(Q) — WP (RY) donné par le théoreme 3.1.2.
Notons, pour U = Q ou RY, X (U) l'espace

e LP*(U) dans le cas p € [1, N|,
e L(U), pour un g € [N, +oo[ quelconque, dans le cas p = N,
e CO'=N/P(U7) dans le cas p €]N, ).

Soit u € W1P(£2). On constate (grace aux théorémes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4) que Pu € X (RY); ainsi,
puisque Pu = u sur €2, on a u € X(Q) avec ||ul|x(q) < [|Pul|x@y)-

Les théoremes sus-cités nous donnent de plus C' ne dépendant que de N et p (et de g dans le cas p = N)
tel que, pour tout u € WHP(Q),

[ Pul| x @y

llul|x@) <
< CllPullwie@y)
<

ClIPl cwrr @), wre @y l[ullwrr @),

ce qui conclut la démonstration des points i), ii), iii) et d'une partie (la partie W1>°(Q) < C%(Q)) du
point iv).

Il ne nous reste donc plus qu'a voir que C%1(Q) < W1>°(Q). Mais, si u € C*(Q), le lemme 1.1.1 et la
remarque 1.1.1 nous permettent de voir que les dérivées de u sont dans L () et bornées par Lip(u); u
étant bornée, on a bien u € W (Q) et ||ullw1. ) < |[u]| L (@) + Ef\il Lip(u) < Nllullco1 (o). m

3.3 Théoreme de Rellich

Théoréme 3.3.1 Soit p € [1,+00]. Si Q est un ouvert borné faiblement lipschitzien de RN, alors
WLP(Q) s’injecte compactement dans LP(2).

Remarque 3.3.1

1) En fait, ce théoréme n’est utile que pour p € [1, N]; en effet, par le théoréme 3.2.5, on sait que,
lorsque p > N, WLP(Q) s’injecte continuement dans un espace de fonctions holdériennes et, par le
théoréeme d’Ascoli-Arzela, les espaces de fonctions holdériennes sur un ouvert borné ) s’injectent
compactement dans C°(Q), donc dans L>(1).
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2) Lorsque p € [1, N[, W'"P(Q) s’injectant continuement dans LP" () et compactement dans LP(S),
WLP(Q) s’injecte compactement dans L1(2) pour tout q € [1,p*[; lorsque p = N, c’est la méme
chose pour tout q € [1,00].

DEMONSTRATION:

Lorsque p = oo, W1H2°(Q) = C%1(Q) (algébriquement et topologiquement) et, par le théoreme d’Ascoli-
Arzela, C%1(Q) s’injecte compactement dans L°°(£2).

On suppose donc, dans la suite, p € [1, 00].

{ Etape 1: préliminaires.

Soit h € RN, Si v € C°(RY), on a, pour tout x € RY,

1 1
(@ + h) — v(z)| = / Vv(m+th)-hdt‘§|h|/ Vo(z + th)] dt,
0 0

donc, par I'inégalité de Holder et en intégrant sur z € RY,

1
/ [v(xz + h) —v(z)|P de < |h\”/ / |[Vou(z + th)|P dz dt.
RN o Jr¥

En effectuant le changement de variable & = z= 4 th dans lintégrale par rapport a x, et en notant
Thv(x) = v(z + h), on trouve donc

w0 — ol ey < [A] % 11 190] |, (33.1)

Si v € WHP(RN), il existe (v,)n>1 € C°(RY) qui converge vers v dans WLP(RY); comme 7,0, — Thv
dans LP(RY), on en déduit alors, en appliquant (3.3.1) & v, pour tout n puis en passant & la limite
n — 0o, que v satisfait aussi (3.3.1).

{ Etape 2: preuve du théoreme.
Soit A un ensemble borné de W1?(Q); nous souhaitons montrer que A est relativement compact dans
LP(Q). Comme p € [1,00[ et Q est borné, nous pouvons appliquer le critére de Kolmogorov.
Soit P : WhP(Q) — WLP(RN) un opérateur de prolongement. Comme A est borné dans W1P(RY), et
P est linéaire continu, {Pu, u € A} est borné (disons par M) dans WHP(RY), donc dans LP(RY).
Pour tout u € A, on a, en appliquant (3.3.1) & v = Pu, ||7,Pu— Pul|ps@ny < |B] X |[[V(Pu)|||Lp@yy <
M]|h|, donc

sug ||Th Pu — Pul[Lp@ny — 0 lorsque h — 0.

ue

Le théoreme de Kolmogorov nous dit alors que A est relativement compact dans LP(2), ce qui conclut
cette preuve. m

44



Chapitre 4

Trace, Intégration par Parties

4.1 Trace

4.1.1 Trace dans le Demi-Espace

On se donne p € [1,00[. On note RY = {z € RY | 2y > 0}; RV~! est vu comme le bord de RY.
Théoreme 4.1.1 L’application linéaire

C®Y) [l lwrr@y)) — LPRNTY)
u — u|8RN
T

est linéaire continue et se prolonge donc en une unique application linéaire continue g : Wl’p(Rf) —
LP(RN-1),

DEMONSTRATION:
< Etape 1: Lorsque p = 1.
On prend u € C°(RY) et on écrit, pour 2’ € RV,

oo du
u(z’,0)] = ’—/ — (2t dt‘
u(a',0) et
ol du
< —(2', )| dt
< [Tl
ce qui nous donne, apres intégration sur RV 1,
lwjory | L1 omyy = /}RN*1 u(a’, 0)| da’
0
< / u(a:',t)‘ dt da’
RN TN
o
< ullwragyy,

c’est-a-dire exactement la continuité de u € (C2°(RY), ||-HW1’1(R$)) — Ujry € L'(ORY).

{ Etape 2: Lorsque 1 < p < +00.

Comme p > 1, p : s € R — |s|P est dérivable sur R, de dérivée ¢'(s) = psgn(s)|s|P~! (c’est évident sur
R* et, en 0, il suffit d’utiliser p > 1 pour remarquer que |h|?/h — 0 lorsque h — 0); ¢ est donc dans
CH(R).

On se donne u € C°(RY); on a, pour tout 2’ € RN =1, o(u)(2/,0) = — [° On(p(u))(2/,t) dt, soit

—+oo
W O = p [l 0P sl 0) e (01
0 8%‘]\/’
ol ou
p/o %(x ,t)
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lu(2,t)[P~* dt,




et, en utilisant I'inégalité de Holder,

fu(a’,0))” < p ( /. ’ dt)l/p ( /. |U(x’,t)|”dt>1/p/ |

On en déduit, en intégrant cette inégalité sur RV—! et en utilisant a nouveau 'inégalité de Holder,

pr. — (2, t)

p _ / P /
Hulakﬁﬂm(m{f) = /]RN_1 lu(z’, 0)|? dx
9 1/p 1/p’
< p (/ “ — (2, t) dt dm') (/ lu(a’, t)|P dt daj/>
RN 81‘]\7 Rf
<

< pllu |W11,J;»(]Rf) = plul ‘];Vl,p(RN)a

Cest-d-dire la continuité de u € (C°(RY M e ]RN)) — ujry € L7 (ORY). m

Lemme 4.1.1 Sip € [1,N][, 7o est en fait linéaire continue WHP(RY) — LP(ORY) N L5 (3RN)

)
Remarque 4.1.1 On a mis, sur LP(ORY) =» (ORY), la norme égale a la somme des normes dans

LP(ORY) et dans L5 (6RN), ce qui en fait un espace de Banach.

DEMONSTRATION:
11 suffit de montrer que 'application linéaire

7 )p
(SICRINR[ =" (ORY)
uw  — UlaRﬁ

(4.1.1)

est continue. En effet, supposons ce résultat démontré: on saura alors, grace au théoréme précédent, que

(c=®). M llwis@y)) — LP(ORY)
u — u|8Rf

est linéaire continue et admet donc une unique extension linéaire continue

o : WEP(RY) — LP(ORY) 0 LF=5" (ORY).

Or, pour tout u € Wl’p(R]iV), en prenant (u,),>1 € C°(RY) qui converge vers u dans W'P(RY) on a,
par définition de ~yy et de ~y,

U oY — Yo(u) dans LP (ORY) lorsque n — 00,

Up, JoRY = Jo(u) dans Lp(alRN) ﬁL e (G}RN)
donc en particulier dans LP(9RY ), lorsque n — oo,

ce qui nous donne vo(u) = 7o(u) dans L (9RY), i.e. 79 = 7o, et conclut le lemme.
Montrons donc que (4.1.1) définit bien une application linéaire continue.
On constate que, lorsque p =1, (N — 1)p/(IN —p) = 1 et il n’y a donc rien & faire (c’est le resultat du
théoréme 4.1.1). Lorsque p > 1 onar=(N-1)p/(N—p)>1et¢:R— R définie par ¢(s) = |s|"
est donc de classe C!, avec ¢'(s) = rsgn(s)|s|"~!; ainsi, comme dans la démonstration du théoreme
précédent, on trouve, lorsque u € C®° (RN ),

u

+oo
lu(z",0)]" = *7"/ |U(I/,f)|T718gH(U(I/7t))i(l’/,t)dt
0 Orn

1/p 400 1/p'
r (/ ﬂ(m t) dt) (/ |u(m/’t)|p’(r—1) dt) .
0 8%]\[ 0
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Puisque (r — 1)p’ = %p' = NN—%, en intégrant cette inégalité sur RV~1, en utilisant & nouveau

I'inégalité de Holder puis I'injection de Sobolev WHP(RY) — L%(Rf) (valide par le point 1) de la
remarque 3.2.2, puisqu’il existe un opérateur de prolongement W1? (Rf ) — WLP(RY)), on trouve C ne
dépendant que de N et p tel que

(JYVil)p / T /
lwprll 5o, = [ lulao)do
L N=p (9RY) RN-1
i/p 1/p'
0 P Np_
< r / —u(x/,t) dt dx’ / |u(x',t)|Nprdtd:U'
< ol
(N— l)p
<

Cr”“”wl p(RN)

(N-1)
c’est-a-dire la continuité de u € (C°(RY M RN)) — upary € L =" (ORY). m

Lemme 4.1.2 Siu € Cc(@) NWLP(RY), alors vo(u) = UjprY -

DEMONSTRATION:
Soit (pn)n>1 € C2°(RY) une approximation de I'unité telle que supp(p,) C RY; u est la restriction a RY

d'un v € C.(RY). Soit u, = (v * pn)‘ﬂw € C(RY).

Comme v est continue & support compact, v * p, — v uniformément sur RY et u,, converge donc vers u
uniformément sur Ri\_f . En particulier, u,, ORY — VjgRY = U|gRY uniformément sur 8]1%1 .

Comme le support de p,, est décentré sur RY, u,, — u dans Wl’p(Rf) (cf preuve de la proposition 3.1.1);
ainsi, yo(un) = u, JoRY = Yo(u) dans LP(ORY) et Ay_;-presque partout, quitte & extraire une suite. On
en déduit que vyo(u) = gy, et le lemme est donc démontré.

4.1.2 Trace dans BY

p est toujours un réel dans [1,00[. On prend une norme quelconque sur RY: BN représente la boule unité

pour cette norme, BY = BN NRY et BN~ = BN 0 (RV~! x {0}) (cf définition 2.1.1).

Siu e WhP(BY) est & support compact dans BV, par le lemme 1.4.2, le prolongement u de u & Rf par 0
~ 1)

hors de BY est dans WP (RY'); on peut donc définir vo(a) € LP(RN1) (dans LP(RV 1) ‘ (RN=1)

Vp

(N—
lorsque p € [1, N[), dont la restriction & BN~! est dans LP(BN~1) (dans LP(BN~1) N L5 (BN-1)
lorsque p € [1, N[). On a aussi

||70(a)\BN*1||LP(BN*1) H'YO(a)HLP(RN*l)

IN A

‘|’YO||L‘(W1’P(Rf),LP(RN*1)) || |W1»p(Rf)

IN

\|70||£(WL@(M),LP(RN—1)) [[ul |W1=P(Bi\’)

(avec, en plus, lorsque p € [1,N], la méme chose en remplacant LP(BN~1) (BN by et

(N=Dp

LP(RN-1) parL = (RN=1)).
L’application

{u e WP (BY) a support compact dans BN} — LP(BNT!)
m u —r ’70( )lBN 1

est donc linéaire continue. Lorsque p € [1, N[, 71 est aussi continue & valeurs dans L = (BN b.
Siu e WHP(BY) est a support compact dans BY et continue sur Biv7 alors u € C, (RN) NWLP(RY) et
on sait donc que Yo(u) = tjpry; ainsi, pour u € C(BY)NW'(BY) a support compact dans BY, on a

71(u) = upy-1.
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4.1.3 Trace sur le Bord d’un Ouvert Faiblement Lipschitzien

Soit p € [1,4o00[ et Q un ouvert faiblement lipschitzien de R™; on se donne C' = (O, wi)iﬂl’k] un systéme
de cartes de Q et P = (0;);c[1,5) une partition de I'unité associée (i.e. une parition C>°(R") de 'unité sur
un voisinage de 9¢2 subordonnée au recouvrement 9Q C UF_, 0;).

On va commencer par définir une trace yo p : WHP(Q) — LP(9Q) qui dépend a priori du systéme de

cartes et de la partition de I'unité associée choisis, puis on montrera que y¢ p ne dépend en fait ni de C
ni de P

On remarque que f;u € WHP(0; N Q) et, @;1 : Bﬂrv — 0; N Q) étant un homéomorphisme bilipschitzien,
(0;u) ocpi_1 € Wl’p(BiV). De plus, 6; étant a support compact dans O;, (6;u) ogoi_1 est & support compact
dans BY; on peut donc définir 1 ((f;u) o ¢; ') € LP(BNTY).

©; 1 0; N0 — BN~1 étant un homéomorphisme bilipschitzien, on en déduit que v, ((Hiu) o cp;l) op; €
LP(O; N 9N) et que done, en notant P; : LP(O; N 9N) — LP(9N) le prolongement par 0 hors de O; N 91,
P (1 ((0u) oo t) 0 ;) € LP(92).

On pose donc, pour u € W1P(Q),

k

Yo,p(u) = Z P; (71 ((@U)\om@ o @fl) o @i) € LP(09). (4.1.2)
i=1

Comme, pour tout i € [1,k],

la multiplication par 6; de W1P(Q) dans WP (Q),

la restriction WHP(Q) — WhHP(0; N Q),

le transport par <pi_1 de WHP(0; N Q) dans Wl’f”(BiV)7

la trace 71 de WP(BY) dans LP(BN 1),

le transport par ¢; de LP(BN~1) dans LP(O; N 09) et

le prolongement P; de L?(O; N 9Q) dans LP(9N)

sont linéaires continues, 'application o p : WHP(Q) — LP(99) est linéaire continue.

Pour montrer que cette application y¢ p ne dépend en fait pas du systeme de cartes C ni de la partition
de 'unité associée P que 'on a choisis, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1.3 Soit C' un systéme de cartes de OS2 el P une partition de l'unité associée. Si u €
C(Q) NWHP(Q) alors ye,p(u) = ujq.

DEMONSTRATION:

Pour tout i € [1,k], (0su)j0,n0 € WP(0; N Q) est continue sur O; N Q et & support compact dans
O;; ainsi, (0;u))0,n0 © o7l € W1P(BY) est continue sur BY et & support compact dans BY, donc
71 ((B5u)j0,n0 0 07 ") = (05w)j0:n0 © i Div-1 et 1 ((Biw)jo,n0 0 @5 ) © @i = (0iu)|0,no0. Comme
0; est nul en dehors de O;, on en déduit que P; (y1 ((6iw)j0,n0 ©¢; ') 0 ¢i) = (0iu)jpn. On peut donc
conclure en écrivant

k
Yyop(u) = ZPi (11 (B5w)0:00 0 @7 ") © @3)
i—1
k
= (Z 9i|6§2> UpQ = U|a0,
i=1

puisque (0;);c[1,x) est une partition de I'unité sur 9. m
On peut alors en déduire que, si C' et C’ sont deux systemes de cartes de 9 et P et P’ sont deux

partitions de l'unité associées, respectivement, a C' et C’, vo.p et vyor,pr sont égales. En effet, sur
Cx() C C(Q)NWP(Q), vop et vor, pr coincident (elles sont toutes deux égales & la restriction sur 952,
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d’apres le lemme 4.1.3); mais C°(€2) est dense dans W1P(Q) et v¢ p, yor, p sont continues sur W1P(Q):
Yo.p et yer pr sont done égales sur W1HP(Q).

L’application linéaire continue yc p, qui ne dépend donc que de (2, pas du systeme de cartes ni de la
partition de I'unité associée choisis, est notée vo : WHP(Q) — LP(9) (ou v lorsqu’il n’y a pas de
confusion possible sur I'ouvert sur le bord duquel on prend la trace).

Remarque 4.1.2 Si u € WHP(Q) N Wh4(Q), on peut a priori définir deuz traces v,(u) € LP(0Q) et
vq(w) € LI(OQ), chacune correspondant aux applications linéaires continues de trace dans WP (Q) et
dans WH4(Q); en fait, en prenant (u,)n>1 € C°(Q) qui converge vers u dans WP(Q) et dans W14 ()
(cf théoréme 3.1.3 avec la remarque 3.1.3) on constate que, puisque 7, et 4 sont continues et o est une
mesure finie sur O (donc LP(0Q) — L1(00)),

Up |00 — Yp(u) dans LP(0Q), donc dans LI(092),
Up |90 — Vg (u) dans L1(09),

c’est-a-dire que vp(u) = v4(u) dans LI(09). C’est pour cela que l'on ne note jamais la dépendance de vy
par rapport a p.

Proposition 4.1.1 Si ¢ : Q' — Q est un homéomorphisme bilipschitzien entre ouverts faiblement
lipschitziens de RN et uw € WHP(Q), alors yor(u o ¢) = ya(u) o p.

Remarque 4.1.3 ¢ (respectivement ¢~ ) étant lipschitzien sur ' (respectivement sur §2), il se prolonge
de maniére unique en une application lipschitzienne sur V' (respectivement sur Q). Comme pop~t = Idg
et o' o = Idg, on a, par continuité, o o o' = Idg et ¢~ o @ = Idgr; ¢ est donc aussi un
homéomorphisme bilipschitzien entre Q) et ), ainsi qu’entre 9 et OS).

DEMONSTRATION: -

Soit u € W'P(Q) et (un)n>1 € C°(Q) qui converge vers u dans WHP(€2). On voit alors que u, 0 ¢ €
C(Y)NWLP(Q) converge vers uop dans W1P(Q)') (théoréme 1.4.1); en particulier, yq: (u,00) — Yar (uop)
dans LP(9€Y).

De plus, par le lemme 4.1.3, vo/ (ty, 0 ©) = (U © 9) a0y = Un |90 © Ploer = Yo (Un) © Pjoq; mais Yo (un) —
va(u) dans LP(99Q) et, ¢ étant un homéomorphisme bilipschitzien entre 92 et 9, on en déduit que
Yor (tn © @) = ya(un) © Yoo — (1) © paqr dans LP(Q).

En égalant les deux limites de (yar(un © ¢))n>1, on trouve v/ (uo @) =yo(u) o p. m

4.1.4 Trace dans le cas p = o0

Lorsque p = oo, on sait que W1°°(Q) est formé des fonctions lipschitziennes bornées sur Q (et la norme
WL est équivalente a la norme C%1(£2)), donc continues sur Q. La trace de u € W1>°(Q) sur 9Q est
alors définie simplement en prenant la restriction de u a 9€2, qui donne une fonction lipschitzienne sur
0. De plus, la trace ainsi définie est linéaire continue W1>°(Q) — C%1(99).

La proposition 4.1.1 est aussi trivialement vérifiée dans ce cas.

4.1.5 L’espace W,"(Q)

Théoréme 4.1.2 Si Q) est un ouvert faiblement lipschitzien de RN et p € [1,+00[, le noyau de la trace
Yo : WEP(Q) — LP(9Q) est 'adhérence, notée W, P(Q), de C°(Q) dans WHP(Q).

DEMONSTRATION:

La trace étant continue, son noyau est un sous-espace fermé de W1?(Q); comme il contient C2°(£2) (pour
une fonction réguliere, la trace est égale a la restriction sur 0f), laquelle restriction est nulle pour les
éléments de C2°(€2)), il contient son adhérence dans W1P(Q).

Il reste donc a montrer l'inclusion inverse: ker(yq) C Wy (), c’est-a-dire montrer que toute fonction
u € WHP(Q) de trace nulle est limite dans W1P(2) d’une suite de C°(12).
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{ Etape 1: approximation par des fonctions & support borné.

Soit B € C2°(RY) telle que B(0) = 1 et supp(3) C B(0,1); on note, pour n > 1, 3, = B(-/n).

Prenons u € WP(Q) de trace nulle et posons u,, = 3,u; en approchant u par des fonctions (f,)m>1
£ (1) o constate que A(1ty) — it (5 furyome = (uoe K e oot — (B oo (1) 0 (s
limites étant prises dans LP(9R)). u,, est donc de trace nulle et & support dans B(0,n).

On a f, — 1 sur RV, en étant majorée par ||8]] Lo vy donc, par convergence dominée, u, — u dans
LP(Q). Vu, = B,Vu + uV3,; pour la méme raison que précédemment, 3,Vu — Vu dans (LP(Q2))V;
comme V3, = +VA(-/n), ona || [V ||| g @y < |[[VB] |1 @y /n — 0 donc uV B, — 0 dans (LP(Q))N
ainsi, Vu,, — Vu dans (LP(Q))", donc u,, — u dans WHP(Q).

On a montré que toute fonction de W1P(Q) de trace nulle peut s’approcher, dans W1?(2), par des
fonctions de trace nulle et a supports bornés. Pour conclure la démonstration, il suffit de prouver que

toute fonction de WP(Q) de trace nulle et & support borné peut s’approcher, dans W1P(Q), par des
fonctions de C°(RY).

{ Etape 2: approximation par des fonctions a supports compacts.

Soit u € W1P(€) & support borné et telle que y(u) = 0. Prenons une suite (6,,)n>1 € C>°(£2) donnée par
le lemme B.0.2 (voir Annexe B) et posons u, = ,u. Puisque 6, — 1 sur Q en étant majorée par 1, le
théoreme de convergence dominée nous donne u,, — u dans LP(Q). On a Vu, = 0,Vu + uV6,; pour
la méme raison que précédemment, on a 6, Vu — Vu dans (LP(Q))Y. 6,, = 1 au voisinage de K,,, donc
Vb, = 0 sur K,; comme le support de u est borné, on a, pour n assez grand, (RV\K,,) N supp(u) =
(Q1/,, U (RN\B(0, 1)) Nsupp(u) = Qy,, Nsupp(u) C Oy, (avec les notations du corollaire B.0.1 et du
lemme B.0.2), donc

190,125y = [[01V0][[2r(00-

Ainsi, grace au corollaire B.0.1, il existe C' > 0 et « > 1 tel que, pour n assez grand,

ulVOulllLr @) < Mnllul|Lr(a,,,) < OM|[|Vul ||, )

Encore une fois par convergence dominée, on constate que || [Vul||r»(q, ) — 0 (car, par définition
de Qq/n, 1g,,,Vu — 0 en étant majorée par |[Vu| € LP(52)), ce qui donne |[u|V0,||[zr) — O et la
convergence de Vu,, vers Vu dans (LP(2))V.

On a donc montré que u est limite, dans WP(€2), de fonctions de W1P(Q) & supports compacts dans €2;
il ne reste donc plus qu’a montrer que toute fonction u € W1P(Q) a support compact dans (2 est limite,
dans W1P(Q), de fonctions de C°(92).

a/n

& Etape 3: approximation par des fonctions régulieres.

Soit u € WP(£) & support compact dans Q. Le lemme 1.4.2 nous dit que l'extension @ de u & RY par
0 hors de Q est dans WP (RY); si (p,,)n>1 est une suite régularisante, on sait alors (cf la démonstration
du lemme 1.4.1) que u, = U * py, converge vers u dans WHP(RY), donc que u, o — u dans WHP(Q);
or u, € C®(RY) (convolution par une suite régularisante) et a son support dans supp(u) + supp(py),
c’est-a-dire, pour n assez grand, un compact de Q (car supp(u) = supp(u) est un compact de et
supp(pn) C B(0,1/n)). Ainsi, pour n assez grand, u, o € C2°(Q2) et le théoréme est démontré. m

4.1.6 Espaces de Traces

Dans toute cette partie,  est un ouvert faiblement lipschitzien de R .
Définition 4.1.1 Lorsque p € [1,+00], on définit ’espace vectoriel
W52 (9Q) = v (WP (Q)) = {y(u), u e W'P(Q)},
que l’on munit de la norme
I llwri-1/pwa0) = f {|[ullwre@) | v(w) = f}.
Remarque 4.1.1

1) W=1/PP(9Q) est donc un sous-espace vectoriel de LP(99).

2) En fait on a WOH(0Q) = L1(09), algébriqguement et topologiquement.

50



3) Pour mieux comprendre pourquoi on note ainsi l’espace des traces, et faire le lien avec les espaces
de Sobolev fractionnaires, voir Uanneze C.

En fait, en notant E = WYP(Q) et F = ker(7y) (sous-espace fermé de E, puisque v : E — LP(99)
est continue), I'application linéaire continue surjective v : E — W!'=1/P?(9Q) passe au quotient en une
application linéaire bijective 7 : E/F — W1=1/P2(5Q). La norme [-[lw1-1/p.(00) ci-dessus est en fait
choisie de telle sorte que 7 soit un isomorphisme isométrique entre E/F et W=1/PP(9Q) (cf. Annexe A
pour la définition de la norme sur E/F et les propriétés de E/F).

E/F et W'=1/PP(9Q) sont donc isomorphes et on déduit, de I’Annexe A, les résultats suivants sur
Wi=1/pr(99).

Proposition 4.1.2
i) Pour tout p € [1,+oc], WI=1/PP(9Q) est un espace de Banach.
ii) Pour tout p €]1,+oo[, WI1/PP(9Q) est réflexif.

Remarque 4.1.4 On constate aussi aisément que v : WP(Q) — W=1/PP(9Q) est continue de norme
inférieure a 1.

Lemme 4.1.4 Lorsque 1 < ¢ < p < +00, Wl—l/w(asz) s’injecte continuement et densément dans
Wi-t/aa(9Q).

DEMONSTRATION:

Comme 0 est borné, il existe § € C°(RY) qui vaut 1 sur un voisinage de Of2.

Soit f € WI=1/PP(9Q). 1l existe u € WP(Q) tel que y(u) = f et ||ul|wrr) < 2|[fllwi-1/p0(00); €n
posant v = Qu, on a aussi y(v) = f (car § = 1 au voisinage de 99) et il existe C ne dépendant que de 6
tel que ||v|[w1rQ) < Cllullwir ().

v € WHP(Q) est & support de mesure fini (inclus dans le support de ), donc, puisque ¢ < p, on a
v € Wh1(Q), de sorte que f = v(v) € WI~1/29(9Q). Enfin,

fllwi-1/aaa) < [lvllwra@
< An(supp(0) TP ol [ )
< Ch(supp(8) /|l
< QC)\N(supp(&))l/qfl/p||f||W1_1/pyp(BQ).

L’injection de W=1/P2(9Q) dans W'~1/44(9Q) est donc bien continue.

Montrons maintenant qu’elle est dense. Soit f € W=1/%9(9Q) et u € W9(Q2) dont la trace sur 99
est f. En prenant (u,),>1 € C°(Q) qui converge vers u dans W14(Q) (rappelons que ¢ < 00), comme
v Wh(Q) — WI—Ye9(90) est continue, f, = 7(u,) converge vers f dans W'=1/%4(9€). Mais,
pour tout n > 1, u, € WHP(Q), de sorte que f,, € W'=V/PP(9Q) et f est donc bien la limite, dans
Wi=1/a:4(9Q), de fonctions de W=1/PP(9Q). m

Proposition 4.1.3 Soient (p,q,r) € [1,00] tels que % + % =1 SiueW'r(Q) et ve WH(Q), alors
v(uwv) = y(u)y(v); en particulier, la fonction

{Wl-l/up(@ﬁ)xwl—l/waﬂ) — WiTr(o0) (4.1.3)

(fr9) — fg

est bien définie et bilinéaire continue.
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DEMONSTRATION:
On sait déja (proposition 3.1.2) que uv € WHT(Q2) et y(uv) est donc bien définie.

Supposons pour commencer (p,q) €]1,00[. On peut alors approcher u dans W1P(Q) par (u,)n>1 €
Ccoo(ﬁ) et v dans WLQ(Q) par (Un)nZI € Cso(ﬁ)v on a alors 7(u7LUn) = (unvn)wﬂ = Un|gQUnjon =
~¥(un)y(vy). Or, par continuité de la trace, y(u,) — v(u) dans LP(9) et v(v,) — v(v) dans L1(0N),
donc y(un)y(vn) = y(u)y(v) dans L"(99Q). De plus, par la proposition 3.1.2, u,v, — uv dans W17 (Q)
(le produit WP () x WH4(Q) — WhHT(Q) est bilinéaire continu), donc ~y(u,v,) — v(uv) dans L"(99).
en passant & la limite, on trouve donc v(uv) = vy(u)y(v).

Sip = o0 et g < oo (ou l'inverse, quitte & échanger les roles de p et ¢), alors on approche v dans wha(Q)
par (vn)n>1 € C°(§2); puisque u et v, sont continues sur €2, y(uvy,) = (uvy) a0 = VjaaVnjaa = Y(w)Y(Vn);
or, par continuité de la trace, y(v,) — v(v) dans L1(09) et y(uv,) — v(uv) dans L™(0€2) (car uv,, — uv

dans W17(£2)). On en déduit donc, en passant a la limite, y(uv) = v(u)y(v).

Si p = q = oo, alors u et v étant continues sur §, le résultat est trivial: v(uv) = (uwv)jpq = Yjpavion =
Y(u)y(v).

Soit (f,g) € W=1/PP(9Q) x W=1/94(9Q); par définition, il existe (u,v) € WHP(Q) x WH4(Q) tels
que [[ullwrr@) < 2/ fllwi-rmroa), [llwra) < 2lgllwi-i/aapa), 7(u) = f et y(v) = g. Par le
résultat précédent, fg = y(uv) € WI="7(9Q) (puisque uv € W"(99Q)) et, en notant C' la norme de
I'application bilineaire continue W1P(Q) x Wh4(Q) — Wb (Q), on a

||ngW1*1/"‘-,T'(8Q) ||U’U||W1,r(g)

Cllullwrr@l[vllwra)

IAIACIA

4C||f|‘Wl—l/f’ﬂ’(é)ﬁ)||gHW1—1/qvq(69)7

ce qui conclut cette démonstration. m

Théoréme 4.1.3 (Injection de Sobolev) Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RY.

(N—-1)p
N —

" (99).

i) Sip € [1, N[ alors W'=YPP(9Q) s’injecte continuement dans L

i) Sip= N alors W'=Y/PP(9Q) s’injecte continuement dans LI(0Q), pour tout q € [1,400].

iii) Sip €]N,+oo[ alors W=VPP(9Q) s’injecte continuement dans Co’lf%@Q).
w) WH>(9Q) = C¥H(0Q), et les normes || - ||wi.aq) €t || - |lco1a0) sont équivalentes.
DEMONSTRATION:

Commengons par le point iii): on sait que, puisque p > N, W1P(Q) s’injecte continuement dans
CO1=N/P(Q); ainsi, les fonctions de WP(Q) étant toutes continues sur €, leur trace sur 9 est sim-
plement leur restriction & 9. Il suffit ensuite de constater (trivial) que la restriction a 92 d’une fonction
(1-N/p)-holdérienne sur Q est elle méme (1—N/p)-hélderienne sur 99, avec une norme dans C%'~N/P(9Q)

majorée par la norme de la fonction dans C%1=N/P(Q).

Le point iv) est aussi facile & voir. Par le raisonnement ci-dessus, valable aussi pour p = co, on a déja
W2 (9) — CY1(09).

Il reste & voir la réciproque. Soit f € C%(99); par le lemme 1.1.2, f admet une extension lipschitzienne
f: 2 — R de méme constante de lipschitz que f et bornée par ||f||coaq). Par le point iv) du théoreme
3.2.5, f € Whe(Q) avec ||fllwi(@) < C|lfllcor(), ot C ne dépend que de ; ainsi, f = ~(f) €
Wh(9Q) et on a || f||lwreea) < Cllfllcor(@) = Csupag | f| + CLip(f) = C||f|co.1 (a0), ce qui conclut
cette partie.

Le point ii) est une simple conséquence du point i), puisque (par le lemme 4.1.4) W'=1/N:-N(9Q) s’injecte

continuement dans W'=1/H(9Q) pour tout I € [1, N et, lorsque I déerit [1, N[, (N — 1)I/(N — 1) décrit
[1, 4-00].
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11 reste donc a voir le point i). Notons r = (N — 1)p/(N — p).

On revient a la définition de la trace 4: en prenant un systeme de cartes (O;, ¢;)icn,k de 2 et une
partition de I'unité associée (6;);e[1,k], Y(u) est donné par (4.1.2).

Mais, pour tout i € [1, k], les applications

o ue W' (Q) = (Bu)o,na0p; " € WH(BY),
o WhP(BY) = L(BN-),

o fEL"(BN7Y) = foy, € L"(0; NON),

o P,: L"(0;N8Q) — L"(09)

sont linéaires continues. Ainsi, 7 est en fait linéaire continue de W1?(2) dans L"(9) ; on en déduit que
tout f € W=1/PP(9Q) est dans L"(9Q) (car f = ~(u) avec u € W'P(Q)) et, en notant C' la norme de
v WEP(Q) — L7(09), on a, pour tout u € WHP(Q) tel que y(u) = f, ||f||L-(00) < Cllullwrr(q) soit,
en prenant la borne inférieure sur tous ces u,

I[fllzra0) < Cllfllwi-1/pp(00);

et le théoréeme est donc démontré. m

Théoréme 4.1.4 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RN . Sip €]1,+00], la trace v : WHP(Q) —
LP(09) est compacte.

Remarque 4.1.5 Il revient au méme de dire que W'=Y/P2(9Q) s’injecte compactement dans LP(9S).
DEMONSTRATION:

{ Etape 1: p = co.

Dans ce cas, par le théoréme 4.1.3, W1>°(9Q) = C%1(99Q) algébriquement et topologiquement; or, par

le théoréme d’Ascoli-Arzela, C%1(9Q) s’injecte compactement dans C°(9€2), donc dans L>(9), ce qui
conclut la preuve dans le cas p = co.

{ Etape 2: un résultat technique.

Pour h e RV "1et g: RV~ = Roug:RY — R (auquel cas on considére aussi h comme un vecteur de
RN=1 x {0} c RY), on note 7,9(:) = g(- + h).

On prend p €]1, 00| et on souhaite montrer que, pour tout h € RV~1 et tout v € WP (Rf), on a

17 (30(v)) = Y0(V)|| Lo @1y < (20) P IR 7] [0l lwrao gy - (4.1.4)
Cette inégalité ne faisant intervenir que des expressions continues sur WP (Rf_’ ), il suffit de la montrer
pour v dans un ¢ sous-ensemble dense de WP (Rf ), par exemple CS° (Rf ).
Soit v € C°(RY). Puisque p> 1, s € R — [s|P € R est C', donc

“+o0
[v(z" 4+ h,0) —v(z',0)]P = —/ plo(x’ +h,xy) —v(z’, zn) P sgn(v(z’ + h,xn) —v(z, zN))
0
(Onv(z' + h,an) — Onv(a’,zn)) doy,

soit, aprés majoration et intégration sur #’ € RN~1 grace a I'inégalité de Holder,

10 (0)) = 0@ 2, v

< p/N 7, (v) — v[P7H (2!, 2 n) TR (Onv) — Ono|(2, 2 ) da’ doy
R‘I—
< pllm(v) - UHZSRg)HTh(an) — ONl| oY)
< 2pl|Onol| Loy 70 (v) — v“Z(lRf) (4.1.5)
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(on a effectué le changement de variable y = x + h, de Rf dans ]Rj\_f car h € RVN~1 pour trouver que la
norme de 7, (Oyv) dans LP(RY) est égale & la norme de dyv dans ce méme espace).

Or, toujours puisque v € C° (@), on a
o+ h) — v(@) =

1 p 1
/Vv(erth)'hdt g/ IVu(z + th)[P|h[P dt,
0 0

soit, en intégrant sur x € Rf et en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli,

1
IITh(v)—vHi,,(RN)gw/ (/ |Vv(x+th)pdx> dt.
+ 0 RN

+

Mais, pour tout ¢t € [0,1], le changement de variable y = = + th (de Rf dans Rf, puisque h € RN-1)
donne
| vt npds = [ 1900 dy < ol
+ +
et on trouve donc
700) = ol oy < 5] ol e

ce qui, associé a (4.1.5), donne (4.1.4).

{ Etape 3: conclusion pour p < co.

Soit (uy)n>1 une suite bornée dans W*?(2). On prend (O;,¢;)ieqi,k) un systeme de cartes de € et
(0i)ie[1,k) une partition de I'unité associée; d’apres la définition (4.1.2) de v, il suffit de montrer que I'on
peut, pour tout 7 € [1, k], extraire une suite de (vﬁf))nzl = ((Biun)j0,n0 © o >t € lep(Bf), encore
notée (vgf))nzl, telle que (vl(vff)))nzl converge dans LP(BN 1) (car alors, par extraction diagonale, on
pourra choisir une suite extraite commune a tous les i € [1, k], ce qui nous donnera, la composition par
¢; et Uextension P; étant continues dans les espaces LP, la convergence de (y(un))n>1).

Soit donc i € [1, k] et notons f, = 71(117(3)); nous voulons montrer que (fy,)n>1 est relativement compacte
dans LP(BN 1) en utilisant le théoréeme de Kolmogorov.

Comme (u,),>1 est bornée dans W1P(Q) et comme la multiplication par 6; et la composition par ;!
sont linéaires continues, (v,(f))nzl est bornée dans Wl’p(Biv); de plus, pour tout n > 1, le support de o)
est contenu dans ¢, (supp(6;)) = K; compact de BY. L'extension E(vy’) de v a RY par 0 hors de BY
est donc dans WHP(RY).

Soit P : LP(BN=1) — LP(RN~1) le prolongement par 0 hors de BN~1; comme (f,),>1 est bornée dans
LP(BN-1) ((vg))nzl est bornée dans W1P(BY)), {Pf,, n > 1} est borné dans LP(RV~1); il ne reste
donc plus qu’a voir ’équicontinuité des translations.

On a Pf, = 'yo(E(vg))) (fn=m (vg)) dans LP(BN~1) et Pf, tout comme ’}/Q(E(Uy(Li))) sont nuls hors

de BN~1); puisque E(vr(f)) ainsi que son gradient sont nuls hors de Biv , par (4.1.4) appliqué a E(vff)) €

WP(RY), on obtient
17 (Pfu) = Pfallioen-1y < (20) VPR VP 0@ [wro sy,
soit, en notant M une borne de (vg))ng dans W1P(BY),

1Th(Pfr) — Pfullo@y-1y < (2p)/PM|R|*=1/P.

p étant strictement supérieur & 1, cela donne ’équicontinuité des translations sur {Pf,,, n > 1} et conclut
cette preuve. m

4.2 Intégration par Parties

4.2.1 Normale Extérieure a 0f)

Dans toute cette partie,  est un ouvert faiblement lipschitzien de R¥.
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Construction
On définit, pour = € IN, 'espace tangeant a OS2 en = par

T.00 = {c(0); c:] —e,e[— 00 lipschitzienne, ¢(0) = z, ¢ dérivable en 0}.
On remarque que cette définition ne dépend que de 9Q (pas d’un systéme de paramétrisations de 912).
Proposition 4.2.1 Pour o-presque tout x € 9Q, T,00 est un hyperplan de RN .

DEMONSTRATION:

Puisque 0f) peut étre recouvert par un nombre fini de paramétrisations locales, il suffit de montrer que,
pour toute paramétrisation locale (7,0 N9N) de 9, T,,09 est un hyperplan de RV pour o-presque tout
x € 0ONo.

Par la proposition 2.2.1, on sait qu’il existe A € BN ~! de mesure nulle tel que, pour tout y € BN "1\ A, 7
est dérivable en y et {;)y: (Y) A=A ay‘?vT_l (y) # 0, c’est-a-dire que les vecteurs (%(y), cee ayaNT_l (y)) sont
libres; l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs, qui n’est autre que Im(7/(y)), est alors un hyperplan.
Nous allons voir que, pour tout y € BN =1\ 4, T ()0 = Im(7'(y)); comme

a(T(A))z/ O (A n =T

- : dy =0,
A0 Y 8yzv_1(y) Y

on en déduira bien que, pour o-presque tout € ONIN (pour x € ONON\T(A)), T,,090 est un hyperplan.

Soit y € BN "N\ A et x = 7(y).

Prenons h € RN~! et posons, pour [t| < dist(y, RN"N\BN-1/|h|, c(t) = 7(y + th) € 0Q; T étant
lipschitzienne et dérivable en y, ¢ est lipschitzienne et dérivable en 0; ainsi, ¢/(0) = 7'(y)h € T,,09Q. Ceci
étant vrai pour tout h € RVN=1 on en déduit Im(7/(y)) C T,00.

Prenons maintenant ¢ :] — ¢,e[— 9Q lipschitzienne, valant z en 0 et dérivable en 0; quitte & réduire ¢,
on peut supposer que ¢(] —&,&[) C O N IQ; notons ¢ = 771 o c. Par définition, c(t) = z + ¢/ (0)t + tn(t),
avec 1(t) — 0 lorsque ¢ — 0; par dérivabilité de 7 en y, on a 7(¢(t)) = 7(y) + 7/ (v)(c(t) — y) + |[c(t) —
yl|n(E(t) — y), on 7(X) — 0 lorsque X — 0. Comme 7(y) = x et 7(c(t)) = c(t), on obtient donc
7 (y)(€(t) — y) + ||et) — y||n(e(t) — y) = t'(0) + tn(t), soit, en divisant par ¢ > 0,

ct) —y
'

n(e(t) —y) —n(d). (4.2.1)

1

oc est, comme 7! et ¢, lipschitzienne, donc (E(t)_y)telo,g[ est borné dans R (rappelons que

t
¢(0) = y); il existe donc ¢, — 0 tel que c(t;ﬂ — ¢ € RN, En appliquant (4.2.1) avec t,, & la place de

¢ puis en passant & la limite n — oo, on trouve donc ¢(0) = /()¢ € Im(7/(y)). Ceci étant vrai pour
toute courbe lipschitzienne ¢ passant par x en 0 et dérivable en 0, on en déduit 7,09 C Im(7'(y)), ce qui
conclut la démonstration. m

Orc=1"

On peut donc, pour o-presque tout x € 9, définir une normale unitaire (pour la norme euclidienne)
au bord de 92, i.e. un vecteur unitaire de (7,0Q)+. 1l faut cependant faire un choix (on a deux tels
vecteurs possibles), de telle sorte que ’'on obtienne une application z € 92 — n(x) € (T,00)+ C RY qui
soit mesurable (et donc dans (L>°(99))" puisque, pour tout z € 99, |n(z)| = 1).

Le choix que nous allons faire est intimement lié a la formule d’intégration par parties, seule justification
de I'introduction de cette normale.

Pour définir cette normale, nous avons besoin du lemme suivant, qui sera aussi primordial pour démontrer
la formule d’intégration par parties.

Lemme 4.2.1 Si o : U — V est un homéomorphisme localement lipschitzien entre deur ouverts con-
nexes de RN, il existe ¢ € {—1,+1} tel que, pour tout x € U point de dérivabilité de ¢, on a eJp(x) > 0.
Si de plus ¢ est bilipschitzien, il existe C' > 0 tel que, pour tout x € U point de dérivabilité de v, on a
eJo(z) > C.

Remarque 4.2.1
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1) Le résultat de ce lemme (trivial dans le cas ot ¢ est un difféomorphisme) est assez fort; en effet,
le jacobien de ¢ est tout au plus L™, et il n’est donc pas du tout évident qu’il ait un signe.

2) En fait, seul le cas ot o est un homéomorphisme bilipschitzien entre deus ouverts bornés de RN nous
intéressera. Cependant, nous citons ce lemme un peu plus général car il nous semble intéressant
pour lui-méme.

DEMONSTRATION:
La démonstration de ce lemme repose sur l'utilisation du degré topologique, que nous noterons d. Pour
utiliser cet outil, nous devons donc dans un premier temps supposer que U est borné.

$ Etape 1: on suppose que W et W’ sont des ouverts connexes de RY, que W est borné et que ¢ est
un homéomorphisme localement lipschitzien entre W et W’ ainsi qu’entre W et W’ (en particulier, ¢ est
continue sur W et on peut parler du degré de o sur W en un point y € RN\ (dW)).

On a alors p(OW) = OW".

Commencons par constater que, si (yo,y1) € W', alors d(o, W,yo) = d(p, W,y1). En effet, W’ étant un
ouvert connexe, il est connexe par arc, donc il existe une application continue y : [0,1] — W' telle que
y(0) = yo et y(1) = y1; pour tout ¢ € [0,1], on a donc y(t) & ¢(OW), puisque ¢(OW) = OW’. Ainsi, par
la propriété d’invariance du degré topologique par homotopie, d(p, W, y(t)) est indépendant de ¢, ce qui
donne bien d(p, W,yo) = d(p, W,y1). Le degré de ¢ sur W en y € W’ ne dépendant pas de y, nous le
noterons d(y, W, W’); c’est un entier relatif.

Soit xg € W point de dérivabilité de ¢. Si ¢'(zo) ¢ GLN(R), alors Jp(xp) = 0 et il n’y a rien & prouver
(quel que soit le choix de € que lon fera dans {—1, 1}, on aura eJp(zg) > 0).

On suppose donc que ¢'(xg) est inversible. Dans ce cas, le lemme 1.2.1 nous dit que ¢~ est dérivable
en o(rg) (de dérivée (¢'(z0))~1); en particulier, il existe M > 0 et O C W’ voisinage de p(xq) tels que,
pour tout z € O,

1

071 (2) — o7 (@(x0)) — (¢ (0)) ™ (2 — p(20))| < M|z — p(20)],

ce qui implique
07 (2) = ¢ (o)) < (M + (¢ (20) 7)) |2 — (o)l

Soit z € ¢™1(0); en appliquant cette derniére inégalité & z = (), on trouve donc
lp(z) = @(x0)| > K|z — o], (4.2.2)

avee K = 1/(M + [|(¢ (x0)) "]} > 0.

Par définition de la dérivabilité de ¢ en xq, |o(x) — @(x0) — ¢ (z0)(z — 20)| < |z — 20|n(|x — 20]) Avec
n(s) — 0 lorsque s — 0. ¢~(O) étant un voisinage de x¢, on peut donc trouver a > 0 tel que n(a) < K
et B(xg,a) C p~1(0).

Comme B(xg, @) et () sont des ouverts disjoints de W et (o) & @(W\(B(zo,a)UD)) (¢ : W — W' étant
un homéomorphisme, la seule solution = € W de ¢(z) = () est z = x), la propriété d’additivité du
degré nous permet de voir que d(p, W, W’) = d(p, W, ¢(xq)) = d(p, B(xg, a), o(x0)) + d(e, 0, p(z0)) =
d(tp, B('T()v a)7 w(mo)).

Soit A : [0,1] x B(wg, ) — RY définie par h(t,z) = @(z)+t(p(xo) +¢' (z0)( —x0) — (). h est continue
et, pour tout t € [0,1], (o) & h(t,0B(xp,a)); en effet, dans le cas contraire, on aurait x € 9B(xo, @) tel
que p(z) — p(xo) = t(p(z) — w(xg) — ¢’ (z0)(x — x0)), soit, en prenant les normes et en utilisant (4.2.2),

Ko K|z — x|
lp(z) — ¢ (o)
lp(x) — p(x0) — @' (20) (= — w0)|

|z = mo|n(jz — zol) = an(a).

IN A CIA

En divisant par « > 0, on en déduirait n(a) > K, ce qui est une contradiction avec le choix de
a. Linvariance du degré par homotopie nous donne donc d(o, W,W') = d(h(0, ), B(zo, @), p(x9)) =
d(h(1,-), B(wo, ), ¢(x0)) = d(p(z0) +¢'(x0)(- —20), B(zo, @), p(x0)). Mais ¢ = @(z0) +¢'(x0)(- —20) est
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C*, n’a aucun point critique (car, pour tout x € RY ¢'(x) = ¢'(x¢) est inversible), et le seul antécédent
de ¢(x0) par ¥ est zo (¢ est injective sur RY); donc, par construction du degré, d(v, B(zo, ), p(1g)) =
sgn(J1 (o)) = sgn(det(¢'(20))) = sgn(Je(zo))-

Alinsi, on a montré que, pour tout € W point de dérivabilité de ¢, on a soit Jp(z) = 0, soit sgn(Jp(z)) =
d(p, W, W'); on en déduit que, s'il existe g € W tel que Jp(xg) # 0, alors € = d(p, W, W') est dans
{—1,41} et vérifie, pour tout z € W point de dérivabilité de ¢, eJp(z) > 0.

{ Etape 2: on prouve la premieére partie du lemme.

Si, pour tout x € U point de dérivabilité de ¢, on a Jp(x) = 0, il n’y a rien & prouver. Supposons donc
que ce n’est pas le cas et prenons xg € U un point de dérivabilité de ¢ tel que Jp(zg) # 0. On note
e = sgn(Jp(xo)) € {—1,1}. Nous allons montrer que ce € convient, i.e. que pour tout € U point de
dérivabilité de ¢, on a eJp(z) > 0.

Soit « € U point de dérivabilité de p. U étant connexe, il est connexe par arc; il existe donc un arc C' (donc
un ensemble compact) dans U qui relie & 2. Soit s < dist(C,RN\U)/2 et W = C + B(0,s); W est un
ouvert relativement compact dans U (en effet, W est borné puisque C' est borné et W = C' + B(0,s) C U
par choix de s); W est de plus connexe (en effet, si (a,b) € W, alors il existe (a/,0’) € C tels que
a €a + B(0,s) et b € b + B(0,s); les boules étant connexes par arc, on peut relier a & o’ par un arc
dans o’ + B(0,s) C W, ainsi que b & b’ par un arc dans b’ + B(0,s) C W; puisque (a’,b") € C, ces deux
points sont reliables par un arc inclus dans W — cet arc est simplement un bout de C — , ce qui prouve
que lon peut finalement relier a & b par un arc dans W).

W étant connexe relativement compact dans U, on constate que W’ = (W) est un ouvert connexe
dans V et que ¢ est un homéomorphisme entre W et W ainsi qu'entre W et W’. Ainsi, par I'étape 1,
comme zg € W est un point non-singulier de ¢, il existe ey € {—1,1} tel que, pour tout y € W point
de dérivabilité de ¢, on a ey Jp(y) > 0. Puisque zg € W est un point de dérivabilité de ¢, on en déduit
ewdJo(xg) = ewe > 0, donc ey = €; et comme x € W est un point de dérivabilité de ¢, on obtient
finalement eJo(x) = ew Jp(z) > 0, ce qui conclut la démonstration de la premiere partie du lemme.

{ Etape 3: on suppose de plus que ¢ est bilipschitzienne.

Si ¢ est dérivable en z alors, en utilisant le caractere lipschitzien de ¢! nous avons, pour tout h € RY
et t assez petit, |o(x + th) — p(z)| > (Lip(e~1))~t|th|, soit, en divisant par ¢ et en faisant tendre t
vers 0, |¢'(x)h| > (Lip(p 1)) "t A|. Ainsi, ¢'(x) est inversible (elle est injective), d’inverse A, € My (R)
vérifiant, pour tout v € RY, |A,v| < Lip(¢~!)|v| (c’est I'inégalité précédente appliquée a h = A,v),
donc |A,| < Lip(¢~!). On a Jo(x) = det(¢'(x)) = (det(A4,))~!; or le déterminant est une fonction
polynomiale des coefficients de la matrice, donc puisque |A,| < Lip(p~1), il existe C; ne dépendant que
de Lip(p~!) (pas de ) tel que |det(A;)| < C1; on en déduit donc, pour tout x point de dérivabilité de
o, |Jo(x)] > C >0, avec C' = 1/C4, ce qui conclut la démonstration du lemme. m

Nous pouvons maintenant définir une normale unitaire & 9€2, que nous dirons “extérieure” (voir la sous-
section suivante pour une justification de cette terminologie).

Soit C' = (Os, i)iep, k) un systeme de cartes de Q et P = (0;);e[1,x une partition de I'unité associée a C.
Puisque, pour tout i € [1,k], ¢; 1. BN — O, est un homéomorphisme bilipschitzien, il existe, par le
lemme 4.2.1, ¢; € {—1,1} tel que, lorsque ¢; * est dérivable en 2 € BN, ;J¢; *(x) > 0.

En notant 7; : BN~! — O; N 09 la paramétrisation locale associée & ¢; (ie. 7 = @fl‘BN,l), on définit
o-presque partout sur 92 une normale extérieure par

k OTi A ... N OTi
_ 0 Jy1 OYn—1 -1
nep(z)=—> eb;(x) or; (z).

— OTi A .. p 9T

=1 oY1 OYyn—1
AT, A AT,

. ~ , . Iz} 9 _ — . , L.
(on a bien siir étendu les fonctions 6; ;’Tl—?’rll o, ! par 0 hors de leur domaine de définition
LA g
9y OYN -1

0; N 0N). Clairement, ng p : 9Q — RY est mesurable et essentiellement bornée.
Comme, pour o-presque tout z € O; N I,

(873 AN 87’1'
oy OYyn—1

) (7, (%)) LT, 00
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(cf la démonstration de la proposition 4.2.1: on a montré que, pour Ay_j-presque tout y € BVN~L,
Ty, ()00 = Vect(g;i (y),.--, 8;;1'_1 (y))), on a bien n¢, p(x)LT,08) pour o-presque tout x € 0.

Pour l'instant, la normale que nous avons défini semble dépendre du systeme de cartes C' et de la partition
de P'unité associée P choisis. Supposons un instant que cette normale ne dépend pas de (C, P), i.e. qu’il
existe n : 90 — RY telle que, pour tout systéme de cartes C et toute partition de I'unité associée P, on ait
n = ng, p o-presque partout sur 9. Soit alors C' = (O, ;)15 un systeme de cartes et P = (0;)ie1,x]
une partition de 1'unité associée & C. Soit ig € [1, k] et K un compact de O, ; il existe © € C°(0;) telle
que 0 < © < 1et ©®=1sur K; C = ((O4,9i), (O1,¢1), ..., (O, ¢x)) (on répete la carte (O;, @i, )
deux fois dans C) est un systeme de cartes de Q et P = (0, (1 — ©)6;,---, (1 — ©)60) est une partition
de 'unité associée a CN'; on sait donc que n = ng 5 o-presque partout sur 0%); or, o-presque partout sur
KNoQ,ona

oT; oT;
‘0 ... *0
. oy1 A A OYyn—1 o -1
nsp= %o | Tor, or Tio
DAL A 2
Oy1 Oyn—1

ce qui signifie que n[ = |ng 5| =1 o-presque partout sur K N 9; ceci étant vrai pour tout ig € [1, k] et
tout compact K de O;,, on en déduit |n| = 1 o-presque partout sur UX_;0; N 9Q = 09, i.e. que n est
unitaire.

Nous verrons, au cours de la démonstration de la formule d’intégration par parties, que la normale ci-
dessus est bien indépendante de (C, P). Modulo ce résultat, on a donc construit une normale unitaire

extérieure n € (L>(99Q))", qui ne dépend que de .

10

Cas d’un Ouvert Fortement Lipschitzien

Lorsque €2 est fortement lipschitzien, les choses sont sensiblement plus simples; on peut en effet voir
immédiatement le caractere intrinseque de n et justifier le terme “extérieur”.

Le probleme revient donc a choisir de maniére intrinseque et mesurable, pour o-presque tout z € 92, un
vecteur unitaire n(x) de (7,,0Q)*.

Pour faire un tel choix mesurable, nous prendrons la “normale extérieure a 9€2” dans le sens

Pour o-presque tout z € 99, Je,, > 0 tel que, Ve €]0,e,[, x + en(x) & 2. (4.2.3)

Si ceci a un sens (i.e. si (4.2.3) définit bien une unique normale mesurable), cette définition ne dépend
que de €, pas d’un eventuel systeme de cartes locales de 0f2.

Afin de montrer qu’une telle normale existe et donne un choix unique et mesurable, nous allons utiliser
un couple (V,7) donné par la définition de Q2 fortement lipschitzien; prenons x € V NI tel que T,,000 =
Im(7'(y,)), ou (7, V N IN) est la paramétrisation locale issue de (V,n) (i.e. 7(y) = (y,n(y))) et y, =
771(x). Par la démonstration de la proposition 4.2.1, on sait que o-presque tout x € V N 0N satisfait
cette égalité.

On a donc

T,00 = Im(7(y))
Im(Idgn-1,7' (y2))

Vect (ei + <0, ...,0, an(l/a:))) ‘
0y; i€[1,N—1]

Les vecteurs normaux unitaires a 7,99 sont donc

() = (Vn(r—Yz)), -1) (U (@),-1)
VI+|Vn(r1(@)P V1+[Vi(r=1(z))]?

Nous allons montrer que seul n, vérifie la condition (4.2.3), ce qui nous permettra de voir que n est
définie de maniére unique et est mesurable (car x — n (x) est mesurable sur V' N 9QN).

Par définition de Vn, on a n(yz +rVn(y.)) = n(yz) +r|Vn(y.)|?(1 + §(r)), avec §(r) — 0 lorsque r — 0.
Donc, en prenant x € {—1,+1}, on a, pour € > 0 tel que B(z,e) C V,

n_(z)=

r+eng(z) €Q <= (yz + nmvn(ym),ﬂ(%) + HH—VW) ¢ Q
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9 —&

s+ hi———m————=Vn(y:) | > - e ——————
- n<y ! V1I+[Vn(ya)[? " )> =)+ L+ [Vn(y.)[?

v 2 - -1
o V()] _(143()) = :
1+ |Vn(y.)| 1+ [Vn(y.)|
(ot 6(g) — 0 lorsque € — 0). La condition“z + en, (z) & Q pour tout € assez petit” n’est donc réalisée
que dans le cas k = +1 (dans le cas k = —1, la derniére inégalité n’est pas réalisée lorsque e — 0; dans

le cas k = +1, elle est réalisée dés que 6(g) > —1, i.e. pour tout e assez petit).

La normale ainsi construite dans le cas fortement lipschitzien est bien str la méme que celle que I'on
a construite dans la partie précédente; en effet, une fois que ’on sait que nc p construit dans la partie
précédente ne dépend pas de (C,P), on peut calculer localement n = ne p dans la paramétrisation
(1, VN o) adaptée a (V,n).

On commence par constater que la carte locale (O, ) adaptée & (V,n) est, & une translation et une
homothétie pres, O =V et x — (2, 2y — n(z’)); le jacobien de ¢ est donc du méme signe que

Id 0
_77/ 1 - 17
c’est-a-dire positif; le € associé a ¢ dans la définition de n¢ p est donc +1.
De plus,
0 0
or AR or (er + : YA A( + : )
JEE— “ee = (e * “ee eNi * .
oy Oyn—1 ' 0 ! 0
on on
oY1 dyn-—1
Or le vecteur (Vn, —1) est orthogonal a chaque vecteur (e; + (0, ... ,0, %’.))ie[l,N—l]a donc proportionnel
a g—;l ARREWAN ay‘?VT_l; de plus, la N-eme composante de
0 0
e1 + : AN N(en—1+ :
(e1 0 ) (en—1 0 )
On On
oy1 YN -1
est
1 0 0
0 0
. . 0
(e1 + 0 YA A(en—1+ 0 Jren=| : . . . |=1
o an 0 ca 0 1
oy Oyn -1 L cJ/ A |
Oy1 OYN-—1
et on peut donc en déduire 387: ARERVA 35\11 = —(Vn, —1), soit, o-presque partout sur VNo2, no p = n.

4.2.2 Intégration par Parties

Nous commengons par prouver quelques lemmes techniques préliminaires avant de citer et démontrer le
théoreme principal.

Lemme 4.2.2 Soit ¢ € C®°(RY;RY); on note, pour (i,j) € [, N]? et z € RV, A;p](x) le mineur (1, 7)
de ¢'(x), c’est-a-dire

8 o o 8
Ger(@) o gn(@) gin(@) o gb(a)
v i o o
P (CL‘) _ (_1)i+j 8?pm11 (CE) .. gi)f*i (:c) gﬁ“i (gj) e 8{3pr1 (:L‘)
1,J 8;1—1 (m) ce. Bz;i (x) 895:% (x) - 3;;1 (:E)
- - - .
oy (T) . (z) a;ffl () - ai),]z (z)
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On a alors, pour tout (i,7) € [1, N]? et z € RV,

i) Z,Ij:l 0, (J’J)A:bk(l’) = 0; ;JU(z) (ot 0;; est le symbole de Kronecker),

3£k

.. N 6A;"
i) 3 k=1 oy () = 0.

DEMONSTRATION:
¢ Preuve du point 1i).

Lorsque i = j, la formule est simplement lexpression du développement du déterminant Ji(x) par
rapport a la i-eme ligne.

Lorsque i # j, le déterminant D obtenu en remplacant la i-éme ligne (gi’; (x),..., g;ﬁ; (z)) de ¢'(x) par
la j-¢me ligne (gfi (),..., gsz, (2)) est nul (les lignes i et j de D sont identiques); en développant D par

rapport a sa i-eéme ligne, on trouve alors Zgzl gf; (f)A;pk (z) = 0.

¢ Preuve du point ii).
Introduisons d’abord quelques notations pour simplifier les calculs. i étant fixé, on note

f=01 . tic1, i1, on)T

et, lorsque [ € [1, N — 1],
pour l < k, Xk,l = 8lf
pour [ > k, X1 = Or+1f,

de sorte que ,
(—1)'AY, = (—1)*det(Xp 1, .., Xp.n—1)-

On a alors, par multilinéarité du déterminant,

N-1

(—1)i3kA§‘fk = Z(_l)kdet(Xk;,la«-ka,lflaaka,lan,lJrh ooy Xg,N-1)
=1

d’OI\l7 en notant a1 = (—l)kdet(XkJ, N ,Xk71_1, 8ka,l, Xk,l-‘rla A an,N—l)a

N N N-1
DD 0AL = DD e
k=1 k=1 I=1
= Z ak, + Z k1
(k,HeE (k,))eF

ot BE={(k,1) € [1,N] x [N —1] | k> 1} et F = {(k,]) € [, N] x [l N —1] | k < I}.
Or Papplication

E — F

{ (a,b) — (bya—1)

est bien définie et c¢’est une bijection. En effet, si (a,b) € E, alorsa > let a < N,donca—1€ [1,N—1],
ce qui implique (b,a — 1) € [1,N] x [1, N — 1]; de plus, puisque a > b, on a bien b < a — 1, donc
(b,a—1) € F. L'inverse de cette application est (a,b) — (b+1,a), qui va bien de F dans E: si (a,b) € F,
alors a <b< N—1,donc (b+1,a) € [1,N] x [1, N —1] et, puisque a < b, on a bien b+ 1 > a, c’est-a-dire
(b+1,a) € E.
Ainsi, Z(k,l)eF Qg = Z(k,l)eE ay k-1, ce qui nous donne

N
(-1)’ Zf)kA”;fk = Z (ak1 + aik—1)- (4.2.4)
k=1 (k,))eE

Soit (k, l) € E. On a alors k-1 = (—1)ldet(Xl71, SN ,th_g, 8[Xl7k_1, Xl,k7 SN 7Xl,N—1)~
De plus:

e sib< <k, alors Xl,b = 5‘bf = Xk,b;
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e sil<b<k-—1,alors Xl,b = 8b+1f = Xk,b+1 (car b+1< k),

e puisque k —1 > I, X;—1 = Orf donc, par le théoreme de Schwarz, 0,X; -1 = OO f = Ok Xk,
(toujours car k > 1),

e sib>k > alors X;p = Opp1f = Xip.
En utilisant ces propriétés, on voit donc que
ari—1 = (—=1)'det(Xp 1, -y Xrotm1s Xioitts - > Xooe 15 O Xty Xiokor - -+ » Xpo,N—1)- (4.2.5)

Lorsque [ = k — 1, la partie Xy ;41,..., X k-1 de cette expression est vide, et on a alors ag_1 x—1 =
—(=1)kdet( Xk 1,y Xi k-2, Ok X k1, Xk ks -+, Xk N—1) = —ag x—1. Lorsque [ < k — 1, en permutant,
dans le déterminant de (4.2.5), les colonnes (k — 1,k — 2) (celles de Xy, 1 et O Xk ), puis les colonnes
(k — 2,k — 3) et ainsi de suite jusqu’aux colonnes (I + 1,1) (donc en effectuant k — ! — 1 permutations),
on trouve

arr—1 = (=D =D)""det(Xpa, .oy Xnio1, O Xkt, Xkdtty s Xbko1, Xkks - > Xo.N—1)
= —Qg]-
On a donc, pour tout (k,I) € E, ajp—1 = —ak,, ce qui, grace & (4.2.4), nous permet de conclure la

démonstration. m

Lemme 4.2.3 Soit ¢ : RN — RY wune application lipschitzienne et f € CZ(RY) tel que p(0BN) N
supp(f) = 0. On a alors, en notant 7 = pry-1 : RN~ — RN pour tout i € [1, N],

of B or or
sy 2 o p(x)Jp(r)dr = — /BN_l for(y) (8%(31) NN G (y))i dy

(ou X; désigne la i-éme composante d’un vecteur X € RV ).

DEMONSTRATION:
{ Etape 1: on suppose pour commencer que ¢ est de classe C*°.
Par le point i) du lemme 4.2.2, on a

Jj=1

N N N
S AL O(fop) = D ALY 0if 0wl
k=1 k=1
N N
= ) 9ifop) Af 0k
j=1 k=1

N
= Zajf 0 b Jp

j=1

= OifopJyp

Ainsi,
N
/ Oifoplp = Z/ A7k (f o)
BY k=17 BY

Or, par hypothése, les compacts p(0BY) et supp(f) sont disjoints, donc & distance § > 0 I'un de Pautre;
ainsi, pour tout z € 90BN + B(0,/2Lip(y)), c'est-a-dire x = x¢ + h ot 29 € OBy et |h| < §/2Lip(y)
on a |p(z) — ¢(x0)| < /2, ce qui implique (z) € (OBYN) + B(0,5/2) donc p(z) & supp(f); la fonction
fopeC®(BY) est donc nulle au voisinage de B, ce qui implique que son extension m a RN par
0 hors de BY est dans C°(R™).

On a de plus
N —_
/ Oif opJp = Z/ AT Ok (f o). (4.2.6)
BY k=1 /RY
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Soit k # N; on a

/ Afké)k OQD / / (/ Afk 5‘k(fo<p)( )dl’k) d$Nd(E1”~dl’k_1dxk+1-nde_l.
R RN—-2 JR+

Or, pour tout (z1,...,2T5_1,Tki1,...,2n) € RVTL m(ml, ey X1y s Tht1s -, TN) € CP(R), et
Afj(xl, ey Th—1, s Tht1, - -+, ZN) € C°(R); une intégration par parties dans R nous donne donc
/ Afkﬁk(fogp) = / / (/ 3kAfk (z )fogo(x)dzk) dey dxy - deg_1degy; - day
BN RV-2 JR+
- - [ @an)fey
)
= —/ (0D f o . (4.2.7)
BY '

Etudions maintenant k = N. On a

LanonGen=[ ([ at@onFoea don ) do e doy-r
RN RN-1 R+

+

Pour tout (z1,...,zny_1) € RV "1 ona AY (w1, oyo1, ) € CO(R) et f/c\>7p(1:1, ce o ZN-1,°) € CE(R);
une intégration par parties dans R donne donc

/ Afyon(Fop) = — /
]Rﬁ RN-1

A?
( (ONA? V) (@) o pla) de> dzy - dzn_
RN 1
A?

:_/BM

(4.2.6), (4.2.7), (4.2.8) et le point ii) du lemme 4.2.2 donnent donc

v (5:0)f 0oy, 0)dy

N@OF o) = [ (OnaTf o (428)

+

ofovte== [ AtywOforw).

BY
Or
O1p1(y,0) -+ In—191(y,0)
v | D101 (1,0) o On-1pia(y,0)
Af(y,0) = (—1)itN | oPi ’
v (9:0) (=1) Opit1(y,0) -+ On-10i+1(y,0)
Oien(y,0) -+ On-—10N(y,0)
Oip1(y,0) -+ On-—191(y,0) O
O1pi—1(y,0) -+ On—19i—1(y,0) 0
- 0 0 1 (4.2.9)
019i+1(y,0) -+ On-—10i+1(y,0) 0
O1pn(y,0) -+ On—1en(y,0) O
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Par définition du produit vectoriel,

(OT(y) AN NON=1T(y)i = OT(y)A---ANON_1T(y) - €;
= det(n7(y), - ,On-17(y), ;i)
on(y) -+ Onv-m(y) 0
Orici(y) -+ On—amici(y) O
= ori(y) -+ Onam(y) 1
OhTit1(y) -+ On—1Tita(y) O
orn(y) - On—atn(y) O

En retranchant, dans ce dernier déterminant et pour tout j € [1, N — 1], 9;7;(y) fois la derniére colonne
a la j-eme colonne, on trouve donc

on(y) - Onv-im(y) O
O1Ti1(y) -+ On—1Ti—1(y) O
(O1T(Y) A+ A ON-1T(y))i = 0 0 1. (4.2.10)
3m+1(y) 3N717'i+1(y) 0
oirn(y) -+ On—aTn(y) O

Or, pour j € [I,N — 1], 9;7(y) = 0;¢(y,0); ainsi on déduit de (4.2.9) et (4.2.10) que A7y (y,0) =
(O17(y) A -+ ANOn_17(y)); pour tout y € BN~1 ce qui conclut la démonstration lorsque ¢ est réguliere.

& Etape 2: on suppose ¢ seulement lipschitzienne, mais vérifiant: il existe ¢ > 0 tel que, pour tout
o eRN Vet |zy| <e, o, 2n) = (a’,0) = 7(z).

Soit (pn)n>1 une approximation de 1'unité dans RV=1 et (g,,),>1 une approximation de I'unité dans R,
dont le support est inclus dans | — €, [; on pose, pour z € RV, ¢, () = p,(2")o(zn); la suite (¢,)n>1 est
une approximation de l'unité dans RY.

Posons ¢, = ¢ * ¢, € C°(RY;RN). On a ¢, — ¢ uniformément sur RY; en effet, par le caractere
lipschitzien de ¢, on a, pour tout z € RY, |¢,(z) — o(z)| < [on lo(z — ) — o(x)|¢a(t) dt < Lip(p)en,
avec en, = [pn [t|Cn(t) < sup{|t|, t € supp(¢,)} indépendant de x qui converge vers 0 lorsque n — co.
Comme 0; f est lipschitzienne, on en déduit que (9;f) o p,, — (9;f) o ¢ uniformément sur Biv ; en effet,
pour tout @ € BY, [9;f(pn(2)) — 0if(p(2))] < Lip(9if)en(x) — ¢(x)| < Lip(0if) supgn [on — ¢ — 0
lorsque n — oc.

De plus, pour tout j € [1,N], djp, = ;¢ * Cy, donc (9jpn)n>1 est borné dans (L°(RN))N (par
110! || (r~y) et converge dans (L., .(RY))N vers 0;¢; quitte a extraire une suite, encore notée (¢, )n>1,
on peut donc supposer que les dérivées de (,, convergent \y-presque partout sur RY vers les dérivées de
¢ en restant bornées dans L (R™); le jacobien étant une fonction continue des dérivées, on en déduit
que Jo, — Jop An-presque partout sur RV en restant borné dans L>(RY); par convergence dominée,
on a donc Jy, — Jo dans L'(BY).

Puisque 0; f o v, — 0;f o ¢ uniformément sur Biv , on en déduit

0if o ondon — / Oif opJep. (4.2.11)
BY

N
By

On a aussi (et c’est ici que sert ’hypothese supplémentaire de cette étape sur @), pour tout n > 1 et tout
y € RV~ comme (2, ) est constante sur | — ¢, e[ pour tout 2’ € R¥~! et comme supp(o,) C| — ¢, ¢,

) = 0= [ [ o=t —tpn e (tn) dey
= / T(y—t’)pn(t’)dt’x/gn(tN)dtN
RN-1 R
= T*pn(y)-
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Ainsi, comme pour ¢,, (T est lipschitzienne sur RV~1), on constate que 7,, — 7 uniformément sur RV -1
(ceci est aussi une conséquence triviale de la convergence de ¢, vers ¢), mais surtout que les dérivées de
T, convergent (& une sous-suite prés) Ay _j-presque partout sur RV =1 vers les dérivées de 7 en restant
bornées dans L (RN ~1); ainsi, le produit vectoriel étant une fonction continue des dérivées, on en déduit
que

(1Y) Ao ANON-1Ta(y))i = (Or7(y) A+ A ON-17(Y))
AN _1-presque partout sur BV ! en restant borné dans L> (B~ ~1); la convergence a donc aussi lieu dans
LY(BN1).
Puisque f est lipschitzienne, f o 7, — f o 7 uniformément sur BNY ! et on a donc

/BIH forn(y)(O1mn(y) A AON-1Tn(y))i dy — . for()(Orr(y) A=+ ANOn-17(y))idy. (4.2.12)

Par hypothése, les compacts (0B ) et supp(f) sont disjoints, donc & une distance § strictement positive.
Soit ng assez grand tel que, pour n > ng, [|on — @l|r=@) < §/2; on constate alors que, pour tout
x € OBY, puisque |p,(7) — @(z)] < 3/2, pn(z) € p(0BY) + B(0,5/2), ce qui implique ¢, (z) & supp(f).
Ainsi, pour n assez grand, on peut appliquer les résultats de I’étape 1 & ¢,, (fonction réguliere qui vérifie
0 (0BN) Nsupp(f) = 0), et on en déduit donc

3if°<PnJ<Pn=—/ for(01mn A ANON-1Tn)i-

BY BN-1

Grace & (4.2.11) et (4.2.12), on peut passer a la limite dans cette expression et on en déduit le résultat
pour .

{ Etape 3: ¢ est seulement lipschitzienne.

Soit, pour n > 1 et z € RN, v, (z) = (2/,an — Tim(zn)) = @ — (0,T1/n(zn)), avec Ty jp(zn) =
sup(—1/n,inf(zy,1/n)). Nous avons vu, dans la démonstration du lemme 1.1.2, que T3/, : R — R est
1-lipschitzienne; v, : RN — RY est donc 2-lipschitzienne (en fait, il n’est pas dur de vérifier que 7, est
aussi 1-lipschitzienne). On a aussi v, — Id uniformément sur RY (car, pour tout s € R, [T}/, (s)| < 1/n).

Posons ¢, = ¢ 0 7Y,. @, est une fonction lipschitzienne et ¢, — ¢ uniformément sur RY (en effet,
pour tout @ € RY, g, (z) — p(@)] < Lip(@)7a(@) — o] < Lin(@)ll[va — Id] ||z=@x, — 0). Comme
dans ’étape précédente, cette convergence uniforme nous permet de voir que, pour n assez grand, on a
¢n(0BN) Nsupp(f) = 0.

De plus, pour tout = € RY tel que |zn| < 1/n, on a ¢, (x) = (1 (z)) = ©(z’,0) = p,(2',0).

On peut donc appliquer le résultat de la partie précédente & ¢,, (pour n assez grand), et on a donc

/ O0if opnJpn = —/ forn(OiTn A ANON=1Tn);-
BN BN-1

Or 7, = Pn|gRN-1 = PRN-1 =T, donc on trouve finalement, pour n assez grand,

Oif o pndpn = — /BN—l for(OrT A~ NON-1T);. (4.2.13)

N
B+

Notons E, = {x € BY | 2y > 1/n}. Pour tout j € [1,N] et tout = € BY tel que ¢ soit dérivable en
(&', on — 1/n), Ojon(@) 15, (2) = 0y’ ox — 1/m)Lp, (8) = (T-en md32) (2)15, (&), 01, pour h € RV
et g: RN — RN T, désigne la fonction z € RN — g(x + h).

On sait, puisque ;¢ € (L°(RM))N  (LL (RM)N, que Tn0j¢ — ;¢ dans (L (RY))N lorsque h — 0;
ainsi, T_, /n0j — ;¢ dans (Li, (RV))V, et donc, & une sous-suite prés, Ay-presque partout sur RY.
Orlg, —1 BY simplement, donc, & une sous-suite pres, 0;¢,1p, — 0;¢01 BY An-presque partout sur
RY; de plus, ¢, étant lipschitzienne de constante de lipschitz 2Lip(y) (v, est 2-lipschitzienne), on sait
que (9;¢n1E, )n>1 est bornée, dans (L>°(RY))N, par 2Lip(¢p).

Comme on a

J<pn1Eﬂ = det(al@n, ceey aN(Pn)]-En
= det(@upnlEn, ey 8N‘pn1En);
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et comme le déterminant est une fonction continue sur (R™V)Y on en déduit que Jp,1g, converge
An-presque partout vers det(alcplBiv,...,aNcplBiv) = Jplpy en restant bornée dans L>(RY); par

convergence dominée, on a donc Jy,1g, — Jo dans L' (BY).
Or, comme dans 'étape précédente, puisque ¢,, — ¢ uniformément sur RV et 0;f est lipschitzienne, on
a 0;f o pn — 0;f o p uniformément sur RY. Ainsi,

/ 0if o onJpn :/ Oif o ondpnlp, %/ O0;if o pJop. (4.2.14)
E, BN BY

0:0n)n>1 étant, pour tout j € [1, N], bornée dans (L (RN )V, Jp, = det(D1¢n, ..., Oney) est borné
J >
(disons par M) dans L*°(R).

Ainsi,
Bf\E"

Mais BY\E,, = {z € BY | zy < 1/n}, donc 1px\p, — 0 en étant majorée par 1py € LY (RN); par

< M|0; f]| Lo g3y AN (BY\E). (4.2.15)

convergence dominée, on a donc [py Ipy\g, = AN (BY\E,) — 0 lorsque n — cc.

De (4.2.14) et (4.2.15), on déduit donc que
/ &-fosoanon:/ &fwnJ@nJr/ 3if0<an<pn—>/ dif oo
Biv E, Bf\En Bf
Ainsi, en passant & la limite dans (4.2.13), on trouve
[ arewso== [ for@rn-noyan
BY BN-1

ce qui conclut cette démonstration. m

Corollaire 4.2.1 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RY. Si f € C2(RYN), alors, pour tout

i€[1,N], o
= fnl- do.
Q 8$z /6(2

Remarque 4.2.1 Nous verrons, dans la derniére partie de cette démonstration, que la normale nc p que
nous avons construite dans la sous-section 4.2.1 ne dépend pas du systeme de cartes C' ni de la partition
de l'unité associée P choisis.

DEMONSTRATION:
Soit C' = (Oj, ;) jen,k un systeme de cartes de Q et P = (6;);e[1,5 une partition de 'unité associée.
On a alors, en notant © =1 — Zk 0,

/Qaif = é/ﬂa(@jfn/gai(@f)
= i/om ai(9jf)+/93i(®f)- (4.2.16)

Comme ©f = 0 au voisinage de 99, I'extension Of de ©f a RN par 0 hors de Q est dans C°(RN)
(rappelons que f est & support compact) et on a donc

/ 0,0 f) 0,(67)
Q RN

== / (/ Gl(é}’)(x) d$l> dl‘l N dl‘l;ldxsz N d.Q?N =0 (4.2.17)
RN-1 R
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(car, pour tout (x1,...,%i 1,Tit1,...,2n) € RNTL ((:)vf)(xl,...,xi,l, Y Titl, .-, 2N) € C(R)).

Soit maintenant j € [1, k]; par le lemme 4.2.1, on sait que J <pj_1 a un signe g; sur BY; par le théoréme
de changement de variable lipschitzien, on obtient donc

/ 0,(6;1) = / (0;F) 0 1 Tp7 | = ¢ / 0:(0;F) 0 717!
0;nQ BY BY

90;1 : BN — RY ¢étant lipschitzienne, elle admet une extension lipschitzienne P RY — R¥; de plus,
fi =0,f € C*(RYN) et, comme 1;(dBY) = 90; (cf remarque 4.1.3: @;1 sétend de maniére unique en
une application continue qui envoie dBY sur 90;), on a ;(0B™) Nsupp(f;) = 0 (le support de f; est
inclus dans celui de 6;, compact de O;). On peut donc appliquer le lemme 4.2.3:

/ 50;f) = < / 81, 0 1, T,
0,;NQ BY
- _5j/ (0,F) 0 (0075 A+ A D17,
BN—l

avec ﬂ‘BN,l = wj|BN—1 = <pj_1‘BN71 = 71;. Puisque |O17; A+ - - AOn_1Tj| est non-nul Ay _1-presque partout

sur BN~ (proposition 2.2.1), on obtient finalement

817'- A /\8N_17-. _
0:(03f) = == 0; j - ! L or|01m A AON_17j].
/ijsz 3]) 8j/BN*l( Jf)OT]<|alTj/\-~-/\aN1Tj|>i07—j ° 73107, N-17;]

Or, par définition de 'intégrale sur O; N 92, on a

O1Tj A -+ NON_1T;
0;f) o : y Lo 7|00 A AON_1Tj
/31\771( if) et (lalTj/\"'/\aNlTj| ioTj o 7|01 N-1Tj]

O Tj A\ NON-1T;
= / ij( L Y 1]> o7 ' do.
0,n00 0175 A NOn—aTjl )

O17j\---NON 1T
|817’j/\"~/\8N71Tj|

817']'/\"'/\8]\/‘_17']‘ -1
(0 f) = —e. . ; . 4.2.1
/ijﬂaz(ejf) “ /BQ o (|817'j /\-~~/\8N71Tj| iOT] do ( )

On en déduit donc, en étendant 6; ( ) o 7'j_1 naturellement par 0 sur Q2 hors de O;,
3

(4.2.16), (4.2.17) et (4.2.18) nous donnent donc

k
T N+ NON_1Tj _
0; :/ —5-9-( - ]> o = ne,p); d
o ! 2 Gy n o nan ), 0T 1 g fter)de

o0

par définition de n¢ p.

Il ne reste plus qu’a voir que n¢ p ne dépend pas de (C, P) pour conclure la démonstration.

Soit donc C’ un autre systeme de cartes et P’ une partition de I'unité associée & C’. Le raisonnement
précédent peut étre effectué avec (C’, P') a la place de (C, P), et on obtient donc, pour toute fonction
f € CE(RY) et tout i € [1, N,

f(ncyp)i do = f(nc/’p/)i do (4219)
oQ o0
(car ces deux quantités sont égales a fQ 0; f, qui ne dépend ni du systeme de cartes ni de la partition de
Punité associée choisis).
Soit K un compact de 9; il existe une suite de fonctions (f,,)n>1 € C°(RY) telle que f,, — 1x partout
sur RY et, pour tout n > 1, 0 < f,, < 1. Comme nc¢ p et ner pr sont dans (L (99))Y, le théoréme de
convergence dominée donne, en passant a la limite n — oo dans (4.2.19) appliqué a f,,

/ (nC,P)i — (nc/,p/)i do = 0. (4220)
K
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Soit € >0, k € {-1,41} et A ={x € IQ | k((nc.p)i — (ncr pr);) > e}; pour tout compact K C A, en
multipliant (4.2.20) par & on trouve alors eo(K) = 0, donc o(K) = 0; ceci étant vrai pour tout compact
K C A, et o étant réguliere, on en déduit que o(A) = 0; comme £ > 0 est quelconque, cela nous donne
donc o({z € 99 | k((nc,p); — (ncr,pr);) > 0}) = 0; en appliquant ceci & k = —1 puis k = +1, on en
déduit o({x € 0Q | (n¢ p)i — (ncr pr); # 0}) = 0, c’est-a-dire (n¢, p); = (n¢r,pr); o-presque partout sur
0%, ce qui conclut la démonstration de ce corollaire. m

Nous pouvons maintenant citer et démontrer le théoreme général d’intégration par parties.

Théoréme 4.2.1 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RN et p € [1,00]. Siu € WHP(Q) et
v € WLP(Q) alors, pour tout i € [1,N], on a

/uDiU:/ ~y(u)y(v)n; dO’—/DiUU.
Q 1) Q
DEMONSTRATION:

Considérons f = wv; par la proposition 3.1.2, f € W11(Q). Donc, par le théoreme 3.1.3, il existe
fn € C(Q) qui converge vers f dans W11(Q).
En appliquant le corollaire 4.2.1 a f, on a

/QDifn = /ém'y(fn)ni do. (4.2.21)

Or D;f, — D;f = Diuv + uD;v dans L*(Q) et v(fn) = v(f) = v(u)y(v) dans L*(9Q) (proposition
4.1.3). Comme n; € L*>(0Q), on peut passer a la limite n — oo dans (4.2.21) pour trouver

/Diuv—i—/uDiU:/ ~¥(u)y(v)n; do,
Q Q o)

ce qui conclut la démonstration. m
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Annexe A

Un peu d’Analyse Fonctionnelle

Lemme A.0.1 SiFE et F sont deuz espaces de Banach isomorphes et E est réflezif, alors F' est réflexif.

DEMONSTRATION:

Soit ¢ : E — F un isomorphisme entre FE et F'; 'application duale de ¢, ¢* : F/ — E’ est aussi un
isomorphisme (d’inverse (¢~1)*, car ¢*(I) = [ o ¢), ainsi que I'application duale de ¢*, ¢** : E” — F".
En notant Jg : B — E” et Jp : F — F” les injections naturelles de ces espaces dans leur biduaux, nous
allons montrer, de maniere générale, que le diagramme suivant est commutatif:

E % F
Je | 1 Jp (A.0.1)

B ¢_**> "

On déduira aisément de cette commutativité le résultat du lemme; en effet, si F est réflexif, Jg est
surjectif et, ¢** étant un isomorphisme (donc surjectif), Jr = ¢** o Jp 0 ¢! est aussi surjectif, ce qui
donne la réflexivité de F'.

Pour montrer que (A.0.1) est commutatif, on prend € E et on cherche a montrer que Jg o ¢(z) =
¢** o Jg(x). Soit L € F"; par définition, on a

(Jr(o(x)), Lypr pr = (L, ¢(x))prr = (¢"(L),x)prE
= <JE(:C)7 ¢*
= (¢ (Je(z

Ceci étant vrai pour tout L € F”, on en déduit Jg o ¢(z) = ¢** o Jg(x), c’est-a-dire la relation voulue. m
Lemme A.0.2 Soit E un espace de Banach. E est réflexif si et seulement si E' est réflexif.

DEMONSTRATION:
On note, comme précédemment, Jg I'injection naturelle de E dans E” et Jg/ I'injection naturelle de E’
dans E"".

{ Etape 1: on suppose E réflexif et on veut montrer que E’ est réflexif.

Pour cela, nous allons montrer que Jg = (ng)*; E étant réflexif, Jg (donc ng) est un isomorphisme,
ce qui implique que (JE?I)* = Jp/ est aussi un isomorphisme, c’est & dire la réflexivité de E’.

Soit [ € E’; pour tout '€ E”, on a

(I (1), Ty g gr = (1, J5"(T)) & -
Or, par définition de Jg et de Jg/, on a
(LJz" M) e e = (Je(Jg (D). g5 = (T,0)pr = (Jp(1), T)gm 5.

On en déduit donc ((J5')*(1), T) g g = (Jg/(1),T)gm gr; ceci étant vrai pour tout T € E' et tout
I € E', on obtient bien Jg = (J5*)*.
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{ Etape 2: on suppose E’ réflexif et on veut montrer que E est réflexif.

Jg : E — E" est une isométrie (conséquence classique de Hahn-Banach) et, E étant un Banach, Jg(F)
est donc un sous-espace complet de E”. Ainsi, Jg(FE) est fermé dans E”.

Soit L € E”; si L ¢ Jg(E), comme ce sous-espace est fermé, il existe T € E”' qui sépare L de Jg(E),
ie. T =0 sur Jg(E) et (T, L)y gr # 0; Jp étant surjective, il existe | € E’ tel que Je/(I) = T.
On a donc I € E' telle que (L,l)gr g # 0 et, pour tout z € E, (Jg(z),)gr g = (l,x)p g = 0. Cette
derniere propriété nous dit en fait que I = 0 sur E, i.e. que [ = 0 dans E’, ce qui est une contradiction
avec (L,1)(gry g #0. m

Lemme A.0.3 Soit E un espace réflexif. Si F' est un sous-espace fermé de F, alors F' est réflexif.

DEMONSTRATION:

On cherche encore une fois & montrer la surjectivité de Jp : F — F”. _

Soit L € F”,i.e. L : F’ — R linéaire continue; L définit une forme linéaire continue L : £’ — R de la
maniere suivante: pour tout [ € E’,

<L, Z>E”,E/ = <L, Z|F>F”,F’
cette définition est valide puisque, sil € E’, [ : F — R est aussi linéaire continue, donc un élément de
|

F', et L ainsi définie est linaire continue E' — R puisque, si [ € E’, rlle < J|U|E)-
E étant réflexif, il existe x € F tel que Jg(x) = L, c’est-a-dire, pour tout | € E,

(L ip)rr e =, ) g -

Sil € E’ est nulle sur F, on a donc (I,z)g g = 0; ceci nous permet de voir que x € F: en effet, si
x € E\F, comme F est fermé, il existerait | € E’ tel que | = 0 sur F et (I, z)p g # 0, ce qui serait une
contradiction.

Nous pouvouns enfin vérifier que Jp(x) = L; en effet, pour tout ¢ € F’, par Hahn-Banach, il existe [ € E’
telle que || = ¢ et, z étant dans F', on en déduit

(L,¢)pr e = (L, ip)pr o pr = (L, 2)pr g = (b, ) pr = (JF (), 0) Frr Fr,

c’est-a-dire exactement Jp(z) = L. m

Lorsque F est un espace de Banach et F' est un sous-espace fermé de E, on munit E/F de la norme

1 lle/p = inf {|lulle | w(u) = [},

ourn: E — E/F est la projection canonique. Il est assez simple de voir que ceci définit une norme, dont
la topologie associée est la topologie quotient de E/F (la plus petite pour laquelle 7 est continue, i.e.
dont les ouverts sont les ensembles U C E/F tels que 7~ (U) soit un ouvert de E).

m: E — E/F est donc linéaire continue, de norme inférieure a 1.

Proposition A.0.1 Si E est un espace de Banach et F est un sous-espace fermé de E alors E/F est
un espace de Banach.

DEMONSTRATION:

On utilise le critere des séries absolument convergentes.

Si (fn)n>1 est une série absolument convergente dans E/F alors, par définition de la norme dans cet
espace, il existe (u,),>1 € E tel que, pour tout n > 1,

1
m(un) = fn et [|unl|p < ||anE/F + w2

La série des (uy,)n>1 est donc absolument convergente dans I’espace de Banach E et converge donc dans
cet espace vers u; comme 7 : £ — E/F est linéaire continue, on en déduit que m(u) = 7(3, un) =
YonT(un) =3, fn, i.e. que la série des (fy)n>1 converge vers m(u) dans E/F. m

Définition A.0.1 Soit E un espace vectoriel normé. Le polaire d’un sous-espace fermé F de E est
Fe={leFE|l=0sur F} CE".
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Lemme A.0.4 Soit E un espace vectoriel normé. Si F' est un sous-espace fermé de E, U'application

(E/F)Y — F°CE
i)
I — lom

est un isomorphisme isométrique.

DEMONSTRATION:

On constate tout d’abord que cette application est bien définie car 7 : E — E/F est linéaire continue et
m(u) = 0 pour tout u € F.

Vérifions que @ est une isométrie (cela nous donnera en plus le caractére injectif de ®). Soit [ € F°; pour
tout © € E, on a

(@), w)pr & = (L,m(w)e/ry,e/r < UlE/pyllr@er < e ryllulle,

ce qui nous donne ||®(1)[|g: < [|I||(z/F) - De plus, pour tout f € E/F et tout u € E tel que 7(u) = f,
on a

(L, ) e/ry.e/r = (@), we & <|P0)|e|ullE,

soit, en prenant la borne inférieure sur les u € E tels que 7(u) = f, (I, f)g/ry,e/r < 1O e flle/F
cest-a-dire [|l||(g/ry < ||®(1)||£r et le caractere isométrique de ® est donc prouvé.

Montrons maintenant que ® est surjective. Soit L € F°: comme F' C ker(L), L passe au quotient en une
application linéaire continue ! : E/F — R, et on a exactement, par définition du passage au quotient,
lom=®d()=L. nm

Corollaire A.0.1 Si E est un espace de Banach réflexif et F' est un sous-espace fermé de E, alors E/F
est réflexif.

DEMONSTRATION:

E étant réflexif, E’ est réflexif. En tant que sous-espace fermé de E’, F° est donc aussi réflexif. On en
déduit alors la réflexivité de (E/F)’, qui est isomorphe & F°, et donc celle de E/F, en tant qu’espace de
Banach dont le dual est réflexif. m
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Annexe B

Quelques Lemmes Techniques pour

la Caractérisation de VVO1 Q)

Dans toute cette partie, la norme considérée sur RY est la norme du supremum; ainsi, BV
(rappelons que les cartes locales qui caractérisent les ouverts faiblement lipschitziens peuvent

avec les boules de n’importe quelle norme sur RV).

Lemme B.0.1 Sip € [1,+00[ et u € W'P(BY) est nulle (au sens de la trace) sur BN,

pour tout € €]0,1[ et en notant B. = {x € BN |0 < xx < e} = BN1x]0,¢],

1/p 1/p
(/ |u|p) 9(/ |DNu|p> .
B, B.

DEMONSTRATION: On montre en fait quelque chose de plus général.
Prenons, pour commencer, u € C° (Biv) On écrit, pour = € By,

u(z) —u(z’,0) = /OQJN Dyu(z', s) ds,

soit, avec l'inégalité de Holder,

€ 1/p ,
lu(z) —u(z’,0)| < (/ |Dyu(x’, s)|P ds) el/v’,
0
On en déduit
/ u(z’, zn) — (2, 0)|P da’ < sp/P'/ / |Dyu(z’, s)|P ds da’
BN-1 BN-1.Jo

Ep/p'/ |Dnul?,

e

IN

et, en intégrant sur xy €]0, g,

e e

/ lu(w) — F(u)(2)|P do < P/ / |DyulP = e / |Dyul?,
B B,

:] -1, l[N
étre écrites

alors on a,

(B.0.1)

ot J(u) : BY — R est la fonction y(u)(z/, zn) = y(u)(2') = u(2’,0),  représentant la trace sur BN 1.

Siu e WHP(BY), on prend (up)n>1 € C°(BY) qui approche u dans WP (BY); (y(un))n>1 approche
alors y(u) dans LP (BN 1), ce qui nous donne immédiatement que ((uy))n>1 tend vers F(u) (définie par
Y(u)(z',zn) = v(u)(2')) dans LP(BY); ainsi, en passant a la limite n — oo dans (B.0.1) appliquée &
Uy, on voit que cette équation est aussi vérifiée par les fonctions de W (BY). Lorsque u € WP (BY)

vérifie v(u) = 0, alors Y(u) = 0 et le lemme est démontré. m
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Corollaire B.0.1 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RN et p € [1,4+o00[. Il existe C > 0,
a > 1ete > 0 tels que, pour tout u € WHP(Q) vérifiant yo(u) = 0 et tout ¢ €]0,e0[, en notant
Q. ={x e Q|dist(z,00) <e}, ona

1/p 1/p
(/ |up> < Ce (/ |Vu|p> .
Qe Qae

DEMONSTRATION:

Soit (Oy, i)ic[1,k) un systeme de cartes de . On peut trouver, pour chaque i € [1,k], un ouvert U;
relativement compact dans O; tel que (U;);¢[1,x] Soit un recouvrement de 9 (on écrit 0Q C UF_; Upo{z €
O; | dist(z,00;) > h}, puis on extrait un recouvrement fini de ce recouvrement ouvert: en prenant hg
le plus petit h apparaissant dans ce recouvrement fini, on a 9Q C UX_,{z € O; | dist(z,00;) > ho} et
{z € O, | dist(z,00;) > ho} est un ouvert relativement compact dans O;).

Notons ;. = {2 € Q | dist(z,U; N 0Q) < e}; comme (U;);e[1,x recouvre 982, on a Q. C UF_,Q; .. Soit
o = infep ) dist(U; N OQ,RN\O;) (g0 est strictement positif car, pour tout ¢ € [1,k], U; N 99 est un
compact de 0;); si € < g, alors, pour tout ¢ € [1,k], on a Q; . C O;.

Par le théoreme de changement de variable lipschitzien, on peut donc écrire

/Q fuf? /(Q e 1ae|

i

< oY= / o g5 1P,

i

Mais, grace au caractére lipschitzien de ¢; et puisque (O;, ;) est une carte locale, en notant L; = Lip(¢;),
on a ¢;(Q) C Br,., ot By, est défini, pour > 0, dans le lemme B.0.1. Comme vq(u) = 0, il n’est pas
dur de voir (par la méme technique que la dans preuve de la proposition 4.1.1) que u o 90;1 S Wl’p(BﬂrV)
est nulle sur BY~!; on a alors, grace au lemme B.0.1 (et quitte & réduire g de sorte que Lo < 1 pour
tout ¢ € [1, k]),

/Q WP < 1o ey (Lic)? / Dy (uo g )P

L

i€

p
N
< e oo (L) [ {3 Dwo ! Dt ),
Brie |j=1
N
< NG ey (B s (103 illim [ Do
Jelt, Brie j=1
e P e ML My Z|Dju\”usoi|
JE[L,N] @; (Br;e) =1

SYSRY ZI "

ou C; ne dépend que de p;, N et p.
Or, comme ;' est lipschitzienne, en notant L, = Lip(p; '), on a ¢; (Br,.) € O; N Qp/p,e; ainsi, en
notant o;; = L; L (qui ne dépend que de ¢;), on a

/ lufP < c,;ap/ N|VulP < c'ep/ VP,
Q. Qu..NO; Qe

a; i o

o €' = Nsup;ey ) Ci et @ = sup;ey @i (C7 et o ne dépendent donc que de 2, N et p). Sommer
toutes ces inégalités sur i € [1, k] donne le résultat recherché, avec C' = (kC")'/P. m

Lemme B.0.2 Soit Q un ouvert de RV ; on note, pour n > 1,

K,={z€Q|lz| <n, dist(z,00) > 1/n}.
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Il existe M > 0 et (0,)n>1 € C(Q) tels que, pour toutn > 1, on a: 0 <6, <1, 0, =1 au voisinage de
Ky, et |||V, |||Le() < Mn.

DEMONSTRATION:

Soit p € C°(RY) positive, d’intégrale égale & 1 et de support inclus dans B(0,1). On pose, pour n > 1,
pn(-) = n"p(n-).

Posons 6,, = 1k,,, * pan.

0, € C(RY) et a son support dans C,, = supp(1lx,,) + supp(pan) = Ko, + supp(psn) compact de RY.
Pour tout € Ka,, on a B(x,1/2n)NIQ = ; comme z € ), par connexité, cela implique B(z,1/2n) C £,
donc x + supp(pan) C B(z,1/4n) C Q; C), est donc un compact de 2, et on en déduit que 6,, € C°(1).
Le fait que 0 < 6,, < 1 sur RY est immédiat & partir de la définition de 6,,.

On a V0, = 1x, * Vs, = 4nlg, * ((4n)NVp(4n-)), donc

198 ] o vy < 4nll(4n)™ [Vp(4n-) {12 vy = 40| [Vl |11 o)

11 ne reste donc plus qu’a vérifier que #,, = 1 sur un voisinage de K,,. Soit z € K,, + B(0,1/4n). On a
|z| < mn+1/4n et dist(z,0Q) > 1/n — 1/4n, donc

1 1 1 1 1 1
— + — <2netdist(y,0) > — — — — — = —; (B.0.2)

1
Yy € B — <
ve (m, >,|y_n—|—4n 4n — n  4n  4n  2n’

4n

on en déduit que B(z,1/4n) N O = () et, par connexité (puisque = € Q), que B(z,1/4n) C Q. Cette
inclusion et (B.0.2) donnent donc B(z,1/4n) C Ka,. Comme supp(psn(z —-)) C B(z,1/4n), on obtient

@)= [ ot =)dy= [ pimla=yyay =1,
2n

soit 0, = 1 sur K,, + B(0,1/4n), ce qui conclut cette démonstration. m
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Annexe C

Une Autre Définition de W1=1/PP(5Q)

Dans la littérature, W'=1/77(9Q) n’est pas défini comme I'image par la trace de WP (£2), mais plutot
de maniere intrinseque, a ’aide de la théorie des espaces de Sobolev fractionnaires.

Soit E un ouvert de R¥Y~1 (N > 2) ou bien un ouvert de 9§ avec € ouvert faiblement lipschitzien de
RY. On munit E de sa mesure naturelle (i.e. la mesure de Lebesgue sur R¥~! dans le premier cas, ou
la mesure o construite précédemment dans le deuxiéme cas). Lorsque s €]0,1[ et p € [1,00][, on définit
W#P(E) comme étant ’ensemble des fonctions f € LP(E) telles que

/ [f(x) = F(y)”
E

o= N dzdy < oo.

Cet espace est muni de la norme (1)

HOEIOLSS dy)””.

g v —y[N-1tsp

[ fllwsemy = 1 fllLee) + (/E

Nous allons prouver dans cette annexe que, lorsque §) est un ouvert faiblement lipschitzien de RN et
p €]1, 00/, alors, algébriquement et topologiquement, on a W'=1/PP(9Q) = W=1/PP(9Q). Nous verrons
aussi que 1’on peut construire un inverse & droite pour la trace v : WHP(Q) — W=1/PP(9Q).

C.1 Le cas du demi-espace

Proposition C.1.1 Soit p €]1,00[. La trace vo : WHP(RY) — LP(RN™1) est en fait linéaire continue
WEP(RY) — Wi=1/pp(RN 1),

DEMONSTRATION:
Soit u € C2°(RY). On a, pour tout 2’ € RN-1 e SN2t p>0,

P
u(@' +p§,0) —u(@',0) = - /0 (Dnu(z’ + p€, s) — Dyu(a’, s)) ds +u(a’ + p€, p) — u(@’, p)

p p
- / (Dyule’ + pé,s) — Dyule’, s)) ds + / Voou(e! +s€.p) - €ds,
0 0
donc
p p
(' + p€,0) — u(a’,0)]| < / Dyu(’ + pé.s) — Dyu(a, )| ds + / Vol + s€,p)| ds
0 0
et
||u( + ,0670) - u('>0)||LT’(RN—1)

p
< ||[ 1wt + pes) - Dyt 9l as
0

"

P
/ Vol + 56, )| ds
0

Lr(RN-1) Lp(RN-1)

YPour f € LP(E) et g : E x E — R définie presque partout par g(z,y) = (f(x) —f(y))/|:r;—y|(N*1)/p7L57 cette expression
est || fllLr(g) +1lgllLr(ExE) et, comme f — g est linéaire, la définition de || f||ys.» () donne bien une norme sur W*P(E).
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Mais, lorsque f : RN — Rt est dans LP(RY) = LP(R; LP(RN~1)) (?), on a, pour tout p > 0,

P
s < / £ )l Lr@v—1),
Lp(RN-1) 0

donc
[Ju(- + €, 0) = u(-, 0)|| Lo @y-1)
: /op IDxu(-+ 8, 8) = Dyu, 5)l| o gy-1) ds + /Op [Varu(-+ & p)| || Lo grv-1) ds
< 2 [T UDwal sl sy ds + pllIVrute ) s
< p(Fi(p) + F2(p)) (C.1.1)
ou

2 14
Fi(p) = ;/ [IDnu(e, s)||pr@y-1yds et Fa(p) = || [Varul(, p)| ||Le@y-1y-
0

Par un changement de variables en polaires, et en notant oy la mesure sur SN2,

lu(z',0) —u(y’,0)” ., ,
/RN 1/RN L2 fy\N -1
lu(z' 4 h,0) —u(2’,0)”
/RN 1/RN ey e dh
PN e’ +p6,0) —ule!, O)F
dx'dpd
/ /SN 2/1\@]\] 1 p —1+p—1 €L p 0’0(5)

: aO - '70 pp N—-1
/ /SMW e ( Mirar ) e

/ /SN 2 (F1(p) + F2(p))? doo(§) dp
< oo(SVT)F 4 By

HLP ]R+)7

soit

u(z’,0) —u(y’,0)P p _
(/N 1/ | ( ) (y )‘ d.l?/ dy/) < O'Q(SN 2)1/pHF1 +F2||LP(]R+)
R

ev1 |1 — y/ |[N-1+(=1/p)p

IN

oo(SN VP (| Ful Loy + | Fall e m))-

e A N\ 2 L e R 1 S

et, puisque p — ||[Dyu(:, p)||r@n-1) est dans LP(RT) (la norme dans LP(R*) de cette fonction est
||DNuHLp(R$)), par le lemme de Hardy (p €]1, c0[), on a

1P| Loty < 20" [[DNull Lo @y)-

Ainsi, on a montré que pour tout u € C° (@)7

|70 — 0@ g e < (1 + 9 ) on(SN-2)1/p C19
RN-1 JRN-1 y|N 1+(1-1/p)p T ay —( + p)O'Q( ) |||VU|HLP(]R5) ( L. )

Soit maintenant u € WHP(RY); on prend (up)n>1 € Cé’o(@) qui converge vers u dans W1P(RY).
On sait alors que vo(u,) — Yo(u) dans LP(RV~1) donc, quitte & extraire une suite, presque partout

2Voir la formule (1.2.3) dans le polycopié gm3-02 “Intégration et Espaces de Sobolev & Valeurs Vectorielles”, disponible
a l'adresse web http://www-gm3.univ-mrs.fr/polys/gm3-02.
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sur RV=1; en passant a la limite n — oo dans (C.1.2) appliqué & u,, on en déduit par le lemme de
Fatou que u vérifie aussi (C.1.2). Comme on sait déja qu’il existe C' > 0 indépendant de u tel que
|70 (W) Le @y-1y < C’Hu||W1,p(R$), on obtient donc, pour tout u € W?(RY),

o (@)l w1/ @y -1) < (C 4 (14 20)00(SV =) VP) [l lwro ),

ce qui conclut cette preuve. m

On va maintenant montrer que la trace est surjective & valeurs dans W'~/ PP(RN=1) en exhibant
(théoreme C.1.1) un inverse a droite de la trace; avant de citer et prouver ce résultat, nous établissons
un petit lemme technique.

Lemme C.1.1 Soit p €]1,00[, f € WI=V/PP(RN-1) g € CO(BN-1) et B € CO(] — 1,1[). En posant,
pour x € Rf)

Brn ¥ -y
Flay = 2ol [0y — pani]g dy.
SL'N RN-1 TN
on a / ,
oIl < ||g|‘ilzgRN—l)HﬁHpoo(R)Hg‘|L°°(]R<N*1) »
|| ||Lp(]R£\r7) — N +p —_9 Hf||Wlfl/p,p(RN71)~
DEMONSTRATION:

Par 'inégalité de Holder, on a

/RN B(%N” (/ @) = @) \g (]‘V y)‘ dy>” i

= /RN W (/RNI |f(y) — f(@)] |g (ﬂc'z]—vy e ; <x/xl_vy) /v dy)p .
R N DRI

Or, par changement de variable,

-y _
/ g< )\dy—x%I/ l9(2)] dz
RN-1 TN RN-1

donc, puisque (N —1)p/p’ = (N —-1)(p—1)=Np—N —p+1,

o (L v s (52 )
/M o7 /RN_l F@) = F@g (= )| dy) do
/ p o
||g||i/11£]/RN_1)/RN_1 /RN—1 |f(xl) _f(y)|p/0 f%ﬁlzzt g (iE —y)‘ dzy da'dy. (C.1.3)

TN
De plus, puisque g((z' — y)/zn) = 0 lorsque xy < |2’ — y| et S(xzy) = 0 lorsque 2 > 1, on a, lorsque

|2" —y| > 1,
o0 /
1B(xn)|P (ﬂf y)‘
dl‘N =0
/0 aN P! I\ Ty

IN

et, lorsque |2/ —y| <1,

1

() [
dx < ﬂ poc oo (RN —1 x p
/0 e |95 L L
HB”?@O(R)HQHLW(RN*U 1 1
N+p—2 |x/7y‘N+p72 :
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Ainsi, dans tous les cas,
/ < |B(aN)P g
o aynPT!

et on a donc, par (C.1.3),

/ |FIP < ||9||]z/1pRN 1||5||poo(R)||g||L°C(RN1)/ / — f(y)P
RY B N+p-2 rV-1 Jgno1 |2 —y|N +A=1/p)p

191572 1y | 1BI1 o iy 91 2 1)

- N+p72 ||f”W1 1/p.p(RN=1)

P
' —y / 181l oo(R)HgHLOC(RN—l) 1
dey dx'dy <
< TN >’ TN AT AY = N+p—2 |$/_y|N+p—2

ce qui est bien la formule souhaitée. m

Théoreme C.1.1 Soit p €]1,00[. I existe une application linéaire continue Ry : W'=V/PP(RN-1)
WHe(RY) telle que o 0 Ro = Tdyi-1/p.0my-1y-

Remarque C.1.1
1) Cette application est appelé un relévement de la trace.
2) En fait, nous verrons que, pour tout f € W'=V/PP(RN=1) la fonction Rof que I’on construit est

en fait dans C>=(RY).

DEMONSTRATION:

Soit p € C°(BN~1) positive telle que [pn 1 p(2') dz’ = 1. On pose, pour t > 0, p(z') =t~ NV p(z/t)
((pt)¢>0 est une approximation de I'unité dans RV ~1). Prenons 3 € C°(] — 1, 1]) telle que 8(0) = 1.
Soit f € W'=1/P»(RN=1). Posons, pour ' € RN"!et 2y > 0, Rof(2/,xn) = Blxn)(f * pey ) (@); par le
théoreme de dérivation sous l'intégrale, on constate que Rof € C“(Rf ). Lapplication f — Rof est de
plus linéaire.

Par I'inégalité de Young, on a, pour xn > 0,

R0 f ()l Lr@y-1y < |B@N)| [ fllLe@r-1y,

donc

00 1/p
1Rosllzoeyy = ([ 1RaFCoox e oy o )
< IBlle@+) L fll e @y-1y- (C.1.4)

A

Par dérivation sous l'intégrale, on remarque que, pour i € [1, N — 1] et z € ]Rf,

o) =" [ s (T 1) an

TN

Mais [on 1 ip((2' — y)/zn)dy = 2N " [on_1 0ip(2) dz = 0 pour tout z € RY, donc

oRaf)w) =" [ ()= o (S0 ay

TN

et on a alors, par le lemme C.1.1 appliqué & g = |0;p],

/ 10, (Ro ) ()P da
]RN

+

1051155 1 [1BI1% e g 193] e v 1)
= N+p_2 Hf“wl l/pp(]RN 1)<OO7

(C.1.5)
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ce qui regle le cas des dérivées paralleles & RN~

Pour tout € RY, on a [pn_ 1 pay (@' —y)dy =1, donc

Rof(e) = Ban) 1) = Baw) [ (F0) = F@ o’ =) do
En dérivant cette expression par rapport a xy, on en déduit

N (Rof)(x) — B'(zn) f(z")
= Fw) [ @)~ F e~ v)dy

e [ 700 ) <_“Z%_ 1)p<x;]—vy)+$%11]§yix—%x;aip(x;;y>> dy

B (@n)f * pay (') = B'(zn) f(2)
N-1 ’ /
Y Yi —Xjq (X —Y
)+; - 82p< poa. )) dy.

Blzn) '’

T—x (fy) = f@) [ -(N = Dp
TN RN-1 T

Mais, pour tout 7 € [1, N — 1], si O;p((z' —y)/zn) # 0, on a |z’ —y| < zy, donc |z} — y;| < zx et on en

déduit que, pour tout x € Rf et y e RN-1

oo () Bt () oo () Bl ()

En posant
9(z) = (N = 1)|p(2) \+Z|3p )| ecd(BY)

(qui ne dépend pas de f), on obtient alors
1B(zn)|

CE% RN-1

|On (Rof) ()] < |h(x)] +

ou h(z) = B'(xn)f * pay(@).
En appliquant le lemme C.1.1, et puisque

||h||Lp(RN :/0 ‘5I(xN)|p||f*pzN||LP(]RN > ||f‘| Lr(RN - 1)H5 ||Lp(]R+)»
on en déduit

HON(Rof)lo@yy < [1fllLo@y-1)l1B]|e @)

1/p
91151y 1118 s iy 9 e v
N+p—2 HfHWl*l/PyP(]RN—l)

< C||f||W171/p,p(RN71) < 00
ou C ne dépend pas de f. En rassemblant cette inégalité, (C.1.4) et (C.1.5), on constate que
Ry : WHI/PP(RN=1) 5 WP (REY)
est bien définie et linéaire continue.

Il ne reste plus qu’a montrer que, pour tout fe Wl’l/p’p(RNfl), on a v (Rof) = f.
Soit ¢t > 0 et, pour z € RY, 7(Rof)(z) = Rof(z',xn + t); Papplication 7;,(Ro f) est bien définie et dans
C=®(RY) (car Rof € C®(RY)). Puisque Rof € LP(RY), il est bien connu que 7(Rof) — Rof dans
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LP(RY) lorsque t — 0; de plus, V(7:(Rof)) = 7(V(Rof)) (ces dérivées sont des dérivées classiques, les
fonctions étant régulieres) et, puisque V(Rof) € (LP(RY))YN, 7(V(Rof)) = V(Rof) dans (LP(RY))N
lorsque ¢ — 0. Ainsi, 7(Rof) = Rof dans WHP(RY) et on a donc yo(7:(Rof)) — 70(Rof) dans
LP(RN-1),

Mais 7¢(Ro f) € C®(RY)NWP(RY), donc vo(1:(Ro f))(2') = Te(Rof)(2',0) = Rof(z',t) = B(t) fxpe(2);
comme f * p; — f dans LP(RN~1) lorsque t — 0 (car f € LP(RV~1) et (p;)¢>0 est une approximation de
I'unité) et B(t) — 1 lorsque t — 0, on en déduit que f = vo(Rof) dans LP(RV~1). m

C.2 Cas d’un Bord d’Ouvert Faiblement Lipschitzien

C.2.1 Préliminaires

Nous établissons tout d’abord quelques lemmes qui nous aideront a prouver les résultats principaux de
cette annexe.

Lemme C.2.1 Soit p €]1,00[, Q et Q' deux ouverts faiblement lipschitziens de RY. On se donne
e UNIY — VNoQ un homéomorphisme bilipschitzien entre deux ouverts de leur bords. Alors
Vapplication f € W'=VPP(V NIN) = fop € W=VPP(UNIY) est bien définie et c’est un isomorphis-
me.

DEMONSTRATION:
On sait déja que cette application est un isomorphisme L?(V N 9oQ) — LP(U N IN') (proposition 2.2.2).
Notons C' la norme de cette application.

Prenons f € W'=1/PP(V N 9Q), on définit F: V N IQ x VN IQ — R o-presque partout par

|f(z) — f()l
F(z,y) = |z — |(N 1)/p+(1-1/p) "

Par hypothese, F' € LP(V NI xVNIN) dong, par le théoréme de Fubini, pour o-presque tout € VNS,
F(z,-) € LP(V N ON); on sait alors que

P _ |f(@) = fop(y)P »
GO oy = |, o S S GO do(w) < COPG oo

Toujours par le théoreme de Fubini, la fonction G(x) = [|F(z,¢(-))||zrwnaqr) est dans LP(V N O (car
F(,0(+) € LP(V N OQ x UNOQ) par I'inégalité précédente) et on a

|f°$0 x) — o(y)|P
/Uﬂaﬂ/ /Uﬂaﬂ’ lp(x (Z/)lN 1+(1 1y do(y)do(z)

||G © L»0||Lp (UNOQY)

< CPlGILsvnan)

< (Cr)? F[1 0 Vﬁ[)QxVﬂQ)

< / / I S——_——
- vnao Jvnan |17— \N 1+(1-1/p)p

Or ¢ étant lipschitzienne, il existe D > 0 tel que |p(x) — ¢(y)| < D]z — y| pour tous (z,y) € (U NOY')?,

donc
[fopla) = fowl
/Um{m’ /Unaﬂ' ‘x_y|N +(1=1/p)p ( ) (96)

)P |fop(x) — fop)”
< piTem /Umaﬂf /UmaQ' lp(x) — @(y)|N-1+0=1/p)p do(y)do(z)

< pN-1+(1-1/p)p CQprHWl—l/P,P(VﬂaQ)'

Cela prouve que I'application de transport par ¢ est linéaire continue

WEVPP (V1 Q) — WP (U 0 oY),
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Son inverse évident étant I’application de transport par ¢! qui est linéaire continue
W2 (U M 0Q') — WP 2(V 1 oQ)

—1 vérifie les mémes propriétés que ¢ en intervertissant le role de VN a0 et U N 9QY), cela conclut le
2 2
lemme. =

De maniere générale, lorsque £ est un espace de fonctions et K est un compact, £k désigne ’ensemble
des fonctions de £ qui sont nulles hors de K; cet espace est muni de la méme norme que £.

Lemme C.2.2 Soit E = RV ou E = 0Q (avec 2 ouvert faiblement lipschitzien de RN ); on munit
E de sa mesure m naturelle (la mesure de Lebesgue sur RN=1 dans le premier cas, la mesure o dans le
second cas). Soit O un ouvert de RYN. Si K est un compact de O, alors ’extension sur E par 0 hors de
ENO est linéaire continue W'—1/PP(ENO)x — WV/PP(E).

DEMONSTRATION:
Cette extension est clairement linéaire continue W'=1/PP(E N O)x — LP(E).
Soit maintenant f € W'=1/PP(ENO)k et notons g son extension sur E par 0 hors de ENO. On a

(y) P
[ S dm(a) dmiy
_ - 9P —g?
B /Emo /Emo |z — |N 1+(- Up)pd /Emo /E\O |$_?J|N 1+(=1/pp dm(x) dm{y)

—9)” —9)P
/E\O /EmO |x_y|N 1+(1-1/p)p dm /E\O /E\O |z — |N 1+(1-1/p)p dm(x) dm(y)
- TOP @) dmy) + 2 (z)[” dm(z) dm(y)
ENO J ENO |33_ |N 1+(-1/pp Bno Jevo |7 — |N 1+(-1/p)p
< I flFpa- 1/pp(EmO)+2/ |f(x |p/E\O p— 1+(1 Ty Am(y) dm(z). (C.2.1)

Or, lorsque # € K et y € O, on a |z — y| > dist(K,RV\O) > 0.
Supposons dans un premier temps que E = RY~!; on a alors, par changement de variable z = 2 — y et
pour tout z € K,

/ < [ 1
o |z —yN-1+0-1/pp = iz dist (kRN 0) |2|NTIHA-1/PIP

ounC <oo(car N—14(1—1/p)p > N —1) ne dépend que de K, O, p et N.
Supposons maintenant que E = 99 pour Q ouvert faiblement lipschitzien de RY; alors, pour tout = € K,

dm(z) =C

1 (09)
/E\O =y W) < Gare M oy e~ ¢
ou C' < oo ne dépend que de 2, K, O, N et p.
En injectant ceci dans (C.2.1), on a C indépendant de f tel que

// Iz—y\N 1+<?)|1/,,) dm(z) dm(y)

S Hf”wlfl/pm(Eﬂo) + CHfHLIJ(OﬁE) < Sup(l C)Hf”wl—l/p,p(EmO)7

ce qui conclut cette preuve. m

Lemme C.2.3 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RN et p €]1,00[. Si 6 € C=(RY), alors la
multiplication par 0 est linéaire continue W=1/PP(9Q) — WI=1/Pr(9Q).
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DEMONSTRATION:
Soit f S Wlfl/l”l’(aﬂ). On a Qf S Lp(aﬂ) avec ||9f||Lp(aQ) < ||0||Loo(RN)||fHLP(BQ).
On a de plus, par le caracteére lipschitzien de 6,

—0y)fWI”
/im/ag |x— |N 1+(1-1/p)p do(z) do(y)
(6() ~ 001 @)| + 101 (@) — F)?
= /69/69 (x)do(y)

|x —y|N- 1+(1—-1/p)p

< WP )‘pd Ydo(y) + 2P Pl fx) = F)I” do(z)do(y)
- oa Joa |x—y|N 1+(1 1/p)p 50 Jo0 |x_y|N 1+(1 1/p)p Yy

1
L0 [ @ [ s do) o) + 20 o 1 s vy (©22)

IN

Soit (73, 0;N0);¢(1,) un systéme de paramétrisations de O et (¢;);e (1,5 une partition de I'unité C°(R™)
associée. Fixons x € 0Q).
Si x € O; alors, par le caractere bilipschitzien de 7;, il existe C; > 0 tel que

1 8%— 872-

Lo Ao A d
/Bw-lc T T @) = ()2 |9 Doyt |
1
< Ci i i —d
= O g ST

IN

1
Ci ill oo ———dz = Dl <
1Gillz (RN)/QBM1 N2 2 00

(D; ne dépend pas de x).
Si x ¢ O;, alors pour tout z € BN7! tel que (;(7i(2)) # 0, on a |z — 7;(2)| > dist(supp(¢;), RN\O;) > 0
donc, par le caractere lipschitzien de 7, il existe C; tel que

(‘373 8Ti

— A A
821 aZN_l

1
/BNfl C’L o TZ<Z) |£L‘ N Ti(Z)|N72
Ci
dist(supp(¢;), RN\ O;)

z)dz

511Gl | Lo @) | BY 7' = D; < 00
(D; ne dépend pas de x).

On a donc, pour tout z € 99,

k k
1 1 oT; ar;
— ~  do = i0Ti(z)——————= |=— A--- A z)dz < D;=D
Jm e =32 [ Gone g [ A A g (e <

avec D ne dépendant pas de z. En injectant ceci dans (C.2.2), on en déduit

0 |
[ P2 TE dota) dots) < 2Lib(6Y DI om) + 2101w e 1 1

ce qui implique le résultat du lemme. =

C.2.2 Résultats Principaux

Proposition C.2.1 Si Q est un ouvert faiblement lipschitzien de RY et p €]1,00], alors la trace v :
WLP(Q) — LP(Q) est en fait linéaire continue WhP(Q) — WI=1/Pr(9Q).

DEMONSTRATION:

On revient & la définition de la trace. Rappelons que la trace d’une fonction u € W1P(Q) est définie, en
prenant (O, ©;)ieq k) un systeme de cartes de 9S2 et (6;);eq,x) une partition de 'unité sur 92 associée,
comme

ZP (70 ((Bsu)jo,n0 0 ¥ )>|BN—1O§02'>
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ol Yo est la trace dans WP (RY), E est 'extension & RY par 0 hors de BY d’une fonction de WP (BY) &
support compact dans BY et P; est 'extension & 9Q par 0 hors de O; N d'une fonction de LP(O; N OSY).
On voit que

e La multiplication par 6; est linéaire continue

WhP(Q) — WhP(Q)

supp(6;)»
e La restriction est linéaire continue

Wl’p(Q)Supp(Hi) — WLP(Oi N Q)supp((ii)v

e Le transport par ¢; * est linéaire continu (théoreme 1.4.1)

Wl?p(oi N Q)SUPP(Gi) - Wl’p(BE)wi(supp(Gi))a

e L’extension E est linéaire continue (lemme 1.4.2)

, PN
WP (BR) g, supp(6:)) = WP (R ), (supp(0,))

e La trace 7y est linéaire continue (proposition C.1.1),

WEP(RY )y, (supp(e:)) = W /PP(RY )y, (supp(e.):

7
e La restriction & BV~ est linéaire continue

wi-t/pe (RN_l )soi (supp(6:)) —* wit/ee (BN_l)w (supp(0:))»

e Le transport par ¢; est linéaire continu (lemme C.2.1)

WHHER(BNTY) qupp(a.) = WP (05 0 09) supp(s,);

e Le prolongement P; est linéaire continu (lemme C.2.2)

WIL/PP(0; N 9Q) ) = WP (9Q).

supp(6;

Ainsi, la trace est effectivement linéaire continue W17 () — WI=1/PP(9Q). m

Proposition C.2.2 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RY et p €]1,00[. Il existe un relévement
de la trace v : WHP(Q) — WI=VPP(9Q), c’est a dire une application linéaire continue

R WIL/PP(90) — WiP(Q)
telle que, pour tout f € W'=1/PP(9Q), v(Rf) = f.

DEMONSTRATION:

Soit (Oj, @i)ieq1,k) un systeme de cartes de dQ et (0;);e1,5 une partition C° de 'unité associée.

On prend © € C°(BY) qui vaut 1 au voisinage de U¥_, p;(supp(6;)) (pour tout i € [1, k], comme supp(6;)
est un compact de O;, ¢;(supp(6;)) est un compact de BY).

Gréace aux résultats précédents, on constate que, pour tout ¢ € [1, k],

e La multiplication par 6; est linéaire continue (lemme C.2.3)
WHTHPR(0Q) = WP (0)auppe,),

e La restriction a O; N 9N est linéaire continue

WHPP(0Q) supp(o,) = WP (05 N 0D)supp(e,):
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e Le transport par ¢; © est linéaire continu (lemme C.2.1)

WIYPP(0; 0 Q) upp(a,) — WH/PP(BN L)

pi(supp(6))>
e L'extension P & RV~! par 0 hors de BN~! est linéaire continue (lemme C.2.2)

Wlfl/p,p(BNfl) (supp(63)) N Wlfl/p,p(RNfl),

Pi i
e Il existe un relevement Ry linéaire continu (théoréme C.1.1)

Wl—l/p,p(RN—l) N WLp(Rf),

e La multiplication par © est linéaire continue

1, N 1, N
WHP(RY) = WHP(RY )supp(e)
e La restriction a Bf est linéaire continue

Wl’p(R-IﬁY)supp(G) — WLP(B-QIY)supp(@)»

e Le transport par ¢; est linéaire continu (théoreme 1.4.1)

lep(B-ﬁly)supp(@) - WL;D(OZ' N Q)<p;1(supp(®))

e L’extension E; & Q par 0 hors de O; N est linéaire continue (lemme 1.4.2, ¢; ' (supp(©)) étant un
compact de O;)
1, 1,
WHP(0i N Q) —1 (upp(ey) = WP ().

Ainsi, lorsque f € W'=1/P2(9Q),

k
Rf =Y Ei((ORo(P((0if)i0.n00 97 ))) 51 ©%i)

=1

définit une application linéaire continue W'=1/PP(9Q) — WP (Q). Tl reste & voir qu'il s’agit bien d’un
relevement de la trace.

Avant de faire cela, établissons un petit résultat annexe: pour tout i € [1,k], si v € WHP(BY) est &
support compact dans BY, alors

Y(Ei(vopi)) =0horsde O; et Y(Ei(vow;)) = (70(Ev))By-10¥i0,naq sur O;NONQ  (C.2.3)

(ol E est l'application de prolongement a Rf par 0 hors de Bf d’une fonction de WP (Bf ) a support
compact dans BY).

Pour voir cela, on approche v par une suite de (v;,),>1 € C*°(BY) a supports dans un compact fixé de BN
(ce qui est possible: il suffit de convoler Ev € leP(Rf ) par des noyaux régularisants décentrés sur RY) et
on constate, grace aux propriétés de continuité de E; et du transport par ¢;, que E;(v,0p;) = E;(vop;)
dans WP(Q), donc que y(E; (v, 0 ;) — v(Ei(voy;)) dans LP(9R). Or E;(v, o ¢;) étant aussi continue
sur ) (car v, est continue & support compact dans BY et ¢; : O; — B est un homéomorphisme, donc
vy, 0 p; est continue & support compact dans O;: son extension & RY par 0 hors de O; est donc continue),
on a y(E;(vn 0 ¢;)) = (Ei(vn © ¢:))ja0; ceci permet déja de voir que v(£;(vy, 0 ¢;)) = 0 hors de O; (car
E; est Pextension par 0 hors de O;) donc, en passant & la limite, que v(E;(v o ¢;)) = 0 hors de O;.
Sur O; N KL, on a Y(Ei(vy 0 ¢;)) = (vn © 9i)j0,n00 = (Un)|BN-1 © Pij0,no0 = Y0(Evn)BN-1 ° ij0,n00
(v, étant continue & support compact dans B, on a Yo(Evy,)py-1 = (vn)|pn-1); or, par les propriétés
de continuité de v et E, vo(Evyn) — yo(Ev) dans LP(RN 1) donc vo(Evy ) pyv-1 — Y0(Ev) pv-1 dans
LP(BN=1) et %ij0,no0 €tant un homéomorphisme bilipschitzien entre O; NN et BN=1 on en déduit que
Yo(Evn)|By-1 © 9ij0,n00 = Y0(EV) BN-1 © 9ij0,no0 dans LP(O; N 9Q). Cela donne donc bien le résultat
(C.2.3).
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Soit f € WI=1/PP(9Q) et i € [1,k]. En appliquant (C.2.3) & v = (ORo(P((0:f) 0,00 © (p;l)))lBiv, on a,
hors de O;,
Y(Ei((ORo(P((0:if)0,n00 © sﬁfl)))\B{f 0p;)) =0

et, puisque Ev = ORo(P((0:f)|0,na0 © ©; 1)) (car supp(©) C BY), sur O; N 0L,
Y(Ei((ORo(P((0:f)0,n00 © @;1)))|Blj 09:)) = (N (OR(P((8: f)j0.n00 © ©; 1)) iBN-1 © Pij0,na0-

Mais, © étant réguliere, par la proposition 4.1.3 et la définition de Ry,

Y0(ORo(P((0: f)j0,n00°090; 1)) = Ora-17(Ro(P((6:f) 0,000 © ;1))
Ornv-1P((0:f) 0,000 © 07 ),

donc par définition de P,

(0(OR(P((0:.)j0.:m00 0 ¥; ))))jpv—1 = Oan-1(0if) 0,000 © @5 pn

et on a donc, sur O; N 0N,
YE((ORo(P((0:f) 10,00 © 97 1)) 1By © 93)) = O|py-1 ©9i0,n000if"
Comme O = 1 au voisinage de @;(supp(f;)), on en déduit que, sur O; N O,
Y(E:(ORo(P((0:.f)j0,n00 © @fl)))wjj op;)) = 0if.
Comme 60, f = 0 sur 0 hors de O;, cette égalité est en fait vérifiée partout sur 9Q (i.e. dans LP(0%2)).

Par linéarité de la trace et définition de R f, on trouve finalement, puisque (6;);c[1,5 est une paritition

de I'unité sur 012,
k k
VR =) 0:f = (Z 9i> f=1
i=1 i=1

ce qui conclut cette preuve. m

Théoréme C.2.1 Soit Q un ouvert faiblement lipschitzien de RN et p €]1,00[. Algébriquement et
topologiquement, on a W=1/Pr(9Q) = Wi=1/Pr(9Q).

DEMONSTRATION:

L’injection continue de W'=1/P2(9Q) dans W'~1/PP(9Q) se déduit de la proposition C.2.1. En effet,
si f € WI=1/PP(9Q) alors, en prenant u € WHP(Q) dont la trace sur dQ est f, on a f = y(u) €
WI=1/PP(90) et, en notant C la norme de la trace W'P(Q) — W'=1/PP(9Q), [fllwi-1/pp00) <
Cllullwrr(q); cette inégalité étant vraie pour tout u € WLP(Q) ayant pour trace f, on obtient, par
définition de la norme sur W=1/PP(9Q), [fllwi-1/pm00) < Cllfllwi-1/pr060)-

L’injection continue de W'=1/P2(9Q) dans W'~1/PP(9Q) se déduit de la proposition C.2.2. En effet, si
f € W=1/PP(9Q), en notant R : WI=1/PP(9Q) — WP(Q) un relevement de la trace, on a f = y(Rf) €
WI=1/PP(99) et, par définition de la norme sur W'=1/PP(90Q),

1 llwr-r/ep00) < IRfllwir@) < IRl zovi-1/ep@00),wre@) | flwi-1/p.0 00

ce qui conclut cette preuve. m
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