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Chapitre 1

Intégration a Valeurs Vectorielles

En supposant connue la théorie de I'intégrale de Lebesgue des fonctions réelles, nous établissons la théorie
de l'intégrale de fonctions a valeurs dans des espaces de Banach.

Dans tout ce qui suit, (X, A, 1) est un espace mesuré et E est un espace de Banach (sur R) dont nous
noterons la norme || - ||.

1.1 Problémes de Mesurabilité

La principale difficulté de l'intégrale a valeurs vectorielles réside dans la définition de la mesurabilité des
fonctions: la notion de “mesurabilité” introduite pour l'intégrale des fonctions & valeurs dans RT n’est
pas suffisante, et il est nécessaire d’introduire la notion de “p-mesurabilité”, i.e. d’'une mesurabilité qui
dépend tout autant de la o-algebre A que de la mesure p.

Dans le cas réel, ces deux notions sont équivalentes et c’est pourquoi seule la premiere est nécessaire.

1.1.1 Mesurabilité: Quelques Rappels

Définition 1.1.1 Une fonction f : (X, A) — (Y, B) entre deuz espaces mesurables est dite mesurable si,
pour tout B € B, f~1(B) € A.

Remarques:

1) Lorsque la mesure u est compléte, changer une fonction f : (X, A4, u) — (Y, B) sur un ensemble
de mesure nulle ne change pas le caractere de mesurabilité de f: si f = fsauf sur A de mesure
nulle, alors pour tout B € B, f~1(B) C f~Y(B)UAet f~1(B) C f~1(B)U A, donc, puisque A est
de mesure nulle et tout sous-ensemble de A est mesurable (complétude de la mesure), f~1(B) est
mesurable si et seulement si f~(B) est mesurable.

2) Dans tous les cas qui nous intéressent ici, 'espace d’arrivée Y des fonctions est naturellement muni
d’une structure topologique; la o-algebre B alors considérée sur Y sera toujours celle induite par
cette structure, c’est a dire la o-algebre des boréliens.

Proposition 1.1.1  Si (f,)n>1 est une suite de fonctions mesurables sur X a valeurs dans un espace
métrique Y et si f,, —> f simplement, alors f est mesurable.

Remarques:

1) Cerésultat reste vrai si Y n’est plus métrique mais vérifie: tout ouvert de Y est réunion dénombrable
de fermés.

2) Lorsque la mesure p est complete, il suffit que f,, — f p-presque partout pour que f soit mesurable
car, dans ce cas, on peut changer fen f et les f,, en fn sur un ensemble de mesure nulle de telle
sorte que fn — f partout — on a alors fn mesurable donc f mesurable, et, comme on a vu, cela
implique (dans le cas ou p est complete) la mesurabilité de f.



DEMONSTRATION:
Lorsque U est ouvert, on a pour tout m € N, f~4(U) C U,>,, f,;l(U), donc

e N U o).

m>1k>m

Lorsque F' est fermé,

Soit U un ouvert quelconque de Y et notons U, = {x € U | d(z,U°) > 1/n} (ouvert), F,, = {z €
Uld(z,U¢) > 1/n} (fermé). On a alors U =5, Un = U, Fn et U, C Fy, donc

o= o) c fi (U

et

Ainsi, f7HU) = Ups1 Nzt Upsm i ' (Un) est mesurable.

On note 14 : X — {0,1} la fonction caractéristique d’un ensemble A C X, i.e. 14(x) =1siz € A et
1a(z) =0siaz & A.

Définition 1.1.2 Une fonction s : X — E est dite simple si elle est mesurable, s’annule en dehors d’un
ensemble de mesure fini et prend un nombre fini de valeurs. On note S(X; E) l’ensemble des fonctions
simples X — F.

Remarques:

1) Une fonction simple s € S(X; F) admet donc une unique écriture

n
5= E a;ila,,
i=0

avec ag = 0, (a1,...,a,) distincts non nuls, (A4y,...,A4,) partition mesurable de X et (Aj,...A,)
de mesures finies (4¢9 = s~({0}), (a1,...,a,) sont les valeurs distinctes non nulles — en nombre
fini — de s et A; = s71({a;}) mesurable de mesure fini car inclus dans s~1({0})¢). Sauf mention
contraire, c’est toujours cette écriture que I'on adoptera.

2) S(X;FE) est un espace vectoriel et la multiplication d’une fonction simple par la fonction car-
actéristique d'un ensemble mesurable A donne une fonction simple: cela vient de 1415 = 14nB.
Cela implique entre autres que lorsque 'on a une fonction simple s, on peut toujours décider de la
changer sur un ensemble mesurable A en décidant que s|4 = 0, et elle reste une fonction simple.

Lorsque X est complet et de mesure o-finie, une fonction & valeurs dans RT est mesurable si et seulement
si elle est limite simple presque partout de fonctions simples; c¢’est d’ailleurs cette seconde propriété, “étre
limite simple de fonctions simples”, qui est importante dans la définition de I'intégrale. Puisque ces deux
propriétés ne sont pas, dans le cas général, équivalentes, nous avons besoin d’une autre notion que celle
de “mesurabilité”.



1.1.2 p-Mesurabilité

Définition 1.1.3 Une fonction f : (X, A, u) — E est dite u-mesurable s’il existe une suite de S(X; E)
qui converge p-presque partout vers f.

Lorsque l'espace mesuré est complet, la p-mesurabilité implique donc la mesurabilité; dans le cas non-
complet, ceci est fréquemment mis en défaut.

Cependant, si (X, A, u) est un espace mesuré et (X, A7) est son complété, alors toute fonction -
mesurable est égale, en dehors d’un ensemble A € A de mesure nulle, & une fonction u-mesurable. Pour
voir cela, on raisonne ainsi:

e Si Be A, alors B= AU Ng, avec Ag € A, Ng C Mp € Aet u(Mp) =0, donc 1z = 14, en
dehors de Mp.

e Ceci nous permet de voir que, si s est une fonction simple mesurable pour A, il existe une fonction
simple t5; mesurable pour A et M, € A de p-mesure nulle tel que s =t en dehors de M.

e Soit maintenant f fi-mesurable et s,, une suite de fonctions simples mesurables pour A qui converge
7i-presque partout vers f, i.e. sauf sur N € A de fi-mesure nulle; on a alors N = C U N/, avec
CeA N CM e Ade p-mesure nulle et i(N) = p(C) = 0; ainsi s, — f en dehors de CUM € A;
en notant ¢, une suite de fonctions simples mesurables pour A et M,, € A de p-mesure nulle tels
que t,, = sy, en dehors de M, on a A = C'UM U,>1 M,, € A de p-mesure nulle, ¢,,1x\ 5 fonction
simple mesurable pour A et t,1x\an = sp1x\a — flx\a partout, ce qui nous dit que fly\a est
une fonction p-mesurable, égale a f en dehors de A € A de p-mesure nulle.

Cette remarque nous permet de considérer, a partir de maintenant, uniquement le cas ou l’espace mesuré
(X, A, 1) est complet (on s’'intéresse en fait a des fonctions définies presque partout).

Remarques:

1) Si f est p-mesurable, elle est mesurable et donc ||f|| : X — RT est mesurable.

2) Le concept de p-mesurabilité est inchangé si 'on modifie f sur un ensemble de mesure nulle.

3) De maniere évidente, ’ensemble des fonctions p-mesurables est un espace vectoriel.

4) Si FE s’injecte continuement dans F' et f : X — E est p-mesurable, alors f : X — F est y-mesurable.

5) Si B : Ey X ... X E,. = F est une application r-linéaire continue entre espaces de Banach et
fi: X = Ey,....fr : X — E, sont p-mesurables, alors application B(f1,...,fr) : x € X —
B(fi(x),..., fr(z)) € F est uy-mesurable (il suffit de constater que si si,..., s, sont des fonctions
simples & valeurs dans Ey, ..., E,, alors B(s1,...,s,): X — F est une fonction simple et d’utiliser

la continuité de B pour approcher B(f1,..., f.) par des fonctions simples X — F'). En particulier,
si g: X — R est u-mesurable et f: X — E est u-mesurable, alors gf : X — E est y-mesurable.

Proposition 1.1.2 Si f est u-mesurable alors:
i) [ est nulle en dehors d’un sous-ensemble de mesure o-fini dans X.
1) Quitte a changer f sur un ensemble de mesure nulle, l’image de [ est séparable.

Remarque:

Cette proposition nous dit donc que I'on peut toujours supposer f a support sur une partie de
mesure o-finie de X et a valeurs dans un sous-espace vectoriel séparable de F.

DEMONSTRATION:

Soit s, une suite de fonctions simples qui converge presque partout vers f. Notons A = {z € X | s, (x) 4
f(z)}: A est de mesure nulle.

Par définition, pour tout n > 1, s, est nulle en dehors d’un ensemble A, de mesure finie; ainsi, f est
nulle en dehors de AU|J,,~; Ay, ensemble de mesure o-fini.

Quitte a changer f et les s, sur A en posant fij4 = s,|4 = 0, on a s, — f partout donc, en notant

F,, = s,(X), F, est fini et 'image de f est incluse dans Un21 F,,, qui est séparable. m



L’étape suivante consiste, comme dans le cas de la mesurabilité, a se demander si la propriété de pu-
mesurabilité passe a la limite simple; la réponse est oui, mais n’a rien d’évident.

On aura besoin, pour montrer ceci, du théoreme d’Egoroff, qui relie convergence simple et convergence
uniforme.

Théoréme 1.1.1 (Egoroff) Si X est de mesure finie, (fn)n>1 sont mesurables X — E et convergent

u-presque partout vers f, alors Ve > 0, il existe A, mesurable tel que pu(As) < e et fy AL fosur X\A..

DEMONSTRATION:
f est mesurable en tant que limite simple p-presque partout de fonctions mesurables, donc pour tous
n>1k>1 E,,={x€X|||fulx)— f(z)|]| > 1/k} est mesurable.
De plus, pour tout k > 1,
) U Euk C{z e X| fr(z) A f(2)}

N>1n>N

et Ny>1 Upsny En,k est donc de mesure nulle; en posant Fy i = |J,,» 5 En,k, on adonc p((\ys; Far) =0,
et l'intersection est décroissante. Comme X est de mesure finie, on sait alors que 0 = p((\y>; Fne) =
limpy o0 (FN,k)-

Soit ¢ > 0. Pour tout & > 1, on peut donc trouver Ny > 1 tel que pu(Fn, i) < e/2%. L’ensemble
Ac = Up>1 Fny i est donc de mesure strictement inférieure a € et vérifie

X\ = (N Fie=() [ Eiwe

E>1 k>1n>Ny,

ce qui, traduit en quantificateurs, donne: Vk > 1, 3N, > 1 tel que, Vn > Ny, Vo & A, x € E] |, ie.
[|fn(z) — f(2)]] < 1/k, c’est & dire la convergence uniforme de f, vers f sur X\A.. m

Théoréme 1.1.2  Si (fy,)n>1 sont pu-mesurables X — E et convergent p-presque partout vers f, alors
f est p-mesurable.

DEMONSTRATION:

& Etape 1: Si X est de mesure finie.

Commengons par un lemme technique:

Lemme Soit Z de mesure finie, (Fp,)p>1 p-mesurables Z — E qui convergent p-presque partout vers
F. Alors Ye > 0, 3Z. C Z tel que u(Z.) < € et I(Sm)m>1 simples telles que, pour tout m > 1,
Sub,gz. ||Sm(2) — F(2)]| < 1/m.

Pour voir cela, on applique une premiere fois Egoroff & la suite (F),),>1: il existe Z; de mesure inférieure
a €/2 tel que sup, gz ||[Fn(z) — F(z)|| — 0; ainsi, en se fixant m > 1, pour un n,, bien choisit, on a
Sup,gz, ||Fn,, (2) — F(z)|| < 1/(2m). Mais F,, , est y-mesurable, donc limite y-presque partout d'une

suite T}gm) de fonctions simples; une deuxieme application du théoreme d’Egoroff nous donne Zj ,,, de

mesure inférieure a (£/2)/2™ tel que sup,gyz,  |[Fn,, (7) — T,gm)(a:)H — 0 lorsque k — oo; donc il existe

Ky tel que sup,gyz, |[Fn,, (2) — Tlg:n)(gc)H < 1/(2m). En notant S,, = Té:) et Z. = Z1 U, Z2,m de
mesure inférieure a e, on a pour tout x € Z., pour tout m > 1, ||F(z) — Sp(x)|| < ||F(x) — Fy,, (2)|] +
|, (2) = T (2)]] < 1/(2m) +1/(2m) = 1/m. CQFD

Appliquons maintenant ce lemme au probléme qui nous intéresse; nous allons voir que I’on peut construire
par récurrence une suite (Xj)r>1 de parties mesurables de X et des suites de fonctions simples (une suite

(sgq]i))mzl par ensemble X}) telles que:

i) Pour tout k > 1, X;, ¢ X\ (U, X,.),

i) Pour tout k > 1, u(X\(U_, X,.)) < 1/k,

iii) Pour tout k£ > 1, pour tout m > 1, sg,lf) = 0 hors de X,

iv) sgf) e f p-presque partout sur X.
Le rang k = 1 est une simple application du lemme avec Z = X, F,, = f,, F' = f, ¢ = 1, ce qui nous
donne X; = Z\Z., 37(711) = S, (quitte a redéfinir S,, par 0 hors de X7).
Pour passer du rang k au rang k + 1, on applique aussi simplement le lemme avec Z = X \(Uf:1 X,),
F,=fn, F=f,e=1/(k+1), ce qui nous donne X1 = Z\Z., st Sm (en posant s — 0 hors
de Xk+1).




Les suites ainsi définies vont nous permettre de construire une suite de fonctions simples (t,,)m>1 qui

(1 L (2) (m) (

converge vers f p-presque partout sur X. On pose t,, = sm, fonction simple): il est

(k)

facile de v01r avec la propriété iii) des suites (s%))mx, que, pour tout m > k, t,,, = sy’ sur X, et que

donc t,,, "=5° f p-presque partout sur Xy, donc sur Ug>1Xy. Comme les (X )i>1 sont disjoints, et par
la propriété ii),

k
pl X\ UX ] | =nx *klggoz:u klgr;ou<X\<UXr)>0.

r>1 r=1

On en déduit que (tm,)m>1 converge vers f p-presque partout sur X lorsque m — oo.

& Etape 2: Si X n’est pas de mesure finie.

On remarque tout d’abord que f,, = 0 hors d’'un ensemble A,, de mesure o-finie, et donc f = 0 hors de
Y ={z| fu(z) A f(2)} UU,>; An de mesure o-finie. Notons alors Y = |Jy~; Y, avec les (Yn)n>1 de
mesures finies et deux a deux disjoints.

Il est clair que, pour tout N > 1, (fy,|yy)n>1 est une suite de fonctions p-mesurables Yy — E qui
converge p-presque partout sur Yy vers fiy,; par 'étape 1, on en déduit — puisque pu(Yy) < 400 —
que f: Yy — E est p-mesurable, i.e. qu'’il existe une suite (S%N))nzl € S(Yn; E) qui converge u-presque
partout vers f sur Yy.

Si on définit SSIN) sur X en entier en posant s(]T))(\Y = 0, on voit que sn ) e S(X; E); on applique alors
la méme astuce que précédemment a la partition Y = UN>1 Yn: &, = s%) 512) + -+ s%n) est une
fonction simple X — E et t, = 551 ) sur Yy des que n > N, donc (t,)n>1 converge p-presque partout

vers f sur Yy. Ainsi, (¢,)n>1 converge u-presque partout vers f sur Y, mais comme f = ¢, = 0 hors de
Y, on a bien convergence u-presque partout sur tout X. m

Corollaire 1.1.1 Si X est de mesure o-finie et E est séparable, alors f : X — E est u-mesurable si et
seulement si f est mesurable.

DEMONSTRATION:

Le sens py-mesurable = mesurable a déja été vu.

Prenons donc f mesurable et montrons qu’elle est limite simple u-presque partout de fonctions simples.
Supposons d’abord que X est de mesure finie. Pour tout n > 1, prenons (a,(fn))kzl une suite dense dans
B(0;n) et définissons par récurrence les ensembles

Ul(n) = B(agn); 1/n) N B(0;n)
U™ = (B(a{;1/n) N BO;n)\UP U---UUM,)

On a B(0;n) = Ukle,gn) (car si x € B(0;n), il existe a,(;;) — x donc, pour un p > 1, ||a,(€:) —z|| < 1/n:
en prenant le premier p vérifiant cette propriété, on voit que = € UIE:)), et les (Ulgn))kzl sont deux
a deux disjoints. Soit C,g") = f’l(U,gn)) mesurable dans X, et définissons sy = Z,ivzl afﬁn)lcén): SN

est une fonction simple (puisque X est de mesure finie, tous les Clin) sont de mesures finies) et on a

SN Nzge fn = Zk>1 agc )10,2") partout (comme les (C’,(Cn))kzl sont deux & deux disjoints, cette somme

est en fait ponctuellement réduite & un terme); la fonction f,, est donc p-mesurable. De plus, f,, — f
partout: en effet, si € X, en prenant ng > ||f(z)|| + 1 on a, pour n > ng, f(x) € B(0;n); donc,

pour tout n > ng, il existe un unique k,, > 1 tel que f(z) € U(n) (ces ensembles partitionnent B(0;n)),

c’est a dire z € C( ), ainsi, pour tout n > ng, fn(z) = a,g ") avec ||a f(2)]] < 1/n; on a donc bien

fu(z) = f(2). A1n51 f est y-mesurable en tant que limite simple de fonctlons p-mesurables.
Si X est de mesure o-finie, alors on écrit X = (J,~; Xn, avec les X,, de mesures finies et deux a deux
disjoints. Pour tout n > 1, f|x, : X, — E est mesurable donc p-mesurable, par ce qui précede puisque

X, est de mesure finie; ainsi, flx, : X — F est p-mesurable (il suffit de voir que, si une suite (sgcn))kzl

de S(X,; E) converge p-presque partout sur X, vers fix,., alors en définissant sfcn) = 0 hors de X,,, on
obtient une suite de S(X; E) qui converge u-presque partout vers fly, sur X). Or la suite de fonctions



p-mesurables F, = flyx, +---+ flx, converge p-presque partout vers f sur X puisque, pour tout x € X,
il existe ng > 1 tel que x € X, et, pour tout n > ng, F,(x) = f(z) (les X,, sont deux a deux disjoints):
f est donc pu-mesurable. m

Corollaire 1.1.2 5i X est de mesure o-finie et E est séparable, alors, en prenant D un ensemble dénom-
brable dense dans E, f : X — E est pu-mesurable si et seulement si, pour tout d € D, x — ||f(z) — d|]
est mesurable X — RT.

DEMONSTRATION:

Le sens direct est immédiat, puisque la p-mesurabilité de f implique la mesurabilité de f, donc celle de
1£() — dll.

Pour le sens réciproque, par le corollaire précédent, il suffit de montrer la mesurabilité de f. Or
{B(d;1/k), d € D, k > 1} forme une base dénombrable d’ouverts de E donc il suffit de montrer que, pour
tout d € D et tout k > 1, f~1(B(d; 1/k)) est mesurable dans X; or f~1(B(d;1/k)) = || f(-)—d||~1([0, 1/k])
est, par hypothese, mesurable. m

Nous aurons besoin, dans le cadre des espaces de Sobolev a valeurs vectorielles, de considérer simul-
tanément plusieurs espaces de Banach a ’arrivée. Le corollaire suivant sera alors utile; bien que naturel,
ce résultat n’est pas évident.

Corollaire 1.1.3 Soit X un espace mesuré et E, F deux espaces de Banach qui s’injectent continuement
dans un méme espace vectoriel topologique (de sorte que l'on puisse considérer E N F). Une fonction
f:X = ENF est u-mesuradble si et seulement si f : X — E est u-mesurable et f : X — F est
p-mesurable.

E N F est muni de la norme || - ||gnr = || ||g + || - ||, ol || - ||z représente la norme sur E et || - ||r la
norme sur F'. Avec cette définition, £ N F' est un espace de Banach qui s’injecte continuement dans F et
dans F'

Le probleme est le suivant: lorsque f est p-mesurable a valeurs dans F, elle est approximable dans F
par une suite de fonctions simples a valeurs dans E; de méme, si elle est u-mesurable a valeurs dans F,
elle est approximable dans F' par une suite de fonctions simples & valeurs dans F. Mais rien ne dit que
les suites qui approchent f dans E et dans F sont les mémes, i.e. que 'on peut trouver une suite de
fonctions simples a valeurs dans £ N F' qui converge simultanément dans F et dans F' vers f.

DEMONSTRATION:

Supposons que f: X — E N F soit y-mesurable. Comme E N F s’injecte continuement dans E et dans
F,f: X —FEet f:X — F sont u-mesurables.

Supposons maintenant que f : X — FE est p-mesurable et que f : X — F est py-mesurable. Quitte a
changer f sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer que X est de mesure o-finie et que F et F
sont des Banach séparables.

On peut alors voir que ENF est séparable. En effet, F et F' étant des Banach séparables, ils ont des bases
d’ouverts (U;)i>1 et (V;);>1 dénombrables. L’ensemble {U; NV;, i > 1, j > 1} est alors dénombrable
est c’est une base d’ouverts de £ N F. Commengons par voir que, pour tout ¢ > 1 et j > 1, U; NV; est
un ouvert de EN F; si o € U; NV}, alors il existe ¢ > 0 tel que Bg(x,e) C U; et Bp(x,e) C V; (on
Bg(a,r) désigne la boule dans £ de centre a et de rayon r); donc Bg(z,e) N Bp(x,e) C U; N Vj; mais
Bg(z,e) N Bp(z,e) ={y € ENF, |ly—zllg <e, |ly—zllr <e} D{y€e ENF, ||y — z|lpgnr =
lly — z||g + |ly — z||r < €} = Benr(x,¢€), donc U; N'V; est bien un voisinage de z dans E'N F. Prouvons
maintenant que (U; N V});>1, j>1 est une base d’ouverts de E N F; si O est un ouvert de E N F et
x € O, alors il existe € tel que Bpnp(x,e) C O; or Bg(x,e/2) N Bp(x,e/2) ={y € ENF, |ly —z||g <
e/2, |ly—zllr <e/2} C{ye ENF, |ly—allenr = lly — 2|le + [ly — zllr < e} = Bpnr(z,e),
donc Bg(z,e/2) N Br(x,e/2) C O; puisque (U;);>1 est une base d’ouverts de E et (V;);>1 est une base
d’ouvert de F, il existe ¢ > 1 et j > 1 tel que z € U; C Bg(z,¢/2) et x € V; C Bp(z,/2), ce qui
implique € U; NV, C O et prouve bien que (U; NV;);>1, j>1 est une base d’ouverts de ENF. ENF
étant métrique et ayant une base dénombrable d’ouverts, il est séparable.

Pour prouver la p-mesurabilité de f : X — E N F, il suffit donc de prouver que, pour tout d € EN F,
z € X = ||f(x) —dl|lgnr = ||f(z) —d||g + ||f(z) — d||r € RT est mesurable. Mais f : X — E et
f: X — F étant p-mesurables, x — ||f(z) — d||g et © — || f(x) — d||F sont mesurables; on en déduit que
x — ||f(x) —d||g + ||f(z) — d||F est mesurable, ce qui conclut cette preuve. m



1.2 Définition de I'Intégrale

Lorsque s = Zfil a;1 4, est une fonction simple, écrite de telle sorte que (4;);=1,..n forme une partition
de X (avec, éventuellement, certains ensembles de cette partition vides), on définit son intégrale (un
élément de E) par

N
/ sdyp = Z,u(Ai)ai (1.2.1)
X i=1

(en posant, pour tout A € A, u(A) x 0 = 0, chaque terme de cette somme a un sens puisque, (A;);e[1,n]
étant une partition de X et s une fonction simple, ©(A4;) < +oo dés que a; # 0).

Cette formule définit bien l'intégrale de s de maniere intrinseque, i.e. qui ne dépend pas de I’écriture
ci-dessus; en effet, prenons deux écritures s = vazl a;la, = Zle bjlp;, avec (Ai)icn,n) et (Bj)jen,p)
partitions de X; on constate alors que

N N P
Zam(Ai) = Zai ZN(BJ' NA4;) | = Z aipi(A; N Bj).
i=1 i=1 Jj=1 {(i,9) | AinB;#0}
Mais sj4, = a; et s, = b; donc, lorsque A; N B; # 0, a; = bj, ce qui donne vazl aip(4;) =
P N P
Z{(i,j) | AiNB;#0} bju(A; N Bj) = Zj:l b (Ei:l (A N Bj)) = Ej:l bjn(B;).
On remarque que lintégrale est linéaire S(X;E) — E: si s = Zi\il aily, et t = Zle bjlp;, avec
(Ai)ieq1,n) et (Bj)jeq,p) partitions de X, et si o est un scalaire, alors as +1t = 3 o1 vy« py(Qai +
bj)1a,nB; et, comme (A; N B;) j)e[1,n]x[1,p] est une partition de X, on a

/X(as +1t)du

N P
YD (aa; +bj)u(A;iN Bj)

i=1 j=1

N P P N
= aZai Z/J(Asz]) +ij (ZM(AZQBJ)>
i=1 j=1 j=1  \i=1

N P
= aZaiu(Ai)—i—iju(Bj):a/ sdu—i—/ tdpu.
i=1 j=1 X X

Par I'inégalité triangulaire de la norme de F, I'intégrale des fonctions simples vérifie de plus
H/ sduH < / ||| dps. (1.2.2)
X X

Définition 1.2.1 Une fonction f : X — E est dite intégrable s’il existe une suite (sp)n>1 € S(X; E)
telle que s,, — [ p-presque partout et

/ l|sn — flldp — 0 lorsque n — cc.
X

On note LY(X; E) l’ensemble des fonctions X — E intégrables.

On peut remarquer que £!(X; E) est un espace vectoriel de fonctions y-mesurables. Lorsqu'une suite de
fonctions simples (s, ),>1 vérifie les hypotheses de cette définition, on dira qu’elle est approximante pour

f.

Proposition 1.2.1 (Critere d’'intégrabilité) f : X — E est intégrable si et seulement si f est u-mesurable
et [ [Iflldp < +oo

DEMONSTRATION:
Le sens direct vient de l'inégalité triangulaire sur la norme de E, qui donne [y ||f||dp < [ [|sn — f|| dp+
Jx lIsnll dp < 4o0.



Pour le sens réciproque, on prend une suite (¢,),>1 de fonctions simples qui converge p-presque partout
vers f; soit alors la suite de fonctions simples

$n = tnl{zex | |jta@)l1<2/lF @)1}

On constate que (Sn)nzl converge u-presque partout vers f: si f(x) = 0 alors sn(x) = 0, et pour tous
les z € X tels que ||f(z)|] > 0 et t,(z) — f(z), i.e. pour p-presque tout z tel que ||f(z)|] > 0, il existe
ng > 1 tel que, pour tout n > ng, ||t,(2)|] < 2||f(x)|], donc s, (x) = t,(z) lorsque n > ng et s, (z) = f(x)
pour ces x € X; ainsi |[s, — f|| = 0 p-presque partout et ||s,, — f|| < 3||f||, avec ||f|| € L*(X;R*), donc
par le théoréme de convergence dominée (pour l'intégrale & valeurs réelles), [ |[s, — f|| du — 0 lorsque
n — 00 et (Sy)n>1 est bien une suite approximante pour f. m

Lorsque f € LY(X; E) et (sn)n>1 est une suite approximante pour f, on note que

H/ n — Sm) duH /X||sn—sm||du
/Ilsn—fl\du+/ s — £l da
X X

et que donc ( f x Sn dp)n>1 est une suite de Cauchy dans E: elle converge donc dans E vers un certain /.
De plus, la limite obtenue est indépendante de la suite approximante choisie: si (sp)n>1 €t (tn)n>1 sont
deux suite approximantes pour f dont les intégrales convergent respectivement vers [ et l;, on voit que

H/ (Sn_tn)dﬂH /HSn_tn”dﬂ

X X

/Ilsn—fl\du+/ tn — £l da,
X X

ce qui donne Iy — Iy = lim,_ oo fX(sn —t,)dp = 0. On peut donc maintenant définir I'intégrale d’une
fonction intégrable.

IN

IN

IN

IN

Définition 1.2.2 Si f € LY(X; E), Uintégrale de f est

/fduz lim/snd,u,
X n—oo X

0l (8p)n>1 est une suite approximante pour f.

Remarque:

Lorsque A C X est mesurable et f est intégrable, alors f14 est intégrable et on définit [ afdp =
fX f]-A d,u.

On note que l'intégrale est linéaire £L1(X; E) — E et que, si f = g pu-presque partout, alors fX fdu =
Jx gdp.

On peut donc maintenant, tout comme dans le cas réel, quotienter 'espace £!(X; F) par la relation “étre
égal u-presque partout”, et l'intégrale conserve un sens sur cet espace quotient (I'intégrale d’un élément du
quotient est posée égale & I'intégrale de n’importe quelle fonction de £1(X; E) que cet élément représente).
Soit donc LY(X; E) = LY(X; E)/pp. Alors f € L'(X; E) — [ ||f||du € R est une norme sur L' (X; E)
et on a, pour toute suite (s )n>1 approximante pour f, [y ||sn||du — [y ||f|| di (cela vient de I'inégalité
triangulaire et de | [[|sn|| = [IfIl| < [lsnll = [IFI[| < [ |lsn — f[)- Ainsi, par passage & la limite dans
, on voit que, pour tout f € L'(X; E),

\[ral|< [ 1sian (1.23)

L’intégrale est donc linéaire continue L'(X; E) — E.
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Proposition 1.2.2 Soient E et F' des Banach, et T : E — F une application linéaire continue. Si
f € LYX;E), alors T(f) € LY(X;F) et on a

T(/deu> :/XT(f)du-

Cette proposition, tres facile, sera d’une grande utilité pour obtenir des résultats sur I'intégrale
vectorielle & partir de faits connus sur I'intégrale réelle (cf. les théorémes de Fubini et de Changement
de Variable).

Remarque:

DEMONSTRATION:

Si s, : X — E est une suite approximante pour f, alors T'(s,,) : X — F est une suite de fonctions simples
(car si s = > a;14,, T(s) = Y. T(a;)14,) qui convergent, par continuité de T, u-presque partout vers
T(f); de plus, [ [|T(sn) = T(f)lldp < ||T| [x l|sn — fl|dp — 0, donc (T'(s5))n>1 est en fait une suite
approximante pour T'(f) qui appartient donc & L'(X; F).

Il est aisé de constater que [y T(sp)dp =T ( Jx sn du) donc, puisque (sy)n>1 est approximante pour f
et (T'(sn))n>1 est approximante pour T'(f), on obtient en utilisant & nouveau la continuité de T":

T ( /X fdu) — lim T ( /X 5n du) = Jim [ T(o)du= /X () dp,

c’est a dire 1’égalité annoncée dans la proposition. m

1.3 Les Espaces LP(X; FE)

1.3.1 Définition et Premieres Propriétés

Définition 1.3.1 i) Pour 1 < p < 400, on définit

LP(X;F) = {f : X — F u-mesurable telle que / [|FIIP dpe < +oo} /pp,
X

1/p
I[fllLr(x;m) = (/X ||f|”du) .

L¥(X;E)={f: X — E p-mesurable | 3C > 0, ||f(2)|| < C pour u-presque tout x} /pp,

que l’on munit de la norme

i1) On définit

que l’on munit de la norme

[[fl|zoe(x;m) = Inf{C >0 | || f(z)]| < C pour p-presque tout x}.

Il faut cependant vérifier que ces ensembles sont bien des espaces vectoriels et que les normes définies sont
bien des normes, mais c’est immédiat lorsque I'on constate que (pour tout 1 < p < +00) ||f|[zr(x;5) =
Il 1|Lr(x;m+) et lorsque 'on applique ce que I'on sait déja pour I'intégrale a valeurs réelles.

Remarques:

1) Par le critere d’intégrabilité, cette définition dans le cas p = 1 coincide avec notre définition
précédente de L'(X; E).

2) Lorsque l'on ne précise pas espace F, cela veut dire que l'on prend R, i.e. on note LP(X) =
LP(X;R).
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3) Si E s’injecte continuement dans F', LP(X; E) s'injecte continuement dans LP(X; F).

4) Par l'inégalité de Hoélder, on voit que si r € [p,q], alors LP(X; E)N LY(X; E) C L"(X; E); si X est
de mesure finie, on a LP(X; E) — L4(X; E) lorsque p > q.

5) Si T : E — F est linéaire continue, alors T induit une application linéaire continue, encore notée
T, de LP(X; F) dans LP(X; F).

6) Soient (p,q,r) € [1,+00] tels que % + % = % Si B: E x F — G est bilinéaire continue, alors B
induit I’application bilinéaire continue

{LP(X;E)XL‘?(X;F) — L"(X;G)
(f,9) — B(f,g) définie par B(f,g)(x) = B(f(x),g(x)).

Théoréme 1.3.1 Pour tout 1 < p < 400, LP(X; E) est un Banach.

DEMONSTRATION:
Dans le cas p = oo, prenons (f,,)n>1 une suite de Cauchy dans L>°(X; E) et posons

Anm =A{x € X |[[fa(@) = fm(@)|| > || = fullLx:m) )

ensemble de mesure nulle; A = J,,~; U,,>1 An,m est lui-aussi de mesure nulle. Sur A°, on a || fn(z) —
Jm @) < || fn = finl|l=(x;E), donc la suite (f,(x))n>1 est de Cauchy dans E et elle converge vers f(z);
quitte a définir f par 0 hors de A, on a ainsi une fonction f limite simple pu-presque partout de f,, et f
est donc p-mesurable. De plus, pour z € A, on a ||f,(z) — f(2)|| = limy—oo || fr(z) — fm(z)]], et donc
((fn)n>1 étant de Cauchy dans L*°(X; E)) pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que, si n > N, dés que
2% A, ||ful@) — f(a)]| < e, Cost a dire (puisque u(4) = 0), [[f — fllz~cem) <

Dans le cas 1 < p < 400, nous allons montrer que toute série absolument convergente de L?(X; E)
est convergente dans LP(X; E) (ce qui est équivalent & la complétude de LP(X; E)). Prenons donc une
série »_, -, fn absolument convergente dans LP(X; E), i.e. M =37 o, |[fnllLr(x;m) < +o0. Définissons
g : X — [0,+00] par g(x) = >, ||fu(2)]]: g est mesurable en tant que limite simple de fonctions
mesurables; on a, pour tout N > 1,

N
DIl
n=1

et, en utilisant le lemme de Fatou,

N p
J o du= [ tipint (;nm) du < linint

donc ¢ est finie u-presque partout. Comme FE est un Banach, cela signifie que, pour p-presque tout z,
Y n>1 fn(x) converge vers F(x); quitte & définir F' par 0 1a o la convergence n’a pas lieu, 25:1 fon—F
u-presque partout et F' est donc pu-mesurable; de plus, en faisant tendre N vers l'infini dans I'inégalité

Hzgzl fn ‘ < g, on a ||F|| < g u-presque partout, et F est donc dans LP(X; E). Comme F—Zgzl fn =

SN p1fn = limg o ZZ: N41 fn p-presque partout, en utilisant a nouveau le lemme de Fatou, on
obtient

N
<Y M nllirximy < M < 400
Lr(x) n=1

p
< MP < o0,
Lr(X)

N
> Il

n=1

N P
/X el x koo n= N+1
< hmmf Z In
n=N+1 LP(X;E)
X P
< 1%22.#( §V:+1 IfnlLP(X;E)>
P
< > fallorxim

n>N+1
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Mais » <1 [|fallze(x;5) converge, donc le dernier terme de cette suite d’inégalités tend vers 0 lorsque
N — 00, ce qui veut bien dire que la série Y -, f,, converge vers F dans LP(X;E). m

Proposition 1.3.1 Si1 <p < +oo, alors S(X; E) est dense dans LP(X; E).

DEMONSTRATION:

Soit 1 < p < +4o0, f € LP(X;FE) et t, € S(X;E) une suite approximante pour f; la suite s, =
tnl{zex | ||tn()||<2||f(x)|]} €St une suite de fonctions simples qui convergent p-presque partout vers f
et qui vérifie de plus ||s,, — f|| < 3||f|| € LP(X), donc par le théoréme de convergence dominée pour
I'intégrale & valeurs réelles, ||s,, — f|| — 0 dans LP(X), c’est a dire s,, — f dans LP(X; F) et le résultat
est prouvé. m

Corollaire 1.3.1 Si 1 < p < +oo, Q est un ouvert de RN et D est une partie dense de E, alors
{7 jdipisn>1,d; €D, ¢; € C(QR)} est dense dans LP(Q; E).

Remarques:

1) Sauf mention contraire, lorsque X est une partie de R, u est toujours la mesure de Lebesgue sur
RY restreinte & X (elle est complete lorsque 'on considere sur X la o-algére des Lebesguiens).

2) Une fonction continue ¢ :  — E est p-mesurable: en effet, pour tout compact K de {2, en
notant (K7,... , K7') une partition mesurable de K en ensembles de diametres inférieurs a 1 /n
et en prenant z' € K, ¢ est limite (uniforme) sur K de la suite de fonctions simples s, =
Zﬁ;l @(x})1xr. Ce corollaire nous dit donc que C2°(2; E) C LP(Q; E) avec densité.

3) On déduit de ce résultat, par exemple, la densité de
{Ywi@ity), ¢i € CZ(XR), i € CHQR)} € CX(@x )

dans LP(Q; L1()), lorsque Q et Q' sont des ouverts de R et RY et lorsque p et ¢ sont finis.

DEMONSTRATION:

Pour montrer ce corollaire, il suffit, grace a la proposition précédente, d’approcher toute fonction simple
> a;14, dans LP(Q; E); en fait, il suffit d’approcher, pour tout A mesurable de mesure finie inclus dans
0 et tout a € E, al 4 par des fonctions de la forme dy, avec d € D et ¢ € C°(£2;R).

Les résultats de densité (par convolution) dans les espaces LP(£2) nous disent que 14 est limite, dans
L?(Q), d’une suite de fonctions ¢, € C°(2;R), et par densité de D, on peut choisir d,, € D telle que
dn — a dans E. On voir alors que ||al s —dngn||ro ;) < lla—dulll[1allze@p) +[1dnl|[11a —enllLr 0 B),
donc, puisque [|d,|| est bornée et ||a — dy[| — 0, |[14 — ©nl[zr () — 0, le corollaire est démontré. m

Corollaire 1.3.2 SiQ est un ouvert de RN et E est un Banach séparable, alors pour tout 1 < p < +00,
LP(Q; E) est séparable.

DEMONSTRATION:

Soit D dénombrable dense dans E. Par le corollaire précédent, A = {Zfim-e aipi, ap € D, p; €
Co(Q;RT)} est dense dans LP(€2; E). 11 suffit donc de trouver une partie dénombrable I' de LP(£); E) telle
que toute fonction de A soit limite, dans L?(€); E), d’une suite de T.

Soit K,, = Br~ (0,n) N {z € Q| d(z,Q°) > 1/n} compact de 2. Montrons que I’ensemble dénombrable

I'= Z aiPl[ﬁn; n>1a; €D, pll polynome de N variables a coeflicients rationnels

finie

convient. Soit f = >°I_, aip; € A; Usupp(y;) est un compact de €, donc il existe n > 1 tel que
U;supp(y;) C K,,. On sait (théoréme de Stone-Weierstrass) que, pout tout ¢ € [1,7], il existe une suite de
(4] ]

polynémes (Q}')r>1 qui converge uniformément sur K, vers ¢;; prenons alors P,EZ polynome a coefficients
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rationnels tel que sup,cr \P,Ei] (z) — QE:] (z)| < 1/k. La suite (P,Lﬂ)kzl converge uniformément vers ;
sur K, et on a donc

[P, —elrdn = [ 1P o
Q Ky

n

IA

i k
1P = @ill? e, 1(BCn) “257 0.

La suite de fonctions g = Z:Zl aiP[i] € I' vérifie alors

kK,

: 1 k— oo
gk — flle@ey < Y llaillll P, = @illioe) "0,
=1

et la séparabilité de LP(2; F) est donc prouvée. m

Le lemme suivant, tres naturel et aisé a démontrer, peut s’avérer utile lorsque ’on doit manipuler simul-
tanément plusieurs espaces de Banach & ’arrivée.

Lemme 1.3.1 Soit X un espace mesuré et p € [1,00]. On suppose que E et F sont des espaces de
Banach qui s’injectent continuement dans un méme espace vectoriel topologique. On a alors LP(X; EN
F)=LP(X;E)NLP(X;F) (algébriquement et topologiquement).

DEMONSTRATION:

Comme E N F s’injecte continuement dans E et dans F, LP(X; E N F) s’injecte continuement dans
LP(X; E) et dans LP(X; F), donc dans LP(X; E) N LP(X; F).

Prenons maintenant f € LP(X; E)NLP(X;F). f: X — E et f: X — F sont donc u-mesurables; on sait
alors que cela implique la g-mesurabilité de f: X — ENF.

Sip < oo, onal|f(2)|lgnr = (I (@)l +[1f(@)]r)? < 2°||f(@)|[E + 27| f(2)[|, donc

/ @) Bpdn < 27 / 1 @)\ dp + 27 / @) dp
X X X

UL ey + 2N

< 22| fll e xsm)nLe () < 00,

IN

donc f € LP(X; ENF) et ||f||rox;mnr) < 2PY/P||fl|1o(x.m)nLe(x:F), ce qui prouve que LP(X; E) N
L?(X; F) s'injecte continuement dans L?(X; ENF).

Si p = oo, on a, pour p-presque tout z € X, ||f(z)[|lg < ||flleex;p) et [[f(@)|r < |[flleex;F),
donc [|f(2)l|enr < [|fllLex;m) + [ fllLex;m) = | fllL(x;m)nL (x;F); cela donne f € L(X; ENF)
et |[fllo~x;enr)y < |fllex:E)np=x;r). L(X;E) N L*®(X; F) s’injecte donc continuement dans
L®(X;ENF). m

1.3.2 Théoréme de Vitali

Définition 1.3.2 Soit 1 < p < 4o00. On dit qu’une suite de fonctions (fn)n>1 de LP(X; E) est p-équi-
intégrable si elle vérifie les deux propriétés:
1) Ve > 0, il existe K C X de mesure finie tel que Yn > 1, on a

/ Ful P dpe < e,
X\K

i) Ve >0, 30 > 0 tel que, Vn > 1, VA C X tel que u(A) <4, on a

/Ilfnll”dﬂ<€-
A

Une fonction f € LP(X; E) vérifie toujours ces deux propriétés. Pour voir cela, on se fixe & > 0 et on prend
une fonction simple s = >0 a;14, : X — RT (avec A; tous de mesures finies) telle que 0 < s < ||f|?

et [\ (|Ifl[P —s)du < e/2 (définition de [ ||f||” du). Le support de f est de mesure o-finie, donc égal
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& une réunion croissante de X,, C X de mesures finies; donc, pour tout ¢ € [1,7], Np>1(A4; N X7) est
décroissante, formée d’ensembles de mesures finies (A; est de mesure finie) et égale a I'ensemble vide; il
existe donc n; > 1 tel que p(A; N X:) < ¢/(2ra;). Cela nous donne, en prenant n = sup(nq,...,n,) et
K = X, de mesure finie, [y o sdp =37, aiu(A; N X7) <e/2, donc

o = [ qr s [ s
[ s = sydur ez <,
X

IN

ce qui montre que f vérifie la premiere propriété de la p-équi-intégrabilité.

Pour voir le deuxiéme point, on conserve la fonction simple introduite ci-dessus et on prend § =
e/(2rsup(ay,...,0p)): on a alors, si A C X est de mesure inférieure & 6, [, sdp =" a;u(ANA;) <
Soi_, @6 < e/2, donc pour un tel ensemble A,

Jnr = [ Qe =odn+ [ sdp<eeer

Du fait qu'une fonction de LP(X;FE) vérifie les deux propriétés de la p-équi-intégrabilité, on déduit
aisément qu’une suite finie de fonctions de LP(X; E) est p-équi-intégrable.

Théoreme 1.3.2 (Vitali) Soit 1 < p < 4+00. Si (fn)n>1 est une suite de LP(X; E) qui converge p-
presque partout vers une fonction f, alors

fn = f dans LP(X; E) <= (fn)n>1 est p-équi-intégrable.

DEMONSTRATION:
& Sens direct: On a, pour tout A C X mesurable,

1/p 1/p
([nsaran) ™ <l Sl + ([ 1P an)
A A

Comme f € LP(X; E) vérifie les deux propriétés de la p-équi-intégrabilité, et comme || f,, — f||zr(x;5) = 0,
on en déduit que, & € > 0, les propriétés sont vérifiées par f, pour n assez grand. Le nombre de f,, restant
est fini, on s’est ramené a une suite finie qui vérifie la p-équi-intégrabilité.

& Sens réciproque: On commence par constater que f, en tant que limite simple de fonctions u-
mesurables, est p-mesurable.

Fixons € > 0 et prenons K et 6 comme dans la définition de p-équi-intégrabilité. On sait, par le théoreme

d’Egoroff et puisque K est de mesure finie, qu’il existe As C K de mesure inférieure a ¢ tel que f, AL f
sur K\ A;.
On constate d’abord que, par Fatou, en prenant B = K¢ ou As,

/ [|f]IP dp = / liminf || f,||P du < liminf/ [l fallP dp < e. (1.3.1)
De plus, par convergence uniforme sur K\ A4s, on a

/K\A Hf_ ande < ||f - fTLHioc(K\Aé;E)M(K) ni);J 0, (132)
B

et fK\Ag [|f = fnol|P dp est donc finie pour un ng > 1; mais

1/p 1/p 1/p
(/K\Ag”f“”“> S(/K\As'f ‘fno””dﬂ> +</K \A§|fno||pdu> 7

done [y 4, ||f|IP dp est aussi finie.
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et, comme le membre de droite est fini, f est bien dans LP(X; E).
On écrit alors

/Ilf—fnllpdu - / I\f—fn\lpdwr/ ||f—fn|\”du+/ 1f = foull? du
X Ke As K\AS

et on a, pour j = 1 avec B; = K€ ou pour j = 2 avec By = Ay, par (|1.3.1),

1/p 1/p 1/p
(1) s(/B IIfIPdu> +</B ||fn||”du> < 26107

et, par |i I =0 lorsque n — o0. On en déduit donc que, pour n assez grand, ||f — an’zp(X,E) <
(2P + 2P)e + ¢, c’est & dire la convergence voulue. m

Corollaire 1.3.3 (Compacité LP — L7) Soit 1 < p < 400 et X de mesure finie. Si fn, — f p-presque
partout et (fn)n>1 est bornée dans LP(X; E), alors f,, — f dans LY(X; E) pour tout g < p.

DEMONSTRATION:

On va vérifier la g-équi-intégrabilité de la suite (f)n>1, c’est a dire, puisque X est de mesure finie, la
deuxiéme propriété. Pour tout ensemble mesurable A C X, on a par Holder entre p/qg > let r = (p/q)’ <
+-00,

1ol da < fall o x,my (AT < MAp(A)T,
B (X:E)

en notant M un majorant de ||f,||r»(x;r) indépendant de n. Pour tout € > 0, il existe ¢ tel que, si
w(A) < 6, u(A)Y" < e/M (on utilise le fait que 2'/" — 0 lorsque 2 — 0, puisque 7 est fini): la condition
de g-équi-intégrabilité est verifiée et le théoreme de Vitali permet de conlure. m

1.3.3 Convergence Dominée et Applications

Théoréme 1.3.3 (Convergence Dominée) Soit 1 < p < 400 et (fn)n>1 des fonctions p-mesurables
X — E. Sila suite (fn)n>1 vérifie:

i) fn — f p-presque partout sur X,

i) Il existe g € LP(X) telle que, pour tout n > 1, ||fn|| < g p-presque partout,
alors f, = f dans LP(X; E). En particulier, dans le cas p =1,

/ Jndp — / fdp.
X X
DEMONSTRATION:

On sait que g, qui est dans LP(X), vérifie les deux propriétés de la p-équi-intégrabilité; il suit donc
immédiatement que la suite (f,,)n>1, dont tous les éléments sont majorés par g, est p-équi-intégrable. Le
théoréme de Vitali nous assure donc que f, — f dans LP(X; E). m

Théoréme 1.3.4 (Réciproque de la Convergence Dominée) Soit 1 < p < +oc0. Si f,, = f dans LP(X; E)
alors il existe (fn, )k>1 une suite extraite de (fn)n>1 et g € LP(X) telles que:

1) fn, — [ w-presque partout,

it) Pour tout k > 1, || fu, || < g p-presque partout,

i11) Ye > 0, il existe A, C X tel que u(Ac) < e et fn, g, fosur X\ A..
Remarque:

Le résultat iii) n’est pas une simple application du théoréme d’Egoroff, car on ne suppose pas X de
mesure finie.
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DEMONSTRATION:

Soit (fn,)k>1 telle que, pour tout k > 1, || fu, — fru_illLe(x.m) < 1/(22%) (il est possible de trouver une
telle sous-suite car (f,)n>1 est de Cauchy dans LP(X; E)).

Posons g(z) = ||, (2)1] + 3,5 |1 (#) — fu,_, (2)]I: par Fatou on voit aue [lgllzocx < L lls(x:m) +
> orso lfn, = ooy llze(x;m) < 400, donc g appartient a LP(X) et est finie y-presque partout. La série
fri (@) 4+, 50(fn, () = fn,_, (x)) est donc absolument convergente pour p-presque tout x et, comme £
est un Banach, elle converge donc pour p-presque tout x vers F'(z), i.e.

k

pour p-presque tout x € X', lim <fn1 (@) + > (fn,(z) = fn”(x))> = lim fo, (2) = F(z),

r=2

c’est a dire f,, — F p-presque partout.
. k k
Mais |[fo, || = |[fny + 2 rma(frn (@) = fr DI S M foull + 22 1 fn, — fr. 1|l < g € LP(X), donc par le
théoréme de convergence dominée, f,, — F' dans LP(X; E), i.e. F' = f p-presque partout.
Soit Yy = {z € X | || fn,(z) = frr_, (®)]| > 1/(2¥)}: par Tchebychev, on a

(Yk <2pk/ ||fnk fﬂk 1||

S o
Soit alors Zj, = YUYy 11U...: ona p(Z;) < 21%'» =55 2 —, donc il existe k > 1 tel que u(Zy) < &; posons alors
Ac = Zj, et constatons que pour tout r > k, pour tout « € A, x € Y, donc || fn, () — fn,._, (2)]] < 1/(27),
ce qui signifie que la série fn, + 3 <5(fn, — fn,_,) est absolument et uniformément convergente sur AZ,
c’est & dire que la convergence de (fy, )r>1 est uniforme sur AS. m

Pour conclure ce chapitre, citons deux applications essentielles de la convergence dominée.

Théoréme 1.3.5 (Continuité sous U'intégrale) Soit T' un espace métrique et f: T x X — E. Si:

i) Pour p-presque tout x € X, f(-,x) est continue en ty € T,

ii) Pour toutt € T, f(t,-) est u-mesurable,

m) Il existe g € LY(X) telle que, pour tout t € T et pour u-presque tout x € X, ||f(t,z)|| < g(z),
alors F(t) = [ f(t,z)du(x) est continue en to.

DEMONSTRATION:
L’espace T étant métrique, il suffit de montrer la continuité séquentielle de F. Soit donc une suite
(tn)n>1 € T convergeant vers to; on voit que F(t,) = [y fndp, olt f, = f(t,,-) est y-mesurable, converge

u-presque partout vers f(tg, ) et est majorée p- presque partout par g € Ll(X ) (le p-presque partout ou
la majoration a lieu dépend a priori de t,, mais comme on travaille sur un nombre dénombrable de ¢,
cela ne pose pas de probléme): par le théoréme de convergence dominée, fX fndu — fX f(to, ) dp, c’est
a dire F(t,) — F(tg) et F est bien continue en ty. m

Théoréme 1.3.6 (Dérivabilité sous l'intégrale) Soit I un intervalle deR et f: I x X — E. Si:
i) Pour tout t € I, f(t,-) est u-mesurable,
ii) Il existe to € I tel que f(to,) € L}(X; E),
Il existe A C X tel que u(X\A) =0 et:
i11) Pour tout x € A, f(-,x) est dérivable sur I,
iv) Il existe g € LY (X) telle que, Vt € I, Vx € A, —f(t,x)H < g(x)

alors F(t fX f(t,x) du(x) est définie sur I, dérivable sur I et on a

Pt = [ Gt duto)

DEMONSTRATION:

Pour tout z € A, le théoréme des accroissements finis donne: V(t,t') € I?, ||f(t,x) — f(t',2)|| < |t —
t'lsup,ep, v ||%(s,x)|| < |t —t'|g(x), donc en prenant t € I et t' =tg, on a ||f(t,x)|| < ||f(to, 2)|| + |t —
tolg(z) € LY(X), et ce pour tout = € A; A¢ étant de mesure nulle, et f(¢,-) étant p-mesurable, on en
déduit que f(t,-) € LY(X; E) et que donc F(t) est définie pour tout t € I.
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Soit ¢, — t; on a, puisque u(A°) =0,

F(tn) _F(t) _ f(tn,(E) —f(t,(E) . f(tnvx) _f(tvx)
A0 [ SR IS o) - [ F IR ),

Or, pour tout x € A, fln2)=fta) %(t, x), et, par le théoréme des accroissements finis,

Hf(tn,w)—f(taw)
t

n—1

’ < g(z) € L' (X).
Le théoreme de convergence dominée nous dit alors que
f(tn, 2) — f(t, ) / of / of
d —(t,z)d = —(t,z)d
J 2D ) » [ G dnte) = [ Gt duto)

c’est a dire que F' est dérivable en t et que F'(t) = [ %{(t,m) du(x). m

1.4 Dual Topologique de LP(X; FE)

Ici, (X, A, p) est un espace mesuré o-fini. L’exposant conjugué de p € [1,+00] est noté p’ (= 1%)' Le
dual topologique d’un espace de Banach £ est noté £'; si || - ||¢ est la norme de &, la norme duale sur &’
est notée || - ||e-

Dans ce qui suit, on expose les démonstrations en prenant R comme corps de base pour E, mais tout est
valable dans le cas ou le corps de base est C.

Dans le cas ol E = R (et p < 400) on sait identifier le dual de LP(X) avec L? (X); précisément,
I’application
L'(X) — (X))

g — T, définie par Ty(f) = /X g(x) f(z) du(z)

T

est un isomorphisme isométrique. Nous allons établir, moyennant des hypotheses sur E, un résultat
similaire pour LP(X; E).

L’idée est bien str de remplacer le produit g(x)f(x) dans R par le produit de dualité (g(zx), f(x)) e’ 5, ce
qui veut dire que g doit étre & valeurs dans E’.

Soit g € L¥ (X; E'); on remarque que, si f € LP(X; E), application € X — (g(z), f(z)) g . € R est
dans L'(X) (car {.,.)p g : E' x E — R est bilinéaire continue — cf remarques suivant la définition des
espaces LP); on constate de plus, en utilisant I'inégalité de Holder, que

‘/}((g(x),f(x)mfﬂdu(x) < gl o (x;mn [1f 1] e (x:)- (1.4.1)

Ainsi, 'application
LY (X;E) — (LP(X;E))

g — T, définic par T,(f) = /X (9(@), f(2) g dpu(z)

T

est linéaire continue de norme inférieure a 1 (car (1.4.1) nous dit que [|Ty|[(Lr(x:m)) < [|9]l10 (x,5))- Le
probleme est donc de savoir si cette application est une isométrie et si elle est bijective.

Lemme 1.4.1 Si E est un espace normé de dimension finie et p < +00, alors T définie ci-dessus est
un isomorphisme isométrique.

Remarque:

Bien stir, E' étant muni d’une norme || ||z, on munit toujours E’ de la norme duale || - || g7 associée
’
et LP(X; E), LP (X; E’) des normes correspondantes.
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DEMONSTRATION:
¢ Etape 1: Nous montrons d’abord que T" est une isométrie (ce qui nous donnera 'injectivité). Soit donc
g € Lp/(X ;E') et f: X — E une fonction mesurable (donc p-mesurable puisque E est de dimension
finie) telle que, pour tout x € X, ||f(z)||lg =1 et (9(x), f(x)) e, = ||g(x)||e’ (une telle fonction existe,
cf Annexe[A).
Si p/ = 400, alors pour tout € > 0, il existe A C X mesurable de mesure non nulle tel que Vz €
A, lg(@)||er = |lgl|L=(x;p) — €. Comme X est de mesure o-finie, il existe B C A tel que 0 < p(B) <
~+oo (il suffit d’écrire X comme réunion croissante d’ensembles X,, de mesures finies, de constater que
w(ANX,) = pu(A) #0, et de prendre B = AN X, pour n > 1 tel que u(ANX,,) # 0). En prenant alors
fv: flp € LY(X; E), on voit que

||f|\L1(X;E) = N(B)
et

T,(f) = /B (9(), F@))m m duz) > w(B) (gl = xi) — €.

On en déduit ||g||pe(x;m)—€ < |[Tgl|(z1(x;E)) > €t ce pour tout € > 0, donc ||g|| o (x;6) < [|Tyllnr(x;m)) -
Comme on avait déja I'inégalité inverse, on obtient 1’égalité et le caractére isométrique de T
Si p/ < 400, on pose f(x) = ||g(x)||% " f(z): f est p-mesurable (car [|g(-)||% ' : X = Ret f(:): X - E

sont p-mesurables) et vérifie || f(z)|| = ||g(x)||%(,p R lg(2)||%,, donc f € LP(X; E) et

1A lerxsm = 19157 -

De plus,
_ ! _ '
7,(6) = [ N5 oteller dite) = ol .

On en déduit alors ||g||’£p,(X;E,) < ||Tg||(Lp(X;E))/||g|‘1£p//}zX;E,)7 soit, puisque p/ — p'/p = /(1 — 1/p) = 1,
9l o (x;mry < | Tgll (Lo (x;m)) s comme on avait déja 'inégalité inverse, on obtient I'égalité et le caractere
isométrique de T'.

& Etape 2: Il ne reste plus que la surjectivité de T & montrer. Choisissons une base (e1,...,e,) de E
et prenons G € (LP(X; E))’. En écrivant, pour f € LP(X; FE), f = fie1 + -+ + fnen, on constate que
G(f) = G(fie1) + -+ + G(fnen) = H1(f1) + -+ + Hu(frn), ot H; est 'élement de (LP(X))" définit par
H;(h) = G(he;). On sait alors qu'il existe g; € LP (X) tel que pour tout h € LP(X), H;(h) = Jx gih dp.
On en conclut que G(f) = [y figrdp+ -+ [y fagn dp; en posant, pour z € X, g(z) € E' définie par
(9(x),a)pr g = g1(x)ar + - - + gn(x)an, on a g € L’ (X; E') (pour s’en convaincre, on peut prendre sur
E’ la norme de la somme des valeurs absolues des composantes sur la base duale de (e, ..., e,) puisque,
sur £’ de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes; on constate que pour cette norme NN,
N(g(x)) = |g1(2)|+- - - +|gn(x)]) et on voit que G(f) = [ (9(x), f(z)) g B du, c’est & dire que G =T,. m

Théoréme 1.4.1 Si (X, A, u) est un espace mesuré o-fini, 1 < p < 400 et E est un espace de Banach
dont le dual E’ est séparable, alors l’application

LY (X;E') — (LP(X;E))

g — T, définic par T,(f) = /X (9(2), }(2)) &5 dulz)

T

est un isomorphisme isométrique.

Remarque:

L’hypothése sur E’ ne semble pas “trop forte”; en effet, comme on le verra plus loin, il existe
des espaces X et Y tels que L}'(X;LY(Y)) = LY (X x Y) mais L>®(X;L>®(Y)) # L¥(X xY),
donc, puisque (L*(X x Y))' = L*®(X x Y) (car, ici, E = R), on ne peut avoir (L'(X;L(Y))) =
L (X; L (Y)).

19



DEMONSTRATION:

On commence par constater que E est séparable (cf annexe ; on peut donc écrire E = |J,,~; En, avec
E, C E, 11 et E,, de dimension finie; on munit E,, de la norme induite par celle de E.

¢ Etape 1: On montre que T : L? (X; E') — (LP(X; E))' est injective.

Pour cela, on prend g € L¥ (X; E') telle que T, = 0; cela signifie donc que, pour tout a € E et tout
A mesurable de mesure finie, puisque aly € LP(X; E), Ty(ala) = [,(g(x),a)dp = 0. Ceci étant vrai
pour tout ensemble A mesurable de mesure finie, et X étant o-fini, on en déduit que pour tout a € F,
(g9(x),a) = 0 pu-presque partout, c’est & dire partout sauf sur A, mesurable de mesure nulle. Comme E
est séparable, en prenant {a, , n > 1} dénombrable dense dans E et en notant B = J,,~; Aq, (de mesure
nulle), on en déduit que pour tout n > 1, (9(),a,) = 0 sauf sur B; comme g(z) : E — R est continue
et {a,, n > 1} est dense dans E, on en déduit que si z € B, g(x) = 0, c’est & dire que g = 0 p-presque
partout, donc g = 0 dans L?’ (X; E).

Pour montrer & la fois la surjectivité de T et son caractére isométrique, prenons G € (LP(X; E))" quel-
conque.

& Etape 2: Soit n > 1. L’application G,, : LP(X; E,) — R obtenue par restriction de G (i.e. Vf €
LP(X; Ep) — LP(X5E), Go(f) = G(f)) est linéaire continue (de norme inférieure a ||G||(zr(x;E)));
donc, par le lemme précédent, il existe un unique g,, € L (X; E.,) de norme égale & ||Gy|| (1o (x.1,)) telle
que, pour tout f € LP(X; E,),

GUf) = Go() = [ (9a(0). @)z, 0, i)
Soit m > n: on remarque que, si I'on pose g, g, : X — E, définie par

(9m B, (@), a) By B, = (9m(2), a) By, B,

etsi felP(X;E,) C LP(X;E,,), on a

(90 (@), F(@)) 515, duz) = Gon(f) = / (G (@), F@)) 1, (),

X

G(H =G = [

X

soit, en utilisant la partie unicité du lemme de la dimension finie, g, |5, = gn (car g, € LT’,(X ;B
et gm g, € LY (X;E!) — on a l9m B, |27 < llgmllEr, ). On tire de cette égalité deux faits qui nous
serviront dans la suite:

* (llgn(2)]

E;L)nzl est une suite croissante, car si n < m,

gn(@)le;, = llgm 2, (@)|le;, < llgm (@)l 27,
e On peut définir g(z) : U, En — R linéaire par: ¥n > 1, Va € Ey, (9(z),a) = (gn(7),a) e/ E, -
¢ Etape 3: On montre que, pour p-presque tout x, g(z) : |J E, — R est continue (ce qui permettra de
létendre, de maniére unique, en une application g(z) € E').
Pour cela, on constate que g(x)|g, = gn(x) : E — R est continue (E, est de dimension finie); de
plus, sup,,>1 ||9(2) |z, ||E;, = sup,>1 [|9n(2)|| £ est mesurable (sup dénombrable de fonctions mesurables,
puisque g, : X — Ej est mesurable) et vérifie sup, >, ||g(2) g, ||z, = limp oo |lgn ()|, (la suite
(Ilgn(@)||E: Jn>1 est croissante). Il faut ensuite distinguer les cas p’ < 400 et p’ = +o0.
Si p' = +o0, on sait que ||gn|lr=(xier) = [|Gall(2r(x;8.)) < [IGll(L1(x;m)), donc pour p-presque tout
re X,

Sgli||g($)|En| e <|Gl|(nr(x;E))y < +oo. (1.4.2)
nz

Si p" < +o0, alors par intégration de sup,,>1 ||9(7) |z, ||%/, = lim, 00 ||gn (gc)||%/, et en utilisant le lemme
de Fatou, on a

[ sullotee, 1 dute) = [t lln @, dute)
X n>1 " x n—oo n
. . p,
< Hminfllgnllyy x.m)
< ||G|‘?Lp(x;5))f < +00, (1.4.3)



donc sup,,>1 ||g(®) e, || £, est fini pour p-presque tout z.

Dans chaque cas, on a donc Cy = sup,,> ||9(2)|g,||E;, < +0oo p-presque partout, et cela nous permet
de déduire que g(z) : U,>; En — R est continue; en effet, pour tout a € |J,,~; En, il existe & > 1
tel que a € Ey, donc [(g(x),a)p 6| = [(9(2) 5, @) g B, < Cillal]. Par densité de |, -, B, dans E,
on peut étendre g(z) en une forme linéaire continue sur F dont la norme est inférieure & C; comme
Ca = D, |19(o) 1, ||, < [|9(a)||7, on obtient en fait ||g(@)] [ = sup, = llg(2); 5, ||, - Les inégalités

(11.4.2)) et (1.4.3) nous permettent donc de tirer
llg(x)||er < ||Gl(L1(x;E)) Pour p-presque tout x (1.4.4)
lorsque p’ = +o0, et

, 1/p
(/X Hg(m)Hp, du(ﬂ?)) S ||G||(LP(X;E))/ < 400 (145)

lorsque p’ < +oo.

& Etape 4: On montre que g : X — E’ est uy-mesurable.

Pour cela, puisque E’ est séparable et X est de mesure o-finie, il suffit de constater que pour tout [ € E’,
x = ||g(z) — || g est mesurable.

Or, si {ax, k > 1} est dénombrable dense dans {a € |J,,~; En, ||a|| = 1}, comme g(z) et [ sont continues,
lg() = Ul e = supy>1 [(9(x) =1, ar) zr pl; mais [(g(z) — 1, ax) & 6| = [{9-(x) = g, ar) g, 6, | pour r > 1
tel que ay, € E,, donc comme g, : X — Ej est mesurable, * — [(g(x) — l|g, ar)p E| est mesurable et
x — ||g(x) — || g est mesurable en tant que borne supérieure d’un ensemble dénombrable de fonctions
mesurables.

On remarque de plus, en prenant | = 0 et en constatant que [(g,(z),ar)p; 5,| < |lg-()|[E;, que
llg()||er = supy>1 [{9(2), ar) ' | < limy, o0 [|gn(2)|| £ (cette suite est croissante).

¢ Etape 5: g : X — E’ est p-mesurable et, par (1.4.4) et (1.4.5), g est donc dans L¥ (X; E') avec
gl e x;m) < |Gl (L x5y -

<& Etape 6: On montre que 7, = G et que 1" est une isométrie.

On sait déja que Ty, : LP(X; E) — R est continue, tout comme G; de plus, pour tout a € |J,,~, En, pour
tout A C X mesurable de mesure finie, en prenant k > 1 tel que a € Ey, puisque als € LP(X; Ey), on a

G(ala) = Gglalas) = /}((gk(x%a)E,;,EklA(m)d,u(ac)

- A@@mmwu@mmm=%muy

Cette égalité passe, par linéarité, aux sommes finies d’élements de la forme al; mais il est facile de
voir, puisque |J,,~; En est dense dans E, que toute fonction simple X — E est limite, dans L?(X; E), de
telles sommes finies (il suffit d’approcher e € E par a, € |J,,~; E,, pour approcher ely par a,14 dans
LP(X; E)). Ainsi, puisque S(X; E) est dense dans LP(X; E) (p est fini), les deux fonctions continues G
et T, coincident sur un ensemble dense dans L?(X; E) et sont donc égales; on a montré la surjectivité de
T.

On sait alors que ||G||(zr(x.m))y = [Tgllrx;m)y < |19ll1e (x,pr), mais on avait déja l'inégalité inverse
dans I'étape 5, ce qui montre que ||G||(zr(x;m)) = ||9]l 1o (x5, ¢'est & dire que T est une isométrie. m

Corollaire 1.4.1 Si (X, A, ) est un espace mesuré o-fini, 1 < p < +oo et E est un espace de Banach
séparable réflexif, alors LP(X; E) est réflexif.

DEMONSTRATION:
Notons

J{ LP(X5E) — (LP(X5E))”
f — J(f) définie par (J(f), H)rx:5)) e (x;E)y = H, ) e x;m),00(x:B)-

11 faut montrer que J est un isomorphisme isométrique. On note j : E — E” I'isomorphisme isométrique
correspondant pour F réflexif, et on remarque que j induit un isomorphisme isométrique, encore noté j,
entre LP(X; E) et LP(X; E").

On introduit ensuite I'application T : L¥ (X; E') — (L*(X; E))’ définie dans le théoréme précédent et
T' : LP(X;E") = L)' (X;(E')) — (L (X;E')) son analogue avec p remplacé par p/ et E par E';
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comme (p,p’) €]1,400] et E',(E') = E” = j(F) sont séparables, on sait par le théoréme précédent que
T et T' sont des isomorphismes isométriques.

Pour tout H € (LP(X; E))', il existe un unique g = T~ (H) € L? (X; E’) tel que H = T(g); donc, pour
tout f € LP(X; E),

(J(f), H) (e (x:E)) (Lo (x;m)y = {T(9), [)r(x;m)y Lo (x;B) = /X<9(1’),f($)>E/,E du(x).

Mais, par définition de j : LP(X; E) — LP(X; E"), on a (g9(x), f(2)) e g = (§(f)(z), g(x)) g g pour tout
x € X; de plus, par définition de 7",

(TG, T H)) (oo im0y e (x5 = /X<j(f)($)»9(ff)>E”,E’dﬂ(x)
= (JU) H)(wr(x;:E))7 (Lo (X5E))

cest & dire, en notant (T-1)* : (L (X; E')) — ((LP(X;E))') la transposée de T~ qui est aussi un
isomorphisme isométrique (cf Annexe|[B.2)), on a J = (T~1)* o T’ 0 j. Comme ces applications sont des
isomorphismes isométriques, J est bien un isomorphisme isométrique. m

1.5 Le Théoréeme de Fubini

Dans cette partie, F est toujours un espace de Banach et (X, A, u), (Y, B,v) sont deux espaces mesurés
o-finis. On munit leur produit X x Y de la o-algébre produit, i.e. A ® B engendrée par {A x B, A €
A, B € B}, et de la mesure produit (complétée) (u ® v).

Pour f: X xY — E, on note f, : Y — FE la fonction f.(y) = f(z,y) et f¥ : X — FE la fonction
Fo(w) = fo,y).

Commengons par rappeler le théoreme de Fubini-Tonelli.

Théoréme 1.5.1 (Fubini-Tonelli) Soient (X, A, u) et (Y,B,v) des espaces mesurés o-finis. Si f: X x
Y — [0, +00] est mesurable pour A ® B, alors:

i) Pour p-presque tout x, fr :' Y — [0,+00] est mesurable et, pour v-presque tout y, f¥: X —
[0, +00] est mesurable,

i) xr — fY fzdv ety — fX fYdu sont mesurables,

iii) [y FAlp@v) =[x (Jy fadv) du= [y (Jx f¥dp) dv.
Et une application qui nous sera utile par la suite.

Lemme 1.5.1 Soit P(x,y) une propriété dépendant d’un couple (z,y) € X XY ; on suppose que {(z,y) €
X XY | P(x,y) est vraie} est mesurable dans X xY . Alors P est vraie (u®v)-presque partout sur X XY
si et seulement si pour p-presque tout x, P(x,-) est vraie v-presque partout sur'Y.

Remarque:

Sif, : X XY — FE est une suite de fonctions mesurables sur X x Y et P(z,y) =“f,.(z,y) converge
lorsque n — o0”, alors, par le critéere de Cauchy,

() | Py estvmaio) = (Y U () {0 1At — Sl < 1 }

k>1N>1nm>N

et {(z,y) € X xY | P(x,y) est vraie} est donc mesurable. C’est le principal cas ot nous utiliserons
ce lemme.

DEMONSTRATION:

Pour le sens direct, on note A C X XY de (u®v)-mesure nulle tel que P(z,y) est vraie pour tout (x,y) & A.
Alors, & x fixé, P(z,y) est vraie pour tout y € A,, ou A, ={y € Y | (x,y) € A} C Y est mesurable pour
p-presque tout z (theoréme de Fubini-Tonelli); on a aussi 0 = (1 ® v)(A) = [, v(Ay) du(x), donc pour
p-presque tout z € X, v(A,) = 0 et ce sens du lemme est démontré.
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Pour le sens réciproque: soit C(x) = {y € Y | P(x,y) est fausse }; par hypothese, il existe B C X
de mesure nulle tel que, si ¢ B, v(C(z)) = 0. Soit A = {(z,y) € X xY | P(z,y) est fausse };
on a, grace a Fubini-Tonelli, (1 ® v)(A) = [ v(Az)du(z) = [ v(Az) dp(z) + [5. v(Az) du(x), ot A,
est défini comme précédemment. Or, u(B) = 0, donc (@ v)(A) = [z. v(Az)du(x) et, pour z € BC,
A ={y €Y | (z,y) € A} = {y € Y | P(z,y) est fausse } = C(x), ensemble de v-mesure nulle, donc
(LRV)(A)=0.m

Théoréme 1.5.2 (Fubini vectoriel) Soient E un espace de Banach et (X, A, ), (Y,B,v) deux espaces
mesurés o-finis. Si f € LY(X x Y, A® B,u®v; E), alors:
i) Pour p-presque tout x € X, f, € L*(Y,B,v; E) et pour v-presque tout y, f¥ € LY(X, A, u; E),
i) x — [y fodv est dans LN X, A, s E) ety — [ f¥dp est dans L' (Y, B,v; E),

T o= (fnw) e [ (fra)

Rappelons que f € LY(X x Y, A® B, u ® v; E) signifie que f est (u ® v)-mesurable et intégrable
pour pu® v.

Remarque:

DEMONSTRATION:

{ Etape 1: p-mesurabilité de f.

Comme f est (1 ® v)-mesurable, il existe une suite (S, )n>1 € S(X x Y; E) qui converge (1 ® v)-presque
partout. Par le lemme on en déduit que, pour p-presque tout z € X, ((Sp)z)n>1 converge vers fy
v-presque partout sur Y.

Pour conclure cette étape, il suffit donc de voir que pour toute fonction simple S : X xY — FE, la fonction
S; : Y — FE est v-mesurable; vu la définition d’une fonction simple sur X x Y, il suffit de voir que pour
tout @ € E et tout C C X x Y de mesure finie, 'application y € Y — a(1¢).(y) € E est v-mesurable
pour p-presque tout x € X.

Mais, par Fubini-Tonelli, y € Y — (1¢).(y) € RT est mesurable pour p-presque tout z, donc limite simple
v-presque partout de fonctions simples Y — RT; on constate alors aisément que y € Y — a(1¢).(y) € E
est, pour p-presque tout z € X, limite simple v-presque partout de fonctions simples Y — FE, i.e. est
v-mesurable.

{ Etape 2: intégrabilité de f,.

On sait, par Fubini-Tonelli et puisque ||f|| € L'(X x Y), que

/X(/Y||fz|du> duz/Xxy||f|\d(M®y)<+oo7

donc, pour p-presque tout z € X, fY || fz|| dv est finie, c’est & dire, grace & 'étape 1, f, € L*(Y; E) pour
u-presque tout z € X.

Il est bien évident que les deux étapes précédentes peuvent étre effectuées avec fY a la place de f,, et
l’on a donc prouvé les résultats anoncés dans i).

$ Etape 3: I: 2z — [, fpdv est dans L' (X E).

f € LY(X xY; E), donc en prenant une suite de fonctions (S, )n,>1 € S(X x Y; E) approximante pour f,
on constate par Fubini-Tonelli que

/x (/Yfo—(Sn)de) d“:/XXny—Snlld(u@z/) -0,

cest & dire, en posant oy, : & — 3 || fo — (Sn)zl| dv, ayy — 0 dans L' (X); quitte & extraire une suite, on
peut donc supposer que «, — 0 presque partout sur X, ce qui implique fY(Sn)I dv — fy fedv =1(x)
pour p-presque tout z € X ((S,), est intégrable sur Y par I'étape 2, puisque S,, € L' (X x Y; E)).

Or il n’est pas dur de voir que pour toute fonction S € S(X x Y; E), z € X — fy Szdv € E est p-
mesurable. En effet, pour tout C' C X x Y de mesure finie, z € X — fy(lc)m dv € RT est mesurable par
Fubini-Tonelli, donc limite simple de fonctions simples (& valeurs réelles); en écrivant ensuite S comme
somme finie de telles fonctions 1o multipliées par des éléments de E, on voit que x — fY S, dv est limite
simple de fonctions simples a valeurs dans F, i.e. est y-mesurable.
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I est donc p-mesurable en tant que limite simple p-presque partout de fonctions p-mesurables et, par

Fubini-Tonelli:
JALL o] s [ ([ 1ndiar) au= [ it <,
x I1Jy x \Jy XxY

ce qui nous permet de conclure quant a I'intégrabilité de I : X — F.
De méme, on voit que y — [y f¥ dp est dans L' (Y; E).

& Etape 4: Conclusion de la démonstration.

Soit T € E': comme f € LY (X xY;E),onaT(f) € L}(X xY) et

([ tawen)=[ 1,

En appliquant le théoreme de Fubini dans sa version a valeurs réelles, on a donc

([, )= ()

Or f, € LYY E), donc [, T(f2)dv =T ([, fzdv), et, lapplication  — [, f, dv étant dans L' (X; E),
onaaussi [T ([, fadv) du=T ([y ([, fzdv) du). Toutes ces égalités donnent finalement

([ rave) (] (54) )

Ceci étant vrai pour tout 7' € E’, et comme E’ sépare E (i.e. si T'(a) = T'(b) pour tout T € E’, alors
a = b), on en déduit 1’égalité de iii). m

1.6 Le Théoréeme de Changement de Variable

Dans cette partie, U et V sont des ouverts de RY, p est la mesure de Lebesgue sur RY et le déterminant
jacobien d’une fonction ¢ : U — V est noté Jo.

Théoréme 1.6.1 (Changement de Variable Lipschitzien) Si ¢ : U — V' est un homéomorphisme locale-
ment lipschitzien et f € LY(V; E) alors f o ¢|Jp| € LY(U; E) et on a

[ sau= [ soelreldn
1% U
DEMONSTRATION:

Comme d’habitude, montrer la g-mesurabilité de fo|Jy| va étre la partie délicate (Etape 1), la relation
du changement de variable proprement dit se déduisant du cas réel comme pour Fubini (Etape 2).

{ Etape 1: Le théoreme de changement de variable lipschitzien dans le cas réel nous permet de voir que
IfIlo@lJel = |f o @l Jel|| est dans L (U).

Soit (s, )n>1 une suite de fonctions simples qui converge p-presque partout sur V vers f. Si A = {x €
V| sn(z) 4 f(x)}, A est de mesure nulle et s, o p|Jp| — f o p|Jp| sauf sur B = ¢ 1 (A)N{zx €
U | Jo(z) # 0}; en définissant g : V — RT par

9(2) = ramemr Sl (z) #0,
g(x) =0si |[Jg[ oo™ (x) =0,

on constate que 1y -0y = gop|Jy| sur U, donc, par le théoreme de changement de variable lipschitzien
réel, on a

n(B) /Ulgrl(A) X 1¢gp20y dpt

= /U(IA x g) o p|lJo|du

/1A><gdu
v

/gdu:O
A
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puisque A est de mesure nulle.

Ainsi s, o p|Jp| = f o @|Jy| p-presque partout sur U et il suffit donc de montrer que s, o p|Jp| est
p-mesurable (f o p|Jp| sera alors p-mesurable en tant que limite simple u-presque partout de fonctions
p-mesurables).

Vu la structure des fonctions simples sur V, on est ramené & montrer que, pour tout A C V de mesure
finie, 14 o |Jp| = 1,-1(4)|J¢| : U — R est p-mesurable; mais cette fonction 1,-1(4)|J¢| & valeurs
réelles est mesurable (o~ !(A) est mesurable et |Jy| est une fonction L{2 (U), donc mesurable), donc on
sait qu’elle est p-mesurable (dans le cas réel, la y-mesurabilité coincide avec la mesurabilité).

On a donc bien f o ¢|Jy| € LY(U; E).

¢ Etape 2: Soit T € E': comme f € LY(V; E), T(f) € L*(V), et on a par le théoréme de changement de

variable lipschitzien réel
T</ fdu> =/ T(f)du=/ T(foplJel)du
\% \% U

Mais f o ¢|Jo| € LY(U; E), donc [, T(f o plJol)du =T ([, f o ¢|lJp|du), dot:

T(/Vfdu> =T(/Uf0<PIJ<p|du>-

Ceci étant vrai pour tout T € E’, on en déduit 1’égalité du théoreéme. m

1.7 Quelques Résultats de Convolution

Le but de cette partie n’est pas d’établir une théorie pour la convolution a valeurs vectorielles, mais juste
d’établir quelques résultats de régularisation et d’approximation qui seront utiles lorsque 1’on abordera
la question des espaces de Sobolev a valeurs vectorielles.

Proposition 1.7.1 Soit 1 <p < +oo. Si f € LP(RY; E) et g € C*(RY), alors I’expression

fro@ = | fWge—tydi= [ fla—1)g(t)de

RN RN
existe pour tout x € RN et on a:

i) frg€LP(RY;E) et ||f * gllo@y;m) < | flloe@mllgllor @),
i) f* g € C®(RN; E) et, pour tout « € NV, 9%(f x g) = f * (0%g).

DEMONSTRATION:

Notons K le support de g.

& Etape 1: Preuve de 'existence de l'expression et de i).

On commence par constater que t — f(t)g(x—t) est p-mesurable, puisqu’il en est ainsi pour f et puisque,
g étant continue, elle est mesurable a valeurs réelles, donc p-mesurable a valeurs réelles. De plus, pour
tout z € RY, on a || f()g(z — )| < ||glln=@~)||f(-)[|1a—x (), donc, en utilisant I'inégalité de Holder,

/ lf(t)g(z —t)ldt < Hg||L°°(RN)/ ()| 1e—x dt
RN RN

gl oo mvyp(z — K)lil/pr”LP(RN;E) < 00,

IN

et t = f(t)g(x —t) est donc bien dans LI(RN ): fx g( ) existe pour tout z € RY. Le théoreme de
changement de variable nous donne alors f * g(z fRN gz —t)dt = f]RN x —t)g(t) dt.

Par densité de S(RY; E) dans LP(RY; E) (p est ﬁnl) il ex1ste une su1te de fonctions simples (s, )n,>1 qui
converge vers f dans LP(RY; F); ainsi, pour tout z € RV,

1 %9(0) = s s 9ol = | [ (0 = suloat = 01t <117 = s ¢ o).

Or ||f — su|| = 0 dans LP(RY) lorsque n — oo, et, d’apres les résultats sur la convolution & valeurs
véelles, || 11 — sall * lgl 2o~y < llgllzs gyl 1F — sullllzoey; ainsi, [1f — all % lg| > 0 dans LP(RN)
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lorsque n — oo et, quitte a extraire une suite, on peut supposer que la convergence a lieu p-presque
partout et que I'on a donc s, * g(z) — f * g(x) dans E pour u-presque tout z € RY. Pour montrer la
p-mesurabilité de f * g, il suffit donc de montrer la p-mesurabilité de s, * g pour tout n > 1, i.e. de
montrer que, pour tout @ € E et tout A € RV de mesure finie, (ala) * g = a(ly * g) est p-mesurable.
C’est immédiat lorsque 1'on constate que # € RY — 14 x g € R est mesurable (convolution & valeurs
réelles), donc p-mesurable a valeurs réelles.
Pour conclure cette partie, on remarque que l'on a, pour tout z € RN, ||f = g(x)]] < [on [IF(0)]] [9(z —
t)| dt = ||f]] * |g|(z); en utilisant les résultats de convolution & valeurs réelles, on en déduit que f x g €
LP(RN; E) et aue [1f + gllzoen.zy < |11 <19l ooy < 1A zogensmllgllo en.
¢ Etape 2: Preuve de ii).
Il suffit de montrer que, pour toute boule B de RN, fx g € C®(B;E) et que, pour tout a € NV,
O%(f *g) = f x(0%g) sur B.
Fixons donc une boule B de R¥ et raisonnons par récurrence sur |a|.
Lorsque |a| = 1, on sait que f(-)g(z—-) € LY(RY; E) pour tout € RY; de plus, f(¢)g(- —t) est dérivable
sur B pour tout t € RN et 9;(f(t)g(- —t))(x) = f(t)(0:9)(z —t) = H(t,x), avec, pour tout = € B et tout
teRY,

[H(t 2| < G(t) = [19:g]| = e ILF Ol L5k (1)

Comme B — K est de mesure finie et ||f(-)|| € LP(RY), G est intégrable sur RY; f x g est donc dérivable
(dans la direction i) sur B et 0;(f xg) = f * (0;g). Le reste de la récurrence se fait en appliquant le cas
du rang 1 & la convolée f x (9%g), puisque 0%g € CZ°(RY). m

Proposition 1.7.2 Soit 1 < p < +oco et f € LP(RV; E). En notant, pour h € RN, 7, f(z) = f(z + h),
on a m,f — f dans LP(RN; E) lorsque h — 0.

DEMONSTRATION:
Lorsque f € CO(RY; E), la propriété est assez évidente puisqu’alors, pour h € RV de norme inférieure &
L,

[N = 17 < oo () + BOS D)7 = 11 v,y

la derniére quantité tendant vers 0 par uniforme continuité de f sur RY (f est continue & support
compact).
Lorsque f € LP(RY; E), on écrit, pour g € CO(RY; E):

o f = fller@yiey < 7nf — Taglle@y ey + 1Thg — 9llr@y ey + 119 — fllor @y 5)-

Or un changement de variable linéaire nous donne ||7,f — ngllre@®~y;m) = ||f — 9llLr@~;E), donc on
obtient I'estimation, valable pour tout g continue & support compact,

70 f = fllee@~;ey < 2 — gllze @y, p) + [1Thg — 9llLe @)

Mais, pour tout € > 0, il existe g € CO(RY; E) telle que ||f — gllLr v gy < € (densité de Co(RN; F) dans
LP(RN; E) lorsque p < +00), donc [|74 f — f| ey, 5y < 26+ ||7hg — gl| 1o (v, 5) et, comme g est continue
a support compact, il existe d > 0 tel que, des que h est de norme inféireure & 0, |[Thg — gl|Lrr~;p) < &
ainsi, pour tout h € B(0,0), ||7af — fllLr~;5) < 3¢ et le lemme est démontré. m

Définition 1.7.1 On dit qu’une suite de fonctions (px)k>1 est une suite régularisante si, pour tout k > 1,

pr € C(RY;R), supplpx) C B(O;1/k), pr >0, ef / pedp=1.
R

Remarque:

Il est bien évident qu’une telle suite existe: on prend g € C°(B(0;1); RT) non nulle et on pose
p=9/([ g) puis pi(z) = kN p(kz).
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Théoréme 1.7.1 Soit 1 < p < +oo. Si f € LP(RY;E) et (pr)r>1 est une suite régularisante, alors
f*px — f dans LP(RN; E) lorsque k — co.

DEMONSTRATION:
On a, en utilisant la positivité de py,

1S * pr(2) = f(2)]]

[ @0 = F@llpnoF o) o

/sz(f(m — 1) — f(x))px(t) dtH

IN

donc, grace & Holder entre p et p' =p/(p—1) (i.e. 1/p' =1—1/p):

(o o=~ oty &) N ([, morat) "

1/p
</ IIf(x—t)—f(x)lppk(t)dt> .
B(0;1/k)

En intégrant ceci par rapport a x et en utilisant Fubini-Tonelli, on trouve

1 * pr() = f(2)]]

IN

IN

Lo -s@irar < [ o ([ -0 o)
RN B(0;1/k) RN
— 1) — (NP
- (IItﬁLlIl)/k'f( B f()HLp(RN;EJ /B(o;l/k)pk(t)dt
< swp o — FIB vy

[1tl1<1/k

Or, par la proposition précédente, cette derniere quantité tend vers 0 lorsque k& — oo, ce qui achéve la
démonstration. m

1.8 Cas ou E est un espace de Lebesgue ou Sobolev

Dans ce qui suit, U est un ouvert de R® et Q est un ouvert de R™Y. On note Ay la mesure de Lebesgue en
dimension d.

1.8.1 Intégrale Vectorielle et Produit d’Espaces Mesurés

Il est naturel d’esperer que, lorsque p € [1,+00], notre définition de LP(U; LP(§2)) donne un espace
canoniquement isomorphe & LP(U x §2). C’est souvent le cas, mais pas toujours (en fait, seul le cas p = 0o
pose probleme).

Soit 1 < g < 400. Prenons une fonction f : U x 0 — R mesurable par rapport a ses deux arguments telle
que, pour presque tout x € U, fQ | fz]2dAN soit fini (on sait déja, puisque f est mesurable par rapport &
ses deux arguments, que y — f(y) est mesurable). La fonction f peut donc étre vue (quitte & la redéfinir
sur un ensemble de mesure nulle dans U) comme une fonction définie sur U et & valeurs dans L(2). La
question que l'on peut donc se poser est: “la fonction

U — LIQ)
r — fa

est-elle Ag-mesurable?”, en espérant une réponse positive grace a la mesurabilité de f par rapport a ses
deux variables. La réponse est effectivement positive.

DEMONSTRATION:
On sait, puisque g < 400, que L1(QQ) est séparable. Soit D une partie dense dénombrable dans L9(£2).
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Notons F : U — L%(2) la fonction définie par F(z) = f,. Nous voulons montrer la A\;-mesurabilité de
F; comme U est de mesure o-finie et L(2) est séparable, cela revient & démontrer la mesurabilité de
[|IF(-) = d||ps() : U = RT pour tout d € D.

Or |f(z,y) — d(y)|? > 0 et |f(z,y) — d(y)|? est mesurable par rapport & ses deux arguments, donc le
théoreme de Fubini-Tonelli nous dit que 'application

Hizo / fe =t Ay = |F(@) = dl[ 00,
Q
est mesurable sur U, ce qui conclut la preuve. m

Une application particulierement intéressante de ce qui précede est la caractérisation suivante des fonc-
tions de LP(U; L1(Q)).

Proposition 1.8.1 Soit 1 <p <400 et 1l <qg<+oo. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
i) f € LP(U; LY(Q)).
i) f:U X Q — R est mesurable et vérifie

L(] |f<w,y>quN<y>>p/q () < +oc i p < 1),

ou bien

M >0 | / |f(z,9)|TdAN(y) < M pour As-presque tout x € U (sip = +00).
Q

Remarque:

Cette proposition nous permet donc de voir que, si p € [1,4o00[, LP(U; LP(Q2)) est naturellement
identifiable & LP(U x ).

DEMONSTRATION:

< Etape 1: sens ii) = 1i).

La condition ii) nous dit que, pour Ags-presque tout x € U, f(z,-) € L1(N) (la mesurabilité de f, : @ - R
est assurée par la mesurabilité de f par rapport a ses deux arguments). On sait alors, par ce qui précede,
que x € U = f(x,-) € LY(Q) est As-mesurable. Une fois la Ag-mesurabilité de f prouvée, appartenance
de f a LP(U; L9(2)) est une simple traduction des inégalités de ii).

¢ Etape 2: sens i) = ii). La principale difficulté réside bien stir dans la mesurabilité de f par rapport a
ses deux arguments.

L’apphcatlon de prolongation par 0 en dehors de (2 est linéaire continue L(2) — L9(RY), donc en
considérant f la fonction f prolongée ainsi pour chaque z € U, on a f € LP(U; LY(RY)) et f: f sur
U x Q: il suffit de montrer la mesurabilité de f sur U x RV,

Soit, pour n > 1, ¢, € L7 (RN) la fonction définie par ¢, = mlB(O;l/n)? on sait que I'application
Cp : LY(RN) — C)(RY) de convolution par ¢, est linéaire continue; de plus, f(x, -) est limite, pour As-
presque tout z € U et dans LY(RY), de fonctions (5, (x,"))k>1 de la forme > o . a;(-)1a,(z), avec
a; € LY(RN) et A; mesurable dans U. Ainsi, Cy,(f(z,-)) est limite, pour A,-presque tout = € U et
dans CJ(RY), de fonctions (C,(tkn(z,)))k>1 de la forme > g - a; x o, ()14, (z ) on en déduit que, pour
As-presque tout z € U et pour tout y € RY, limy_yo0 Cr (trn(z,-))(y) = Co(f(z,-))(y). Mais (z,y) —

> finie @i *¢n(y)1 4, (x) est mesurable par rapport a ses deux arguments, donc F, : (z,y) — Co(flz, ) ()
est mesurable sur U x RY en tant que limite simple (A, ® Ay )-presque partout de fonctions mesurables.
Pour tout g € LY(RYN), C,(g9) — g An-presque partout (en tous les points de Lebesgue de g); ainsi,
pour tout z € U, comme f(z,-) € LY(RN), pour presque tout y € RN, C, (f(x,))(y) — f(x y). On en
conclut donc (grace au lemme que, (A\s ® Ay )-presque partout sur U x RV, F,, — f ; comme F, est
mesurable, on obtient la mesurabilité de f, donc de f. La condition d’intégrabilité de f donnée dans ii) est
simplement la traduction de la condition d’intégrabilité sur x — || f(2)||La(q) pour que f € LP(U; LI(52)).
m
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Voyons maintenant pourquoi ce résultat est faux lorsque ¢ = +oo: nous allons exhiber une fonction de
L>(R x R) qui n’appartient pas & L>(R; L*(R)).

Soit f: R x R — R définie par f(r,z) = 1)}, »(2); en notant A = {(a,b) € R? | |a| > [b|}, mesurable
dans R?, on constate que f = 14(r, ) et que f est donc dans L>(R?).

Cependant, f ¢ L>°(R; L>°(R)) car, si ¢’était le cas, il existerait un ensemble B C R de mesure nulle tel
que f(R\DB) soit séparable dans L>°(R) (on a bien siir noté, pour r € R, f(r) la fonction x — f(r,z),
fonction qui est dans L>°(R) car f est mesurable par rapport a ses deux arguments et bornée); or, B étant
de mesure nulle, R\ B n’est pas dénombrable (sinon R serait de mesure nulle...): on peut trouver, dans
R\ B, une famille non dénombrable de réels distincts {r;, i € I'}. Les ouverts Breo)(f(ri),1/3) sont
alors en quantité non-dénombrable (comme I) et disjoints: si Bpee ) (f(73), 1/3)NBree ) (f(r;),1/3) #0
avec, par exemple, r; > 75, alors

f(ri) = fFrill=®) = [N—rimif = Ler;rillo=®)
- ||1]—"“i,—7‘j [U]’f‘jﬂ'i[HL“(R) < 2/33

ce qui implique r; = 7r; et ¢ = j. Si f(R\B) était séparable, il existerait une partie dénombrable dense
D dans f(R\B), et on pourrait donc, pour chaque i € I, trouver d; € D tel que d; € Broo(w)(f(r:),1/3);
mais comme ces ouverts sont deux a deux disjoints, les (d;);cr sont tous distincts et on a donc trouvé
une injection de I dans D, ce qui est impossible puisque I est non-dénombrable et D est dénombrable.
On a utilisé, pour montrer que f ¢ L>®(R, L>°(R)), le fait qu’une limite simple de fonctions simples a
une image séparable (modulo un ensemble de mesure nulle au depart); en fait, le probléme posé par
cette fonction f(r,x) = 1j_j, r(2) est bien plus profond que cela: f : R — L*(R) n’est méme pas
mesurable! En effet, en prenant S C R symétrique par rapport & 0 et non-mesurable, en définissant
U = UsesBroo(r)(1)—s,|s|[» 1/3), on constate que U est un ouvert de L>°(R) (réunion de boules ouvertes)
et que f[1U) ={reR|3se S, f(r) =1 € Bre@ (Q—js, s 1/3)} ={reR|3Ise S, |r| =
|s|} =S, c’est & dire que f ne peut étre mesurable.

En application des remarques suivant la définition des espaces LP sur l'action des formes bilinéaires

continues sur ces espaces, on constate que, si (po,qo,70,P1,q1,71) € [1,+00] vérifient p%) + q% = % et

p% + q% = E’ alors pour tous f € LPo(U; LP1(Q)) et g € L®(U; L1 (Q)), on a fg € L™ (U; L™ (Q)) (car
la multiplication LP'(§2) x L9 (£2) — L™ () est bilinéaire continue). En particulier, si ro = r; = 1, cela
implique fg € LY(U; L(Q)) = LY (U x Q); on peut donc appliquer le théoreme de Fubini aux intégrales

des produits de fonctions de LP(U; L4(Q)) et L¥' (U; LY (Q)).

1.8.2 Identification Ponctuelle

Prenons f € L'(U; L*(2)); g = [, f(x) dAs(x) est une fonction de L'(Q2).

Mais on peut aussi considérer f comme une application f(-,-) € LY(U x ) (en posant simplement
fz,y) = f(x)(y), cest le contenu de la proposition auquel cas, par le théoréme de Fubini, pour
An-presque tout y € Q, h(y) = [;; f(z,y) dXs(z) existe et définit un élément de L'(Q).

Naturellement, on s attend a ce que g = h Ay-presque partout sur €2, c’est a dire

(/U f(z) d)\s(x)> (y) = /Uf(xvy) dAs(z) pour A\y-presque tout y € €.

C’est en effet le cas.
DEMONSTRATION:
Soit ¢ € D(Q); par le théoreme de Fubini, on a

h(y)e(y) dAn (y f(@9)e(y) dAn(y) | dAs(z).
J AV )

Or l'application [ : v € L (Q) — fQ vp dAy est lineaire continue, donc

/Q o)) dAn(y) = 1g) = /U I(f(2)) dA / ( / @) @)p() din(y >) ().

On en déduit que, pour tout ¢ € D(Q), [, h( Y) dAN(y) = [ 9W)e(y) dAn(y), c'est & dire que h =g
An-presque partout sur €. m
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1.8.3 Convolution globale

Nous avons déja vu des théoremes de densité relativement généraux; par exemple, le corollaire [1.3.1
permet de voir que, lorsque p et ¢ sont finis, C°(U x Q) est dense dans LP(U; L1(2)) (ce corollaire donne
méme la densité d'un espace de fonctions tensorielles dans LP(U; L1())).

Il existe cependant un outil général et puissant pour approximer des fonctions: la convolution. C’est une
technique trés intéressante car elle permet de construire une suite de fonctions régulieres explicites qui
approche une fonction donnée, en conservant de plus certaines propriétés de ladite fonction (comme la
positivité, etc...); de plus, la suite ainsi construite peut converger vers la fonction donnée simultanément
dans divers espaces.

Nous avons déja utilisé la convolution (théoréme pour régulariser les fonctions de LP(RV;E),
lorsque E est un espace de Banach abstrait (nous avons alors convolé dans RY). Mais lorsque E est un
espace de fonctions, par exemple un espace de Lebesgue, nous pourrions vouloir aussi convoler dans cet
espace F, voire méme convoler simultanément dans les deux jeux de variables.

Nous nous proposons ici de montrer que les convolutions “globales” convergent aussi. Ce résultat, bien
que relativement naturel, n’est pas trivial; par exemple, si 'on tente de traiter la convolution dans
LP(R®; LY(RY)) brutalement, en appliquant les techniques usuelles de la convolution successivement &
chaque variable, on se retrouve bloqué lorsque p < q.

La premiere chose a établir, afin de pouvoir prouver un théoreme d’approximation par convolution, est
la continuité des translations. La technique est ici totalement similaire au cas classique des translations
dans les espaces L"(R?!).

Lemme 1.8.1 Si (p,q) € [1,00[, f € LP(R*;LY(RY)) et, pour (h,k) € R® x RV, Ty f (T, y) =
f(x+h,y+k), alors 7 1) f — f dans LP(R%; LY(RYN)) lorsque (h, k) — 0.

DEMONSTRATION:

En utilisant la caractérisation de la proposition on constate d’abord que I'on a bien 7, 1) f €
LP(R®; LY(RY)) pour tout (h, k) € R® x RV,

Supposons pour commencer que f € CO(R* x RY) c LP(R%; LY(RY)). Notons K; un compact de R® et
K5 un compact de R tels que supp(f) C K1 x Ks. Soit (h, k) € R® x RY tel que |(h, k)| < 1 (on prend,
pour fixer les idées, la norme euclidienne sur R® x RY) et 2 € R?®; puisque Tn,i) f (T, ) — f(z,-) a son
support dans Ky + By (0; 1)@ et sup, ey |T(n,k) f(2,m) — f(2,m)] = 0 dés que = ¢ Ky + Bs(0;1) (car
alors = et x + h n’appartiennent pas & K1), on a

[ I () = fa il diw ()

neRN

< An(Kz+ By(0;1)) ( sup [7nr) f(z,m) — f(fCJl)|>

IN

q
AN (K2 + By (0; 1))( sup |T(h,k)f(f777)—f(§777)|> 1k, +B.0;1) ().

(&:m)ERs xRN

Ainsi,
r/q
/RS (/RN IT(h,ay (2, y) = [z, )] d)\N(y)> s (2)

p
< )‘S(Kl+B8(0§1)))\N(K2+BN(0§1))p/q( sup IT(h,,k)f(&n)—f(é“,??)|> :
(&,m)€Rs xRN

Comme A;(K7 + Bs(0;1)) < 0o et Ay (K2 + By(0;1)) < oo, cette derniére quantité tend vers 0 lorsque
(h,k) — 0, par uniforme continuité de f, ce qui prouve le résultat du lemme lorsque f est continue a
support compact.

1On note B;(0;1) la boule euclidienne unitaire de centre 0 dans RE.
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Prenons maintenant f quelconque dans LP(R®; LY(RY)). Si g est une autre fonction de LP(R®; LI(RY)),
on a, par des changements de variable affines, pour tout (h,k) € R® x RV,

p/4q
||T(h,k)f*T(h,k)g”ip(Rs;Lq(RN)) = / (/N |f(17+h,y+k) 9(I+h,y+k)qd>w(y)) d)\s(if)
s R

= [ ([ nn o y>|quN<y>)p/q e

L[ s - g<x,y>|quN<y>)p/q In(a).

Ainsi,

7y f = FllLe®s;pamny)
< My f = T 9l Le®ssLa@yy) + Th,10 9 = 9llor@e;Lo@yy) + I1f = 9ll e @s;La@yy)
< 2[f = gllzes;pa@yy) 1T k)9 — 9llLe@s;La@n))-

Mais, pour tout e > 0, il existe g € CO(R® x RY) telle que ||f — gllor@s;pamyyy < € (conséquence
immédiate du corollaire; de plus, on a vu précédemment que ||7(, k)9 — gl|Lr (re;LarN)) — O lorsque
(h,k) — 0, puisque g est continue & support compact. On déduit de ceci qu'il existe § > 0 tel que, pour
tout |(h, k)| < J, on a

7 (h) f = flloe@®s;pa@ny) < 3¢,

ce qui acheve la preuve de ce lemme. m

Lorsque f € LP(R®; L4(RY)), pour tout compact K C RN, on a f € LP(R®%; LY(K)) et comme LI(K) C
LY(K), f € LP(R®; L}(K)). Donc, pour tout compact M C R¥, comme LP(M; L}(K)) C LY(M; L} (K)) =
LY(M x K),on a f € L'(M x K), ce qui signifie que f € L] _(R* x RY).

On sait alors que, pour g € C°(R® x RV),

frow) = [ fa- &y ngen) O drn)
R xRN

est bien défini et que f x g € C>°(R® x RY).

On peut maintenant citer le théoreme d’approximation par convolution globale.

Théoréme 1.8.1 Soit (p,q) € [1,00] et f € LP(R%; LYRY)). On prend (p,)n>1 une suite régularisante
sur R x RN, Alors, pour tout n > 1, on a f * p, € LP(R®; LY(RY)) N C>®(R* x RY),

ILf * pulloe®s;za@ny) < |[flle@s;La@yy) (1.8.1)
et [+ pn — f dans LP(R*; LY(RN)) lorsque n — oc.

DEMONSTRATION:

{ Etape 1: on commence par quelques constatations.

Soit h € C°(R* x RN) telle que |[h]|p1(rsxrvy < 1. Soit G € Li, (R* x RY x R*; LY(RY)).

Si K est un compact de R, comme supp(h) est un compact de R® x RN (¢,n,2) — G(&,n, 2, )h(£,n)
appartient & L'(supp(h) x K; L9(RY)). Ainsi, par Fubini,

F(z,) = / G(€.m. . Yh(E.m) dAs(€) dAw (1)
supp(h)

est bien définie et appartient a L'(K;L9(RY™)). Ceci étant vrai pour tout compact de K de R*, on
en déduit que F ainsi définie est dans L (R®; LI(RY)). Puisque (&,1) — G(&,m,z,)h(&,n) est dans
L (supp(h); LY(RY)) pour As-presque tout # € R* (c’est une conséquence du théoréeme de Fubini, que

nous avons déja utilisée pour voir que F' était bien définie), (1.2.3) donne

[1F (2, )| o) é/ NG (&2, )| Loy [R(E, M) dAs(€) dAn (1)

supp(h)
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On a donc, par Holder et puisque ||A[|L1(rs xrry < 1,

p
1PNy < | [ 1GEm@ s & DI I () )
supp(h)
< [ UGy I AN A ), (1.8.2)
supp(h)

Comme G € L{, (R® x RN x R®; L4(RY)), lapplication (£,7,2) — ||G(&,1,,-)||pa@y) est mesurable

loc

et (&,n,2) — ||G(&,n,x, ~)||1£q(RN)|h(§,n)\ est aussi mesurable. Par Fubini-Tonelli, on en déduit que le
membre de droite de ((1.8.2)) est mesurable par rapport & x. Comme F € L _(R*; LY(R")), le membre de

loc

gauche de ([1.8.2)) est aussi mesurable par rapport & z. On trouve alors, en intégrant (|1.8.2)) par rapport
a x € R* et en utilisant Fubini-Tonelli,

||F($, ')Hiq(RN) d/\s (1‘) < / ( ||G(£v n, 2, ')Hiq(RN) d/\s(m)> ‘h(& 77)| d)‘s(g) d)\N(n) (183)
Rs supp(h) Rs

C’est la premiere constatation a laquelle nous voulions parvenir dans cette étape.

La deuxiéme constatation est une application immédiate du résultat de la partie [1.8.2] Pour tout 2
ouvert borné de RY, I'application (£,7,7) — G(£,n,x,-)h(€,n) appartient & Li (R® x RY x R%; L1(Q))
(car elle est dans LL (R® x RY x R%; LY(RY)) et la restriction LI(RY) — L}(Q) est linéaire continue).
Par Fubini, en prenant U un ouvert borné de R* x RY qui contient le support de h, pour As-presque tout
r € R (&) — G(&,n,2,-)h(€,n) est donc dans LY (U; L1(£2)); le principe d’identification ponctuelle

nous donne alors, pour Ay-presque tout y € €2,

Fla,y) = ( [ ctenaomenane dmn)) W)= [ GenaphEenan@dsm (s

(ott le dernier membre de ([1.8.4)) est défini grace & une application de Fubini sur une fonction de L(U xQ)).
(1.8.4) étant valable pour As-presque tout x € R® et Ay-presque tout y € €2, ou {2 est un ouvert borné
quelconque de R, on en déduit qu’elle est valable pour A\, y-presque tout (z,y) € R® x RV (de plus, la
derniére intégrale de cette expression peut se limiter & supp(h)).

& Etape 2: preuve de ((1.8.1)).

Appliquons V'étape 1 & h = p,, et G(&,n,z,y) = f(z — &,y —n). G est clairement mesurable par rapport
A tous ses arguments (cf proposition [1.8.1)) et, pour tous K, L et M compacts de R*, RV et R*, on a

/KxLxM (/RN |G(£777,1',y)qd)\N(y)>1/q dXs(€) dAn (1) dXs ()

— /KXLXM </RN |f(x—£,z)|qd)\N(Z))1/q dXs(§) dAn (n) dXs(x)

< i [ ( [ ([ srae)” dx@(w)> ()

< o [ ( [ ([ smae)” d)\s(w)> " o
1/p

<

A (DA () A, () ( [ ([ stwmane)” dAs<w>>

qui est fini puisque f € LP(R*; LY(RY)); G est donc bien dans Li (R® x RY x R*; LY(RY)) (voir toujours

loc

la proposition [1.8.1). Comme F(z,y) = f * p,(x,y) dans ce cadre (on utilise ici 'expression ([1.8.4) de
F), on déduit de ([1.8.3), grace & des changements de variable affines, que

/S (/RN |f*pn(x,y)|qd/\N(y))p/q ()
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< [ (N 6 = ey 200 ol (€ v )
supp(pn) Rs
[ A—— e O dAv()

||f|‘i@(RS;Lq(RN))’
ce qui prouve bien que f * p, € LP(R*; LY(R™)) (proposition [1.8.1)) et établit simultanément I'inégalité
([T.8.1).

& Etape 3: preuve de la convergence.
On prend toujours h = p,, mais on pose cette fois G(&,n,z,y) = f(x — & y—n) — f(z,y). S K, Let M
sont des compacts de R®, RY et RY on a,

/KxLxM </sz |G(£7n,x,y)|qd>\N(y)>l/q dXs (&) dAn (n) dAs(2)

1/q
< /KxLxM</RN2q|f(z£,yn)lq+2q|f(x,y)lquN(y)) dXs(€) dAn (1) dXs(z)
1/q
141 . o\ i N
< i [ ([ ety aranm) @) i) (155)
1/q

1+% . ! (L )- .0.
asl ( / il i) (6 D) (o) (1856)

On a vu dans 'étape 2 que est fini. Le terme (|1.8.6]) est majoré, grace a Holder, par
1 ’
210 N (KO)AN (L)As (M) Y2 || £1] Lo (oo )

qui est fini. G est donc bien dans L] _(R® x RN x R%; L¢(RY)).
Dans ce cadre, on a (toujours en utilisant Pexpression ([1.8.4) pour F(z,y))

F(x,y)=/ ( )(f(l‘—ﬁ,y—n)—f(%y))pn(f,n)dAs(ﬁ)dAN(n)=f*pn(x,y)—f(x,y)-

En appliquant (1.8.3)), on a donc, puisque supp(p,) C Bs+n(0;1/n),
||f * Pn — f”ip(Rs;Lq(RN))
< L (N = e, B0 (0)) ) () )
supp(pn) \J/R®

< / ( HT(*ﬁﬁn)f(m?') —f(xw)|1£q(m)d)\s($)> pn (€M) dAs(§) dAn (1)
s+~ (051/7) R®
< sup ( Tty £ (@5 2) = f (@, )0y dAs(m)) x / P (&) dAs(€) dAn (n)
(h,k)EBsyn(0;1/n) \JR® SanAS i
< sup T,y f — inp(]RS;Lq(]RN)'

(h,k)E€Bs4n (0;1/n)

La convergence de f * p, vers f est une conséquence immédiate de cette inégalité et du lemme|[1.8.1] =

1.8.4 Le cas des Espaces de Sobolev

Un autre cas intéressant est celui ou E est un espace de Sobolev.

Proposition 1.8.2 Soit 1 <p < 400 et 1 < q < +oo. Les deuzr assertions sont équivalentes:
i) f € LP(U;WH(Q)).
i) f € L, (U x Q), vérifie

p/q
/(/ |f|qd>\N> dAs < 4o
U Q
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et, pouri=1,...,N, D, f € L (U x Q) et vérifie

p/q
/ (/ |Dyifqd)\N> dAs < 400.
U \Ja

Dans ce cas on a, pour Ag-presque tout © € U, D, f(x,-) = Dy, f(x,-) An-presque partout sur €.

Remarques:

1) D,, f représente la dérivée dans la direction y; au sens des distributions dans U x Q de f € L{ (U x
) D, f(x,-) représente la dérivée dans la direction i au sens des distributions dans Q de f(z,-) €
wha(Q).

2) Une condition similaire & ii) peut aussi étre écrite dans le cas p = +o0.
3) On peut généraliser ce résultat aux espaces W*4(Q2), pour k > 2.

DEMONSTRATION:

<& Etape 1: sens i) = ii).

La premiere partie de ii) découle de la proposition précédente, car f € LP(U; L4(f2)). De plus, comme
D; : Wh4(Q) — L9(Q) est linéaire continue, D; f € LP(U; L4(f)) et, pour conclure cette étape, il suffit
donc de constater que la dérivée de f € LlOC(U x ) dans la direction y; au sens des distributions sur
U x Q est la fonction D, f € Ll (U x ).

Pour voir cela, prenons ¢ € D(): par définition de D; f(z,-), pour presque tout = € U, on a

/f:vy% sy = — [ Disteet) dy

donc, pour tout v € D(U), en multipliant cette égalité par + puis en intégrant sur U (les fonctions
considérées sont alors, puisque 7 et ¢ sont & supports compacts, dans L!(U x §2) et on peut appliquer le
théoréme de Fubini):

/U Qf(x,yw(x)a“’(y)dxdy = [ Dif(e.y@)ely) dedy.

yi UxQ

Par linéarité, on obtient pour tous (v1,...,7) € D(U) et (¢1,...,9k) € D(Q)

k
| Hew Y@ ey = - Difta) Lo deds. (157

Mais (cf Annexe [D.1)) pour tout ¢ € DU x Q), il existe un compact K de U x Q et des fonctions

(’y:fn),...ﬁ,(cn)) € D(U) et ((pgn), . .7@12")) € D(Q), tels que (z,y) — Zj 17](71)( )(,D; )(y) soient & sup-
ports dans K et vérifient

Z'Y]('n)“?§'n) ity 1 uniformément sur U x )

(n)

o o
Z'an n2ee 3w uniformément sur U x .
' Yi

En passant donc 2‘1 la limite dans (1.8.7)) lorsque n — oo (par le théoreme de convergence dominée, les
fonctions Z T 'yj )go(n) étant & supports dans un compact K fixé et (f, D;f) € L'(K)), on obtient pour

tout ¥ € D(U x Q)

fo) g dedy =~ [ Difa)(o.g) dedy

UxQ UxQ

ce qui donne bien D,, f = D, f dans D'(U x Q).
¢ Etape 2: sens ii) = 1).
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On sait déja, par la proposition précédente, que f € LP(U; L1(R2)) et que D,, f € LP(U; LI(Q2)).
Admettons un instant que 'on ait montré que, pour As-presque tout € U, la fonction D,, f(z,-) € L1(f2)
est la dérivée de f(z,-) € L1(Q) dans la direction ¢ au sens des distributions sur 2. On saura alors que,
pour As-presque tout z € U, f(x,-) € WH4(Q). De plus, pour tout d € WH4(Q) et tout i € [1, N], les
applications (z,y) € U x Q — |f(z,y) —d(y)|? et (z,y) € U x Q — |Dy, f(x,y) — D;d(y)|? sont positives
et mesurables par rapport a leurs deux arguments, donc, par Fubini-Tonelli,

0) = [ 17(9) = @) dAx(o) et Hai(w) = [ 1D,uf(e9) = D)l dw(v)

sont mesurables. En munissant W9(Q) de la norme

N

- lwra) = [l llLa@) + Z I1Di - || Lao),
j=1

on constate que ||f(z,-) — d(-)|lwra) = Hi(z)Y?+ SN | Hoi(x)"/%: Vapplication = € U — ||f(x,-) —
d(-)lwrao) € RT est donc mesurable; puisque cela est vrai pour tout d € Wh4(€2), et comme W4(Q)
est séparable et A est o-finie, on obtient la y-mesurabilité de f: U — W4(Q). La traduction des deux
inégalités de ii) nous dit alors que

N
1f @, Mlwraga) = 1 (@) [La) + D 11Dy f @)l [La) € LP(U),
i=1
c’est & dire que f € LP(U; Wh4(Q)).
Il suffit donc de montrer que D; f(z,-) est, pour A\s-presque tout x € U, D,, f(x,-). Prenons ¢ € D(Q) et
v € D(U): comme yp € D(U x ), on a

flz,y)v(z) g? (y)dxdy = — Dy, f(z,y)y(x)e(y) dz dy.
UxQ Yi UxQ

Mais (f, Dy, f) € Li..(U x Q) donc, en utilisant le théoréme de Fubini, on trouve

/Uv(x)< A dy) d:cz/ ( /D f(z,y)ely)d )dm. (1.8.8)

De plus, pour tout compact K de U, (f,D,, f) € L*(K;L%(Q)) et, comme la multiplication par ¢
ou 9;p est linéaire continue L9(Q) — L*(£2), on en déduit que (f(‘)ch,Dylfgo) € LY(K;L'(Q)); enfin,
Iintégrale sur Q est lindaire continue L'(Q) — R, donc les applications Fy : z — [, f(x,y)0ip(y) dy et
Bz — — fQ Dy, f(z,y)¢(y) dy sont dans L'(K). Ceci étant vrai pour tout compact K de U, on en
déduit que (Fy, Fy) € Li () et nous donne, pour tout v € D(U),

/ NPy d\ = / VFyd),.
U U

Le lemme fondamental des distributions nous dit alors que F; = Fy As-presque partout sur U; il existe
donc, pour tout ¢ € D(Q), A, C U de A;-mesure nulle tel que, pour tout = ¢ A, on a

/fx y) 880 /Dylfx 9)o(y) dy (1.8.9)

Mais il existe D C D(2) dénombrable vérifiant: pour tout ¢ € D(), il existe K compact de £ et
(¢pn)n>1 € D a supports dans K tels que ¢, — ¢ et 0;¢, — 0;¢ uniformément sur Q lorsque n — oo
(cf Annexe [D.2). Ainsi, en prenant A = U,epA, de As-mesure nulle (D est dénombrable), p € D(Q) et
(¢n)n>1 € D qui converge au sens ci-dessus vers ¢, on a, pour tout = ¢ A et tout n > 1,

/Qf(w,y)%i’;j (y)dy = —/QDyif(x,y)wn(y) dy

et, lorsque 1'on passe a la limite n — oo (passage a la limite valide car les <pn ont leur supports dans un
compact K fixé, et (f(z,-), Dy, f(z,-)) € L) C L'(K)), on trouve pour tout ¢ € D(QQ) et tout
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x ¢ A. A étant de A\s-mesure nulle, on a en fait obtenu: pour As-presque tout = € U, la dérivée dans la
direction ¢ au sens des distributions sur  de f(x,-) € LYU(Q) est Dy, f(x,-) € L), c’est & dire ce que
I'on voulait. m

Une application de cette caractérisation, ot I'on voit les EDP pointer le bout de leur nez:

Corollaire 1.8.1 Soit ¢ : R — R une fonction de Stampacchia, i.e. continue sur R, C' par morceauz,
de dérivée dans L™= (R) et telle que ¢(0) = 0. Sip € [1,+00], 1 < q < +oo et u € LP(U; WH4(RQ)), alors
o(u) € LP(U; WH4(Q)) et, pour \s-presque tout x € U, D;(p(u))(z,-) = ¢ (u(x,-))Diu(z,-) A\y-presque
partout sur 2. Si, de plus, p < 400, Uapplication

LP(U;WI"?(Q) —
u —
est continue.

DEMONSTRATION:

On utilise bien siir la caractérisation ii) de la proposition précédente.

La mesurabilité de (z,y) € UxQ — p(u(z,y)) découle de la continuité de ¢ et de la mesurabilité de u. Les
propriétés de ¢ nous montrent que [p(u(t, z))| < [|¢'|| e @)|u(t, z)|: la condition d’intégrabilité de ii) sur
¢(u) est donc vérifiée. Pour tout i € [1, N], comme (u, Dy,u) € L (UxQ), ona D, (p(u)) = ¢'(u)Dy,u €
L (U x Q); mais ¢’ (w)Dy,u| < |[¢'|| Lo ®)| Dy, u| et la condition d’intégrabilité de ii) sur Dy, (¢(u)) est
donc vérifiée. On a donc montré que ¢(u) € LP(U; WH4(Q)) et que D;(p(u(x,-)) = ¢ (u(z,))Diu(x, ).
Pour montrer, lorsque p < +oo, la continuité de u € LP(U;WH4(Q)) — p(u) € LP(U; WH4()), on
prend u € LP(U; WH4(Q)) et (un)n>1 qui converge vers u dans cet espace. On peut, par le théoreme de
réciproque partielle de la convergence dominée, extraire une suite (un, )r>1 de (un)n>1 telle que, pour
As-presque tout x € U, uy, (z) — u(z) dans WH9(Q) et telle qu'il existe g € LP(U) vérifiant, pour tout
k> 1, pour As-presque tout x € U, [[un, (z)||w1.a) < g(z). Comme I'application

{Wl»q(Q) — Wha(Q)
I — elf)

est continue et comme il existe M > 0 tel que, pour tout f € W), |[o(f)llwra) < M| fllwra@),
on a:

e pour Ag-presque tout € U, p(uy, (z)) = @(u(x)) dans WHi(Q),
e pour tout k& > 1, pour As-presque tout z € U, ||¢(un, (2))||lwr.a) < Mg(z).

Le théoreme de convergence dominée nous dit alors que op(u,,) — ¢(u) dans LP(U; W4 ()
peut donc conclure, par un argument classique, que toute la suite (¢(un))n>1 converge vers ¢(u) dans
LP(U;WH4()). m

=
@
=+
©]
=]

En fait, la fin de ce raisonnement est la preuve, dans un cas particulier, du résultat général suivant:

Lemme 1.8.2 Soit X un espace mesuré, p € [1,00[ et E, F des espaces de Banach. On prend ¢ : E — F
une application continue telle qu’il existe C > 0 et 0 €]0, p] vérifiant, pour tout a € E, ||¢(a)||r < C||al|%.
Alors application
{ LP(X;E) — L&(X;F)
fo— o(f)

est bien définie et continue.

DEMONSTRATION:

On commence par montrer que, lorsque f : X — FE est p-mesurable, alors ¢(f) : X — F est aussi u-
mesurable. Pour cela, on prend (s, )n>1 € S(X; E) qui converge p-presque partout vers f; par continuité
de ¢ : E — F, on constate que ¢(s,) — ¢(f) p-presque partout et, en écrivant, pour n fixé, s, =
Zle a;x 4, avec les (A;);c[1,x) deux a deux disjoints, on constate que ¢(s,) = Zle dlai)xa, € S(X;F),
ce qui prouve la p-mesurabilité de ¢(f).
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11 suffit ensuite de constater que ||¢(f)||§ < C%||f||h € LY(X) pour voir que ¢(f) est effectivement dans
L7 (X;F).

Prenons ensuite (f,)n>1 € LP(X; E) qui converge dans cet espace vers f; quitte a extraire une suite, on
peut supposer que f, — f p-presque partout sur X et qu'il existe g € LP(X) telle que ||f,||g < g. Par
continuité de ¢, on a alors ¢(f,) — &(f) p-presque partout sur X et, par hypothese sur ¢, ||¢(fn)|lr <
Cllfnll% < Cg® € LE(X); le théoreme de convergence dominée nous dit alors que ¢(f,) — ¢(f) dans
L7 (X;F). La seule limite possible des suites extraites de (0(fn))n>1 étant, par ce raisonnement, ¢(f),
cela prouve bien la continuité de f € LP(X; E) — ¢(f) € L (X;F). m

Autre application de ce lemme: lorsque ¢ est une fonction continue sur R telle qu’il existe C' > 0 et § > 0
vérifiant |p(s)| < C|s|?, alors, pour (p,q) € [sup(1,8), oo, I'application

{LP(U;L‘?(Q) — L5 (U;L%(Q))
u —  (u),

est bien définie et continue.
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev a Valeurs
Vectorielles

Dans tout ce qui suit, E, F,G ... sont des espaces de Banach. On note leur norme respective par || - ||z,
-l 1 e - -

2.1 Définitions

2.1.1 Distributions Vectorielles
Définitions

Soit I un intervalle ouvert de R (dans la suite, I sera soit R, soit de la forme ]0,T[); on note D(I) ou
C2°(I) lespace des fonctions définies sur I, a valeurs réelles, de classe C* et dont le support est compact
dans I. Lorsque K est un compact de I, k € N et ¢ € D(I), on note

ve(e) = sup  [p"(1)].
0<i<k, teK

Il est utile de remarquer que, pour tout compact K de I et tout k € N, v, g est une semi-norme sur
D(I).

Définition 2.1.1 Une distribution vectorielle sur I a valeurs dans E est une application linéaire T :
D(I) — E vérifiant: pour tout K compact de I, il existe k € N et Cx > 0 tel que, pour tout ¢ € D(I) a
support dans K, on ¢ ||T(p)||g < Crvg,k(p). On note D'(I; E) lespace des distributions sur I a valeurs
dans E.

Remarque:

Comme pour l'intégration a valeurs vectorielles, lorsque ’espace de Banach considéré est R, on
Pomet dans les notations; par exemple, D'(I) désigne D’(I;R).

Dans la suite, I'action d’une distribution vectorielle 7" sur une application ¢ est notée (T', ©)p(1,5),D (1)
ou bien (T, 90>D/EaD lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur I.

Définition 2.1.2 Une suite (T,)n>1 € D'(I; E) converge au sens des distributions (on dit aussi “con-
verge dans Dy ”) vers T € D'(I; E) si, pour tout ¢ € D(I),

<Tn7 S0>D;3,D nj}o <T7 S0>D}3,'D dans E.
Cette notion correspond bien str a la notion de convergence faible d’une suite de fonctions définies sur
D(I) et & valeurs dans E.

La “topologie de la convergence faible” (celle d’e.v.t. sur D'(I; E) donnée par la famille de semi-normes
(Pp)pep(r) définies par Py(T) = [[(T,¢)p, pllE) est séparée; en particulier, cela signifie que si T, — T
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dans DY, et T;, — T dans D, alors T = T (ce qui peut se voir sans parler de “topologie séparée”: pour
toute fonction ¢ € D(I), (T, o), p = limy—c0(Tn, ), = (T, )1, D)

Définition 2.1.3 La dérivée d’une distribution T € D'(I; E) est la distribution T' € D'(I; E) définie par
(T",0)p,p=—(T,¢")p, D-

Proposition 2.1.1 Si (T,,),>1 € D'(I; E) converge au sens des distributions vers T € D'(I; E), alors
(T)))n>1 converge au sens des distributions vers T".

DEMONSTRATION:
C’est immédiat puisque, pour ¢ € D(I), on a

<TrIL7<p>DjE,D = _<Tn7¢/>D}3,D — _<T7 90/>D}3,D = <T/7<)O>D;:,D~
| |

Proposition 2.1.2 Si T € D'(I; E) vérifie T' = 0, alors il existe a € E tel que, pour tout ¢ € D(I),

(T, ¢)p, p= (/1 o(t) dt) a.

Avec l'injection de LIIOC(I;E) dans D'(I; E) que lon verra plus loin, cela signifie que T' est une
fonction constante.

Remarque:

DEMONSTRATION:

T" = 0 signifie que, pour tout ¢ € D(I), (T,")p, p = 0. Soit p € D(I) tel que J; ¢(s) ds = 0; en notant
I =Jto,t1] (to et t1 peuvent étre infinis) et en posant ¢ (t) = f:ﬂ ©(s) ds, on constate que 1 est de classe
C®™ et que, si [to,ts] est un compact dans I contenant le support de ¢, alors supp(v)) C [te,t3] (car si
t < ta, Qo) = 0 donc 1(t) = 0, et si t > t3, comme @[ = 0, h(t) = ftfo @(s)ds = [, (s)ds = 0):
ainsi, ¥ € D(I). De plus, comme 9’ = ¢, on a

0= <T7 w/>D;5,D = <T7 @>'D’E7D~

T s’annule donc sur toutes les fonctions dont 'intégrale sur I est nulle.
Soit w € D(I) d'intégrale sur I égale & 1; notons a = (T, w)p, p € E et, pour ¢ € D(I) quelconque,
prenons ¢ = ¢ —([; p)w; ¢ € D(I) et @ est d’intégrale nulle sur I, donc (T',@)p, p = 0, soit, par lindarité

de T,
(T, ‘P>D’E7D = (T, (/1 @) w>D}5,D = (/I <P> a,

c’est a dire le résultat voulu. m

Distributions Vectorielles et Applications Linéaires

Lorsque T € D'(I; E) et | : E — F est linéaire continue entre espaces de Banach, on définit la distribution
I(T) € D'(I; F) par
Yo € D(I), (I(T), ¢)p,.p =1 ((T,¢)p, D)
(la vérification que [(T) est bien une distribution vectorielle sur I & valeurs dans F' est immédiate).
On a alors I(T)" = I(T"): en effet, pour tout ¢ € D(I), par définition de I(T) et de I(T"),
(D), o) = —UTD),¢")pp0
L(—(T,¢")p, D)
L({T", ), D)
= (UT"),¢)p; D
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Lorsque T,, — T dans D'(I; E), on a l[(T},) — I(T) dans D'(I; F') (c’est immédiat).

L’introduction de I'image par une application linéaire d’une distribution vectorielle est surtout intéres-
sante & cause du résultat (trivial) suivant, qui nous permet de montrer des égalités de distributions
vectorielles grace a des égalités de distributions scalaires.

Lemme 2.1.1 Si(T,S) € D'(I; E) vérifient, pour tout | dans une partie de E' qui sépare E, [(T) = 1(S)
dans D'(I), alors T = S dans D'(I; E).

Remarque:

Une partie A de E’ sépare F si, pour tous (a,b) € E, on a
(Ml e A, l(a) =1(b)) = a=h.
En particulier, pour espace de Banach E, E’ sépare E.

DEMONSTRATION:
Pour tout ¢ € D(I), on a

LT, ©)p, D) = (U(T), o) = (I(S), &)pr .0 =L ({S, )1, D) -

Ceci étant vrai pour tout ! dans une partie de E’ qui sépare E, on en déduit que, pour tout ¢ € D(I),
(T, Q0>DE"D = (S, ¢)py, D, i.e. que T =S dans D'(I;E). m

On s’en servira en particulier sous la forme suivante: si (T,S) € D/(I; E) vérifient, pour tout | dans une
partie de E' qui sépare E, (I(T))" = I(S) dans D'(I), alors 7' = S dans D'(I; E).

2.1.2 Fonctions L et Distributions Vectorielles

Lemme fondamental des distributions

La mesure de Lebesgue sur R est notée u. C’est toujours par rapport a cette mesure que I'on integre sur
des parties de R.

On note, pour I intervalle de R et E un espace de Banach, L (I; F) I'ensemble des applications y-
mesurables f : [ — E telles que, pour tout compact K de I, f € LY(K; E) (ie. flx € L'(I; E)); c'est
aussi 'espace des applications p-mesurables f : I — E telles que, pour tout ¢ € D(I), fo € L*(I; E).
Remarquons que pour tout p € [1,+00] et tout compact K de I on a LP(K;E) C L'(K; E) (K est de
mesure finie); on en déduit que, pour tout p € [1,+oo], LP(I; E) C Li (I; E).

De plus, si f : I — E est continue, elle est limite simple de fonctions en escalier & supports compacts (cas
particuliers de fonctions simples) et est donc p-mesurable; de plus, pour tout K compact de I, comme f
est bornée sur K, f € L'(K; E). Ainsi C°(I; E) C LL (I; E).

loc

Lemme 2.1.2 Si f € L _(I; E) vérifie:

loc

Vo e D), [ 1endt=o,
I
alors f = 0 presque partout sur I.

Remarque:

Ce lemme est le lemme fondamental de la théorie des distributions et des espaces de Sobolev; il est
aussi valable lorsque I est un ouvert de RN avec N > 1.

DEMONSTRATION:

11 suffit, puisque I est réunion dénombrable de compacts, de montrer que pour tout compact K de I on
a f = 0 presque partout sur K.

Soit donc un tel compact K: comme I est un intervalle ouvert de R et K est dans I, il existe [a,b] C I
et > 0 tels que K C [a+ d,b— 4] (il suffit de prendre § = d(K,I¢)/2 et a = inf K — §, b = sup K + 9).
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Puisque [a, b] est compact dans I, f € L([a,b]; E) et la fonction }’v: R — FE égale & f sur [a,b] et nulle
hors de [a, b] est dans L!(R; E). Prenons py, : R — R* une approximation de I'unité telle que, pour tout
k > 1, supp(px) C [-1/k,1/k] et notons f = f % pr; la suite (fx)rk>1 converge vers f dans L'(R; E).
Pour k > 1/ et z € K, on a alors

folw) = / Ftyor(x — tydt
b
— [ s -0y

Mais t — pi(z — t) est de classe C* et & support dans © + [—-1/k,1/k] C K + [0, ] C [a,b], compact de
I, donc

/bf(t)pk(x ~t)ydt = /f(t)pk(x —Hdt=0  dos que z € K.
a I

On a montré que, pour tout k > 1/6, fi|x = 0.
Mais fp — f dans L'(R; E) donc feixk = fix = fix dans LY (K; E); on en déduit que fik = 0 dans
LY (K; E), c’est & dire presque partout sur K. m

Ce lemme va nous permettre d’injecter L{ (I; E) dans D'(I; E).
Soit
Ll

loc

(ILE) — D(LE)

E
T f — Tf définie par <TJ{E,<,0)D;E7D = /If(t)go(t) dt.

On vérifie aisément que cette application est bien définie, c’est a dire que Tf € D'(I; E) pour tout f €
L (I; E): en effet, pour tout K compact de I et tout ¢ € D(I) & support dans K, on a || J; fedulle =
| [& Fedulls < ||l (k:m)v0,x (). De plus, T est linéaire et injective (c’est le lemme précédent qui
nous donne ce dernier résultat).

On identifie dorénavant f et sa distribution associée T]‘? .

Pour tout [ : E — F linéaire continue, on sait que I(f) € Ll (I;F); on a alors identifié I(f) a la

distribution Tll(w 5 € D'(I;F). Mais, a partir de f identifié & Tf € D'(I;E), on peut aussi construire

la distribution [ (Tﬁ ) € D'(I; F). Pour que les identifications de f avec TF et de I(f) avec Tllg f) soient

valides (i.e. faisables simultanément), il faut que I’on ait l(TjﬁE )= Tf ) (i.e. que f, considérée soit comme

un élément de Li
formes).

C’est en effet le cas (et c’est cela qui justifie notre définition de 'image par [ d’une distribution vectorielle
a valeurs dans E): en effet, pour tout ¢ € D(I), comme fo € L'(I; E), on a

(I; E), soit comme un élément de D'(I; E), ait la méme image par [ dans ses deux

<Z(Tf)a<ﬂ>D;,D = l(/}f(t)tp(t)dt)
- / I(F(t)lt)) dt
- [unwea

I
= Ty, ¢)p4.D-

La topologie de L (I;E) est celle d’espace vectoriel localement convexe définie par les semi-normes

(I |21 (x;8)) K ek, ot K désigne I'ensemble des compacts non vides de I (en fait, comme I est réunion
dénombrable de compacts, cette topologie est celle d’un espace de Fréchet). On constate alors que, si
(fn)n>1 € Li,.(I; E) converge vers f dans L{, (I; E) (c’est & dire pour chaque semi-norme || - |[11(x.5)),
alors f, — f dans D en effet, si ¢ € D(I) et K = supp(p), on a

/ fu(t)p(t) dt — / F(t)p(t) di
I I

<o,k (@) fn = FllLr(r;m) — 0.
E
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Lorsque p € [1,400], si (fn)n>1 € LP(I; E) converge vers f dans LP(I; E), alors 'inégalité de Holder
nous permet de voir que f, — f dans L (I; E), donc dans DY,.

Dérivée au sens des distributions de fonctions L]

1

La dérivée au sens des distributions d’'un élément f de L; .

priori, que la distribution f’ € D'(I; E) définie par

(I; E) est la dérivée de Tf; ce n’est donc, a

P p =~ ) o = — / £ (8) dt

(on note aussi la dérivée de f € LL (I; E) par % ou fi).

loc

11 peut cependant arriver que cette distribution soit dans I’image par TF de LllOC

existe g € L _(I; E) tel que f' = TgE7 ce qui se traduit par: pour tout ¢ € D(I),

(I; E), c’est a dire qu'il

loc

—/f(t)w’(t) dt = /g(t)@(t) dt dans E.
I

I

Comme on a identifié g et TgE, on identifie alors g et f’.

Dérivée au sens des distributions et dérivée classique

Fixons to € I et prenons g € C(I; E); on constate alors que l'application t € I — ftto g(s) ds est dans
CY(I; E) et a pour dérivée classique g (méme calcul que pour I'intégrale & valeurs réelles).

Lorsque l'on prend h € CY(I; E) et que I'on applique la constatation précédente & g = h’, on voit que
F(t) = ftto h'(s)ds a méme dérivée (classique) que h et que, I étant connexe, on a donc

t
h(t) = h(to) + / h'(s)ds pour tout t € I.
to

Si h = fo, avec f € CHI;E) et ¢ € CY(I;R), comme h' = f'¢ + f¢' (dérivées classiques), on trouve,
pour tous (tg,t1) € 12,

tl tl

F(s)¢'(s)ds = f(t1)e(tr) — f(to)p(to) — [ f'(s)g(s)ds,

to tO
c’est a dire la formule usuelle d’intégration par parties.
En particulier, si f € C1(I;E) et ¢ € D(I), en prenant [tg,t;] C I qui contient le support de ¢, on
constate que fI fody = — fI f'pdu, c’est A dire que, pour une fonction de C*(I; E), dérivées au sens
classique et au sens des distributions coincident au travers de T°F.

On peut aussi constater que, si (u,u’) € LL _(I; E) et v € C®(I), alors yu € Li _(I; E) et, au sens des

loc loc
distributions, (yu)' = v'u + yu'.
En effet, pour tout ¢ € D(I),

(v o = / () (v ) (1) dt

I
- / u(t) (y0)'(t) dt — / u(tyy (£)p(t) dt;
I I

comme vy € D(I), [, u(yp) dp=— [, w'~ypdu, dot
(yu, ") o0 = — /(W(t)u/(t) +7 (B)u(t))p(t) dt,
I

c’est a dire exactement (yu) = v'u + yu'.
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Fonctions a valeurs dans F de dérivées a valeurs dans F

Soit E et F' des espaces de Banach qui s’injectent continuement dans un troisiéme espace de Banach G
(c’est le cas si, par exemple, F et F s’injectent continuement dans un espace vectoriel topologique V), cf.
Annexe .

On a alors naturellement D'(I; E) C D'(I;G), et la dérivée d’une distribution T' € D'(I; E) peut étre
identifiée, au travers de cette injection, a la dérivée de T en tant que distribution & valeurs dans G (cf.
Annexe [C). Il peut arriver, si (T, )p,, p € F pour tout ¢ € D(I), qu'il existe S € D'(I; F) C D'(I;G)
tel que, dans D'(I; G), on ait T' = S; on dit alors que T € D'(I; F) (alors que l'on avait T € D'(I; E)).
Dans le cas ol une fonction f € Li (I; E), identifiée & un élément de D'(I; E), a sa dérivée dans D'(I; F)
(au sens ci-dessus) et dans le cas ou cette distribution de D'(I; F') peut se représenter comme un élément
de Ll _(I; F), on dit que f' € Ll (I;F). C’est donc équivalent a dire qu’il existe g € Li _(I; F) tel que,

pour tout ¢ € D(I), on ait
—/fcp'd,u:/gapdu dans G, (2.1.1)
I I

et on identifie alors f’ et g.

Remarque:

Si on a montré que f’ est donnée, dans D’'(I; E), par une fonction g € LL (I;E) et si g est de

loc

plus dans L] _(I; F), cela signifie alors que f' € LL (I;F). En effet, par définition de la dérivée

loc

dans D'(I; E), 'équation (2.1.1) est valable dans E, donc dans G (les fonctions considérées sont

intégrables a valeurs dans F, qui s’injecte continuement dans G, donc leurs intégrales dans F et

G coincident, cf proposition [B.3.1)), ce qui signifie exactement, lorsque g € Ll (I; F), que f' €

Li (I; F) (avec f' = g dans L (I; F)).

loc

2.1.3 Définition des Espaces de Sobolev

Lorsque l'on demande des conditions d’intégrabilité sur f et f’ plus fortes que L{, , on obtient les espaces
de Sobolev.

Définition 2.1.4 Soit I un intervalle ouvert de R et p € [1,4+00]. On définit ’espace
W'P(IE) = {u € LP(I; E) | ' € L’(I; E)},
que l’on munit de la norme
lullwe ey = [lullLom) + 10| 2o (1)
On pourrait aussi définir, moyennant les remarques de la partie précédente, les espaces
WLw([ B F) = {ue LP(I, E) | v € LY(I; F)},

lorsque F et F sont des Banach qui s’injectent continuement dans un troisieme espace de Banach; la
théorie qui suit pourrait alors étre faite avec cette définition, plus générale que la précédente.

Mais ce n’est pas vraiment utile. En effet, les théorémes essentiels cités ci-apres (prolongement, densité
et injections compactes) sont construits pour couvrir ce cas de figure, et permettent donc de trouver tous
les résultats utiles sur les espaces WLi(pa) (I; E, F) (intégration par parties, injections particulieres... des
exemples sont donnés en section .

2.1.4 Premieres Propriétés des Espaces de Sobolev

Théoréme 2.1.1 Pour tout p € [1,+oc], WHP(I; E) est un espace de Banach.

DEMONSTRATION:

Soit (un)n>1 une suite de Cauchy dans WP (I; E); comme, pour tous n > 1 et m > 1, on a ||u, —
U llLere)y < [un — umllwre@e) et |lu, — upllre)y < llun — umllwiere), les suites (up)n>1 et
(u},)n>1 sont de Cauchy dans LP(I; E) et convergent donc dans cet espace; on note u et v leurs limites
respectives. Mais la convergence de (uy,),>1 vers u dans LP(I; E) entraine la convergence dans D'(I; E),
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et on a donc w,, — u' dans D'(I; E); or u,, — v dans LP(I; E), donc dans D'(I; E), ce qui nous donne
u =veLP(;E).

Ainsi u € WHP(IE) et |Jun — ullwierp) = Jun — ul|ie,m) + U, — l|Lor,m) — 0: la suite (un)p>1
converge dans WP (I; E), qui est donc complet. m

Proposition 2.1.3 Si E est séparable et p < +o0, alors WIP(I; E) est séparable.

DEMONSTRATION:
Soit & = LP(I; E) x LP(I; E) muni de la norme

[|(w, 0)lle = [l Lo ;) + V]| Lr (21:)-

Comme E est séparable et p < +o00, LP(I; E) est séparable et £ est donc séparable.
Soit © I'application linéaire
{ wWitr(I;E) — &
o /
u —  (u,u).

D’apres la définition des normes de W1P(I; E) et de £, © est une isométrie, donc continue. De plus,
£ est séparable métrique donc tout sous-ensemble de £, en particulier Im(0), est séparable. Soit Dy
dénombrable dense dans Im(©); on constate que (u,v) € Im(©) si et seulement si u € WP(I; E) et
v=u.

Montrons que Dy = {u € WYP(I;E) | (u,u') € Dg}, qui est en bijection par © avec Dy, donc
dénombrable, est dense dans W1P(I; E). Soit u € WHP(I; E); comme (u,u’) € Im(0) et Dy est dense
dans Im(0), il existe (un, vn)n>1 € Do qui converge vers (u,u’) dans &, c’est & dire: u, € D1, v, = ul,,
u, — u dans LP(I; E) et v, = u), — «’ dans LP(I; E). Ces deux derniéres convergences nous disent que
U, — u dans WLP(I; E), donc que D est dense dans WP(I; E). m

Proposition 2.1.4 Si 1l <p < +oo et E est séparable réflexif, alors WP(I; E) est réflexif.

DEMONSTRATION:

On reprend les notations de la démonstration précédente. Comme I est de mesure o-finie, 1 < p < +00
et E est séparable réflexif, on sait que LP(I; E) est réflexif, donc que & est réflexif; en particulier, tout
sous-espace fermé de £ est réflexif.

De plus, © étant une isométrie et WP(I; E) étant complet, Im(©) est complet donc fermé dans &:
Im(O) est donc un espace de Banach réflexif. Pour conclure, on constate que, © étant une isométrie,
O : WLP(I; E) — Im(©) est un isomorphisme; ainsi, puisque Im(0) est réflexif, W1P(I; E) est réflexif.
u

2.2 Injection Continue

On note Cg([ ; E) Tespace des applications continues bornées I — FE; c’est un espace de Banach lorsqu’on
le munit de la norme

ulley (1) = sup ||u(®)||e-
tel

On note C%°(I; E) le sous-espace (fermé) de CY(I; E) formé des applications uniformément continues et
bornées sur I. Le théoreme de prolongement des applications uniformément continues nous dit que toute
application de C%9(I; E) se prolonge de maniére unique en une application uniformément continue sur 7,
et on peut donc considérer toute application de C%°(I; E) comme une application continue I — E.

Enfin, lorsque « €]0, 1], on définit Pespace des fonctions Holdériennes d’exposant « par
COYI; E) = {u e C)(I; E) | 3C > 0 tel que V(t,t') € I?, ||u(t) —u(t)||r < C|t —t'|*},

que I'on munit de la norme

[lu(t) = u(t)||=
lulleo. () = llullegripy +  sup :
() o (152 (L4 ET2 | LAY |t — ]
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C’est bien un espace de Banach, et toutes les fonctions de C%®(I; E) sont uniformément continues sur I;
on peut donc considérer toute fonction Holdérienne comme une fonction continue I — E.

Lemme 2.2.1 Siu € WYP(I; E), alors u est continue sur I et on a, pour tout (to,t) € I?,

u(t) = u(to) + / u'(s) ds.

to
Remarque:

Comme v’ € LP(I; E) C Ll (I; E), l'intégrale ci-dessus a bien un sens.

DEMONSTRA”{ION:

3 —_ !/

Soit g(t) = [, u'(s)ds.

Comme v € LL (I; E), g est continue: si t, — to € I, alors, pour n assez grand, t, reste dans un

loc
tn tn
/ o (s) ds / [ (5)]| o ds
t t

compact [Ty, T1] de I et

< — 0,

lottr) - ol = |

B
par le théoréme de convergence dominée, puisque u’ € L*([Ty, T1]; E).
On a donc g € Li (I; E) et on peut calculer la dérivée de g dans D’'(I; E): si ¢ € D(I), par le théoréeme
de Fubini et en notant I =]a, 8] (a et S peuvent étre infinis),

o Oop = - / o(t)g' (1) dt

I

S /tﬁ ( /I 10.0(8) ()¢ (1) ds) dt
- /a ! < /I 1 () (5) (8) ds> it
= —/:u’(s) </jgp’(t)dt> ds+/(:0u'(s) (/;d(t)dt) ds

B to
= [ weeds [ weds = [us)es)ds,
to (e} I
donc ¢’ = /. Ainsi, (u— g)’ = 0 et on sait que cela implique: Ja € F tel que u = a + g dans D'([; E),

donc presque partout (ce sont des fonctions de L{ (I; E)).

Mais g est continue, donc u est (égale presque partout &) une fonction continue et on a bien u(t) =
a+ ftfo uw'(s)ds, avec a = u(ty) — LZO u'(s)ds = u(tp). m

Théoréme 2.2.1 Pour tout p € [1,+00], WP(I; E) s’injecte continuement dans CO'=V/P(I; E).
Remarques:

1) “WYP(I; E) s’injecte continuement dans C%'~1/P(I; E)”, signifie que toute fonction de WhP(I; E)
est (presque partout égale a) une fonction de Co’l_l/p(l; E) et qu’il existe C' > 0 tel que, pour tout
ue€ WYP(IE), on a

lullco-1/v(r,m) < Cllullwro(r;m),

ie. que “Tidentité” WLP(I; E) — CO'=1/P(I;E) est continue. On note alors W'P(I; E) —
CO=Vr(L E).

2) Toute fonction de W1P(I; E) étant alors continue sur I, on peut passer a la limite dans le lemme
précédent lorsque to tend vers une extrémité (finie) de I; par exemple, si I =]a, f] avec a € R et
u € WhP(a, B; E), on a pour tout ¢ € [, ],



(on utilise aussi la convergence dominée sur u’ € LP(«, B; E) C L'(a, t; E) pour tout t €]a, B[). Si
[ est aussi fini, on peut encore écrire ceci pour t = .

3) La démonstration montre quelque chose de plus: lorsque p < +o0, toute fonction de W1P(I; E)
tend vers 0 aux extrémités infinies de I. On en déduit que, pour u € Wh1(—oco, 8; E), en passant
a la limite comme dans la remarque précédente, on a

pour tout t €] — oo, A].

DEMONSTRATION:

& Etape 1: On commence par un lemme d’intégration, qui est en fait un exercice classique: si I est un
intervalle non-borné, p € [1,+o0[ et f € LP(I) est uniformément continue et positive, alors f tend vers 0
aux extrémités infinies de I.

On raisonne par 'absurde, en supposant (par exemple avec I non minoré) que f(t) /4 0 lorsque t — —oc;
il existerait alors € > 0 et une suite ¢, — —oo tels que, pour tout n > 1, f(t,) > 2¢; quitte & extraire une
suite de (t,)n>1 (qui, rappelons-le, tend vers —oo), on peut supposer que, pour tout . > 1, t,, 41 < t, — 2.
En traduisant I'uniforme continuité de f, on trouve un ¢ €]0,1[ tel que, dés que |s — r| < §, on a
|f(s) — f(r)] <e. Ainsi, sur chaque intervalle J,, =|t,, —d,t, + d[, on a f > e. Mais la suite (t,)n>1 €t 6
ont étés choisis de telle sorte que les intervalles (J,,),>1 soient deux & deux disjoints: on obtient alors

/pr(t)dtZg[]nfp(t)dtzgap:+m7

c’est a dire une contradiction avec 'intégrabilité de fP.

{ Etape 2: Démonstration dans le cas p < +oc.

On sait que pour tous (¢, ') € I%, u(t) = u(t') + j;t, u'(s) ds.
Lorsque p = 1, puisque ||v/||g € L*(I), on sait que

Ve >0, 36 > 0 tel que VA C I, u(A) <6z/ [|[v'(s)||pds < e,
A

donc, en prenant (t,t') € I? tels que [t — /| < §, on a |Ju(t) — u(t')||r < f[t ] [|v/(s)||gds < € et u est
uniformément continue sur I.
Lorsque p > 1, par l'inégalité de Holder entre p et p/(p — 1), on a

[lu(t) — u(t)]|z < /[ ] [/ ()| ds < [t = ¢'I'""P ||| o (1, )- (2.2.1)

)

Cela montre que u est aussi uniformément continue sur 1. B
Dans ces deux cas p = 1 et p > 1, on peut donc considérer v comme une application continue sur I,
qui tend vers 0 aux extrémités infinies de I (étape 1). wu est donc continue bornée sur I et on a bien
ue COVVP(ILE) (dans le cas p > 1, on se sert de 2.2.1)). B

Il existe de plus to € I tel que ||u(to)|[r = [|ullco(s,r); en effet, si I est borné, comme u € CYL;E), u
atteint son maximum sur I compact et, si I est non borné, comme u(t) — 0 lorsque |t| — oo, il existe
T > 0 tel que, pour tout [t| = T, ¢t € I, on a [[u(t)|[r < [|ullco(s,z)/2 et on se rameéne & I borné en
considérant IN] — T, T'[ (car [[ullco(r,m) = |ulleo(rm)-7.7:))-

u est continue en tq et on a donc, puisque u’ € LP(I; E) C L'([t,to]; E) pour tout ¢ € I, en passant a la
limite dans l’expression u(t') = u(t) + ftt u/(s) ds lorsque t' — to,

u(to) = u(t) + /t i u'(s) ds. (2.2.2)

Soit r €]0,inf(1, u(I)/2)[: quelle que soit la position de tg dans I, un des deux intervalles |to,to + [ ou
Jto — 7, to[ est contenu dans I; notons-le J: il est de longueur r indépendante de ¢y (donc de u).
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On a, par (2.2.2), ||ullco(rz) < [[u()lle + [, [|u'(s)||E ds pour tout ¢ € J. En intégrant cette derniere
inégalité sur J, on trouve

1 _ _
lulleo(r,m) < ;||U|\L1(J;E) [ amy < YRl sy + P | o 1) -
On en déduit (avec (2.2.1)) lorsque p > 1) que V'injection de W'P(I; E) dans C%'~1/P(I; E) est continue.

{ Etape 3: Démonstration dans le cas p = +oc.
Si uw € Whe°(I; E), pour tout (¢,¢') € I?, on a

/t/t u'(s)ds

et u est donc |[u'|[ oo (s, p)-lipschitzienne sur 1. Comme u € L*°(I; E), on en déduit que u est continue
bornée sur I, et que u est donc dans C%!(I; E)). Enfin, on conclut en constatant que

<[l Lo (1)t = '],

wa—ume:\

E

||U||COJ(I;E) < ||U|\L°°(I;E) + ||U/||L°°(I;E) = HuHle‘X’(I;E%

i.e. que l'injection de W1°°(I; E) dans C%!(I; E) est continue. m

2.3 Prolongement, Densité

2.3.1 Prolongement
Pour T > 0, C*([0,T]; E) désigne ’ensemble des restrictions & [0,T] de fonctions dans C**°(R; E).

Lemme 2.3.1 SiT > 0,1 <p <400 et D est une partie dense de E, alors {d s .. dipi, di € D, ¢; €
C>=([0,T))} est dense dans W1P(0,T; E); en particulier, C>([0,T); E) est dense dans WP (0,T; E).

DEMONSTRATION:

Soit u € WHP(0,T; E) C C([0,T]; E); on sait, puisque v/ € LP(0,T;E), qu'il existe une suite v, €
{2 finie divis di € D, p; € C2°(]0,T[)} qui converge vers u' dans LP(0,T%; E); de plus, il existe d, € D
qui converge vers u(0) dans E. Soit u,(t) = d,, + fot vp(s)ds € C*(]0,T); E). On a u,, = v, — v dans
L?(]0,T[; E), donc en particulier dans L*(]0,T[; E); ainsi, [;vn(s)ds — [;u'(s)ds dans Cj([0,T]; E) et
Un(-) = u(0) + [, u'(s)ds = u(-) dans Cj([0,T]; E), donc dans L?(0,T; E). On a prouvé la convergence
de u,, vers u dans WP (0,T; E), c’est a dire la densité souhaitée. m

Proposition 2.3.1 Soit E un Banach et uw € L*(0,T; E). En définissant u € L*(—T,2T; E) par

|-T,2T — E
- u(—t) site]—T,0],
t — u(t) sit e 0,17,
u(2T — 1) sit €T, 2T,

on a:
i) sip€[l,+o0] et uw e LP(0,T; E), alors u € LP(-T,2T; E),
ii) sip € [1,+00], F est un Banach et v € LP(0,T;F), alors w' € LP(-T,2T; F) avec

—u'(—t) sitel—T,0],
() =< u(t) sit e 0,17,
—u/ (2T —t) sit €T, 2T].

Remarque:

Bien str, on se place dans la situation ou les espaces F et F s’injectent continuement dans un méme
espace vectoriel topologique.
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DEMONSTRATION:

La fonction @ définit clairement un élément de L'(—T,27T; E); de méme, la premiere partie du théoréme
est évidente.

Pour montrer la deuxiéme partie du théoréme, il suffit donc de vérifier que, dans D'(—T,2T; G) avec
G = E+ F, u' al’expression annoncée.

On commence par constater que, puisque u € L*(0,T; E) C L*(0,T;G) et v’ € L*(0,T; F) C L*(0,T;G),
onaue Wh(0,T;G).

Soit ¢ € D(—T,2T); prenons (uy,)n>1 € C®([0,T]; G) qui converge vers u dans W1(0, T; G), donc aussi
dans C([0,T]; G). On écrit alors dans G, grace a des intégrations par parties (les fonctions considérées
étant toutes réguliéres):

0 0
/ () (B dt = un(0)p(0) + / uly () (1) dt,

=T =T

T T
/ wn PO dt = un(T)(T) — un (0)p(0) — / (B (t) dt,
0 0

2T 2T
/ un (2T — )’ (t)dt = —un(T)p(T) + / ul, (2T — t)p(t) dt.
T T

En passant a la limite n — oo dans ces égalités, on constate qu’elles restent vérifiées avec u a la place de
u,; en additionnant les relations correspondantes, on trouve alors

/ (b (1) dt = — / (1o (=) + Lo (0 () — g o (D (2T =) p(t) i~ dans G,

-T -T
(2.3.1)
c’est & dire exactement I’expression recherchée pour @’. m

Corollaire 2.3.1 Soit E un Banach. Il existe une application linéaire continue P : L'(0,T;E) —
LY(R; E) telle que, pour tout u € L*(0,T; E), Pu = u sur )0, T[ et qui vérifie de plus: il existe C ne
dépendant que de T tel que:

i) pour tout p € [1,+0o0] et tout espace de Banach F, si u € L*(0,T;E) N LP(0,T; F), alors
Pu e LP(R; F) et [|[Pullrez;ry < CllullLeo,7;F),

ii) pour tout p € [1,+0cd] et tout espace de Banach F, siuw € L*(0,T; E) N WLP(0,T; F), alors
Pu e WY (R; F) et ||[Pullwsmr) < Cllullwreom;r)-

Un tel opérateur de prolongement sera dit “fort”.

DEMONSTRATION:

Soit v € C°(]—T, 2T) qui vaut 1 au voisinage de [0, T] (7 ne dépend que de T'). On pose, avec les notations
de la proposition Pu = ~vu (que l'on prolonge par 0 hors de | — T, 2T7). Clairement, Pu est une
fonction de L'(R; E') qui prolonge u et u — Pu est linéaire (car u — u est linéaire). Tout aussi clairement,
on constate que ||Pu|lr1(r;z)y < 3||V]| L m@)l|ul|L1(0,;E); Vapplication P : L'(0,T; E) — L'(R; E) ainsi
définie est donc bien linéaire continue.

Pour tout p € [1,+00] et tout Banach F, si uw € L*(0,T; E) N LP(0,T; F), on voit immédiatement que
Pu € LP(R; F) avec || Pul| o) < 37|17 ooy l[l| Lo 0.7:5) < 3l17]] ooyl Lo (0,7

Soit p € [1,+00], F un Banach et u € L'(0,T; E) N WP(0,T; F). On sait donc que Pu € LP(R; F) et,
grace a la proposition que u € WHLP(=T,2T; F) (avec une expression explicite pour ). Supposons
un instant que ’on ait montré que, dans D'(R; F'), (Pu)’ est donné par ’extension de la fonction v/ +~u'’
par 0 hors de | — T, 2T'[; on obtient alors Pu € W1P(R; F) avec

[Pullwir@ry = [Puller@ry + |[(Pw)]|Le@:r)
< 3|llzee @y llull e o,y + 113 | 2oe @) [l Lr (=1 21y + V]| Lo @) 1T || L0 (=127, )
< 3 (IWllze @y + 11V [z ®y) el Lo 0,757 + 31V ooy |16 || Lo 0,757
< 3 (Illee@ + 11 1L @)) llullwrr 0,70y,

ce qui conclut la démonstration (avec C' = 3 (||| (®) + V]| ®)))-
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11 faut donc montrer que, dans D'(R; F'), on a (Pu) = ~'u+~u'. Soit ¢ € D(R) et 6 € D(] —T,2T) qui
vaut 1 au voisinage du support de ~; on écrit alors

[ruvewd = [ s@awons
R R
= [waeeer @ d - [ @aoene
R R
- / (L)) (O (1) dt

(puisque 6’ = 0 14 o1 v est non nulle). Comme 0p € D(—=T,2T) et (yu)' = v'u+~u’ dans D'(-T,2T; F),
on en déduit

/RPU(t)LP'(t) = — /R(v'(t)ﬂ(t) + ()T (1)0(t)p(t) dt
=~ [wan @i o @
(toujours en utilisant le fait que 6 vaut 1 sur supp(y)), c’est a dire 'expression de (Pu)’ recherchée. m

2.3.2 Densité

Lorsque E est un espace de Banach et v est une fonction définie sur une partie de R a valeurs dans F,
on note H(v) Pextension de v & R par 0 1a oit v n’est pas définie.

Théoréme 2.3.1 Soit T > 0 et (pn)n>1 une approzimation de l'unité sur R telle que, pour tout n > 1,
pn € CZ(] —T,T[). Soit E un espace de Banach. Siu € LY(0,T;E), u € L'(=T,2T; E) est définie
comme dans la proposition et up = (H (@) * pn)pjo,r[, alors

i) Pour tout p € [1,00][ et tout espace de Banach F tel que uw € LP(0,T; F), on a u, € C([0,T]; F)
et u, — u dans LP(0,T; F) lorsque n — oo,

ii) Pour toutp € [1,00][ et tout espace de Banach F tel quew’ € LP(0,T; F), on a, dans D'(0,T; E4+F),
uy, = (H (@) * pp)po,rp € C([0,T]; F) et uy, — v’ dans LP(0,T; F) lorsque n — oo.

n

Remarque:

Encore une fois, les espaces F et F s’injectent continuement dans un méme espace vectoriel
topologique.

DEMONSTRATION:

Lorsque u € L'(0,T;E), H(u) € L'(R;E) donc H(u) * p, est bien définie (et c’est une fonction de
C>®(R; E)); ainsi, u, a un sens.

Siw € LP(0,T;F) pour un p € [1,+00[ et un Banach F, alors H(u) € LP(R;F) (c’est évident) et
Pintégrale qui définit H(u) * p, a la méme valeur quand on la considére dans E ou dans F’; ainsi,
H@) % p, € C°(R; F) et H(u) * p, — H(u) dans LP(R; F), donc w,, € C>([0,T); F) et u, — u dans
L7(0,T; F).

Supposons maintenant que v’ € LP(0,T;F) pour un p € [1,+00[ et un Banach F. wu, est dans
C>([0,T); E), donc dans C*>*([0,T); G) avec G = E + F; u, étant réguliere, sa dérivée dans D'(0,T; Q)
coincide avec sa dérivée classique. De plus, H(u') € LP(R; F), donc H(u')*p,, € C¥(R; F) et H(W')*p,, —
H(u') dans LP(R; F'), ce qui implique (H(u’) * pn)jjo,r; — v’ dans LP(0,T; F) (au passage, on constate
que (H(@) * pa)po.ry € C=(0,T); F) © D'(0,T; G)).

Si 'on montre que u;, = (H(u') * pn)jjo,r; dans D’(0,T; G), on en déduit que u;, — u' dans LP(0,T; F).
11 suffit donc de montrer cette égalité.

Soit ¢ € D(0,T); on a, grace au théoreme de Fubini, dans G,

T T 2T
/Oun(t)go(t)dt - /0/_T U(S)pu(t — 5) (1) ds dt
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2T T
= /7T u(s) (/0 pn(s =)' (t) dt> ds

2T

= [ s s pi)ds

-7
(ot py(+) = pn(=2)). Or ¢’ xp;7 = (¢ *p;) et p*p,; € CP(R) a son support dans supp(y) + supp(p, ),
c’est & dire, vu le choix de (pn)n>1, un compact de |0,T[+] — T,T[C] — T, 2T[; ainsi, par définition
de @' € LP(-T,2T;F) C LP(—T,2T;G) (proposition [2.3.1)) et de H(a@'), on trouve, toujours grace au
théoreme de Fubini,

/ w0 = - / () Y (5) ds

- [ e ([ #@ema—9as)

- / H@) * pat)p(t) dt.

[ e e avas

c’est & dire exactement l’expression annoncée pour u/,. m

Corollaire 2.3.2 Soit E, F et G des espaces de Banach s’injectant continuement dans un méme espace
vectoriel topologique. Soient (p,q,r) € [1,00[. Siu € LP(0,T; E) est telle que, dans D'(0,T;E + F +
G), ' = v +v@ avec vV € LI0,T;F) et v'? € L7(0,T;G), alors il existe une suite (un)p>1 €
C>([0,T),E) telle que, pour tout n > 1, u}, = oV + 0l avee vl € C>([0,T]; F), = C>([0,T); G),
et up, — u dans L?(0,T; E), oV = oM dans L0, T;F) et 0P = 0@ dans L™(0,T;G).

Remarque:

Une maniere plus faible d’écrire ce résultat serait: 1’espace {u € C°([0, T|; E) | v’ € C*°([0,T]; F) +
C>([0,T]; G)} est dense dans {u € LP(0,T; E) | v' € LY(0,T;F) 4+ L"(0,T; G)}.

DEMONSTRATION:
On pose u, = (H(u) * pn)pjo,rp- Le théoreme [2.3.1 nous dit que u, € C*([0,T]; E) et que u, — u dans
L7(0,T; E).

De plus, puisque v’ € L4(0,T; F) + L"(0,T;G) C L*(0,T; F + G) (chacun de ces espaces s’injecte dans
LY(0,T; F+@)), le méme théoréme nous dit que, dans D'(0,T; E+ F+G), uj, = (H(W') * pn) jo,7]-
Mais puisque v’ = v 402 on a @’ = V1) + V) ayec, pour i € {1,2},

| —o(—t) site]—T,0]
VO@) =< v@D(t) site[0,T],
—v® (2T — t) sit €|T,2T].

(C(E)PTOpgS;ition 2.3.1) et H(W') = H(VW)+H(V®); ainsi, u), = (HV)xpp ) jjo,00+ (HV P )xpn) o, =
Un +vp .
Or HV®W) € LYR; F) et H(V®) € L"(R; G), donc v € ¢=([0,T); F), vi? € ¢=([0,T]; G) et v —

v dans L(0,T; F), vr(?) — v dans L"(0,T;G), ce qui conclut cette preuve. m

2.4 Injection Compacte: théoremes d’Aubin et de Simon

Le théoremes d’Aubin et de Simon sont les plus célebres résultats de compacité faisant intervenir les
espaces de Sobolev a valeurs vectorielles et ont une application constante dans la théorie des équations
paraboliques non linéaires.

La preuve du résultat de compacité dii & T. Aubin (voir [I]) repose sur des raisonnements d’extraction de
suites convergeant faiblement; ce résultat demandait donc la réflexivité des espaces de Banach mis en jeu
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et des espaces de Sobolev de la forme WP (0, T; F) avec oo > p > 1. La technique de convolution utilisée
par J. Simon (voir [2]), que nous présentons ici, est un peu plus lourde, mais permet de généraliser les
résultats d’Aubin dans les cas non-réflexifs.

Lorsque V est un espace de Banach qui s’injecte compactement dans F (i.e. on a une injection continue
V < E qui est de plus compacte: toute partie bornée dans V est relativement compacte dans E), on

note V<% E.

Théoreme 2.4.1 Soit 1 < p <40 etl < qg< +4oo. Soit V, E et F des espaces de Banach tels que

VS E s F.Si A est une partie bornée dans WP (0, T; F) et dans L9(0,T; V), alors A est relativement
compacte dans C([0,T]; F) et dans L1(0,T; E).

DEMONSTRATION:

¢ Etape 1: Relative compacité dans C([0,T]; F').

Comme C([0,T]; F) est complet, il suffit de montrer que A est précompact dans cet espace.

Soit pr € C>(] — 1/k,1/k[) une approximation de l'unité et P : L'(0,7; F) — L'(R; F) un opérateur
de prolongement fort; on note, pour u € A, ux = ((Pu) * pr)|jo 7- Lorsque u € A C WbhP(0,T; F) N
L9(0,T;V), on a Pue€ WHP(R; F) N LY(R; V), donc uy, € C([0,T); V) C C=([0,T); F).

On va montrer, en utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela, que, pour tout k > 1, Ay = {uy | u € A} est
relativement compact dans C([0,T]; F'); il est utile de constater que, pour montrer la relative compacité
de Ay, nous n’avons pas besoin de p > 1.

Pour t € [0, 7], comme ug(t) = [ Pu(s)pr(t — s)ds,

llue v < lpxll Lo @)l |PullLa®vy < Cllpkll Lo @) llwllLao,rv)-

On en déduit, puisque A est borné dans L%(0,T;V), que, pour tout ¢t € [0,T], {ux(t), u € A} est borné
dans V', donc relativement compact dans F'. Vérifions I’équicontinuité de Ai: comme les fonctions de Ay,
sont dans C([0,77; F), il suffit de vérifier que {u},, uy € Ay} est borné dans C([0,77]; F) par un certain
M, > 0 (le théoréme des accroissements finis nous permettant d’en déduire que toutes les fonctions de Ay
sont Mj-lipschitziennes, donc que Ay est équicontinu). Prenons donc u € A: on a, pour tout ¢t € [0, T,
uy,(t) = (Pux pp,)(t) = [ Pu(s)p},(t — s)ds, donc

i (D11 F < 1ok o @y 1Pl o iy < ClPL Lo )l 2 0.7

c’est a dire ce que l'on voulait puisque A est borné dans LP(0,T; F'). Le théoréeme d’Ascoli-Arzela nous
permet de dire que, pour tout k > 1, Ay, est relativement compact dans C([0,T]; F).

On montre ensuite que sup,ca |[ur — ulleo, )7y — 0 lorsque k& — oo (c’est ici que nous utilisons
I’hypothese p > 1). Pour voir cela, on prend u € A et on écrit, pour ¢ € [0, T] (puisqu’alors Pu(t) = u(t)):

lus(t) — u(t)llp = \

/]R(Pu(t —5) — Pu(t))pr(s) ds

F

IN

/R [Pu(t — 5) — Pu(t)||rpx(s) ds.

En utilisant le fait que WHP(R; F) < C%'~1/P(R; F'), on obtient alors

|[uk(t) — u(t)||r

IN

1/k
Coll Pullywrr o) / e
—1/k

IN

Cullullwrr o) (1/F) 1P,
ce qui donne finalement

sup ||ux, — ullc(o,r1;7) < C1sup |[ullwireo,r;r) X (1/k)171/pa
u€cA ucA

c’est a dire, puisque p > 1, sup,, ¢ 4 ||ur — ulle(o,r);7) — 0 lorsque k — oo.
On peut maintenant montrer la précompacité de A dans C([0,T]; F). Soit € > 0 et fixons k > 1 tel
que sup,e 4 [|ux — ulleqo,r:r) < €/3. On a donc A C Ay, + Be(jo,r);7)(0,€/3); on sait de plus que Ay
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est précompact dans C([0,T]; F), donc qu’il existe une partie finie {ug), . ,u,gn')} de Ay telle que A C
Ui, Be(jo,1);F) (u,(;),s/3) c U, BC([O,T];F)(U(i)a25/3) (cette derniére inclusion vient de: Vi € [1,n],
||u§;) — u(i)||c([0,T];F) < €/3); on en déduit

Ac | Beqoyp (', 2),
=1

avec (uM), ... u(™) € A, cest a dire la précompacité que 'on souhaitait.
& Etape 2: Relative compacité dans L(0,T; E).
On utilise le lemme:

Pour tout n > 0, il existe Cy, > 0 tel que, pour tout v € V, ||v||g < n|lv||v + Cyl|v||F.
Pour démontrer ce résultat on raisonne par ’absurde; on suppose donc qu’il existe n > 0 tel que, pour
tout n > 1, il existe v, € V avec ||v,||g > nl|vn|lv + n||vn||F. En prenant w, = v,/||v.||E, on a une
suite de norme 1 dans E qui vérifie ||wy|lv < 1/1 et ||w,||r < 1/n; (wy)n>1 est bornée dans V' donc,
quitte & extraire une suite, converge dans E (et dans F, puisque E < F') vers w de norme 1 dans E;
mais w, — 0 dans F, donc w = 0: c’est une contradiction avec ||w||g = 1.
Soit (uy,),>1 une suite de A: nous allons montrer que l’on peut extraire de (u,,),>1 une suite qui converge
dans L9(0,T; E); par I'étape 1, il existe une suite extraite de (u,)n>1, encore notée (uy,)n>1, qui converge
dans C([0,T]; F), donc dans L4(0,T; F); on a alors, pour tout € > 0 et pour tous (n,m) € N*,

3

||un - UmHLq(O,T;E) < Hun - um”Lq(O,T;V) + CnHun - umHLq(O,T;F)

dsupyeq l[ullLao,1v)
< €/2+4 Cyllun — uml|Lao,7:F)

N

(on a noté n =&/ (4sup,e 4 |[ul|Lao,r;v))). Mais (uy)n>1 est de Cauchy dans L9(0,T; F), donc il existe
N > 1 tel que, pour tous n > N et m > N, ||ty — Um||ra0,1;7) < €/(2C,); cela donne, pour tous n > N
et m > N, [[up — uml|Leo,rp) < €1 (Un)n>1 est de Cauchy dans L9(0,T; E) et converge donc dans cet
espace. m

Théoreme 2.4.2 Soit 1 < g < +oo. Soit V, E et F des espaces de Banach tels que V S EF.Si
A est une partie bornée dans WH(0,T; F) et dans L1(0,T;V), alors A est relativement compacte dans
L™ (0, T; F) pour tout r < +o0 et dans L4(0,T; E).

DEMONSTRATION:

¢ Etape 1: Relative compacité dans L'(0,T; F).

Comme L'(0,T; F) est complet, il suffit de montrer que A est précompact dans cet espace.

En reprenant les notations de la démonstration du théoreme [2.4.1) on a vu que Ay est relativement
compact dans C([0,T]; F') (dans la démonstration précédente, nous avons remarqué que — pour ce résultat
— nous n’avions pas besoin de p > 1). Ainsi, puisque C([0,T]; F) < L'(0,T; F), Ay, est relativement
compact dans L(0,T; F).

Montrons que sup,,¢ 4 |[ur — u|[z1(0,7;7) — 0 lorsque k& — co. Pour u € A, on a

T
llur —ullprorry = /0 /R(Pu(t —5) — Pu(t))pi(s) ds . dt

T

< /O (/RHPu(t—s)—Pu(t)||ppk(s)ds) dt
1/k T

< [ b ( | 1pute = PU(t)Ilpdt> pu(s) ds

T
< lss;l%)/k/o [Put — s) — Pu(®)||r dt.

Mais, pour tout s € R, Pu(t — s) — Pu(t) = j;tis(Pu)’(f) d¢ (car Pu € WH(R; F)), donc

/OTHPu(t—S)—Pu(t)Hth < /OT (/RH(Pu)'(g)Hﬂ]tw(g)d,g) dt
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IN

T
/lI(PU)’(ﬁ)IIF </ 1]57f+s[(t)dt> dg
R 0

Is\/RII(PU)’(E)IIF dg < Cls| |ullwrr0,1:F)-

IN

Finalement, pour tout u € A,

C
llur = ullL10,15r) < EHUHWM(O,T;F)'

Puisque A est borné dans W'1(0,T; F), cette derniére inégalité nous permet de voir que sup,¢ 4 ||ux —
ul| 10,737y — 0 lorsque k — oo.

On peut alors achever cette étape: pour tout e > 0, il existe k > 1 tel que sup,,¢ 4 |[ur —ul[z1(0,7;r) < €/3;
Ay étant précompact dans L1(0,T; F), il existe (u(i))lgign € A tels que

Ak C U BLI(O,T;F)(UIE;i)vg/g) C U BLl(O,T;F)(U(i), 26/3)7
i=1 i=1

ce qui donne A C | JI*, BL1(0’T;F)(U(1), ¢) et la précompacité de A dans L'(0,T; F) est prouvée.

¢ Etape 2: Relative compacité dans L"(0,T; F') pour r €]1, +o0.

Soit (up)n>1 une suite de A; comme A est relativement compact dans L*(0,T; F), il existe une suite
extraite de (up)n,>1, encore notée (u,)n>1, qui converge vers u dans L'(0,T; F) et, quitte & extraire
une autre suite, presque-partout sur 0,7 . Mais (up)n>1, suite d’éléments de A, est bornée dans
W1(0,T; F), donc dans C([0,T]; F), (i.e. dans L>(0,T;F)), et le lemme de compacité LP — L% nous
permet alors d’affirmer que w,, — « dans L"(0,T; F') pour tout r < 400 (car ]0,T[ est de mesure finie).
& Etape 3: Relative compacité dans L(0,T; E).

On utilise la méme astuce que dans la démonstration du théoreme [2.4.1f si (up)n>1 est une suite de
A, quitte & extraire une suite on peut supposer que (uy)n>1 converge (et est donc de Cauchy) dans
L%(0,T; F). Pour tout € > 0, on peut alors écrire

£

||un - umHLq(O,T;E) Hun - umHL‘I(O,T;V) + CnHun - UMHL‘I(O,T;F)

dsupyea l|ullLago,r;v)
< €/24Cyllun — UmHLq(o,T;F)-

A

(ot =&/ (4supyca l|ullLs(o,r;v))) et on voit, comme précédemment, que (uy),>1 est de Cauchy dans
L%(0,T; E), donc converge dans ce méme espace. m

2.5 Quelques Résultats Utiles en EDP

2.5.1 Espaces de Sobolev et Applications Linéaires

Commengons par un résultat assez simple, mais déja assez riche, qui découle des remarques sur I’action
des applications linéaires continues sur les distributions vectorielles.

Proposition 2.5.1 Soit 1 < p < +oo. Sil: E — F est linéaire continue alors | induit ’application
linéaire continue
WLr(0,T; E) — WZLP(0,T; F)
{ u — l(uw),

et on a, pour tout u € WHP(0,T; E), (I(u)) = l(u') dans LP(0,T; F).

DEMONSTRATION:

On sait déja que lapplication induite par [ envoie continuement LP(0,T; E) dans LP(0,T; F). Dans
D'(0,T;F), on a (I(u)) = I(u) et, comme v’ € LP(0,T; E), on en déduit que (I(u)) € LP(0,T; F), i.e.
que I(u) € WHP(0,T; F). La continuité de [ : WLP(0,T; E) — WP(0,T; F) découle de la continuité de
1:LP(0,T;E) — LP(0,T; F) et de la relation (I(u))" =1(u'). m
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Ce résultat nous permet de démontrer des relations tres utiles pour obtenir des estimations sur les
solutions d’EDP paraboliques.

Par exemple, si 1 < p < 400, 2 est un ouvert de RY et u € WHP(0,T; L*(£2)), on veut montrer que 1’on
peut écrire (en un certain sens a préciser)

d/td/t
dt w)de= | () de

Avec ce qui précede, c’est tres simple: soit [ : E = L'(Q) — R I'application linéaire continue définie par

= [ f(x) dx; on sait, puisque u € WHP(0,T; E), que l(u) : t = [, u(t, ) dz est dans W'P(0,T;R),
et on peut donc parler de sa dérivée comme élément de LP(0,T); on sait de plus que cette dérivée est
l(u) =1U(u) : t = [ ue(t,z)dx, ce qui donne la relation voulue (4 fQ u(t, ) dz est une dérivée au sens
des distributions dans ]0, T[ et I'égalité a lieu dans LP(0,T), i.e. pour presque tout ¢ €]0, 7).

2.5.2 Espaces de Sobolev et Applications Bilinéaires

Le pendant de la partie précédente pour les applications bilinéaires n’est pas aussi simple: il fait appel
aux résultats de densité cités plus haut.

Proposition 2.5.2 Soit (p,q) € [1,+00] et 1 < r < 400 tels que %—i—% =1 8SiB:ExF — G est
bilinéaire continue, alors B induit application bilinéaire continue

WUP(0,T; E) x WH(0,T: F) —s W (0,T;G)
(u,v) — B(u,v).

On a de plus, pour tout (u,v) € WtP(0,T; E) x W+4(0,T; F),
(B(u,v)) = uv—i—Buv)et )
V(s,t) € (0,72 / B(u (1)) dr = B(u(t),v(t)) — B(u(s),v(s)) —/ B(u'(1),v(r)) dr.

DEMONSTRATION:

On sait déja que 'application induite par B est bilinéaire continue L?(0,T; E)x L1(0,T; F) — L"(0,T; G);
il suffit donc de montrer la formule de dérivation pour obtenir le résultat souhaité.

Soit (un)n>1 € C*([0,T]; E) qui converge vers u dans WLP(0,T; E) et (vy,)n>1 € C([0,T]; F) qui
converge vers v dans WP(0,T; F); on a B(uy,v,) — B(u,v) dans L"(0,T;G), donc dans D'(0,T; G),
et la dérivée au sens des distributions de B(uy,, v,,) converge donc vers (B(u,v))" dans D'(0,T; G). Mais,
comme u, et v, sont régulieres (et B est bilinéaire continue), cette dérivée est B(u.,,v,) + B(un,v),),
qui converge donc vers B(u',v) + B(u,v’") dans L"(0,T;G), donc dans D’(0,T;G). On obtient donc, en
égalant les deux limites de (B(uy,vy,))" dans D'(0,T;G), (B(u,v)) = B(u,v) + B(u,v’).

La formule d’intégration par parties s’obtient en écrivant B(u,v) € W17 (0,T;G) comme intégrale de sa
dérivée. m

Ce résultat nous permet aussi de justifier un calcul tres fréquent en EDP paraboliques: Uintégration par
parties.

Par exemple, si (u,v) € H*(0,T; L2(Q)) W1 2(0 T; L?(Q2)), en considérant B : L?*(Q) x L*(Q) — R
bilinéaire continue définie par B(f,g) fQ x) dzx, on obtient

/OT/Qu(@g;)CZ(t,x) dedt = /QU(T7$)U(Tax)d$_/QU(07:E)U(0,:E) da
/OT/Q?;(t,x)v(t,x) dz dt.

En se souvenant que, lorsque (f, g) € L*(0,T; L?(2)), on a fg € L*(0,T; L*(2)) = L'(]0, T[x), on peut
aussi remplacer toutes les intégrales fOT fﬂ ci-dessus par des intégrales f]o Tixa"
On constate aussi, avec B : L2(Q) x L%(Q) — L'(Q) définie par B(f,g) = fg, que pour toute application

u e HY(0,T;L3(R)), on a u? € WH1(0,T; L1(Q)) et 4 (u?) = 2udt.
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Mais le théoreme de densité cité plus haut comporte bien plus de renseignements que ceux qui ont été
utilisés dans la démonstration de la proposition précédente; il peut servir dans des cas plus généraux que
ceux décrits ci-dessus.

Par exemple, prenons un espace de Banach E qui s’injecte continuement et densément dans L?(Q2) (on
peut penser & E = H'(Q)); on a alors les inclusions £ < L?(Q2) — E’. Considérons l'espace £ = {u €
LP(0,T; E) |/ € LP (0, T; E')} (p €)1, 00[) muni de la norme ||u||g = [ullLe 0,1,8) + 10| Lo (0,7, 57)3 € eSt
en fait un sous-espace de Wl’i“f(p’p/)((), T; E'), formé de fonctions & valeurs dans £ — E’. On sait donc
que ses éléments sont des fonctions continues [0,7] — E’; mais on va en fait prouver plus que cela: toutes
les fonctions de € sont continues [0, 7] — L?(Q) et & — C([0,T]; L3()).

Prenons u € C*°([0,T); E). Lorsque (f,g) € E C E', on a

(L9 e B =(f,9) 22,022 = /Qf(@g(l”) dx (2.5.1)

(définition de I'injection E < E’ au travers de I'identification de L?(Q2) avec son dual); ainsi, pour tout
(s,t) €[0,T7,

/ W (), u(r)) g p dr = / (W (1), u()) 2 e,y -

Mais u € C*([0, T]; L?(Q2)) et (., )12(Q),22(Q) est bilinéaire continue sur L?(Q), donc une intégration par
parties (proposition [2.5.2) donne

t t
/ (W (7), u(r)) 2 .22 dr = ()] gy — [16(3) By — / (), o (7)) 12 22 -

Finalement, on obtient

t
2/ (W (1), u(r)) & dT = [Ju(®)][ 20 — llu(s)|[Z2 ),
ce qui nous vend la majoration, valable pour tout (s,t) € [0,77],

||U(t)||%2(sz) < ||u(5)”%2(9)+2||u/||LP/(O,T;E’)||UHL”(0aT;E)

< u(s)|[F2 ) + 21 lullZ
En prenant la racine carrée de cette inégalité, et en utilisant va2 + b2 < a + b, on en déduit
()220 < [[u(s)lz2() + V2Julle,

ce qui donne, apres intégration par rapport a s sur [0,7] et en utilisant l'injection continue de F dans
L*(9),

1
llulleqo,rsz2) < T||UHL1(O,T;L2(Q))+\f2||u”€

< Cllullore + Vulle
%
< OTV |lullioorrimy + V2 ulle
< Clulle, (2.5.2)

pour tout u € C*([0,T]; E), avec C et C' indépendants de w.

Soit maintenant u € &: par le théoréeme de densité, il existe une suite (up)n>1 € C*([0,T]; E) C
C>([0,T]; E') qui converge vers u dans LP(0,T; E) et dont la suite des dérivées converge vers v’ dans
i (0,T;E’), i.e. (un)n>1 converge vers u dans €. Quitte & extraire une suite, on peut aussi supposer,
puisque la convergence a aussi lieu dans LP(0,T; L2(€2)), que u, (t) — u(t) dans L?(Q) pour presque tout
t € [0,T]. Mais appliqué & u, — u,, € C*°([0,T]; E) nous dit que

||t — Um”C([O,T];L?(Q)) < C/Hun — Unm|e-
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Puisque (uy)n>1 est de Cauchy dans & (elle converge vers u dans cet espace), on en déduit que (up)n>1
est de Cauchy dans C([0,7]; L?(2)) et converge, dans cet espace, vers un certain v. Comme u, — u
presque partout sur |0, 7| dans L?(Q), on a, pour presque tout ¢ € [0,7], u(t) = v(t). On a ainsi montré
que u est (égal presque partout a) une fonction continue [0, 7] — L?(€) et un passage a la limite n — oo
dans appliquée & u,, nous dit que u vérifie aussi (2.5.2).
€ s’injecte donc continuement dans C([0,T7]; L*(Q)).

Le théoreme de densité, associé a la formule d’intégration par parties de la proposition permet
aussi de montrer des formules d’intégration par parties plus générales. Par exemple, on peut montrer
que, pour tout (u,v) € £, on a

/O<u'(t)7v(t)>E',Edt = (u(T),v(T))r2(0),2(0) — (w(0),v(0)) L2(),L2(0)

T
- [ @)
0

(on le montre, en utilisant (2.5.1) et la formule d’intégration par parties dans H'(0,T;L*(Q)) de la
proposition pour des fonction (u,v) € C*°([0,T]; E), puis on étend le résultat & des fonctions de &€
en utilisant le théoréme de densité).

2.6 Dérivées distributions classiques et distributions vectorielles

2.6.1 Caractérisation de W'r(0;T; L1(Q))

La proposition suivante caractérise les éléments de W1P(0,T; L(Q)) en termes de fonctions localement
intégrables sur ]0, T[xQ ayant, ainsi que leur dérivée dans la direction ¢ au sens des distributions sur
10, T[x €, certaines propriétés d’intégrabilité sur 0, T[x€2; elle est donc le pendant de la caractérisation
déja rencontrée des éléments de LP(0,T; W14(Q)).

Cette caractérisation effectue aussi un lien entre les dérivées dans D'(0,T; L(f2)) et les dérivées dans
D'(]0, T[x£).

Proposition 2.6.1 Soit T > 0 et Q un ouvert de RN. Soit (p,q) € [1,+00[. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

i) ue WHP(0,T; L1(Q)),

i) uw € L (0, T[xQ) vérifie

T p/a
/ </ |u(t, x)| d:c) dt < +o0,
0 Q

et % € LL (]0, T[xQ) vérifie

loc

ou

7<ta JJ)

q p/q
9 dx) dt < +o0.

(U

Dans ce cas on a, pour presque tout t €]0,T[, v/(t)(-) = %(t, -) presque partout sur Q.

Remarques:

1) 2% représente la dérivée, dans la direction t et au sens des distributions sur ]0,T[xQ, de u €
L _(]0,T[xQ).

loc

2) On peut énoncer un résultat similaire lorsque p = +o0.

DEMONSTRATION:

¢ Sens i) = ii): On a u € LP(0,T;L4()) c L'(0,T; L' (w)) pour tout ouvert borné w C €; d’apres
un résultat d’intégration a valeurs vectorielles, on en déduit que u € L(]0, T[xw); en particulier, u €
Li,.(0,T[xQ). La condition d’intégrabilité sur u est une re-écriture de ||u(-)||ra() € LP(0,T). En ce
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qui concerne la dérivée 8“ de u, comme v’ € LP(0,T; Lq(Q)) C L}, .(J0,T[xQ), il suffit, pour conclure ce
sens de la demonstratlon de prouver 1’égalité entre 2 S et u'.

Soit v € D(£2). L’application [ : LI(2) — R définie par I(f fQ x) dz est linéaire continue et
u € WHP(0,T; LY(Q)), done I(u) € WHP(0,T) et l(u) = I(u ) ainsi, pour tout v € D(0,T7),

[ uton@e®dds = [ o) d
10,T[xQ 0

- [ e
= —/]0 . Qu’(t,x)'y(x)go(t) dt dz. (2.6.1)

Mais, pour toute fonction ¢ € D(]0, T[x£), il existe
('Vn,i)nZl,lSiSNn S D(Q) s (Spn,i)nZLlSiSNn S D(]O,T[) et K compact de ]07T[XQ,

tels que, pour tout n > 1 et tout i € [1, N,], supp(¢n,ivn,:) C K et

N,
Z ©n,iVYn,s — ¥ uniformément sur 0, T[xQ
i=1

Ny, 8’1}[) . )

Z o Yni — —, uniformément sur 10, T[x£2

(cf Annexe [D.1)); de (2.6.1]), égalité linéaire, on déduit

/ t'rz(pnz ’Ynl dtdw—_/ tﬂ?ZQDnz ’Ynz dtd],‘
10,T[xQ2

]O,T[XQ

et, en passant a la limite lorsque n — oo (pour tout n > 1, vaz”l On,iYn,i €t Ziv:"l @, Yni ont leur
support dans K et (u,u') € L'(K)), on obtient

/ u(t, r)—=— i (t,x)dtdx = —/ o' (¢, x)Y(t, x) dt dz,

10,T[x 9 ot 10,T[x 2

c’est & dire exactement 2% = v’ dans D'(]0, T[x ).

¢ Sens i) = i): On sait déja que u € LP(0,T;L9(Q2)) et que 2% € LP(0,T; L9(2)); il suffit donc encore
une fois de montrer que la dérivée v’ de u dans D'(0,T; L(R)) coincide avec la dérivée 2% de u au sens
des distributions sur |0, T'[x .

Soit ¢ € D(]0,T[) et v € D(Q); on a, par définition de 2%, puisque ¢ € D(]0, T[x ),

/OT o' (t) (/Q u(t, z)y(x) das) dt

/ u(t, z)¢ (t)y(z) dz dt
10,T[xQ
- - /] O (1, )i () () o

T[xQ ot

_ /0 ! W)( au(t,xmx)dx) d. (26.2)

o Ot

En notant I, € (L9(Q))’ 'application 1, (f) = [, f(x)y(x)dz, on sait que I (u) € LP(0,T) et
montre que la dérivée dans D'(0,7T) de [ ( ) est [ (%) € L” (0,T); mais, par le lemme fondamental des
distributions, {l,, v € D(?)} est une partie de (L%(£2))" qui sépare L?(£2), donc 'égalité (I, (u )) =1,(%%)
dans D'(0, T (valable pout tout v € D(R)) nous dit, puisque (u, %) € D'(0,T; LI(12)), que v’ 8“ dans
D'(0,T; L1(R)), c’est a dire ce que 'on voulait. m
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Corollaire 2.6.1 Soit ¢ : R — R une fonction de Stampacchia, i.e. continue sur R, C' par morceauz,
de dérivée dans L*®(R) et telle que p(0) = 0. Sip € [1,+00], 1 < ¢ < +o0 et u € WHP(0,T; L4(Q)),
alors @(u) € WHP(0,T; L9(Q)) et, pour presque tout t €]0,T[, (o(u))'(t)(-) = ¢’ (u(t,))u'(t)(:) presque
partout sur €.

DEMONSTRATION:
On utilise bien sur la caractérisation ci-dessus.
L’application (¢, x) €]0, T[xQ — ¢(u(t, z)) est mesurable en tant que composée d’une fonction mesurable

et d’une fonction continue; de plus, comme ¢(0) = 0, on a |(u(t,z))| < |[¢'[|L®)lu(t, z)| et la condi-

tion d’intégrabilité sur ¢(u) est vérifiée. On sait que, au sens des distributions sur |0, T[x€2, Ap(w) ("))

@ (u) 2 5> donc l'application (t,7) €]0,T[xQ — %(t x) est mesurable et on a ‘%(t,z)‘ <

¢’ || ) | 22(¢, )| la condition d'intégrabilité sur (‘p( D) est donc vérifiée et p(u) € WHP(0,T; LI()).
On a aussi montré que, pour presque tout ¢ €]0, T, (¢ (u))’(t)() 8%(:) (t,) = ¢ (ult,))u'(t)(-) presque

partout sur . m

2.6.2 Généralisation

Nous proposons ici une généralisation de la partie précédente, lorsque 1'espace d’arrivée n’est plus force-
ment un espace de Lebesgue.

On suppose que F est un espace de Banach tel que D(Q) s’injecte continuement et densément dans FE
(avec Q ouvert de RY). On a alors E' — D’'(Q).

Lemme 2.6.1 L'(0,T;E’) s’injecte dans D' ()0, T[xQ) au travers de l’application
LY(0,T; B')—D'(]0, T[x),

T
f—[ définie par (f,p)pro,1[x0),D0,T[xQ) = / (f(t),0(t,))p E dt.
0

DEMONSTRATION:

{ Etape 1: on prouve que cette application est bien définie.

Fixons ¢ € D(]0,T[xQ). On constate que ¢ € C([0,T]; E). En effet, en notant K un compact de 2 tel
que supp(¢) CJ0,T[x K, on sait qu’il existe Cx > 0 et k € N tel que, pour tout ¥ € D(Q) & support
dans K, ||¢||lg < Crvk x(¥); mais ¢(t, ) € D(Q) est, pour tout ¢ € [0,T], a support dans K, donc si
(t,t) € 10,7, |le(t,-) — o', )|lg < Crvi (e, ) — o(t',-)); cela prouve bien, ¢ étant réguliere, que
llo(t, ) — o(t', )|l — 0 lorsque t' — ¢, i.e. que p € C([0,T]; E).

En particulier, ¢ € L*(0,T; E); comme l'application (-,-)g/ g est bilinéaire continue E/ x E — R et
f € LY0,T; E'), on en déduit que (f,¢)r g € L'(0,T) et que fOT(f, ©) g g est bien définie.

Il reste & voir que fest effectivement une distribution. Pour cela, on prend M un compact de @; il existe
K compact de 2 tel que M CJ0,T[xK. Soit alors ¢ € D(]0,T[x) & support dans M. On a, pour
tout ¢ €]0, T, avec les choix de Cx > 0 et k € N précédents correspondants a K, [(f(t), ¢(t,-)) g 5| <
Oz lelt e < Crll Ol (et ) < Crrpgorpx @I Ol @ dtant & support dans A,
on a v o, r{xk () = Vk,m(p), ce qui donne finalement

/0 F(0), (b)) o

< CkllfllzroriEy Ve m (@)

et prouve que f € D'(]0, T[x).
{ Etape 2: cette application est une 1nJect10n
En effet, si f = 0, cela signifie que fo (t),o(t, ) g dt = 0 pour tout p € D(]0,T[x). Prenons

1 € D(2) et notons Iy, la forme linéaire continue a € E' — ly(a) = (a,¥) g B-
Pour 6 € D(]0,T), on a donc

T T T
O:/O <f(t),9(t)¢(')>E’,Edt:/0 )y (f(t))dt =1y (/0 0(t)f(t)dt>.
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Ceci étant vrai pour tout 1 € D(Q), et D(Q) s’injectant densément dans E, on en déduit que

/ ' 0(t)f(t)dt =0 dans E'
0

(c’est en fait la définition de l'injection de E’ dans D’(Q2)). Cette derniere égalité étant valable pour tout
0 € D(]0,T]), on en déduit que f = 0 dans L'(0,T; E’) (lemme [2.1.2). m

A partir de maintenant, lorsque D(2) s’injecte continuement et densément dans un espace de Banach E,
on considerera toujours L!(0,T; E') ainsi injecté dans D’(]0, T'[x ().
On peut alors citer la généralisation de la proposition [2.6.1
Proposition 2.6.2 Soit E un espace de Banach tel que D(QQ) s’injecte continuement et densément dans
E. Soit uw € L'(]0,T[xQ) = L'(0,T; L*(Q)); on note Dyu la dérivée de u dans D'(]0,T[xQ) et u; la
dérivée de u dans D'(0,T; L' (2)).

i) Si Dyu € LY(0,T; E'), on a uy = Dyu dans D'(0,T; E' + L1()),

i) Siu, € LY0,T; E'), on a Dyu = u; dans D'(]0, T[x).
DEMONSTRATION:

¢ Etape 1: on suppose que Dyu € L1(0,T; E').
11 faut prouver que, pour tout § € D(]0,T[), on a

T T
<1Lt, 9>D’(O,T;L1(Q)),'D(]O7T[) = —/ u9’ = / Dtu0 dans E’ + Ll(Q) (263)
0 0

Prenons 1 € D(£2) et notons Ly : D'(2) — R I'application Ly (h) = (h, ¥)p/(),p0)-
La restriction I, de Ly a L'(Q) C D'(2) est linéaire continue. Ainsi, puisque u € L*(0,T; L*(Q)),

L ( [ w/) i, ( [ uaf) = [T = [ ([w)

Par Fubini et la définition de D;u, on en déduit donc que

T
Ly (-/ Ue/) = —/ upl)’ = (Dyu, 1))/ (j0,1x ), D(0,T[x ) -
0 10,T[x9

En notant ’lvd, la restriction de Ly & E’ (Tw est une forme linéaire continue sur E’), on en déduit, par
définition de l'injection de L*(0,T; E') dans D'(]0, T[xQ) et puisque Dyu € L'(0,T; E'),

Ly (— /:w) = /OT9<Dtu,¢>E,,E = /OT Ol (Dyu) = 1y, (/OT Dtu9> = Ly (/OT Dtu9> .

Ceci étant vrai pour tout v € D(Q), et (= [ uf’, [ Dyuf) étant deux éléments de D'(Q2), on en déduit
quils sont égaux dans D’(f); comme ils appartiennent en fait & E’ + L'(Q), cette égalité a lieu dans

E' + LY(9), ce qui prouve ([2.6.3)).

¢ Etape 2: on suppose que u; € L*(0,T; E").
11 faut donc prouver que, pour tout ¢ € D(]0, T[xQ),

T
/ <ut(t)7 @(tv ')>E’7E dt = — / uPpt. (264)
0 10,T[x

Pour cela, on utilise le théoréme de densité. On sait qu’il existe (un,)n>1 € C*°([0,T]; L'(2)) qui converge
vers u dans L'(0,T; LY(Q)) = L1(]0,T[xQ) et telle que (u},),>1 € C*([0,T]; E') converge vers u; dans
LY0,T; E).
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Puisque u,(t) € L*(Q) N E’, on a, pour tout ¢ € D(Q) (par définition des injections de E’ et L'(§2) dans
D'(Q)), (up,(t), V) er & = [qun ()Y = B(uj,(t),1) ot B : L'(Q) x C3(22) — R est I'application bilinéaire
continue B(g,h) = [, gh. Ainsi,

T T
| et eedt= [ B, @).00) d.
0 0
Or u,, € C>([0,T]; LY(Q)) et ¢ € C1([0,T];Cy(£2)), donc, par une intégration par parties classique (B est
bilinéaire continue), puisque ¢(0) = p(T) = 0,

T
/ (un(8), (L, ) pr E dt = / B(un(t), p:(t)) dt = / /un (t,z)pe(t, ) dz dt.
0

Par Fubini, on en déduit que (2.6.4) est satisfaite avec u,, a la place de w. Gréce aux convergences de
(un)n>1, €t puisque ¢ € L*(0,T; E) (v01r r etape 1 dans la preuve du lemme [2 , on peut passer a la
limite pour constater que w vérifie aussi . [

Remerciements: je souhaite remercier Thierry Gallouét pour m’avoir mis le pied a D'étrier (dans le
sujet mathématique que ce document concerne, mais aussi dans les mathématiques avancées en général),
Jacques Simon pour ses commentaires instructifs ainsi qu’Allessio Porretta et Alain Prignet pour leurs
questions qui ont permis de préciser et d’enrichir ce travail.
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Annexe A

Selection Mesurable

Nous établissons ici, lorsque X est un espace mesurable, E est un espace vectoriel de dimension finie et
g : X — E' est mesurable, I’existence d’une fonction f : X — E mesurable telle que, pour tout z € X,

I[f(@)lz =1et (g(z), f(x))e & = [lg(z)||&-

En fait, en posant A(z) ={a € E | ||a|]| =1, (9(x),a)r g = |lg(x)||e'}, cela revient a choisir, pour tout
x, un élément f(x) de A(x) tel que x — f(z) soit mesurable, i.e. a opérer une “sélection mesurable” de
A.

Nous allons déterminer f par ses coordonnées (fi, ..., f,) dans une base quelconque de E. En fait, on
définit par récurrence:

fi(x) = min{ay | [lal| =1, {9(z),a)p & = [lg(x)[| 5},
fa(x) = min{ay | [lal| =1, a1 = fi(2), (9(2), )& = [l9(2)||E},
fu(@) = min{ay, | |la]| =1, Vi <k a; = fi(z), (9(x),a)p & = llg(z)l|p}

(ce sont bien des minima car on minimise, dans chaque cas, une fonction continue de a — sa k™
composante — sur un compact). On constate que, pour tout x € X, par définition de f,(x), on a
fn(z) = ay, pour un a € E de norme 1 tel que a1 = fi(z),...,an—1 = fn_1(x) et (9(x),a) g & = ||9(z)||’;

ainsi, f(x) = a est de norme 1 et vérifie (g(x), f(z)) . = ||g9(z)||&-
Il ne reste donc plus qu’a vérifier la mesurabilité de f.

Lemme A.0.1 SiH:XxFE —R! et G: X x E — R sont mesurables par rapport & x € X et continues
par rapport ¢ a € E, alors S={x € X |Ja € E, ||a|]| =1, |H(z,a)| =0, G(z,a) <0} est mesurable.

DEMONSTRATION:
On prend (a;);>1 une suite dénombrable dense dans la sphere unité de E et on constate simplement que

s=Ule e X | H ()| < 1/j, Gla,a:) < 1/},

j>1i>1

En effet, si € S, alors il existe a de norme 1 tel que |H(z,a)| = 0 et G(z,a) < 0; par continuité des
applications |H (z, )| et G(z,-), et comme (a;);>1 est dense dans la sphére unité, pour tout j > 1, il existe
i > 1 tel que a; soit assez proche de a pour que l'on ait |H(x,a;)| < 1/j et G(x,a;) < 1/j.
Réciproquement, si 2 € X est tel que, pour tout j > 1, il existe 4; > 1 tel que |H(z,a;,)| < 1/j et
G(z,a;;) < 1/j, comme la sphere unité de E est compacte, on peut extraire de (a;;);>1 une suite qui
converge vers a de norme 1 et, grace a la continuité des applications par rapport a leur deuxieme argument
on obtient, & la limite, |[H(z,a)| =0 et G(z,a) < 0. m

Déduisons de ce lemme la mesurabilité de chaque composante de f; on commence par remarquer que,
pour tout a € R,

fit([-o0,0]) ={z €R|Ja€ E, |lal| =1, (9(2),a)p,p — |lg(@)llpr =0, a1 <}

et que f1 est donc mesurable (c’est le lemme avec H(z,a) = (g(z),a)rp £ —||g(z)||e et G(z,a) = a1 —a),
puis on finit par récurrence: si fi,..., fir sont mesurables, alors, pour tout a € R,

{reX|frn(r) <o} = {zecR|Jack, =1, a1 = fi(z),...,a = fa(2),
(9(z),a)pr g = [l9(@)[|5r =0, ary1 < af,
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et fr+1 est donc mesurable (¢’
est le le
fr(x)) et G(x,a) = are1 — ). e avee f ) = (gl el = lo@llera = oo
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Annexe B

Un peu d’Analyse Fonctionnelle
abstraite

Tous les résultats sont énoncés ici dans le cas ot F est un R-espace de Banach, mais restent valables dans
le cas ou le corps de base est C (en changeant, aux endroits convenables, R en C).

B.1 Sur la réflexivité

Lemme B.1.1 Soit E un espace de Banach. Si G est un sous-espace fermé de E et x & G, alors le
sous-espace G @ Rz est fermé dans E.

DEMONSTRATION:

On prend g, € G et A\, € R tels que g, + \px — a dans E et on montre que a € G @ Rz.

Si (An)n>1 est non-bornée, il existe une sous-suite (Ap, )x>1 telle que |A,, | — oo: alors ﬁgnk +x — 0,
donc *ﬁkgnk — x; mais ﬁgnk € G, et G est fermé, donc = € G, ce qui est exclus.

(An)n>1 est donc bornée dans R et il existe une sous-suite (A, )rx>1 qui converge vers A € R; on a alors
Gn, — 6 — Ax € G (G est fermé), donc a = a — Az + Az € G @ Ru.

Remarquons que I'on peut étendre ce résultat a: si G est un sous-espace fermé et F' est de dimension
finie, alors G + F est fermé dans E (par récurrence sur dim(F)). m

Corollaire B.1.1 Si E est un espace de Banach et E’ est séparable, alors E est séparable.

DEMONSTRATION:
Soit D une partie dénombrable dense dans E’ et prenons, pour chaque f € D, xy € E de norme 1 tel que

Fep)l = 2iflle

(xf existe par définition de la norme sur E’). Soit G = Vect({z;, f € D}) sous-espace fermé séparable
de E: nous allons montrer que G = E.

Tout d’abord, on remarque que si f € E’ vérifie G C ker f, alors f = 0; en effet, par définition de D,
il existe une suite f, € D qui converge vers f dans E’; mais alors, puisque fi¢ = 0, pour tout n > 1,
Yl fuller < [Fal@s,) = (Fa=£)(@s,)] < |1fu— flle (car a, est de norme 1), donc || ful [ — 0 et £ = 0.
Supposons maintenant que G # F et prenons € F\G: par le lemme précédent, comme G est fermé,
G @ Rz est un sous-espace fermé de E, donc un espace de Banach; mais G et Rz sont fermés en somme
algébrique directe dans G @ Rz, donc cette somme est topologique; soit maintenant la forme linéaire
f: G@® Rz — R définie par: Vy € G, VA € R, f(y + Ax) = A. Comme la somme est topologique,
cette forme linéaire est continue sur G ® Rx et, par Hahn-Banach, peut se prolonger en une forme
linéaire continue sur E, qui vérifie donc: f # 0 (car f(z) # 0), G C ker f, c’est a dire deux propriétés
contradictoires par ce qui précede. m
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B.2 Application duale

Définition B.2.1 Soient E et I' des espaces de Banach. Si T : E — F' est linéaire continue, on définit
T*:F' = E par: Ve F', T*(l) =1oT.

Remarques:
1) Il faut vérifier que [ o T' € E’, mais c’est évident car [ et T sont linéaires continues.
2) T* est caractérisé par: VI € F', Ya € E, (T*(1),a)p g = ([, T(a)) ' F.

Proposition B.2.1 i) T* : F' — E' est linéaire continue et [|T*||zr gy = ||T]|2(5,7)-

ii) Si T : E — F est un isomorphisme alors T* : F' — E' est un isomorphisme et (T*)™! =
().
iii) Si T : E — F est un isomorphisme isométrique alors T* : F' — E' est un isomorphisme
isométrique.

DEMONSTRATION:

Pour i), on remarque que ||T%(1)|[g = [[loT'||gr < ||l||F/||T||z(E,F), donc que T* est continue (la linéarité
est évidente) et ||[T*||zr/ .5y < ||T||z(p,F). Pour montrer I'inégalité en sens inverse, on prend, pour
€ >0, e € E de norme 1 tel que ||T(e)||r > [|T||z(k,F) — €; on sait alors qu’il existe [ € I de norme 1
tel que (I,7(e))rr,r = ||T(e)||F, et on obtient donc ||T*(|z(pr gy > (I, T(€))rr.r > [|T||2(B,F) — €, cest &
dire, puisque cette inégalité est vraie pour tout € > 0, ||T™||z(p .2y > [T (B, F)-

Pour montrer ii), il suffit de constater que (T~1)*(T*(1)) = (T"1)*(loT) = 1o T oT~! = [ pour tout
le F' et T*((T71)*(u)) =T*(uo T ') =uoT ' oT = u pour tout u € E'.

Pour montrer iii), on écrit juste, pour tout I € F’,

NT*(Dller = sup [(T*(1),a)p 6l = sup [(I,T(a))r rl,

llallz=1 llallz=1

donc, en posant b = T(a) et en utilisant le fait que T est un isomorphisme isométrique £ — F,
T (Dl & = supyjp)p=r [ 0)pr o] = ([l |7

B.3 Injections d’Espaces de Banach

Dans cette annexe, on montre que, lorsque 'on prend deux espaces de Banach E et F' naturellement
injectés dans un espace vectoriel topologique V, on peut construire un espace de Banach G inclus dans
V et dans lequel E et F' s’injectent continuement.

Cela permet, entre autres, de considérer les fonctions u € LP(0,T; E) telles que v’ € LP(0,T, F) comme
des éléments de W1P(0,T; G).

Soit done (E, ||-||g) et (F,||-||F) deux espaces de Banach tels qu’il existe un espace vectoriel topologique
V dans lequel E et F s’injectent continuement. On munit I'espace G = E 4+ F C V de la norme

|zlle = mf{[|zpl|e + |[erllr |2 =25 +2p, g € E, xF € F}.

Commengons par constater que ceci définit bien une norme:

e Si ||z||g = 0 alors, pour tout n > 1, il existe y, € E et z, € F tels que ||yn||g + ||znllF < 1/n
et * = y, + zp; cela implique donc y,, — 0 dans E et z, — 0 dans F' donc, puisque E et F' s’injectent
continuement dans V, y, — 0 et z, — 0 dans V; comme x = y,, + 2,, cela donne z = 0 dans V, donc
dans G.

e Soit x € G et A € R*; pour tous (zg,zr) € EX F tels que t = xp+ap, on a Az = Azg + \ap,
donc ||Az||l¢ < || Azelle + || zr||lF = |A(|zE|lE + ||2F||F), soit, en prenant la borne inférieure sur tous
ces (zp,xp), ||Az||e < |Al||z]|¢; pour Iinégalité inverse, on écrit ||z||¢ = ||5 x Az||q < ﬁ“)\zﬂg, et on
obtient |A| ||z]|¢ < ||A\z||G-

e Soit (y,2) € GZ et v =y+2;si (yg,yr) € E x F sont tels que y = yg +yr et (2p,2r) € EXF
sont tels que z = zg + zp, on a © = (yg + 2g) + (Yyr + 2r), avec yg + 25 € E et yr + zr € F, donc
lzlle < llve + zslle + |lyr + zrllr < (llyslle + [lyrllr) + (l|z£l|le + ||27]|F); en prenant maintenant la
borne inférieure sur de tels (yg, yr) et (zg, zr), on a ||z||a < ||lylla + ||2||a-
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G, muni de cette norme, est bien un espace de Banach: en effet, si > x,, est une série d’éléments de G
qui est absolument convergente, alors, pour tout n > 1, il existe (zZ,25") € E x F tels que z,, = 22 + 2F

n? n

et |22 + |25 ||F < ||7nlle +1/n2; comme anl [|zn]|a < 400, on en déduit que Zn21 l|zE||g < +o0
et anl l|zE||F < +oo et, puisque E et F sont des espaces de Banach, que ZnZl zE converge vers zp
dans Eet 3 -, xE converge vers xp dans F. On constate alors que

N N N
S~ (an-ban) = (k) + (S0t o),
n=1 n=1 n=1

N N .
avec Y. _xF —xpeEetY _af —zpeF, dou

N
§ E
T, —TE
n=1

i.e. la série Y x, converge vers x = xg + zr dans G.

N—
_>°°0’

F

<
G

+
E

N
§ : F

T, —TF
n=1

N
an —(zp +ap)
n=1

Voyons maintenant pourquoi E' s’injecte continuement dans G (il en est de méme pour F); si z € F, la
décomposition z = z + 0, avec (x,0) € E x F, nous permet de voir que ||z||¢ < ||z||z + ||0]lr = ||z||&,
c’est & dire que, sur E, || - ||¢ < || ||g: Vinjection de E dans G est continue et de norme inférieure a 1.

La proposition essentielle, qui justifie I'introduction de I'espace FE + F et le fait que ’on puisse effectuer
des calculs dans cet espace, est la suivante.

Proposition B.3.1 Si f € LY(X; E)NLY(X; F) alors les intégrales de f dans E et dans F coincident.

Remarque:

En particulier, si E s’injecte continuement dans F et f € L'(X;FE), alors f € L' (X;F) et les
intégrales de f dans F et F coincident.

DEMONSTRATION:

On note I l'injection naturelle de E dans E + F' et J l'injection naturelle de F' dans E + F'. fgp désigne
f lorsqu’on la considere & valeurs dans E et fr désigne f lorsqu’on la considére & valeurs dans F'.
Comme I et J sont linéaires continues et fp € LY(X; E), fr € LY(X;F),on a I(fg) € L'(X;E + F) et

I(fr) € L\(X; E + F) avec
/XI(fE)dMZI</XfEdM>

/XJ(fF)dﬂJ(/Xdeﬂ)~

Or, par définition de I, J, fg et fr, I(fg) = J(fr) = fep+r dans E+ F (frpyp désigne f considérée a
valeurs dans E 4+ F), donc [y feqrdp = I([y fedp) = J([y frdp), ce qui revient exactement & dire
que les intégrales de f dans E, F' et E + F coincident (lorsque 'on omet les fonctions I et J, c’est-a-dire
que l'on injecte naturellement E et F dans F + F).m

66



Annexe C

Identifications Simultanées

Soit un espace de Banach E qui s’injecte continuement dans un deuxiéme espace de Banach GG. On a
alors naturellement D'(I; E) C D’'(I; G); plus précisément, si on pose, pour T € D'(I; E),

P — <Ta 30>D39,D ckC G7

alors T € D'(I;E) — T € D'(I;G) est bien définie et c’est une injection. En effet:

o T € D'(I; G) car, pour tout K compact de I, il existe Cx > 0 et k > 0 tel que, si ¢ € D(I) a
son support dans K, on ait |(T,¢)p, pllr < Crxvi,k(p), ce qui nous donne, avec C' > 0 tel que

|- lle < Cll - s, IT@)lle < (CCx)vax (9)-

o T — T est linéaire (évident) injective car, lorsque T = 0, on a, pour tout ¢ € D(I), (T, P)p, D=
(dans G, donc dans E), c’est & dire T' = 0.

De plus la dérivée de T' € D'(I; E) peut étre, au travers de cette injection, identifiée a la dérivée de T en
tant que distribution & valeurs dans G, i.e. T! = T" dans D’'(I; G); en effet, pour tout ¢ € D(I),
T _ /
(T ¢)p,p = (T'.¢)p,.D
= —(T,¢)p,.p
= —(T,¢")p.p

= (T',¢)p,.p-

Si f €L (I;E) alors f € Ll .(I; G) et, lorsque l'on veut considérer f comme une distribution & valeurs
dans un espace de Banach, on peut le faire soit au travers de T, soit au travers de T%; de plus, si on
regarde f comme la distribution Tf € D/(I; E), on peut (grace & 'injection ci-dessus) considérer TfE
comme un élément de D'(I;G). Cela nous donne donc deux moyens de voir f comme un élément de
D/(I;G): en tant que T vu dans D'(I; G) ou bien en tant que T

On ne pourra donc identifier f & ses distributions associées T et T¢ tout en faisant I'injection naturelle
D'(I; E) C D'(I;G) que si les deux éléments de D'(I; G) construits ci-dessus & partir de f coincident.
C’est en effet le cas: pour tout ¢ € D(I), on a

(TJF, $)p., D= (TJF, )p, D= /Ifgo du (intégrale a valeurs dans F)
(TJE;7 P)p, D= /f<p du (intégrale a valeurs dans G).
I

Mais fo € LY(I; E) N LY(I;G), donc les intégrales de fy dans E et dans G coincident; on en déduit
<T]?,QD>D/GD = <TfG,Q0>'D/G7D, c’est a dire TJ‘? = TfG dans D'(I; G).
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Ainsi, lorsque I'on a deux espaces de Banach F < G, on peut effectuer simultanément, lorsque f €
Ll (I; E) C Ll .(I;G), les identifications

D'(I,E) c D(I;Q),
E
f = Tf )
G
f - Tf'

68



Annexe D

Résultats de densité dans D(})

D.1 Densité des fonctions tensorielles

Théoréeme D.1.1 Soit V' un ouvert de RY et ¢ € D(V); il existe un compact K de V et des fonctions

(" )uz1, el relrg) € D(R) telles que, en posant O, (z) = 37y o™ (1) -+ 0§ (),

O, a son support dans K,

9°0,, "=3° 9%y uniformément sur V, pour tout oo € N4,

DEMONSTRATION:
& Etape 1: Réduction au cas ou V est un pavé et élimination de la condition sur le support.
Soit D; I’ensemble des pavées ouverts de la forme

q

1Dk /2' (e +2)/2',

r=1

avec k, € 7Z, dont I’adhérence est incluse dans V; on constate que V = U;>1 Upep, P (car, pour tout
dans V, il existe [ > 1 tel que Boo(x, 1/21_1) C V: les pavés d’ordre [ qui contiennent x ont donc leur
adhérence dans V' et appartiennent & D).

Comme supp(7) est un compact de €, il existe un nombre fini de tels pavés (P, ..., Ps) € Uj>1 D qui
recouvrent supp(¢); posons K = Py U...UPs: c’est un compact de V. Prenons (71, ...,s) une partition
C> de 'unité sur supp()) subordonnée au recouvrement (P, ..., Ps).

Supposons que l'on ait démontré le résultat suivant

Pour tout pavé borné P de RY, pour tout ¢ € D(P),
il existe ((pgn’J))nZng[ltn] ,refl,q € D(R) tels que

r— Op(x) = Z;-L:l goi”’y)(xl) e @,gn’j)(acq) appartienne a D(P) et vérifie
9°0,, "% §*¢ uniformément sur P, pour tout o € N¢.

(D.1.1)

Modulo ce résultat, et puisque v,,% € D(P,,) lorsque m € [1, s, on obtient pour chaque m € [1, s] une
suite de fonctions @%m)(;v) = 2?21 @gn’j’m) (x1)--- go,gn’]’m) (zq) € D(Py,) qui converge uniformément vers
Ym¥ sur P, et dont les suites de dérivées convergent uniformément vers les dérivées de v, 0 sur Py;
comme O™ = Ym® = 0 hors de B,,, la convergence est en fait uniforme sur tout V. Ainsi,

S n

On(z) = > 00 (x) = 33 (@y) - (I ()
m=1

m=1 j=1

est une suite de fonctions de la forme voulue, qui sont dans D(P; U---U Ps) C D(V), avec leurs supports
dans Py U---U P, C K compact fixé de V, qui convergent uniformément sur V vers > | vt = 9 et
dont les dérivées convergent uniformément sur V vers les dérivées de 1.

<& Etape 2: Preuve de (D.1.1]).
Soit P un pavé borné de R? et ¢p € D(P); on prend T > 0 tel que P C] —T/4,T/4[.
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Soit pn(t) = ¢n(2 + cos(2nt/T))™ ou ¢, > 0 est choisi tel que f_TﬁQ pn(t)dt = 1; la fonction p, est
positive, d’intégrale sur | — T'/2,T/2[ égale & 1 et vérifie:

V8 >0, / pn(t)dt "=3°0.
s<|t|<T/2
En effet, par définition de ¢, on a (puisque, si 0 <t < T/2, 0 < sin(27t/T) < 1)

l=¢c, / (24 cos(2mt/T))"dt > 2c, / (24 cos(2nt/T))" sin(2wt/T) dt
[t|<T/2 0<t<T /2

» T/2 1
_m /o % ((2+ cos(2mt/T))" ") dt

n+1 TCn
2n(n+1)’

%

donc 0 < ¢, < Mn/3", d’ou (puisque, si § < [t| < T/2, 2+ cos(2nt/T) < 2+ cos(2nd/T) =1 < 3)
OS/ pn(t) dt < TMnr™/3",
o< |t|<T /2

cette derniere quantité tendant bien vers 0 lorsque n — oo puisque r < 3.
En d’autres termes, la famille (p,),>1 est une approximation de l'unité dans | — 7/2,7/2] (par des
polynémes trigonométriques de période T') et on en déduit que

Ry (7) = H pn (1)
=1

est une approximation de I'unité dans | —T'/2,T/2[%; la seule “difficulté” étant de montrer que, pour tout
0 > 0, en notant N la norme infinie dans R%, on a

/ R, (x)dx — 0 lorsque n — oo.
O<N(z)<T/2

Pour le prouver, il suffit de constater que

{x €] -T/2,T/2["| N(z) > 6} C U{x €l —=T/2,T/2]7 | |z1] > 6}
=1

et d’utiliser les propriétés d’approximation de I'unité de p,,.

Notons
On(x) = / R, (s)p(x — s)ds.
1-T/2,1/2[

0., est de classe C*(RY) et on a, par dérivation sous I'intégrale, pour tout « € N?,
0%0,(z) = / R, (5)0%(z — s) ds.
1-T/2,T/2[

n—oo

On constate alors que, pour tout o € N9, 9%0,, — 9%¢ uniformément sur | — 7/2,T/2[%: en effet,

pour tout € > 0, en prenant le § correspondant a I'uniforme continuité de 0“¢ sur R?, on a pour tout
x€]-T/2,T/2

|0%0,,(z) — 0%¢(x)] < |/]T/2 1 R, (5)(0%(z — s) — 0%¢(x)) ds

< 2|00 / Ro(s)ds + <.

s€|-T/2,T/2[4,N(s)>6
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ce qui montre le résultat puisque la derniere quantité ne dépend pas de x et tend vers € lorsque n — oc.
Soit maintenant supp(¢), la projection sur la r™¢ coordonnée du support de ¢; pour tout r € [1,¢q],
supp(¢), est un compact inclus dans la projection P, de P sur la 7™ coordonnée, donc il existe v, €
D(P,), v, = 1 au voisinage supp(¢),, 7 (Pr) C [0,1]. O, (x) = 0, (x) [[7_, v () est C> et & support dans
K = supp(y1) X - - x supp(7q), avec K inclus dans P C] —T/4,T/4[? (P est un pavé, i.e. P=[[_, P,),
donc ©,, € D(P).

Pour tout a € N?, on a

00, =00, [[ v+ Y <a> 0°=0,0° T [ .-
v 0<pZar pro \P v
Or 9%0,, [, v — 0%¢ uniformément sur P; en effet, 960, [[, v» = 0%6,, sur supp(¢) C [], supp(¢), et
|0%0n T1, vr| < 10%0,| qui converge uniformément vers 0 sur P\supp(¢) puisque 9%¢|p\supp(s) = 0. De
plus, lorsque 0 < B8 < «a, O°[[,. v =1, fyﬁﬁ"); donc, quand 8 # 0 (i.e. quand il existe j tel que 8; > 0),

on a &° [, v = 0 sur supp(¢) (car ’yj(ﬁ") = 0 sur supp(¢);) donc

0°720,0° T[

T

0°=00,0° [

Le=(P) ‘ Lo (P\supp(¢))

IN

| ’aa_59n| ’Lw (P\supp(¢))

" T

Le=(P)

et Haa_ﬁenHLoo(P\supp((lg)) — 0 lorsque n — oo, puisque 0?6, — 9° B¢ uniformément sur P et
0°=B¢ = 0 hors de supp(¢).
En rassemblant ces convergences, on a donc 9%0,, — 0%¢ uniformément sur P.

Pour conclure, il suffit donc de constater que ©,, a la forme voulue; pour cela, on voit que 6,, est égale,
sur | — T'/4,T/4[%, & une somme finie de fonctions de la forme i (z1)...pq(zq) avec ¢, € C(R) (car
©,, sera alors égale, sur R?, & une somme finie de fonctions de la forme (v1¢1)(21) ... (Y4q)(x4), avec
Yror € D(R)). Mais p,(t) est un polynoéme trigonométrique de période T', donc une combinaison linéaire
de fonctions de la forme e, et R, (z) est donc une combinaison linéaire de fonctions de la forme

exp(2im(kiz1 + ... + kqug)/T) =[], exp(2ik,wxz,/T); de plus, pour tout z €] — T/4,T/4],

On(x) = / R, (s)p(x — s)ds = / R, (z — s)¢p(s) ds.
|—-T/2,T /2[4 e+]-T/2,T/2[a

Mais, puisque x €] —T/4,T/4[?, x+] — T/2,T/2[9D] — T/4,T/4[? et, puisque ¢ est nulle en dehors de
| —T/4,T/4[, on peut écrire

0, (x) = / Rz — $)6(s) ds, (D.1.2)
|=T/4,T/[s
et 6, est donc, sur | — T/4,T/4[%, une combinaison linéaire de fonctions de la forme

62iﬂ(k1$1+---+kqwq)/T / e—2i7r(k151+...+kq8q)/T¢(8) dS,
|-T/4,T /4]

c’est a dire une combinaison linéaires de a, ...k, [1¢_, exp(2imk,x,/T) pour certains coeflicients com-
plexes g, ... k,; en mettant ces coefficients dans I'une quelconque des fonctions, on voit que 6,, est, sur
|=T/4,T/4[9, une somme finie de [[,. (), ol 0, sont des fonction C>*(R) & valeurs complexes. Or 6,, est
a valeurs réelles (cf.), et est donc égale a sa partie réelle, soit une somme finie de Re ([[,. - (zr)); on
peut alors conclure en constatant, par récurrence sur g, que toute fonction de la forme Re ([T?_, n-(z,))
est une somme finie de [[?_, ¢, (z,) avec ¢, € C®(R) & valeurs réelles (la récurrence est immédiate en
utilisant & la formule Re(ab) = Re(a)Re(b) — Im(a)Im(b) et le fait que pour tout n € C*(R) a valeurs
complexes, Re(n) et Im(n) sont dans C*(R))). m
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D.2 Séparabilité pour la norme C}(Q)

Théoréme D.2.1 Soit Q un ouvert de R . Il existe D C D(Q) dénombrable tel que, pour tout p € D(Q),
il eziste un compact K de ) et une suite de fonctions (on)n>1 € D a supports dans K vérifiant
on =3 @ uniformément sur Q,

n— oo

Oipn  — Oy uniformément sur 0, pour tout i € [1, N].

DEMONSTRATION:
¢ Etape 1: C2(€2) est séparable (pour la norme || - || L (q)).

o
Prenons, lorsque [ > 1, le compact K; = {x € Q | d(x,Q°) > 1/1}: comme K; CK;1, il existe v, € D()
dont le support est dans K;1 et qui vaut 1 au voisinage de Kj.
Notons D; = {yP, | > 1, P polyndome en N variables, & coefficients rationnels}: D; C C2(Q) est
dénombrable. De plus, pour tout ¢ € C2(Q), il existe I > 1 tel que supp(¢) C K; (il suffit de prendre
1> 1/(d(supp(p), Q2°))); par le théoréme de Stone-Weierstrass, il existe une suite (P,),>1 de polynomes
en N variables, a coefficients rationnels, qui converge uniformément vers ¢ sur Kj;;i: considérons
on =P, € C2(Q). On a |lon — @1 (k) = ||[Pn — @]l L (k) — 0 lorsque n — oo et, comme supp(p) C
Ky et supp(pn) C Kigr, [lon — QOHL‘”(Q\KI) = ||71Pn||L“(Kz+1\KL) = H’WHL‘”(Q)||P7LHL°°(K1+1\K1) =
Il ee @)l P — @llLoe (kio\k;) — 0 lorsque n — oo, puisque P, — ¢ uniformément sur K. Fi-
nalement, on a ||, — ¢l (@) — 0 lorsque n — oo.
On a donc montré que D; est dense dans C2(€2), ce qui permet de conclure cette étape.
{ Etape 2: C}(€2) est séparable (pour la norme || - || e () + SN 18 - l|Loe(02))-
Astuce classique: 'application

@{ C:(Q) — CAQ) x (€)Y
fo— KV

N+1 muni de la norme

est une injection isométrique de C!(Q2) dans I'espace séparable (cf Etape 1) (C2(12))
(g @,...,g™)|| = Z;V:O 1gj||Lo= (). Ainsi, Im(©) est séparable: il existe Dy dénombrable dense dans
Im(©); par définition de Im(0), et puisque © est injective, Dy = O(D3) pour un D3 dénombrable (©
est une bijection entre Dy et D3).

Si p € CHQ), il existe (gn)n>1 € D2 qui converge dans (C2(2))NF! vers O(p), c'est a dire gy(lo) = @
uniformément sur  et, pour tout i € [1, N], gq(f ) 0;p uniformément sur Q; par définition de Ds, cela
signifie qu’il existe (pn)n>1 € D3 tel que, pour tout n > 1, ©(p,) = g, ce qui implique ¢, — ¢ dans
CL(Q): D3 est dénombrable dense dans C1(€2).

& Etape 3: démonstration du résultat.

D() est une partie de 1'espace séparable C!(£2), donc il existe D, dénombrable dense dans D(f2) pour la
norme de C}(Q).

Soit, avec les notations de I’étape 1, D = {0, I > 1, ¢ € D4}: D est dénombrable; nous allons montrer
que D est la partie de D(Q2) cherchée.

Soit ¢ € D(2) et I > 1 tel que supp(yp) C K;; il existe, par définition de Dy, une suite (¢p)n>1 € Ds qui

converge, dans C!(Q), vers ¢. Prenons ¢,, = vy, € D:

e ¢, — ¢ uniformément sur Q: en effet, ¢, — ¢ uniformément sur K; (car, sur K, ¢, = ©,), et

[|én — @lln=@\x) = lenllLe@ k) < [l @ llenll L@ k) = 0
lorsque n — oo, puisque @, — ¢ = 0 sur Q\ K].

e 0;¢, — 0;p uniformément sur : en effet, 0;¢, = V9;on + Yn0;7y; et, comme précédemment, on
voit que ¥;0;¢, — O0;p uniformément sur €2; de plus, 7; = 1 au voisinage de K, donc ¢,0;y; =0
sur K et

llendivillLe () = llendinllLe@\x)) < 0ivillL=@ll¢nllL=@\Kx) — 0

lorsque n — oo, puisque ¢, — ¢ = 0 hors de K.

On a donc bien la convergence voulue de (¢, )n>1 € D vers ¢, et on conclut en remarquant que tous les
éléments de cette suite ont leur support dans le compact K;41 qui ne dépend que de ¢. m
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