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RÉSUMÉ. Dans cet article, le comportement postbifurcatoire des membranes hyperélastiques
soufflées est considéré. Les cas axisymétrique et tridimensionnel sont étudiés. Dans les deux
cas le système algébrique obtenu est résolu en couplant l’algorithme de Newton-Raphson à la
méthode de longueur d’arc. L’accent est mis sur l’étude des points singuliers et des branches
secondaires. Finalement, quelques exemples numériques illustrent les développement effectués.

ABSTRACT. This article deals with the post-bifurcating behaviour of inflated hyperelastic mem-
branes. Axisymmetrical and three dimensional formulations are studied. In both cases, the
resulting algebraic system is solved by the combining classical Newton-Raphson scheme and
the arc-length continuation method. The emphasize is laid on singular points and secondary
paths are pointed out. Finally, numerical examples are considered in order to illustrate the
developments.
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1. Introduction

Les problèmes de membranes non-linéaires soufflées apparaissent dans différentes
applications, par exemple en biomécanique [HSU 94] ou en mise en forme des plas-
tiques [MAR 01]. La mise en équations de ces problèmes est basée sur les travaux
précurseurs de Green et Adkins [GRE 60].

Dans le cas axisymétrique, le problème se réduit à un système d’équations diffé-
rentielles avec des conditions limites aux deux extrémités de l’intervalle de définition,
problème qui a été tout d’abord résolu par des méthodes couplant l’algorithme de
Runge-Kutta avec la méthode du tir [YAN 70]. Plus récemment, les auteurs privilé-
gient des approches numériques de type éléments finis [CHA 87, KHA 94]. Dans le
cas général tridimensionnel, l’emploi de la méthode des éléments finis est systéma-
tique [VER 01b]

Différents auteurs ont mis en évidence la présence de phénomènes instables et de
modes de bifurcation lors du soufflage de membranes élastiques non-linéaires. Expé-
rimentalement, Alexander a isolé une configuration non-sphérique lors du soufflage
d’un ballon sphérique en néoprène [ALE 71], et Kyriakides et Chang ont étudié l’ap-
parition et la propagation d’une instabilité le long d’un tube en latex [KYR 91]. Ces
problèmes d’instabilité ont été étudiés analytiquement et numériquement dans des cas
simples : membranes sphériques [NEE 77, HAU 80] et cylindres finis [KHA 92]. En
revanche, le comportement postbifurcatoire a été assez peu étudié. On peut cependant
citer deux études axisymétriques utilisant la méthode des éléments finis : tout d’abord,
celle de Duffet et Reddy [DUF 86] qui ont rencontré quelques difficultés pour suivre
les branches secondaires et plus récemment, celle de Shi et Moita [SHI 96] qui ont uti-
lisé une méthode de longueur d’arc et d’injection de mode pour explorer ces mêmes
branches secondaires.

Dans le présent article, le comportement postbifurcatoire de membranes hyper-
élastiques soufflées est étudié. Dans le paragraphe suivant, les équations d’équilibre
des membranes soumises à une pression extérieure ainsi que la loi de comportement
adoptée sont rappelées. Ensuite, dans le troisième paragraphe, les méthodes numé-
riques utilisées sont détaillées. Les méthodes de discrétisation axisymétrique et tridi-
mensionnelle sont brièvement présentées. Puis, l’algorithme de résolution du système
algébrique non-linéaire est précisé en mettant l’accent sur la méthode de continuation
adoptée. Enfin, l’étude des points singuliers et la possibilité de calculer les branches
secondaires de la courbe de chargement sont détaillées. Finalement, le paragraphe 4
présente plusieurs résultats numériques en mettant en évidence les instabilités obte-
nues par les approches axisymétrique et tridimensionnelle.

2. Mise en équations des problèmes de soufflage de membranes

2.1. Équations d’équilibre. Principe des travaux virtuels

On considère le soufflage quasistatique d’une membrane hyperélastique. Le ma-
tériau est supposé homogène, isotrope, élastique et incompressible. En tout point,
l’épaisseur de la membrane est supposée beaucoup plus faible que le rayon de cour-
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bure, la géométrie de la membrane est donc décrite par la position de sa surface
moyenne. La membrane est seulement soumise à une pression intérieure, �, et l’hypo-
thèse des contraintes planes est faite.

Les configurations non-déformée et déformée sont respectivement notées � � et �.
De façon similaire, les surfaces frontières sont respectivement ��� et ��. En considé-
rant qu’il n’y a pas de force de volume et en négligeant les effets d’inertie, le principe
des travaux virtuels s’écrit sous la forme suivante :

����� �
��
Æ�� �� �

�
��

Æ� �� �

�
��

��
Æ� ���	 �
 � � �

��
Æ� [1]

Dans cette équation, Æ��� est un déplacement virtuel cinématiquement admissible, ��	
est la normale extérieure à la surface moyenne au point considéré et � est l’éner-
gie de déformation. Le premier terme intégral représente le travail virtuel des efforts
intérieurs et le second terme intégral est le travail virtuel du chargement extérieur. Il
convient de noter que ce second terme est défini sur la configuration déformée car la
force due à la pression est une force suiveuse dont l’intensité dépend de la géométrie
courante.

2.2. Loi de comportement

Dans cet article, les membranes étudiées sont supposées hyperélastiques et seul le
modèle de Mooney-Rivlin est utilisé. La fonction énergie de déformation, � , est une
fonction des deux premiers invariants, �� et ��, du tenseur des dilatations de Cauchy-
Green droit, � :

� � � ���� � �� � 
��� � ��� [2]

où � et 
 sont les deux constantes matérielles. Les deux premiers invariants de � sont
définis par :

�� � ��� [3]
et :

�� �
	




��
���

��
� ��

�
�
�
��

[4]

Le troisième invariant de �, �� � ���� est égal à 1, de par l’hypothèse d’incompres-
sibilité.

3. Discrétisation et résolution numérique

3.1. Discrétisation

3.1.1. Cas axisymétrique

Dans le cas axisymétrique, la membrane est réduite à une courbe continue. Chaque
point matériel � de cette courbe a pour coordonnées radiale ���� et axiale ���� dans
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la configuration non déformée. � représente la coordonnée curviligne le long de la
courbe. La courbe est maintenant divisée en � intervalles délimités par �� � noeuds.
Chacune des deux coordonnées est approchée par une spline cubique définie sur les
noeuds. A l’instar des éléments finis isoparamétriques, on interpole les déplacements
des points matériels sur la même base de fonctions B-splines. Pour plus de détails sur
cette méthode d’interpolation, le lecteur peut se référer à [VER 01a].

3.1.2. Cas tridimensionnel

Dans le cas tridimensionnel, la discrétisation est effectuée à l’aide d’éléments finis
classiques de type Q8.

Dans toute la suite, les deux cas seront traités simultanément, les systèmes discré-
tisés étant similaires. On note ��� le vecteur des déplacements nodaux. Le Principe
des Travaux Virtuels (1) devient :

����� �
��
Æ�� �� � �Æ��

�
������ � ��� � � � �Æ��

� [5]

où ��� est le résidu du problème qui peut être écrit comme la différence entre les
vecteurs nodaux des forces intérieures et des forces extérieures :

������ � ��� � �	��������� � �	������� � ��� � ��� [6]

3.2. Méthode de résolution

Le système précédent est bien évidemment non-linéaire. Sa résolution nécessite le
calcul de la matrice raideur tangente �
� définie par :

�
� � �
����� �
���� �
� �	����

� ���
�

� �	����

� ���
[7]

De plus, il est bien connu que les problèmes de soufflage de membranes hyperélas-
tiques présentent des points limites : dans le cas d’un ballon de baudruche, la courbe
de soufflage volume du ballon-pression n’est pas monotone [BEA 87]. C’est pourquoi,
l’obtention de la courbe d’équilibre nécessite l’emploi d’une méthode de continuation.
Dans ce travail, nous utilisons la méthode de longueur d’arc, sous la forme simplifiée
du contrôle en déplacement proposée par Batoz et Dhatt [BAT 79]. Ainsi, en suppo-
sant connu un point d’équilibre défini par le vecteur des déplacements nodaux �� ��
et la pression ��, le problème à résoudre consiste à déterminer les incréments de dé-
placement �	�� et de pression 	� qui vérifient :

�
�������� �	�� � �� �	��� � �
� �	�� �� � �
� � �

[8]

où la seconde équation est l’équation de longueur d’arc, �
 étant la longueur
d’arc imposée. Ce système est résolu par l’algorithme itératif de Newton-Raphson.
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À chaque itération, on calcule les changements des incréments de déplacement et de
pression, respectivement ���� et ��, en résolvant le système bordé :
�
�

��� � �

�
������

� ��������
�

�

�
�
���
��

����

��

� �

��
�

�������

�� ������� �� � ���
[9]

Dans cette équation, l’exposant ����� représente la valeur de la grandeur � à l’itération
précédente de l’algorithme de Newton-Raphson.

3.3. Points singuliers et comportement postbifurcatoire

Comme il a été mentionné précédemment, les courbes d’équilibre des membranes
soufflées possèdent des points singuliers c’est-à-dire des points de la courbe d’équi-
libre pour lesquels le comportement change brusquement. Dans le cas du soufflage, on
identifie deux types de points singuliers : les points limites pour lesquels la monotonie
de la courbe de charge change et les points de bifurcation simple qui voient naître une
nouvelle courbe d’équilibre solution du problème.

L’étude des points singuliers peut être divisée en trois étapes :

- détection de la présence d’un point singulier ;
- isolation de ce point singulier ;
- détermination de la nature du point singulier et dans le cas d’un point de bifur-

cation, exploration de la branche secondaire d’équilibre.

3.3.1. Détection

Pour détecter la présence des points singuliers, un critère inspiré des travaux de
Sokol et Witkowski [SOK 97] est adopté. Ce critère permet de déterminer le point
d’équilibre où la matrice raideur devient singulière. En notant la plus petite
des valeurs propres négatives de en valeur absolue, le critère est le suivant :

- si le nombre des valeurs propres négatives de n’a pas changé depuis le der-
nier point d’équilibre :

[10]

- si ce nombre a changé :
[11]

Au point singulier, on a bien sûr :

[12]

3.3.2. Isolation

Pour isoler le point singulier, on utilise simplement la méthode de dichotomie sur
la valeur de la longueur d’arc jusqu’à vérifier .
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3.3.3. Nature du point singulier

En notant ������ le vecteur propre correspondant à la valeur propre ����, le
produit scalaire entre ce vecteur et le chargement extérieur permet de déterminer la
nature du point singulier :

- si ������
�
� ������ � � alors le point singulier est un point de bifurcation ;

- dans le cas contraire, c’est un point limite.

3.3.4. Passage sur une branche secondaire

Dans le cas d’un point de bifurcation, le passage sur une branche secondaire né-
cessite seulement le calcul d’un point d’équilibre sur cette nouvelle branche. Pour
cela, on utilise la méthode d’injection de mode propre utilisée avec succès par Shi
et Moita [SHI 96]. Pour l’obtention de ce premier point d’équilibre sur la nouvelle
branche, la phase de prédiction de l’algorithme de Newton-Raphson est effectuée en
utilisant le vecteur :

�����	��� � �� ������ [13]

La phase de correction permet alors de calculer un point d’équilibre sur la nouvelle
branche. Par la suite, l’algorithme est utilisé de manière classique pour explorer cette
nouvelle branche.

4. Exemples

Dans ce paragraphe, quelques exemples sont examinés en utilisant les formulations
axisymétrique et tridimensionnelle, et en mettant en évidence les modes de bifurcation
symétriques et asymétriques.

Tous les exemples qui suivent sont étudiés avec une membrane d’épaisseur initiale
� � �	 �� et de coefficients matériau 
 � � et � � ����	 ���	 ���. � désigne la
pression interne et 
 � ���� l’extension principale radiale. La sphère et les cylindres
ont un rayon initial �� � �.

4.1. Sphère

Dans un premier temps nous validons nos modèles sur des cas connus analytique-
ment. La sphère gonflée présente l’avantage de rester sphérique au cours du charge-
ment en pression dans le cas d’un matériau de type Mooney-Rivlin. Sa réponse est
alors donnée par l’équation [VER 99] :

� �� �
[14]
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Figure 1. Solution du soufflage d’une membrane sphérique

Les résultats analytiques sont parfaitement retrouvés avec le modèle élément fini
B-spline axisymétrique en utilisant 41 noeuds. Ces résultats numériques sont présentés
sur la figure 1 pour trois valeurs du paramètre matériel �.

Les points limites sont passés avec succès et aucun point de bifurcation n’est ob-
servé pour cette géométrie et ce type de matériau. Nous retrouvons ainsi les résultats
de Haughton [HAU 80].

4.2. Cylindre infini

Un autre cas simple concerne la membrane cylindrique droite de longueur infinie.
La réponse triviale, pour laquelle la déformée reste un cylindre droit, peut se réduire à
l’équation suivante :

� �
���

��

�� � ��

�
��

�

��

�
[15]

Numériquement, nous modélisons un tronçon de cylindre de hauteur par
un élément fini B-spline axisymétrique à 41 noeuds. La réponse triviale du modèle vé-
rifie bien l’équation (15) pour trois valeurs du paramètre matériel : (figure 2),

(figure 3) et (figure 4). Sur ces trois figures, la réponse triviale
correspond aux courbes présentant une asymptote horizontale.

L’étude des points singuliers met en évidence des points de bifurcation fournissant
des réponses non triviales sous la forme de lobes locaux déjà observés expérimenta-
lement [KYR 91] et numériquement [SHI 96]. Les trois premiers points de bifurca-
tion obtenus pour sont atteints pour des valeurs de pression égales à ;

et . Les modes de bifurcation types obtenus sont représentés sur la fi-
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gure 2 donnant la pression interne � en fonction du plus grand rayon de la membrane
���� (���� � � pour la réponse triviale).

�
���
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�

0,000
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0,025

Figure 2. Solution d’une membrane cylindrique infinie : � � �

�
���
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�
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0,025

Figure 3. Solution d’une membrane cylindrique infinie : � � �� �

De la même manière, trois modes de déformation similaires sont obtenus pour
� � �� � (figure 3) pour des valeurs de pression valant respectivement �� ���� ; �� ����
et �� ����. Pour � � �� �� (figure 4), seule la branche de bifurcation correspondant au
premier mode de bifurcation relatif aux deux autres cas a pu être détectée. Ceci peut
être dû à des problèmes de précision numérique lors des différents tests de l’analyse
des points singuliers.

Dans les deux premiers cas, nous retrouvons bien les trois modes de bifurcation
calculés par Shi et Moita [SHI 96] pour un matériau de type Ogden à trois termes.
On peut cependant noter que les trois points de bifurcation correspondent à l’appari-
tion respectivement de un, deux et trois lobes sur la longueur du tronçon de cylindre
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considéré. Nous pouvons en déduire, à la manière de Shi et Moita, que les trois pre-
miers modes de bifurcation obtenus numériquement correspondront à des valeurs de
pression différentes selon le rapport de forme ����� du modèle de membrane infinie
adopté. Ainsi, il existe une infinité de points de bifurcation pour ce problème.

�
���

1 2 3 4

�

0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

Figure 4. Solution d’une membrane cylindrique infinie : � � �� ��

4.3. Cylindre encastré

De la même manière que pour le cylindre infini, nous étudions le cylindre droit
de même rapport de forme, encastré à ses deux extrémités. Contrairement au cas pré-
cédent, les modes de bifurcation ne correspondent pas à l’apparition de lobes, mais
à la naissance d’une asymétrie de la déformée de la membrane par rapport au plan
milieu. Il faut noter que la formation d’un pseudolobe (bulge en anglais) correspond à
l’apparition d’un point limite caractérisé par un changement de signe de la pente de la
courbe � en fonction de ���� et par le passage vers une configuration instable, et ne
représente pas un mode de bifurcation.

Dans le cas d’un matériau néo-hookéen (� � �), le point limite apparaît pour
� � �� ����, puis des points de bifurcation apparaissent pour des valeurs de � de
�� ���� ; �� ���	 et �� �����. Les courbes �
����� sont très proches les unes des
autres. La figure 5 illustre les différentes configurations obtenues.

Pour une valeur du coefficient matériel � � �� � ; les mêmes phénomènes sont
observés avec un pseudo-lobe moins marqué. Le premier point limite correspond à
� � �� ����, tandis que les points de bifurcation sont obtenus pour � � �� ���� (très
proche du point limite) pour le premier mode et deux autres points correspondant à
� � �� ��
�. Ces deux points conduisent à deux modes de bifurcation symétriques
par rapport au plan de mi-hauteur du cylindre. Finalement, un second point limite
correspondant à un nouveau changement de signe de la pente de la courbe de charge est
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observé pour une pression de �� ����. La figure 6 illustre les différentes configurations
obtenues.

�
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0,024

Figure 5. Solution d’une membrane cylindrique encastrée :
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Mode 2

Mode 3

Mode 1

Mode symétrique

Figure 6. Solution d’une membrane cylindrique encastrée :

Pour , deux points limites apparaissent également, pour des valeurs de
pression égales à et . Un seul point de bifurcation a pu être détecté,
comme dans le cas du cylindre de longueur infinie.

Ce mode de bifurcation est obtenu pour , juste avant le deuxième
point limite. Il correspond à nouveau à un mode asymétrique. Dans le cas présent, la
branche symétrique et la branche secondaire asymétrique sont pratiquement confon-
dues comme le montre la figure 7. Seule l’observation de la déformée permet de dis-
tinguer les deux cas.
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Figure 7. Solution d’une membrane cylindrique encastrée : � � �� ��

4.4. Tore

Nous nous intéressons maintenant au cas d’un tore de rayon moyen initial������ �

�� ayant une section circulaire de rayon �� � ��.

�����

40 50 60 70 80 240
0,000

0,001

0,002

0,004

α = 0

α = 0,1

α = 0,25

α = 0,25

α = 0

Figure 8. Solution d’une membrane torique

Tout d’abord, il faut noter que la modélisation axisymétrique ne met en évidence
aucun point singulier de type bifurcation. Cependant la présence de points limites est
mise en évidence. Ils correspondent à � � �� ���� lorsque � � �, � � �� �����

lorsque � � �� �, et à � � �� ����� et � � �� ����� lorsque � � �� ��. De plus,
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on observe que la section du tore reste quasiment circulaire lors du soufflage pour les
valeurs matérielles � � � et � � �� �. Tous ces résultats sont résumés sur la figure 8.

Rmoyen

40 50 60 70 80 90

p

0,0000

0,0002

0,0004

0,0006

0,0008

0,0010

0,0012

0,0014

0,0016

mode trivial

mode 1
mode 2

mode 4

mode 3

Figure 9. Courbes de charge d’une membrane torique

Dans le cas de la simulation tridimensionnelle, des modes de bifurcation sont mis
en évidence. Ceci confirme les résultats obtenus par Reese et Wriggers pour un ma-
tériau de type Ogden [REE 95] : dans le cas d’une membrane torique, il n’y a que
des modes asymétriques. Les figures 9 et 10 présentent respectivement les différentes
branches obtenues et la forme des modes correspondants.

mode triviale mode 1 mode 2

mode 3 mode 4

Figure 10. Modes de bifurcation d’une membrane torique

5. Conclusion

Dans cette étude, le comportement postbifurcation des membranes hyperélastiques
soumises à des chargements en pression a été étudié par des approches numériques
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axisymétrique et tridimensionnelle. Le critère permettant la détection des points sin-
guliers portant sur le signe des valeurs propres de la matrice raideur s’est avéré très
efficace. La qualité de la méthode numérique consistant à utiliser l’injection du mode
propre correspondant à la valeur propre nulle du système pour explorer les branches
secondaires a été mise en évidence. Les différents exemples traités montrent l’impor-
tance des modes de bifurcation asymétriques dans le comportement des structures de
type membranes. Des travaux sont actuellement en cours pour améliorer la modéli-
sation des membranes tridimensionnelles en grandes déformations pour permettre la
construction de modèles plus réduits permettant de concentrer le temps de calcul sur
l’étude des points singuliers.
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