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摘要

本⽂介绍了云南省会昆明市艾滋病毒/艾滋病流⾏的数学模型。⼈⼝分为⼏个组，每个⼈都可以更改组。考虑了两种HIV传播⽅式：吸
毒者之间的针头共享以及性⼯作者及其服务对象之间的性传播。该模型包括既是客户的吸毒者，⼜是性⼯作者的吸毒者。根据安全套
的使⽤和共⽤注射器，将这些⼩组分为处于危险或受到保护的两个⼩组。建⽴了偏微分⽅程组来描述疾病的传播。对于模拟，我们会
根据昆明的可⽤数据尽可能调整参数。我们介绍了模型的某些数学特性，尤其是流⾏阈值 这决定了公共卫⽣⼲预的⽬标。尽管该模
型结合了两种HIV传播⽅式，但以下近似值似乎相当不错： ，具有明确的公式  和 。因此，可以
相互独⽴地确定使⽤清洁注射器和避孕套的临界⽔平，这些⽔平对于制⽌吸毒者之间的传播和性传播都是必需的。

1.简介

    近年来，中国的艾滋病毒/艾滋病流⾏已相当迅速。到2003年底，估计感染艾滋病毒的累计⼈数约为840,000 [44]。在全国范围内，吸
毒，不安全采⾎和性传播按主要传播途径递减。但是各省之间存在差异。对于艾滋病毒在吸毒者之间的传播，云南省似乎受到的影响
最⼤。云南靠近海洛因⽣产国缅甸。⼀些估计表明，该省⽬前有100,000⼈被感染[1]。吸毒者的流⾏正在蔓延到 其他危险群体，例如性
⼯作者及其服务对象，因为⼀些吸毒者也是服务对象或性⼯作者。在本⽂中，我们试图重现云南省会昆明市的疫情动态。我们正在开
发⼀种流⾏病模型，将通过共⽤针头和商业性⾏为传播艾滋病毒耦合在⼀起。

    第⼀步是收集有关昆明艾滋病毒/艾滋病流⾏病的可⽤数据。这是我们发现最有⽤的：

在2001年下半年，对云南的⼏个城市进⾏了⾏为调查：昆明，曲靖，⽟溪，宝⼭，⼤理和楚雄。在对成年男性的调查中[21]，向
388名18⾄50岁的男性提出了问题。在过去的12个⽉中，其中21.4％是性⼯作者的客户[21，表149]。这些客户每⽉平均与性⼯作
者接触2.4次[表174]；46％的⼈并不总是使⽤安全套[表181]；在所有这些男性中，有0.9％的⼈报告曾注射过⿇醉剂[表136]。对于
性⼯作者的调查[22]，向403个性⼯作者提出了以下问题：每个⼈平均每周有3位客户[表78]，平均⼯作2.5年[表63]。35％的⼈在前
⼀个⽉并不总是使⽤安全套[表84]。没有性⼯作者报告曾注射过药物[表46]。街头性⼯作者只占总数的6.6％，⼤多数在美容院，
夜总会和旅馆，酒吧和卡拉OK，桑拿浴室和公共浴室[表178]。
另⼀项研究[36]报告说，在2000年初在昆明被警察逮捕的505名性⼯作者中，有292名使⽤毒品的⼈中有52名艾滋病毒呈阳性。此
外，这些性⼯作者中有86％⾄少有⼀种性传播感染。
表1汇总了来⾃昆明的不同来源的HIV / AIDS数据：新感染HIV病例数，报告病例累计数，吸毒者，性⼯作者和服务对象中的HIV
患病率。同⼀年和同⼀组的不同数字对应于不同的样本。为了保持⼀致的呈现，所有数字均四舍五⼊⾄最接近的0.1％。[45]在
1999年报告了13例艾滋病病例。[46]在2002年之前报告了17例与艾滋病相关的死亡。

表1.昆明的艾滋病毒数据。资料来源：  [37]，  [47]，  [29]，  [52]，  [51]，  [45]，  [46]， 
[50]，  [12]。

年 新案件 案件总数 吸毒者患病率（％） 性⼯作者中的患病率（％） 客户中的患病率（％）

1990 4 4 0.6 0 0

1991年 5 9 0.1 0.1 0.1

1992年 5 14 0 ; 0.1 0.1 0.1

1993年 6 20 0 ; 0.2 0.1 0.1

1994年 4 24 0 0 ; 0.3 0.1

1995年 24 48 0.7 ; 0.8 ; 1.4 0.3 ; 0.5 ; 0.7 0 ; 0.2
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1996年 189 237 9.3 ; 14.0 0.8 ; 1.5 0 ; 0.1

1997年 26.7 ; 27.5 1.5 ; 1.9 0 ; 1.6

1998年 23.4 2.4 0.3

1999年 384 1251 24.4 ; 24.7 2.2 ; 2.9 1.1 ; 1.3

2000 2.9

2001 165 30.0 2.0 1.8

2002年 1433 1.3 0.3

2003年 226 18.6 2.5 0.8

云南省毒品研究所的专家在2002年估计，昆明有7,000名注射吸毒者。云南的注册⽤户 数量从1990年的67,000名下降到2001年的
44,245名，⽽在整个中国，这⼀数字从70,000名增加到860,000名[39]。
1994年，昆明吸毒者共⽤针头的⽐例估计为20.4％[49]。2003年，昆明市150名吸毒者中有32％重复使⽤了注射器[27]。
如表2所⽰，昆明的⼈⼝在过去⼗年中稳定增长。1998年的估算是基于1990年的⼈⼝普查，1999年的估算是基于2000年的⼈⼝普
查。

表2.昆明⼈⼝。
年 1993年 1995年 1998年 1999年 2000 2002年

⼈⼝（百万） 1.608 1.645 1,731 2,063 2.108 2,200

    第⼆步是在昆明建⽴⼈⼝结构和艾滋病毒传播的数学模型，这有两个相互⽭盾的⽬标：

⾜够复杂，能够模拟到⽬前流⾏的现实再现；
⾜够简单，能够⽤数据估计⼤多数参数，并能够数学研究流⾏阈值，这使得有可能了解预防应为其设定的⽬标。

    在侧重于模拟的类似研究中，有四个特别令⼈关注。前两个[48，7]试图预测云南流⾏病的未来。第三个[32]尝试了同样的事情，但
涉及整个中国。第四[8]使⽤了⼀个模型，该模型具有来⾃东南亚不同城市（如雅加达）的数据。第⼀项研究使⽤⾮常简单的线性模
型，该模型只能预测指数增长。第⼆种使⽤联合国艾滋病规划署开发的EPP软件来模拟具有普遍性传播的流⾏病。但是请注意，云南的
疫情仍集中在吸毒者等⾼危⼈群中。第三项研究使⽤了更复杂的模型，

    对于前三项研究，它们所处的地理层次隐藏了许多异质性，⽆论是在中国各省之间[44]，还是从同⼀城市中的⼀个城市到另⼀个城
市。在云南，与缅甸边境的距离以及贩毒的道路⾄关重要。这就是导致我们只考虑昆明市⽽不考虑更⼴泛地区的原因。

    尽管我们认为艾滋病毒传播途径较少，但我们的研究在许多⽅⾯都接近第四项研究[8]。特别是，我们保留了这样的想法：在具有多
个组的⼈⼝模型中，个⼈必须能够更改组。例如，性⼯作者的⼯作时间通常⽐艾滋病的平均潜伏期短得多。还必须提到围绕所有这些
模拟的辩论，尤其是关于它们的预测能⼒[43、14、16、34]。这些模拟的另⼀个缺点是，它们通常很少提供流⾏阈值和模型的长期⾏为
的指⽰，⽽这是设定公共卫⽣⽬标所必需的信息类型。

    在数学研究中，我们将注意⼒集中在具有以下特征的研究上，接近[28]：

个⼈可以经历三种状态：S（健康），I（艾滋病毒呈阳性，但没有艾滋病）和R（艾滋病）。更准确地说，假定处于状态 R的⼈
与其他⼈没有传染性接触。
国家 我是因为HIV感染后经过的时间结构; 从艾滋病毒到艾滋病的潜伏期由概率定律给出。
年龄结构未明确显⽰在模型中。健康的⼈会以⼀定的⽐例被招募。个⼈因“⾃然”  死亡，因艾滋病⽽死亡或持续不断的“衰⽼”⽽离
开⼈⼝。
HIV的传播是通过随机接触发⽣的。我们没有考虑夫妻的形成。

有了这些限制，就可以根据总体中同类组的数量对数学模型进⾏分类：⼀个[4、10、40、41]，两个[25、26]或n [20、11、24、38]。我
们的模型显⽰n个组，其中n个= 18在昆明申请。与刚才引⽤的⼯作相⽐，有两个改进：包括两种HIV传播途径（吸毒者之间的共享针以
及性⼯作者和性服务对象之间的性传播）就像[8]的模拟⼀样，让个⼈改变群体。此外，在⼀个城市中的⼈⼝被分成⼏个不同的群体，
某些⼈在其⼀⽣中会改变群体，⽽⼀个⼈⼝分布在⼏个城市之间且在城市之间迁移，存在某种形式上的类⽐。对于联系⼈，“⽐例混
合”⽤于共享针头，以及⽐例混合的异性恋变体，⽤于性⼯作者与性伴之间的关系。假定客户需求决定性⼯作者的活动⽔平。

    在我们的⽂章中，我们没有像上⾯引⽤的某些著作中那样精确地研究模型的数学性质。我们将注意⼒集中在可重复性和其他⼀些基
本特性上。但是，应更加注意从数据中估计参数。总之，与[8]的模型相⽐，该模型是集中在亚洲风险⼈群中最常⽤的HIV / AIDS流⾏
模型之⼀，该模型的优势在于可以表达可再现性同时保持⼀定的真实感。

    在第2节中，我们介绍了任意数量的组的数学模型，其参数可能取决于时间。§3讨论了当参数不依赖时间时或更确切地说当参数在⼀
定时间后稳定下来时模型的某些数学性质（这当然是数学上的抽象，因为⼈们很难说即使在云南这样的边缘省份，今天的中国社会也
处于平衡状态。结果表明，可重复性决定了公共卫⽣⼲预措施的⽬标， 。  和 与针头共享和性传
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播有关的易于计算的⽣殖能⼒。这些重现性由等级1或2的矩阵的光谱半径给出。§4专门针对18个组的模型，并讨论了组间接触和变化
的矩阵。§5计算繁殖⼒  和 针对此特定模型。最后，第6节使⽤可从昆明获得的数据来估算参数，并显⽰了1994年⾄2004年
底的模拟结果。该结论从数值上分析了⽣殖对避孕套使⽤率和使⽤率的依赖性。吸毒者的共⽤针率。以下近似值看起来不错

因此，可以独⽴地确定使⽤⼲净的注射器和避孕套的临界⽔平，这对于制⽌吸毒者之间的传播和性传播都是必要的。

2.模型

    我们定义

n：⼈⼝中的群体数量。
：时间t处第i组中健康的⼈数 。
： 在时间t处第i组中已经感染x年但没有艾滋病的HIV 感染⼈数 。

是在时间t的第i组中的这些⼈的数量。
： 组中在时间t的艾滋病患者数量  在出现艾滋病的临床症状之前。

：在时间t，第i组中的活跃⼈⼝ 。
：在时间t，第i组中新的健康⼈的流⼊。
：⼤⼩为n的⽅阵 ，取决于时间，

是k组个⼈因艾滋病以外的原因死亡或由于年龄增长⽽离开⼈⼝的⽐率。  表⽰第j组中的个体进⼊第i组的速率
（i ≠ j）。

：⼤⼩为n的⽅阵， 具有

 是k组中的个⼈为性接触付费的⽐率。  适⽤于所有⼥性群体。
是k组中的个⼈出售性接触的⽐率。  适⽤于所有男性群体。
是在第i组个体与第j组个体之间进⾏性交时使⽤避孕套的概率 。
 和  如果不使⽤安全套，分别通过性接触从男⼈到⼥⼈和从⼥⼈到男⼈的艾滋病毒传播⼏率；
：⼤⼩为n的⽅阵， 具有

是k组中每个⼈的注射器共享率（每⽉），并且  是您每次共⽤注射器时HIV传播的概率。
。

：x年内感染艾滋病毒的⼈患艾滋病的⽐率 ；
 ：艾滋病患者的死亡率。

该模型是

在这些⽅程式中  表⽰列向量的乘积： 。除此以外，

这是关于形式的⼀些评论 。表⽰针头共享的术语遵循标准的“⽐例混合”。这忽略了共享注射器的消费场所或友谊团体的形成。
具有这种详细程度的理论模型已经开发出来[19,9]。但是，没有有关昆明或云南其他城市此类地⽅的数据。仅估计吸毒者总数，共⽤针

R
drogue
0 Rsexe

0

R0 ≃ max{Rdrogue
0 , Rsexe

0 }.

Si(t)

Ii(t,x)

Ii(t) = ∫
∞

0

Ii(t,x) dx

Ri(t) i

Ni(t) = Si(t) + Ii(t)

Λi(t)

A(t)

Ai,j(t) = {
−αi←j(t) ∀i ≠ j ,

αi + ∑k≠i αk←i(t) i = j .

αk > 0 αi←j(t) ≥ 0

B
sexe(t,N)

B
sexe
ij (t,N1, … ,Nn)Nj = Ai(t)

aj(t)Nj

∑k ak(t)Nk

[1 − cij(t)]π2(t)

+ ai(t)
Aj(t)Nj

∑k ak(t)Nk

[1 − cji(t)]π1(t) (1)

Ak(t) Ak = 0

ak(t) ak = 0

cij(t)

π1(t) π2(t)

B
drogue(t,N)

B
drogue
ij (t,N1, … ,Nn)Nj = Bi(t)

Bj(t)Nj

∑kBk(t)Nk

π(t) .

Bk(t) π(t)

B(t,N) = B
sexe(t,N) + B

drogue(t,N)

γ(t,x)

δ(t)

dS

dt
= Λ(t) − A(t)S(t) − S(t) ⊙ [B(t,N(t)) I(t)] ,

∂I

∂t
+

∂I

∂x
= −A(t) I(t,x) − γ(t,x) I(t,x) ,

I(t, 0) = S(t) ⊙ [B(t,N(t)) I(t)].

(2)

(3)

(4)

⊙ (ui) ⊙ (vi) = (uivi)

dR

dt
= ∫

∞

0

γ(t,x) I(t,x) dx − δ(t)R(t) .

B(t,N)



头的吸毒者百分⽐以及吸毒者中艾滋病毒的流⾏率。因此，在假设均质的情况下进⾏⽐例混合（请参见第4节）可以避免在模型中引⼊
太多未知参数。

    对于代表异性恋传播的术语，请考虑来⾃i组的健康男⼈。假设混合物是成⽐例的。结识来⾃j组的性⼯作者的可能性为
。在这种情况下，不使⽤安全套的概率为 。⼥⼈已经被感染的可能性是 。艾滋病毒从⼥性传播给男性的可

能性是 。因此，第（i）组和第（2）组中，第i组中⼀个健康男⼈每单位时间发⽣性感染的可能性是所有这些因素的乘积。

    现在考虑第i组中的健康⼥性。可能是性⼯作者或吸毒者偶尔卖淫买毒品。在⽐例混合的情况下，她每天拥有的客户数量是男性需求
和性⼯作者供应的商

客户属于组j的概率为 。在这种情况下，不使⽤安全套的概率为 。客户端已被感染的概率为 。HIV从男⼈
到⼥⼈的传播概率为 。因此，第（i）组和第（2）组中，第i组中健康⼥性每单位时间发⽣性感染的可能性是所有这些因素的乘积。

    假定所有参数都先验地取决于时间，以反映⾏为的可能变化或增加使⽤抗逆转录病毒药物的机会。  和 如果要考虑其他促进HIV
传播的性传播感染的增加，则可能也与时间有关。π的时间依赖性可能反映出例如吸毒者对清洁注射器的使⽤增加。

3.模型的数学性质

    考虑第2节中的模型，但具有与时间⽆关的参数。让我们介绍⼀些可以简化语句的词汇。将 n组视为具有两种类型边的数学图的节
点：

组i和j通过“感染边缘”链接（ ）如果  当所有 是> 0，换句话说，如果第i组中的个体可以被第j组中的
个体感染（i = j是可能的）。在下⽂中，我们始终假设  当且仅当 。
组i和j（i ≠ j）通过“迁移边缘”链接（ ）如果 换句话说，如果组j中的个⼈可以迁移到组i。

如果属于⾄少⼀个感染边缘，则 第i组是必不可少的组。该定义适⽤于当前模型，并且与科学⽂献中的其他定义不符（如[17，p.165]所
述，没有必要基团的标准定义，因此我们可以在上下⽂中随意使⽤它）。我们说，组我是源极，分别⽔槽，如果它不是⼀个基本组，
并且如果存在⼀个基本组 Ĵ和在数学图表迁移边缘从⼀个路径我到Ĵ分别从j到我。我们说，如果⼀组基本组不为空，并且对于所有基本
组i和j，都存在从i到j的边缘（感染和/或迁移）路径 。现在我们假设

 ，  或有迁移边缘路径  与  和 。

从技术上讲，第⼆部分可以写成：

假设（ ）仅表⽰组i中的个⼈“来⾃某处”：他们直接在组i中输⼊了⼈⼝，或者他们进⼊了组  并经过了⼩组  在到达⼩组
之前 。

    命题1 没有疾病的均衡是由  和 。另外，我们有 。

    证明。⾸先注意矩阵 严格对⾓地占主导地位，⾮对⾓元素为正或零。因此它是可逆的，并且其逆是系数≥0的矩阵[6]。⽤
（也就是说 ）， 我们有 。我们选择我和  就像在假设中（ ）。等式（2）与  导致

我们认为是荒谬的 。通过上⾯的⽅程，其中k = i，我们得到  和 。通过迭代，我们得出 ，我
们终于来了  和 。这⽭盾 。

    在介绍有关平衡状态的主要猜想之前，让我们研究没有疾病的平衡的稳定性。我们定义  和 。线性化⽅程式（3）-
（4）。我们获得

 是⽤向量的元素构造的对⾓矩阵 。对于这样的系统（例如参见[5]），我们知道稳定性取决于光谱半径  矩阵的

根据  要么 。解释如下。 是⼀种⽤于个体是在基团的概率我在时间吨知道他在时间感染吨 = 0，他然后属于组Ĵ。矩
阵  是...的解决⽅案

ajNj/∑k akNk 1 − cij Ij/Nj

π2

∑kAkNk

∑k akNk

.

AjNj/∑kAkNk 1 − cji Ij/Nj

π1

π1 π2

i ⇐ j Bij(N1, … ,Nn) > 0 Nk

i ⇐ j j ⇐ i

i ← j αi←j > 0

(H1) ∀i = 1 …n Λi > 0 (j0, … , jp) Λj0 > 0 jp = i

∃ p ≥ 1, ∃(j0, … , jp), ∀q = 1 … p,  αjq←jq−1
> 0, Λj0

> 0, jp = i.
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= −A i(t,x) − γ(x) i(t,x) , i(t, 0) ≃ diag(S0)B(S0)∫
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0

i(t,x) dx.

diag(S0) S0 R0

Ω = diag(S0) B(S0)∫
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0
e−At e− ∫ t

0 γ(x) dx dt (5)

R0 < 1 R0 > 1 Pij(t)
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是⼤⼩为n的恒等矩阵 。注意

我们定义 艾滋病毒携带者知道感染时属于第j组的时间，因此期望在第i组中花费时间。然后我们有

所以我们看到

但 是在k组感染⽆平衡疾病的⼈群后，每单位时间被k组感染个体每单位时间感染的i组个体的数量。 因此，假设感染⼈
群中的第i组感染者属于⼀族，那么在感染时属于第j组的个体在其⼀⽣中将受到感染的期望值是他没有疾病的平衡状态。换句话说，Ω
是[17，p.74]的“下⼀代矩阵”。

    现在让我们根据对⾓矩阵的特殊情况，提出⼀个受[38]启发的猜想。 。本参考⽂献中提供的证据可能可以推⼴到当前框架，但是需
要进⾏更多的⼯作来验证它。在以下所有内容中，假定已连接⼀组基本组。

    猜想。 如果矩阵Ω的光谱半径为 ，则⽆疾病的平衡状态 是唯⼀的平衡状态，它是⼀个全局吸引⼦。如果有两个平衡
状态 ：没有疾病和地⽅病平衡的平衡状态  与 。在第⼆种情况下，均衡的地⽅性状态是任何初始条件具有
对于⾄少⼀个作为来源或基本组的组k。没有疾病的平衡状态仍然是所有其他初始条件的诱因。

    以下命题提供了关于地⽅均衡状态的⼀些信息：

    命题2。 对于地⽅均衡 ， 我们有

向量  和  是解决⽅案  和  系统的

与 。

    这些⽅程式是通过在系统（2）-（3）-（4）中进⾏简单积分和替换⽽获得的。在这个猜想中证明均衡的地⽅性状态的存在和唯⼀性
等同于证明解的存在性和唯⼀性  系统（7）-（8）≥0且≠0。

    命题3。 。

    证明。我们选择我和  就像在假设中（ ）。我们有 ，

我们认为是荒谬的 。有了（10），其中k = i，我们有 。⽤（9），其中k = i，我们得到  和 。通过迭
代，先后服⽤ ，我们终于来了  和 。这⽭盾 。

    命题4 如果第i组是必不可少的组，则 对于所有x。如果组i是接收器组，则  但 。如果第i组既不是必不可少
的组，也不是接收器，那么 对于所有x。

    证明。如果第i组不是必不可少的组，则 对于所有j。所以我们有  由于（10）与 。我们有

和 。因此，有⼀个重要组 Ĵ与 。对于另⼀个基本组i，请考虑不同的情况：

在这种情况下 ， 我们有 。从（10）可知k = i 。
在这种情况下 ， 我们有 。因此，
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因为 为单个的概率被感染，并在组我在时间X，知道他是在组Ĵ在感染时间。但是，组我是⼀个重要的群体。因
此存在^ h与 。我们将（10）与h⽽不是k和i⽽不是 j⼀起使⽤： 。最后，我们还有 ，所以 （10）
的结果。换句话说，第j组中的某些⼈进⼊第i组，第i组中的⼈感染了h组中的⼈，最后，第h组中的⼈感染了第i组中的⼈。
通常，由于基本组是链接在⼀起的，因此存在⼀条边缘路径（感染或迁移）  与  和 。通过前⾯两个案例，我
们得到 。

我们定义

然后（3）变为

⽤ ， 我们有

因此，我们有 对于所有x对于任何基本组i。

    考虑⼀个组i，它是⼀个接收器。有⼀个基本组j和迁移边缘路径  与  和 。我们将（11）与i依次替换为 
和 对于所有x。我们获得 。

    现在我们假设组号是有序的

团体  是必不可少的群体
团体  是⽔槽，
团体  是其他组。

 然后是⼀个上三⾓矩阵，线上有零个块 到第n⾏并从第1列到第 。矩阵 具有相同的上三⾓形状。我们有

我们获得  为了⼀切 也就是说，对于既不是必不可少的群体⼜不是沉没的所有群体。

    命题5 我们定义

和

 是矩阵的光谱半径 。  是矩阵的光谱半径 。然后我们有

    证明。回想⼀下，如果两个矩阵  和  系数≥0使得 ， 也就是说 对于所有的i和j，那么光谱射线就是
 [23，第8.1.18节]。  是系数≥0的矩阵。  和 因此，也是系数≥0的矩阵。⽤ ， 我

们有  和 ，因此得出结论。

4.⼀个有18个⼩组的具体例⼦

    让我们回到模型中，该参数可能取决于时间。我们已经考虑到昆明的情况以及可以简化的可⽤数据类型。所考虑的⼈⼝包括18⾄50
岁之间的男⼈和⼥⼈。我们称之为  年  ⼈⼝⽼龄化率（ ）。假设此⼈⼝分为18个组，其中9个男⼈（图1）和9个⼥
⼈（图2）。如果性⼯作者和性伴侣不总是使⽤避孕套，他们将处于危险之中；如果性⼯作者和性伴侣总是使⽤避孕套，则他们将处于
危险之中。同样，如果吸毒者有时会重复使⽤注射器，他们将⾯临危险；如果从未使⽤过，他们将处于安全状态。
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图1.男性⼈群的模型隔室。

    考虑⼀下男性的图表（图1）。我们定义

 ：涌⼊年轻⼈群。
 ：未服药的男性的死亡率和衰⽼率的总和。
 ：男⼈成为顾客的⽐率。

q：新客户⾯临风险的可能性； 。
 ：男⼈吸毒的⽐率。

p：新吸毒者处于危险之中的可能性； 。
 ：吸毒成瘾者的死亡率和衰⽼率的总和。

所有这些参数都可以取决于时间t。假定已经成为客⼈的男⼈继续拜访性⼯作者，直到他们由于年龄原因⽽离开考虑的⼈群为⽌。根据
[21]报告的表173，

在过去12个⽉中，有25.6％的18⾄30岁男性与性⼯作者发⽣过性接触，
30⾄34岁的男性中，有25.2％
35⾄39岁的男性中有20.2％，
40⾄44岁男性的19.1％
45⾄50岁的男性中有8.8％。

与东南亚的⼀些国家不同，在最年轻的⼈群中，商业性⾏为没有达到顶峰。看来，成为客户更多的是收⼊问题。⼀个更现实的模型可
以允许客户停⽌拜访性⼯作者，但是云南的可⽤数据确实不⾜以了解与商业性⾏为有关的活动时间和不活动时间的交替。该模型还假
设客户仍然处于风险或安全中，换句话说，推⼴避孕套只会影响新客户。

    还假定吸毒者⼀⽣都在继续注射毒品，并且仍然处于危险或安全状态。这种简化忽略了在使⽤第6款中所述模型的时间段内⾃愿戒毒
中⼼，强制戒毒中⼼，⼯作再教育中⼼和降低飞⾏员风险计划的影响，也就是说，从1994年到2004年。的确，1989年在昆明成⽴了这
样的康复中⼼，但是⼀项调查显⽰，通过该中⼼的吸毒成瘾者中有80％在两年前就已经退休了[31]。在昆明设有七个诊所的试验性⾃愿
戒毒康复中⼼，其效果略好⼀些[39]，⾃1996年以来，美沙酮已经为有能⼒负担但复发率⾼达70％的吸毒者提供了美沙酮治疗[15]。这
些⾼⽐率在某种程度上证明了我们简化模型的合理性，可能是由于海洛因⽣产地区（尤其是缅甸）临近，这给昆明带来了特别纯净的
海洛因。这会导致更强烈和更持久的成瘾[31]。

    现在考虑⼥性的图表（图2）。我们定义

 ：年轻妇⼥的流⼊（等于年轻男⼈的流⼊）。
 ：年轻⼥性成为性⼯作者的可能性； 。

r：新的性⼯作者⾯临危险的可能性； 。
 ：未吸毒的性⼯作者停⽌⼯作的⽐率。
 ：吸毒妇⼥成为性⼯作者的⽐率。
 ：妇⼥吸毒的⽐率。
 ：未吸毒的妇⼥的死亡率和衰⽼率的总和（与男性相同）。
 ：吸毒妇⼥（与吸毒男⼦相同）的死亡率和衰⽼率的总和。

⼥性⼈⼝的划分在某种程度上反映了其年龄结构：年轻⼥性可以直接进⼊性⼯作者群体。[22，表1]报告说，性⼯作者的平均年龄为
22.3岁。与图1相⽐，箭头的⽅向也略有不同：未吸毒的性⼯作者可以停⽌这项⼯作。但是，假定吸毒的性⼯作者不会停⽌⼯作，因为
他们必须为成瘾付出代价。
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图2.⼥性⼈群的模型隔室。

    该模型没有考虑到通过不安全的⾎液采集，⾮商业性⾏为，⺟婴和同性恋者传播艾滋病毒的情况。它的中⼼点是，由于第5组和第6
组的存在，艾滋病毒开始从吸毒者传播到性⼯作者及其服务对象：处于危险中的吸毒者，也是有危险的服务对象，性⼯作者。谁有危
险。向量的成分  和矩阵  从图1和图2推导出⾮零值。 ，  和 。

    让我们谈谈联系形式：

假设在不同的客户组（组1、5、7、9、13、17）中探访性⼯作者的频率是相同的，因此  对于这些群体和 对于所有
其他组。这相当于⽤客户的平均频率替换了[21，表175]中针对客户/⾮客户⼆分法访问频率的概率法则。此外，云南尚⽆将吸毒
与性⼯作者探访频率联系起来的数据。
假定性⼯作者（第2、6、8、10、14、18组）出售服务的频率相同，因此  对于这些群体和 对于所有其他组。在所有
这些假设下，参数  由于以下形状⽽从模型中消失 在（1）中。同样，在云南，没有数据将吸毒与销售性服务的频率联系起
来。
如果任何⼀⽅是“安全的”，则假定使⽤了避孕套。所以系数 ，仅当i是⼀组客户⽽j是⼀组性⼯作者时才需要定义 ，对于

 和 ，否则等于1。
假定在有吸毒风险的各个组（第3、4、5、6、9、10组）中，注射器的重复使⽤率是相同的，因此  对于这些群体和

对于所有其他组。在云南，没有关于这⼀⽐率的数据，因此应选择B来调整HIV流⾏率数据。

    最后，如果 不依赖于t（即在引⼊抗逆转录病毒疗法之前），则存在固定的概率定律  艾滋病的潜伏期。 
是感染x年的艾滋病毒感染者不再感染艾滋病的概率。我们有

所以有⼀个公式 ，  ⽤公式计算

5.流⾏阈

    在本节中，我们讨论具有18组和时间独⽴参数的模型的流⾏阈值，并计算由（5）给出的下⼀代矩阵Ω。请注意，第1到10组是必不可
少的组，它们是相关的，第12和16组都是源和汇，第11、13、14和15组是源，并且第18组是⼀⼝井。第17组既不是必需组，也不是
源，也不是宿。我们⾸先看到男性⼈⼝没有疾病的平衡状态由

对于⼥性⼈群，没有疾病的平衡状态由下式给出：
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矩阵的唯⼀⾮零系数  是

与 。我们定义

具有类似的表达 ， ，  和 。我们⽤α+σ代替α， ，α+σ+τ和 。我们以相同的⽅式定义 ，  和 ，带有 
 取代 。我们得到命题5的矩阵：

与  和 ，⽽ 其他指标。回想⼀下， 就在（6）之后。请注意，（12）的右侧是对艾滋病毒呈
阳性的⼈（如果他们在感染期间属于j组）在⼀组⾼危吸毒者中花费的时间的期望。使⽤（6），我们得出

和0代表 。  具有光谱半径

的确，让我们写出特征值的特征⽅程 作为⾏列式，让我们沿着充满零的线发展⾏列式。问题被简化为找到形式为1的矩阵的特
征值

表⽰向量的转置。但是形式的矩阵的谱半径

是（谁）给的

容易验证，否则请参见[17，p。80]。

    矩阵的唯⼀⾮零系数  是

与 。我们得到矩阵

和 如果不。注意  （分别 ）是指艾滋病毒呈阳性的⼈在感染期间属于j组的性⼯作者（有危险的客
户）中花费的时间。使⽤（6），我们得出
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     具有光谱半径

的确，我们写出了特征值的特征⽅程作为⾏列式 。我们沿着充满零的线发展⾏列式。我们按1-5-7-2-6-8的顺序排列。问题返回来
找到形式为2阶矩阵的特征值

 和  是矩阵  由

当且仅当 ξ是M的⾮零特征值  是矩阵的⾮零特征值 。光谱半径如上所述计算，因为它是秩为1的矩阵。参见例如[42，p。
415]。

    考虑以下情况：艾滋病的孵化率定律是伽玛定律

ω和ν与均值有关  和⽅差  的  通过关系  和 。通过部分集成，我们得到

和类似的表达式 ， ， ， ， ，  和 。

    似乎很难明确计算出整个矩阵Ω的光谱半径。我们当然可以使⽤之前的公式通过数值计算所有参数值的光谱半径。我们记得
。本节给出了明确的公式  和 。

6.昆明的估算与仿真

    为了进⾏仿真，我们从表3中获取了参数的值。

表3.为模拟选择的参数和数值
期 1994-2004
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⽼化率 1/32年

出药率 1/18年
艾滋病的预期寿命 1年

平均潜伏期 12。6年

潜伏期的标准差 9。4年

输⼊流 27，000年
男性药物启动率  年

⼥性⽤药率  年

成为客户的评价  年

客户拜访 2.4个⽉
⼯作时间 2。5年

年轻妇⼥成为性⼯作者 30％

p 新的⾼风险吸毒者 25％  50％

q 新客户⾯临风险 70％  10％

[R 新的性⼯作者处于危险之中 70％  10％

从男⼈到⼥⼈的传播概率 0.7％

从⼥⼈到男⼈的传播概率 1.4％

注射器汇率  传播的可能性 4年
吸毒的妇⼥卖淫 0。1年

    ⼀些评论是必要的：

我们选择的⽇期为1994年中期的t =0。尽管昆明已经在该⽇期之前报告了⼀些艾滋病毒病例，但这种选择作为起点可以更好地适
应感染的快速增长。 1995-1996年的吸毒⼈群中。
由于研究的⼈⼝年龄在18⾄50岁之间，并且由于该年龄段的未吸毒者死亡率较低，因此我们仅将衰⽼率定为α。
在表2中，由于来⾃⼈⼝普查，1999年的⼈⼝可能是最可靠的数字。随后⼏年（2000年和2002年）的估计表明，在此期间，⼈⼝
每年⼤约增长45,000。因此，如果我们假设它们代表总⼈⼝的⼤约50％，那么我们反过来得出1994年总⼈⼝的估计数18.38百万和
18-50年的⼤约92万。
我们以初始条件

加上第5组中的新感染者，即同时也是⾼危吸毒者的⼈。这些选择有些随意性（我们没有详细说明如何选择这些数字），但是它
们给出了合理的估计：

18⾄50岁的⼈⼝为92万，
⼤约20％的男性是客户，
70％的客户有风险，
性⼯作者每周⼤约有3个客户，
70％的性⼯作者有危险，
吸毒的男性占男性⼈⼝的0.9％
25％的吸毒者处于危险之中。

对于参数 ，由[18]估算出的吸毒者死亡率被添加到了⽼龄化中：在对192名HIV阴性吸毒者进⾏的为期四年的研究结束时，有18
⼈死亡。我们定义 ，吸毒者的年死亡率。然后我们有 ，所以 每年。最后

。
艾滋病患者的预期寿命来⾃云南其他地区的⼀项研究[53]。这项相同的研究给出了HIV阳性吸毒者存活的概率与感染后所经历时
间的关系。为了估计代表艾滋病潜伏期的伽玛定律的均值和⽅差，我们定义

如果在时间t = 0 发⽣感染，则艾滋病毒阳性吸毒者在时间t活着并且没有艾滋病的可能性。
如果在时间t = 0 发⽣感染，则 在时间t处HIV阳性吸毒者还活着并且患有AIDS的概率。

 和  是微分⽅程组的解

有初始条件  和 。我们解决了这个系统，并使⽤了  和 。我们获得
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因此，从数字上计算吸毒者⽣存的可能性相对容易 在此模型下，它是⾃感染以来的时间的函数。最⼩⼆乘的最佳
拟合是[53]中的数据  年和 年（图3）。⽤[33，p。的⽅法。113]，则该地区的可信度为95％ 是矩
形[9.9 18.7]×[5.8 17.9]内的狭窄区域。这些估计没有考虑使⽤Kaplan和Meier⽅法得出⽣存曲线的[53]数据中的置信区间。请记
住，在模拟期间云南还没有抗逆转录病毒疗法。

图3.左：⾃感染以来，HIV阳性吸毒者的⽣存概率与时间的关系（实线：  最佳选择  和 。圆圈：
[53]中的数据）。右：艾滋病潜伏期的概率法 。

欧洲地平线市场研究和期货集团的 ⾏为研究包括云南⼏个主要城市的男性和性⼯作者。假定这些城市的⼈⼝之间在⾏为上没有显
着差异，因此平均值可以代表昆明的情况。
我们选择参数λ，使18岁⾄50岁的⼈⼝每年增加45,000。毫⽆疑问，总⼈⼝的增长是由于18⾄50岁的移⺠从农村来的（由于独⽣⼦
⼥政策，出⽣导致的⾃然增长很⼩）。我们选择参数σ 如[21，表136]所⽰，在2001年底。我们选
择了参数 毒品男⼦和妇⼥之间的⽐例为3：1。最终的吸毒者总数接近[39]的估计值，即2002年在昆明有7000⼈注射毒品。选择
参数τ使得  如关于成年⼈的报告表149所⽰，到2001年底。
我们把参数  和  直接来⾃报告[21、22，表63和174]。我们选择参数ε，以便每个性⼯作者的平均客户数
与2001年有关性⼯作者报告表78的估计相吻合。结果，与对中国其他城市的模糊估算相⽐，在模拟中对性⼯作者⼈数的估算（在
2001年底约为20,000）似乎是合理的[54]。
我们采取 ，  和 在仿真期间t的仿射函数。例如， 。T是模拟结束时的时间，也就是说
2004年底。我们选择了初始值和最终值来调整数据：1994年共享的注射器中有20.4％[49]， 2003年为32％[27]，2001年有风险的
服务对象有46％[22，表181]，2001年有35％的性⼯作者有风险[21，表84]。 ，  和 代表新吸毒者，新客户和新性⼯作
者的百分⽐。因此，他们的价值观与吸毒者，服务对象和性⼯作者中的当前百分⽐之间存在差距。在性⼯作者中，这种变化最
快，因为性⼯作者在被替换之前只⼯作了⼏年。对于吸毒者来说，它需要更长的时间，⽽对于客户来说则需要更多。
根据[30]，他在类似的背景下研究了艾滋病毒的传播，即在泰国的性⼯作者及其服务对象之间，在性接触期间从⼥性传播给男性
的可能性可以达到6％。因为性⼯作者中其他性传播感染的患病率很⾼。尽管昆明有许多性⼯作者也有这种感染，但我们的数值
模拟往往表明这种传播的可能性太⾼。  和  因此，假设从⼥性到男性的传播是男性到⼥性传播的⼀半，我们选择调整患者和
性⼯作者中的艾滋病毒流⾏率。
我们选择的产品⼄ π调整吸毒⼈群HIV的流⾏。我们选择参数κ，使⼤约有⼀半的妓⼥上瘾。

    图4是具有上述参数值的模型的仿真结果; 它显⽰了艾滋病毒感染者总数和艾滋病毒感染者总数。由于⼈们担⼼在艾滋病毒检测呈阳
性的情况下会受到歧视，因此未发现许多病例。因此，很难估计昆明的总病例数。我们知道，2003年9⽉，云南报道了13948例HIV和
841例AIDS [1]，⽽2004年9⽉，这些数字分别达到17390和1118 [2]。2004年整个省的艾滋病毒病例总数估计约为100,000 [1]。到2004年
底，该模拟为昆明市内18⾄50岁的⼈群中约有4,200名艾滋病毒/艾滋病患者，其中包括绝⼤多数感染病例。由于2004年云南的⼈⼝约为
4300万（2000年⼈⼝普查为4288万），因此计算出的昆明⼈⼝总数（ ）接近整个云南（

）。缅甸边境附近的地区感染较多，⽽偏远的农村地区感染较少。

ZI(t) = e−δdrogue t(1 − ∫
t

0
TI(x) dx), ZR(t) = ∫

t

0
TI(x) e−δdrogue x e−δ(t−x) dx.

ZI(t) + ZR(t)

MI = 12,6 √VI = 9,4 (MI , √VI)

ZI(t) + ZR(t) MI VI

TI
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σ̂

Nclients/Nhommes ≃ 21,4%

A 1/μ ASclients/Sprostituées

p(t) q(t) r(t) p(t) = p(0)(1 − t/T ) + p(T ) t/T

p(t) q(t) r(t)

π1 π2

4 200/2 290 000 ≃ 0,18%

100 000/43 000 000 ≃ 0,23%



图4.根据模拟，患有艾滋病毒或艾滋病的⼈数（实线）和患有艾滋病的⼈数（虚线）。表1中的报告病例（圆圈）。

图5通过模拟显⽰了吸毒者，性⼯作者和服务对象中HIV的患病率，并在表1中显⽰了相应的数据。

图5.吸毒者中的艾滋病毒流⾏率（模拟虚线和表1中数据的三⾓形指向上），性⼯作者（实线和三⾓形的下⽅指向）和服务
对象（混合线）和圈⼦]。

    像⼤多数流⾏病模型⼀样，曲线对参数的变化⾮常敏感。如果我们想对这⼀流⾏病的未来进⾏预测，这肯定会是⼀个问题，但是在
调整数据时，这更是⼀个优势。但是，由于模型中包含19个参数，因此很难对估计的参数进⾏灵敏度分析（表3）。

    不能继续进⾏模拟以进⾏预测的另⼀个原因是，昆明和云南最近采取了⼏项重要措施，这些措施可以深刻改变传输⽅式：

云南省政府决定积极推⼴避孕套[1]。到2004年底，已经安装了620套销售避孕套的机器，特别是在该市的所有旅馆中[2]。
⼀个新的降低风险的计划已经开始（中国艾滋病信息，2004），在流⾏病学上可能⽐⼩规模的试点项⽬和康复中⼼更有效。
2005年3⽉，昆明市艾滋病控制办公室发布了规定，要求在该州的酒店，公共浴室，美容院，夜总会和其他娱乐场所⼯作的任何
⼈每年必须进⾏⼀次HIV检测。昆明[3]。艾滋病毒呈阳性的性⼯作者将不再被允许⼯作，因此他们将失去⼯作或不得不在同⼀机
构内更换⼯作，但不得与服务对象进⾏性接触。

⽆法定量地预测这些措施将如何影响模型的参数。还要注意的是，与泰国不同，到⽬前为⽌，还没有尝试说服客户来访性⼯作者。

7.结论

    号码 ，  和 仅当模型参数恒定时才定义。但是p，q和r在上⼀节的模拟中有所不同。但是，使⽤表3中的参数，我们可
以得出 。因此，应将注射器B的汇率 和注射器π传播的概率的乘积除以⾄少32，以制⽌吸毒者之间的流⾏。注射
器更换程序可以减少 B，⽽有关如何清洁注射器的运动可以减少π。这些措施应达到 的吸毒者。到2005年底，停⽌，预
防和控制艾滋病毒/艾滋病⾏动计划（2001-2005年）设定的⽬标之⼀是：

“在毒品治疗中⼼，康复中⼼和监狱中，有95％的⼈⼝具有预防艾滋病毒的基本知识”。

即使在这些机构中实现了这⼀⽬标，⼀些吸毒者也不会通过这些机构。因此，要让97％的风险⼈群感到困难。

R0 R
drogue
0 Rsexe

0

R
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0 = B π β0 ≃ 32¯

1 − 1/32 ≃ 97%



    使⽤表3的参数，我们还获得 。因此，我们有  ⼀旦客户和性⼯作者之间的风险⾏为的⼏何平均值达到
。请记住，在2001年，有46％的客户和35％的性⼯作者处于危险之中，因此 。因此，将危险⾏为⼀分

为⼆就⾜以阻⽌性流⾏病就⾜够了。

    上述推理分别考虑了两种传播途径。有⼈可能会怀疑这是否正确，因为该模型将两个通道耦合在⼀起。选择例如q = - [R和做变化
⼄。我们得到图6，它显⽰了 ⽤第5节的公式计算。我们没有在轴上放q = r和B，⽽是放  和  与他们成正⽐。

图6.等⾼线  在图中  在横坐标上  在纵坐标上。

    值得注意的是，近似值  看起来很不错，⾄少接近阈值 。这在讨论流⾏阈值时以某种⽅式证明了分
别考虑两条传播途径是合理的。

    我们有 。在昆明和云南采取的新措施中，针对吸毒者的措施⽐针对性传播的措施更为紧急。但是，涉及性传播的⼈
群（性⼯作者及其服务对象）⽐注射毒品传播的⼈群要⼤得多。此外，该模型未考虑⾮商业性传播，这种传播可能涉及更⼤的群体，
但如果例如客户和（前）性⼯作者也将避孕套⽤于其⾮商业关系，则可以减少这种传播。 。要准确讨论不同形式的预防措施的有效
性，就需要更多有关费⽤的信息。这超出了本⽂的范围，
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