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Avant propos

Cette version électronique 2020 est une nouvelle version corrigée de la version 2016.
Ces notes de cours couvrent les notions de probabilités au programme de I'agrégation
interne de mathématiques. Elles ne constituent pas des modeles de legons d’oral.

Repeéres

L’ouvrage est divisé en deux parties :

— un cours, partant des notions de base sur les probabilités discretes pour arriver
aux deux théoremes limites fondamentaux que sont la loi des grands nombres et
le théoréme limite central, illustré en particulier par quelques exemples récurrents.

— des compléments, qui illustrent les notions de cours ou les prolongent.

Les nouveaux termes sont composés en gras au moment de leur définition ; un
index situé a la fin de 'ouvrage recense ces définitions. Certains passages particuliers
du texte sont repérés graphiquement de différentes manieéres.

Il est possible d’illustrer de trés nombreuses notions du programme & partir d’exemples
fondamentaux. Un des choix les plus courants est le jeu de pile ou face. Toutes les
illustrations des notions du cours a partir de ce « fil rouge » seront indiqués par un
liseré rouge (sur la version couleur).

Un autre exemple reviendra souvent : celui du sondage simple, c’est-a-dire de I’échan-
tillonage sans remise dans une population. Les passages correspondants sont repérés par
un liseré bleu (sur la version couleur).

Enfin, les notions fondamentales dans le cas continu seront illustrées par un modele de
tir uniforme sur une cible ronde.

La théorie des probabilités regorge de piéges pour lintuition. Les erreurs
& courantes sont indiquées par un panneau « virage dangereux » pour éviter les
sorties de route!
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Le programme de l'agrégation externe exclut (implicitement) la notion

A d’intégration de Lebesgue, et les preuves de plusieurs résultats sont hors
programme. Nous en avons pourtant inclus quelques-unes pour les curieux ;
elles sont indiquées par le panneau « haute tension ».
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CHAPITRE ].

Modélisation d’'une expérience

1.1 Univers

On modélise une expérience aléatoire en introduisant I’ensemble Q qui code tous les
résultats possibles de ’expérience, appelé univers. Les résultats possibles sont parfois
appelés épreuves ou événements élémentaires. Voici quelques exemples concrets :

Expérience  Univers
un jet de dé a 6 faces {1,2,3,4,5,6}
un jet de deux dés a 6 faces de # couleurs {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}
nombre d’étoiles observables la nuit N
cote de popularité de Nicolas [0,100]
durée de vie d’'une ampoule R
temps de désintégration d’un noyau radioactif R,
poids d’un étre humain [0,500]
point d’impact au jeu de fléchettes {(x,y) € R2: x2 + y2 <1}
température Celcius de la soupe du soir  [-273, +00]
position du moustique R3
état d’un jeu de n cartes apres battage &, (groupe symétrique)
cours d’une action en bourse sur la période [0,T] %6([0, T],R,)

Le choix de Q est assez naturel pour les phénomeénes discrets, faciles a coder, mais
semble plus discutable pour les situations continues. Il régne la un arbitraire typique
de I'étape de modélisation, qu’on ne peut pas évacuer complétement. On dit souvent
a ce propos que tous les modéles sont faux, mais que certains sont plus utiles que
d’autres. Cet arbitraire de la modélisation n’est pas spécifique aux probabilités. Il se
trouve simplement que les modélisations liées a I’analyse (physique mathématique), a
lalgebre (cryptographie par exemple), ou & la géométrie (cartographie par exemple) ne
figurent pas au programme. La mathématisation du réel est une question épineuse —
les nombres réels sont-ils bien réels ? L’infini existe-t-il dans la nature ?

La « mise bout a bout » de deux expériences se traduit, en termes d’univers, par un
produit cartésien, comme par exemple pour le jet de deux dés, et plus généralement
quand on répete une méme expérience plusieurs fois.



1. MODELISATION D’UNE EXPERIENCE

Mathématiques Francais
Ensembles Evénements
Q Ensemble des cas possibles ; événement certain
A sous-ensemble de Q Evénement
1%/ Evénement impossible
ANB A et B ont lieu
AUB A ou B a lieu (au moins I'un des deux)
AC (aussi noté A ou Q\ A)) A n’a pas lieu
ANB=g (A et B disjoints) A et B sont incompatibles
AcB A implique B

TABLE 1.1 — Vocabulaire ensembliste et probabilités.

Pile ou face : univers. On joue a pile ou face de fagon répétée. On peut choisir
comme univers les ensembles suivants :

— pour un lancer, Q=1{0,1};

— pour deux lancers consécutifs, Q =1{0,1} x {0,1} = {0, 112 = {(0,0), (0,1),(1,0), (1, 1)} ;
— pour n lancers : Q=1{0,1}";

— pour une infinité de lancers de piece de monnaie consécutifs : Q = {0, 1N,

Le dernier cas peut sembler peu naturel mais permet de traiter de facon unifiée des
expériences dont la durée n’est pas fixée a 'avance (attente du premier pile, etc).

L’ensemble Q peut étre fini, infini dénombrable, ou méme infini non dénombrable.

1.2 Evénements, tribus

Une fois Q choisi, on s’intéresse a I'éventuelle réalisation d’événements ! : le dé est-il
tombé sur 67 La soupe est-elle gelée 7 La fléchette est-elle tombée sur la zone de score
maximal ? Le moustique est-il dans ma tente 7 Notons que pour ’instant on ne modélise
que des questions qualitatives, dont la réponse est oui ou non.

Ces événements s’identifient naturellement & des sous-ensembles de 'univers Q : pour
les deux premiers cas respectivement, {6} c {1,2,3,4,5,6} et ] —273,0] c] —273,00[. L’évé-
nement impossible s’identifie a 'ensemble @ tandis que 1’événement certain s’identifie a
I’ensemble Q tout entier. Deux événements sont incompatibles lorsqu’ils sont disjoints
en tant qu’ensembles. Les opérations ensemblistes (union, intersection, complémentaire)
ont une traduction sur les phrases décrivant les événements : ces liens sont rappelés dans
le tableau 1.1. Rappelons & cette occasion que si (A;j)je; est une famille d’événements et
B un événement alors on a :

) - a0 ((J)-Yon o
el rel Distribuvité el el

(Na) =Ua; Bu(A)=NBUAY

iel iel iel iel

Formules de De Morgan

1. On peut écrire « événement » ou « événement ».
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1.2. Evénements, tribus

Pour diverses raisons 2 on se restreint souvent & considérer seulement certaines des

parties de Q. La collection de ces parties est donc un ensemble & < Z(Q). 1l est naturel
d’imposer a & quelques propriétés de stabilité, qui en font une tribu. On dit parfois
également o-algebre, en anglais o-field, d’ou 'usage de la lettre &.
Définition 1.1 (Tribu). On dit qu’une collection F < P(Q) constitue une tribu lorsque
i) QezF;
ii ) stabilité par complémentaire : pour tout A€ F on a A€ F ;
iii ) stabilité par union dénombrable : pour toute suite (A,) d’éléments de F on
aU,A,e&F.
On déduit de ces axiomes les propriétés suivantes.

Théoréme 1.2 (Propriétés des tribus). Si F est une tribu sur Q et (Ap)nen une suite
d’éléments de & alors...

i)vide: oeQ;
ii ) stabilité par intersection dénombrable : [’intersection N, A, est dans & ;

iii ) stabilité par limites inférieure et supérieure : les deuzr sous-ensembles swi-
vants appartiennent également a & :

limA,=J () Am={weQ t.q we A, d partir d’un certain rang}

n m=n
et
limA, = U An={0eQ t.q. e A, pour une infinité de valeurs de n}.
n m=n
De plus

(limA,)¢ =lim A% et (limA,)°=limAS.

iv ) Intersection de tribus : Si (%));c; est une famille quelconque de tribus sur Q
alors Nje1F; est une tribu sur Q.

Exemple 1.3 (Exemples de tribus).

— Tribu triviale. c’est la famille {3,Q}.

— Tribu grossiére. 'ensemble 2(Q) de (toutes) les parties de Q vérifie naturelle-
ment toutes les propriétés de stabilité. On parle de tribu grossiére. Quand on
étudie des phénoménes finis ou dénombrables (tirages de cartes, lancers de dés,...)
on utilise systématiquement cette tribu.

— Tribu engendrée. si AcQ alors {3, A, A%, Q} est une tribu : c’est la plus petite
tribu qui contient A. Plus généralement, si &/ est une collection de parties, on peut
définir (grace a la propriété d’intersection vue au-dessus) la tribu engendrée par
o comme intersection de toutes les tribus contenant of ; c’est la plus petite tribu
qui contient tous les éléments de <f .

— Tribu produit. si Q=Q1 xQy et si F et F» sont des tribus sur Q et Qp, on
munit généralement Q de la tribu produit, notée F ® F», engendrée par les
produits Ay x Ay ot A1 € F et Ar € F.

2. La premiére raison est technique (et hors programme) : pour des univers Q non-dénombrables, on
ne peut pas attribuer de maniére cohérente une probabilité a tous les sous-ensembles de Q. La deuxieéme
raison, plus satisfaisante et également hors-programme, est que les tribus permettent de représenter
une information partielle sur ’expérience aléatoire.
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1. MODELISATION D’UNE EXPERIENCE

Pile ou face : tribus. Pour un lancer a pile ou face, Q ={0,1}, on choisit la tribu
grossiere & ={2,{0},{1},Q}.

Pour n lancers, Q ={0,1}"" = Q x --- x Q, on prend aussi la tribu grossiere & = 2(Q).
C’est également la tribu produit des tribus grossieres sur Q, .., Qp.

Le programme se limite aux exemples de tribus pour Q au plus dénom-

A brable, pour lesquels F est presque toujours la tribu grossiere. Si Q est
indénombrable, la tribu grossiere est en général trop grosse, comme on le
verra dans le chapitre suivant. Les deux exemples suivants couvrent les cas
qui apparaissent « en creux » dans le programme.

— Tribu borélienne. Pour le cas Q =R?, on choisit en général la tribu
borélienne B(RY) qui est la tribu engendrée par les pavés de R? (i.e.
par les intervalles lorsque d =1). On admet que la tribu borélienne sur
R? est la tribu produit des tribus boréliennes.

— Tribu cylindrique. pour pile ou face avec une infinité de lancers, Q =
{0,1}N n’est pas dénombrable (par I'argument diagonal de Cantor). On
choisit usuellement la tribu cylindrique engendrée par les cylindres

A(]XAIXAZX"'

ou Ay, A1, Az,...c{0,1} et A, ={0,1} & partir d’un certain rang sur n.
Plus généralement, si &' est une tribu sur un ensemble Q'; on munit
Q= Q)N de la tribu engendrée par les cylindres Ay x A; x Ay x -+- ol
Ag, A1, As,...€ F' et A, =Q' & partir d’un certain rang sur n.

La fonction indicatrice d'un événement A c Q est la fonction booléenne

1 siweA,

1j:weQ— .
0 siwdgA.

Les fonctions indicatrices servent a compter : la somme )", 1,4, est par exemple égale au
nombre d’événement A, qui ont lieu, dans le sens ou :

Y 1a,w) =#neN:we Ay}
n

Voici d’autres exemples :

Théoréme 1.4 (Indicatrices). Si A,Be€ F et si les (Ap)y=1 sont dans la tribu F alors..
1. 1anp=14lp et Laup=1a+1p—1ynB;
2. limA, ={X, 14 <oo} et lim Ay ={¥, 14, =00} ;

3. lﬁﬂA” :li_mlAn et lﬁAn ZMIAW.

Notons que li =14 pour tout A€ &. Les fonctions indicatrices vont jouer un
réle important apres 'introduction des notions de probabilité P et d’espérance E car
E[14] =P [A] pour tout Ae &.

12



CHAPITRE 2

Mesures de probabilité

2.1 Définitions et premieres propriétés

Les mesures de probabilité permettent de comparer 'importance des événements.
Donnons d’abord une définition formelle.

Définition 2.1 (Probabilité). Soit & une tribu sur un univers Q. Une mesure de
probabilité ou loi de probabilité sur (Q,F) est une application P: F — [0,1] vérifiant
les deux conditions suivantes :

i ) Normalisation : P[Q]=1;

ii ) Z-additivité : si (A,),=1 est une suite d’événements deux a deux disjoints' alors

UAn] =) P[A,].

P

On dit que le triplet (Q,%,P) est un espace probabilisé. On réservera le terme
d’événements aux parties de Q qui appartiennent a la tribu F : ce sont les parties
auzquelles on a attribué une probabilité?.

La notion de mesure positive s’obtient en autorisant des valeurs dans R; et en
renoncant a la propriété de normalisation.

Théoréme 2.2 (Propriétés immédiates). Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et A, B
deux éléments de F. Alors :

1. P[2]=0;

2. PIA°]1=1-P[A];

3. P[AUB]=P[A]+P[B]-P[ANB];

4. st Ac B alors P[B]—P[A] =P [A°NB], en particulier P[A] <P [B];

5. P[A]P [B] <min(P [A],P[B]) ;

1. Cela signifie que A;NA;j=@ sii#]. A ne pas confondre avec NpAy =@.

2. Dans les cas discrets, Q est muni de la tribu grossiére et toutes les parties de Q sont des événements.
Si Q n’est pas dénombrable, on peut montrer qu’il n’est pas possible de construire une application
P normalisée et X-additive définie sur tout 2(Q); c’est la raison pour laquelle on se restreint a des
tribus particuliéres (cylindriques, boréliennes, etc.). Certains sous-ensembles de Q n’ont alors pas de
probabilité : les choix de tribus sont faits pour que tous les ensembles « raisonnables » en aient une.

13



2. MESURES DE PROBABILITE

6. probabilités totales : si (A,) est une partition de Q alors Y ,P[A,]=1.

Démonstration. Toutes ces propriétés se montrent relativement aisément ; il ne faut
pas manquer de vérifier que tous les ensembles introduits sont bien dans la tribu &.
Pour la troisiéme propriété par exemple, on utilise les partitions

AUB=(A\B)JUANB)UB\A) et A=(A\B)U(ANB).

Tous les ensembles apparaissant dans ces partitions sont dans &, et toutes les unions
sont disjointes. Il suffit alors d’appliquer la Z-additivité. O

11 est commode d’interpréter P [A] comme la surface (ou le cardinal) du patatoide A
dessiné sur le plan (ou sur le réseau Z?). La propriété 3 du théoréme se généralise & une
union finie : ¢’est la formule du crible de Poincaré, qui nous dit que la surface d'une
union est égale a la somme des surfaces, moins la surface des intersections deux a deux,
plus la surface des intersections trois & trois, etc, ce qui correspond & inclure et exclure
alternativement.

Théoréme 2.3 (Formule du crible, principe d’inclusion-exclusion). Pour toute famille
d’événements Ai,...,Ar €ZF,

P

.
=Y DSt ou Sk=Y P[Ayn--nA;].

1 1<ij<-<ipsr

U 4

1<is<r

k=

Pour r =2, on retrouve P[A; UA2] =P [A] +P[A2] —IP[A; N Ap], et pour 1 =3,

P[A1UA2UA3] =P [A1] +P[A2] + P [A3] (inclusion)
—P[AINA)]—P[Aon A3] —P[A; N As] (exclusion)
+P[A; N AN Azl (inclusion).

Le principe d’inclusion-exclusion est rarement utilisé pour r > 2. Il I'est cependant dans
Pétude de la fluctuation asymptotique du collectionneur de coupons (théoréme D.8).

Démonstration. On procede par récurrence sur r, en observant que

Pl U A|=P| U A|+P[Arn]-P (U Ai [N A
1<isr+1 1<isr 1<isr
=P | U Ai|+PA]-P| U (AinAr)
1<isr 1<is<r

ce qui permet d’utiliser 'hypothése de récurrence (pour le premier et dernier terme). O

2.2 Equiprobabilité discréte et combinatoire

Soit (Q,22(Q),P) un espace probabilisé sur un univers fini Q = {w;,ws,...w,}. La
propriété de Z-additivité montre que, si 'on connait les probabilités des atomes
(P (w1}, P [{w2}],...,P [{w,}]), Uapplication P est entiérement connue : la probabilité
de n’importe quel ensemble s’obtient en sommant les probabilités de ses atomes.

14



2.2. Equiprobabilité discréte et combinatoire

Le cas le plus simple correspond a donner a tous les atomes le méme poids : on parle
alors d’équiprobabilité. La normalisation impose alors :

P [{w}] = pour tout w € Q,

1
Card(Q)
et plus généralement, pour tout AcQ,

3 Card(A)

PLAI= Card(Q)’

Il s’agit de la fameuse formule « nombre de cas favorables sur nombre de cas
possibles » 3. Elle n’est valable qu’en cas d’équiprobabilité, ou comme le dit Laplace
quand nous sommes « également indécis sur l'existence [des cas possibles] », et réduit le
calcul des probabilités & du dénombrement. Un lancer de pile ou face avec une piece
équilibrée se modélise avec la mesure de probabilité uniforme sur {0,1}, qui affecte la
probabilité % aux 2 atomes {0} et {1}. Un jet de dé équilibré a six faces se modélise
avec la mesure de probabilité sur {1,2,3,4,5,6} qui affecte la probabilité % aux 6 atomes

{13}, 12}, {3}, {4}, {5}, {6}.

Equiprobabilité sur les univers infinis. Il ne peut pas y avoir d’équipro-
babilité lorsque (Q, %) = (N,22(N)) car la masse d’un atome serait nulle. Il n’y
a donc pas de mesure de probabilité uniforme sur les ensembles infinis dé-

A nombrables. En revanche, si Q est un pavé de R% nous verrons plus loin que
la mesure de Lebesgue normalisée joue le réle de modele d’équiprobabilité, a
condition de remplacer le cardinal par le volume.

En pratique, les modeles équiprobables sont les plus naturels, et constituent le socle
sur lequel beaucoup d’autres modeles sont construits. Certaines de ces constructions
sont abordées dans la suite.

Les calculs de cardinaux dans les modeles d’équiprobabilité nécessitent bien souvent
des formules combinatoires. Pour 0<r < n, on notera? (") le coefficient binomial

n| nm-1)---(n-r+1)  n!
r] r(r—1)---1 S rlin-n)!

Pour tous a et b dans un anneau commutatif, on a la formule du binéme de Newton :

(a+b)" = i (n)akb”_k
= . .
k=0

Les « briques de base » du dénombrement sont usuellement expliquées par des tirages de
boules dans des urnes. On considére donc une urne contenant n boules numérotées de 1
a n (donc distinguables ) et on effectue le tirage de r boules dans I'urne. Le nombre de
tirages possibles differe selon que ’on remet ou non les boules dans 1'urne, et que ’on
s’'intéresse ou non a l'ordre de tirage. Pour un tirage...

3. Dans les termes de Pierre-Simon de Laplace : « La théorie des hasards consiste & réduire tous les
événements du méme genre, a un certain nombre de cas également possibles, c’est-a-dire, tels que nous
soyons également indécis sur leur existence ; et & déterminer le nombre de cas favorables a I’événement
dont on cherche la probabilité ». Théorie analytique des probabilités, 1814, p. iv.

4. Nous suivons ici I'usage anglo-saxon.

5. « distinguables » s’écrit avec un « u », au contraire de « navigable », « irrigable », et « infatigable ».
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2. MESURES DE PROBABILITE

LN N NoN NoN X Nole

f f@ VS, f@ f® [ f@

FI1GURE 2.1 — Codage d’un multiensemble par une coloration.

Pour n=7 et r =5, on aligne n+r—1=11 boules et on en colore n—1=6 en noir. Le nombre de
boules blanches & gauche de la premiére noire donne f(1) (ici 0), le nombre de blanches entre
les deux premiéres noires donne f(2) (ici 1), et ainsi de suite. Ici on a donc f(1) =0, f(2) =1,
fB3)=0, f@ =1, fG)=1et f(6)=0 et f(7)=2.

sans remise et ordonné, on parle d’arrangement ; r est nécessairement inférieur
anllyena Ay, :=nn-1)--(n-r+1)= (n%'r), =r!("). I s’agit du nombre de r-
uplets (by,...,b;) constitués d’éléments by,..., b, de {1,...,n} deux a deux distincts,
ou encore du nombre d’injections de {1,...,7} dans {1,...,n}.
Pour r = n on trouve le nombre de manieres de permuter {1,...,n}, soit A, , = nl.
Ezemple : nombre de tiercés avec n chevaux au départ (r =3).

sans remise et non ordonné, on parle de combinaison ou de sous-ensemble ; on a
encore la condition r<n. Il y en a ('rl) Il s’agit du nombre de sous-ensembles de
cardinal r de {1,...,n}. Exemple : nombre de binémes possibles dans une classe de
n éleves (r=2).

avec remise et ordonné, on parle de r-uplets; il y en a n”. Il s’agit du nombre
de r-uplets (by,...,b,;) constitués d’éléments by,..., b, de {1,...,n}", c’est-a-dire le
nombre d’applications de {1,...,r} dans {1,...,n}. Bien entendu, n" = A, , = ().
Ezemple : nombre de mots de r lettres (n = 26).

avec remise et non ordonnés : on parle de multi-ensemble, ou de combinaison avec

répétition. Ce cas pourtant naturel est moins souvent abordé. Iy a ("*771) = ("*"71)
multi-ensembles a r éléments parmi n. Il s’agit également du nombre de maniéres
de placer r boules indistinguables dans n urnes distinguables, ou encore du nombre
d’applications f:{1,...,n} —{0,...,r} vérifiant f(1)+---+ f(n) =r (la quantité f(i)
correspondant au nombre de fois ou la boule i est tirée). Pour obtenir la formule,
on aligne n+r—1 objets (disons blancs) et on en colore n—1 en noir : a chaque
coloriage correspond une (et une seule) application f vérifiant ¥; f(i) = r (voir la
figure 2.1). Comme il y a (”;:1) choix possibles pour le coloriage, c’est aussi le
nombre de multi-ensembles. Fxemple : nombre de possibilités au jeu des chiffres
et des lettres (n=26 et r=9).

Exemple 2.4 (Tirage avec remise). Si on dispose d’une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n (donc distinguables), alors on modélise le tirage de r boules avec
remise par la probabilité uniforme sur 'univers Q=A{1,...,n}", dont le cardinal vaut n”.
En conséquence, lors d’un tirage avec remise de deuz cartes dans un jeu de 32 cartes, la
probabilité que les cartes soient de la méme couleur® vaut (2 x 16%)/32% = 1/2, tandis que
la probabilité d’obtenir 2 as vaut 4%/32%2 =1/64.

Exemple 2.5 (Tirage sans remise). Si on dispose d’une urne contenant n boules
numérotées de 1 4 n (donc distinguables), alors on modélise le tirage de r boules sans

6. « couleur » signifie ici de maniére non standard rouge ou noir et pas tréfle, pique, ceeur, carreau.
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2.2. Equiprobabilité discréte et combinatoire

remise par la probabilité uniforme sur Punivers Q ={T c{l1,...,n} :card(T) =r}, dont
le cardinal vaut (:’) = r,(%”, En conséquence, lors d’un tirage sans remise de deux
cartes dans un jeu de 32 cartes, la probabilité de tirer deux cartes de méme couleur
vaut 2(Y) /(%) = 15/31, tandis que la probabilité d’obtenir 2 as vaut (3)/(%) =3/(32 x 31).

Naturellement ces deux probabilités sont plus petites que celles avec remise.

Sondage simple : deux modélisations, une probabilité. On considere I’expérience
suivante : dans une urne avec 2 boules vertes et 3 boules jaunes, on tire deux boules
sans remise. On cherche la probabilité de I’événement « obtenir une boule verte et
une jaune ». Athanase a lu les exemples précédents et décide de modéliser I’expérience
par des combinaisons : il considere Q4 I’ensemble des combinaisons de 2 boules parmi
5 (Card(Qq) = (3) = 10), muni de I'équiprobabilité P4. Il y a (3)(}) = 6 combinaisons

favorables, donc
6 3

PAlE] = — ==.

AlE] 105
Bérénice opte pour 'univers Qp des arrangements de deux boules parmi les 5 :
Card(Qp) =20, muni de ’équiprobabilité Pg. Il y a 6 arrangements du type (boule verte,

boule jaune) et 6 du type (boule jaune, boule verte), donc :

P, g2 123
B2 75
Athanase et Bérénice ont choisi des univers et des probabilités différentes, donc des
codages différents de E, mais ils obtiennent la méme probabilité.

Pile ou face : nombre de piles. Pour 0 <k < n, quelle est la probabilité d’obtenir k
fois pile en n parties de pile ou face avec une piece de monnaie équilibrée ? L’univers
est Q={(ay,...,a,) €{0,1}"} de cardinal 2", ou 0 code face et 1 code pile. L’événement
d’intérét est A={(ai,...,an): a +---+ap = k}, de cardinal (}). La piece étant équilibrée,
on choisit le modele d’équiprobabilité, et donc P [A] = card(A)/card(Q) = (})27". Nous
verrons qu’il s’agit d’un cas particulier de la loi binomiale (taille n et parameétre 1/2).

Il faut faire attention au choix des résultats possibles, qui doivent étre équipro-
bables. Considérons par exemple le jet simultané de deux dés indistinguables.
En ordonnant les résultats des deux dés, on peut considérer I'univers

Q=1{(,):1<i<j<6},

qui décrit bien tout les résultats possibles de ’expérience. Cependant la proba-
bilité uniforme sur Q; donne trop de poids aux « doubles ». Le bon modele est
la probabilité uniforme sur 'univers

Qo ={(i,j):1<i,j<6},

qui force a distinguer les dés et a reformuler les événements ot ils ne sont pas
distingués. Si ’on cherche par exemple la probabilité d’avoir un double 1, le
premier modele donne 1/21, le second 1/36 ; pour la probabilté d’obtenir un 1 et
un 2, le premier modeéle donne encore 1/21, la bonne réponse étant 2/36 =1/18.
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2. MESURES DE PROBABILITE

Sondage simple : modeéle. Considérons une urne contenant N = N;+N, boules dont N;
sont blanches et N, rouges. On effectue un tirage sans remise de n < N boules dans
Purne. I y a (V) tirages possibles. Adoptons le modele de la probabilité uniforme sur
I’ensemble de ces possibilités, c’est-a-dire sur 'univers Q des sous-ensembles de {1,..., N}
a n éléments. Pour tout 0 < k < n, le nombre de tirages avec k boules blanches est
(")(2), et la probabilité de tirer k boules blanches vaut donc

Niy( N
() (2
N
()
Cette formule définit la loi hypergéométrique sur les sous-populations de taille n

d’une population de taille N & deux types (voir le théoréme 3.13). Ceci montre au
passage l'identité de Vandermonde :

£

Supposons par exemple que l'on tire une main de Poker (5 cartes parmi 52). Pour
calculer la probabilité d’obtenir une paire d’As, on sépare les 52 cartes en N} =4 as et
N, =48 autres cartes :

(%)

2J\3
52
(5)

P [« une paire d’As »| =

Ce modele peut se généraliser a plus de « couleurs », on parle de loi hypergéométrique
multitype. Sur I'exemple du Poker, si I’on cherche la probabilité d’obtenir une paire
d’As et un paire de rois, on obtient, en séparant les cartes en Ny =4 as, N, =4 rois et
N3 =44 autres cartes, ’expression :

4y (4) (44
P [« paire d’As et paire de rois »] = M

Autre exemple : dans une commode contenant N vétements dont Nj pantalons,
N, chemises et N3 vestes, on tire uniformément 3 vétements. Quelle est la probabilité
d’obtenir un costume complet ?

Remarque 2.6 (Equiprobabﬂité). Méme si l’équiprobabilité est le choix le plus courant
quand Q est fini, il n’est naturellement pas le seul possible! Ainsi, pour modéliser une
piece biaisée, qui tombe sur pile avec probabilité p, on choisit Q=1{0,1}, F =2(Q) et P
qui donne les poids p et 1—p aux atomes {1} et {0}.

Remarque 2.7 (Philosophie). Que signifie au juste « la piéce a une chance sur deux
de tomber sur pile » ¢ La mécanique classique affirme que le mouvement de la piéce est
déterministe : st on connait parfaitement les conditions du lancer il n’y a pas d’aléatoire.
Les probabilités pallient donc ce manque d’information, et peuvent étre interprétées
de manieres variées : classique, fréquentiste, logique, bayésienne, « propensionniste »,
etc. Méme si nous connaissions les conditions du lancer avec une grande précision,
la sensibilité aux erreurs des équations de la mécanique classique pourraient rendre le
résultat du lancer imprévisible. Les probabilités pallient également cet excés de complexité.
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0.8 N

0.4 |- .

0.2 |- |

Probabilité d’un anniversaire commun

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nombre de personnes

FIGURE 2.2 — Le probléme des anniversaires

2.3 Quelques exemples remarquables

Probléme des anniversaires

Calculons la probabilité p, pour que dans une classe de n éléves, au moins deux
d’entre eux soient nés le méme jour. On suppose pour simplifier que les naissances sont
uniformes sur les jours de 'année, et on ne tient pas compte des années bissextiles.
On modélise cette expérience par la probabilité uniforme sur 'univers Q ={1,...,d}"
ou d =365, dont le cardinal est d”. Cela correspond a faire n tirages avec remise dans
une urne contenant d boules numérotés de 1 a d. Si A est I’événement « deux éleves au
moins sont nés le méme jour » alors A° correspond a n tirages sans remise ordonnés
(arrangements!) et donc (pour n<d car p, =1 sinon)

dd-1)---(d-n+1) "—1(1_5)
7

pn=P[Al=1-P[A°]=1- o _1—;1

La suite (pn)n=1 est représentée figure 2.2. Il suffit de 24 éleves pour que la probabilité
d’avoir un anniversaire commun dépasse 1/2! L’aspect sigmoide de la courbe s’explique
par le fait que le nombre de couples d’éleves est quadratique en n. Si B est ’événement
« un éleve au moins est né le méme jour que I'enseignant » alors on a

[FD[B]—l—IF’[BC]—1—(E)n—1—(1—l)n
a B d ) dl’
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2. MESURES DE PROBABILITE

formule qui ne fait par apparaitre de phénomene de seuil. Cette fois-ci, le nombre de
couples (éleve, enseignant) est linéaire en n.

Probléme du chevalier de Méré

Si l'on jette 4 fois un dé a six faces, la probabilité d’obtenir au moins un 6 vaut
1-(5/6)*=0,52>1/2. Si I'on jette 24 fois deux dés a six faces, la probabilité d’obtenir
au moins un double six vaut 1—(35/36)%* ~ 0,49 < 1/2. Le chevalier de Méré était un
noble de la cour de Louis XIV, qui trouvait ces résultats contre-intuitifs 7, pensant que
les deux probabilités s’obtenaient en multipliant la probabilité sur un lancer par le
nombre de lancers (il obtenait donc 2 chances sur 3 pour les deux cas) : on retrouve le
probleme de formalisation évoqué plus haut. La modélisation correcte dans le premier
cas est ’équiprobabilité sur 'univers {1,...,6}* et dans le second cas, I’équiprobabilité
sur 'univers ({1,...,61%)%* = {(i,j):1=<i,j< 6}24.

Permutations aléatoires

L’ensemble %, des permutations de {1,...,n} muni de la composition o constitue ce
qu’on appelle le groupe symétrique. Il s’agit d’un groupe fini non abélien de cardinal n!.
La loi uniforme p sur ., affecte la probabilité 1/n! & chaque atome de %, : elle modélise
par exemple ’état d’un paquet de n cartes mélangées. La loi uniforme est la seule loi
sur %, qui soit invariante par toute translation du groupe (& droite ou & gauche). La
condition est évidemment nécessaire, et sa suffisance s’établit en observant que si y est
invariante par toute translation (disons & gauche) alors pour tous 0,0’ € %,

plooa’) = p(d).

En posant 0~! = ¢’, il en découle que p affecte la méme probabilité a tous les atomes de
n , il s’agit donc de la loi uniforme.

2.4 Expériences répétées

Nous avons vu plus haut que pour modéliser la réalisation consécutive de deux
expériences indépendantes, représentées respectivement par (Qp, %) et (Q2,%2), on
pouvait introduire I'univers produit Q =Q x Q, et le munir de la tribu produit %, ® %,.
Si on dispose pour chacune expérience d’une loi de probabilité, on définit la :

Définition 2.8 (Probabilité produit). Si (Q1,%1,P1) et (Qp, F»,P,) sont deux espaces
probabilisés, il existe une unique mesure de probabilité notée Py ® Py sur le produit
(D x Qy, F1 © F), appelée (mesure de) probabilité produit, qui vérifie

(Pr®P2) (A x A2) =P1(A1)P2(A)

7. Blaise Pascal fait part de ce probléeme & Pierre de Fermat dans 'une de ses lettres. C’est a propos
de ce méme chevalier de Méré et de Pascal que Siméon Denis Poisson déclare, en introduction de son
traité Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile : « Un
probléme relatif aux jeux de hasard, proposé a un austére janséniste par un homme du monde, a été
Porigine du calcul des probabilités ». Poisson fait ici allusion & un autre probleme suggéré par Méré
et discuté par Pascal et Fermat, le probléme « des points », ou de la partie interrompue : comment
répartir équitablement les mises dans un jeu de hasard si ’on doit s’arréter avant la fin ?
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pour tout événement produit Ay x A, € I x F». De méme, si (Q,F,P) est un espace
probabilisé et que Uon munit QN de la tribu des cylindres F®®, il existe une unique
mesure de probabilité P sur (QN, F®®) qui vérifie

P (Ag x Ay x Ay x-++) =P [Ag] P [A1] P [A;] -+

pour tout cylindre Agx Ay x Ap---€ F®® (il s’agit a droite d’un produit fini car P[Ap] =1
d partir d’un certain rang sur n).

L’existence et 'unicité sont admises.

Remarque 2.9 (Produit et équiprobabilité). Si (Q,%1,P1) et (Qz,F2,P2) vérifient
Uéquiprobabilité alors (Q; x Qp, F1 ® Fo,P1 ® Po) vérifie aussi ’équiprobabilité. Cette
propriété était déja cachée dans les considérations sur les tirages ordonnés sans remise
de r boules parmi n : l’ensemble des r-uplets est le produit {1,2,...n}". C’est également
le cadre utilisé pour étudier le probléme des anniversaires ou celui du chevalier de Méré
(exemples de la section 2.3 ).

Remarque 2.10 (Produit et indépendance). Plagons-nous sur QN muni de la tribu
cylindrique et de la probabilité produit. Soit m et n deux entiers, Ay une partie de Q™
et By une partie de Q™. Alors, pour

A=A xQ"xQxQx---,
B=Q"xB xQxQx--,

on peut facilement montrer que P[ANB] =P [A]P [B]. On réinterprétera cette égalité plus
tard en disant que si A et B dépendent de lancers distincts, alors ils sont indépendants.

Si I’ensemble Q est infini, et en particulier dans le cas d’une expérience répétée
indéfiniment, les propriétés suivantes sont utiles.

Théoréme 2.11 (Suites d’événements, « continuité » des probabilités). Pour toute
suite (Ay,) d’événements sur (Q,F,P),
1. si (Ay) est croissante (pour Uinclusion) alors P [An]l /P [Un Al ;
st (Ay) est décroissante (pour Uinclusion) alors P [Az] NP [N, Anl ;
PlUnAnl = XnP AL ;
st P[An] =0 pour tout n alors P (U, An] =0;
st P[An] =1 pour tout n alors PN, Anl =1.

Les deux premieres propriétés traduisent une sorte de continuité de ’application P
vis-a-vis des convergences monotones.

Démonstration. La premiére propriété s’obtient en remarquant que les B, = A, \ Ay
sont deux a deux disjoints, d’ou

Uan| =P |UB,
n n

La deuxiéme propriété s’en déduit par passage au complémentaire. On vérifie la troisieme
propriété d’abord pour les unions finies, puis on passe a la limite en utilisant le premier
point. Les deux derniéres propriétés s’ensuivent. O

P =P

=) P[By] =1inm Y P[By] :linmIP [An].

n msn
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Pile ou face : suites d’événements et limites. Illustrons quelques-unes de ces
propriétés dans le cas du jeu de pile ou face infini. On considere Qg = {0,1} muni de la
tribu grossiere % et de la loi de Bernoulli Py qui donne le poids 1/2 aux singletons {0}
et {1}. On pose Q = Q%‘ que ’on munit de la tribu cylindrique 933"“ et de la probabilité
produit (Po)®N. Si I'on définit pour tout n I’événement

A;, = « les n premiers lancers donnent pile »,
la suite A, est décroissante pour I'inclusion. On en déduit que :

ALY
n

P

=P [« tous les lancers donnent pile »| = limP [A,] =lim(1/2") =0.

Ainsi la mesure produit PN donne un poids nul au singleton {(1,1,...1,...)} € {0, 1N,
Plus généralement, fixons k et définissons pour tout n 1’événement

B,=«ily a au plus k faces sur les n premiers lancers ».

La suite B, décroit pour l'inclusion. Si n est de la forme 2km, B, est inclus dans
I’intersection de m événements

« au plus k faces sur les lancers 1 a 2k »
N« au plus k faces sur les lancers (2k+1) a 4k »

---N« au moins k faces sur les lancers 2k(m—1)+1 a 2km ».
Chacun des m événements a une probabilité 1/2 (par symétrie) ; remarque 2.10 donne
P [Bogyl < 1/2™.

Par monotonie on tire P [B;] \, 0. La propriété 2 du théoreme implique alors :
P [ﬂBn] =P [« il y a au plus k faces en tout »] =0,
n

autrement dit
P [« il y a au moins k+1 faces »| =1.

Enfin, si 'on appelle ce dernier événement Cy, on déduit de la propriété 5 :

P [« il y a une infinité de faces »| =P =1

Cx
k

On verra plus loin une autre preuve de ces résultats.

Remarque 2.12 (Presque slirement). On dit qu’un événement A est presque sir
(abrégé en p.s.) lorsque P(A) = 1. Dans le cas d’un univers Q fini, cela implique que
A=Q. Ce n'est plus le cas si l'univers est infini, comme le montre l’événement lié d une
infinité de faces dans l’exemple précédent. De méme un événement non vide peut trés
étre de probabilité nulle si l'univers est infini.
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2.5 Conditionnement

Intuitivement, une mesure de probabilité permet de quantifier le manque d’in-
formation en affectant un poids aux issues possibles. Si 'on dispose d’information
supplémentaire, les poids changent. Plagons nous d’abord dans un modele équiprobable
fini (Q, 2(Q),P), par exemple le jet d’un dé équilibré. La probabilité (« inconditionnelle »)
d’un événement A (par exemple « obtenir 4 ou plus ») est donnée par

Card(4) 1
PlA]= ——— = —.
Card(Q)) 2
Si on dispose de l'information supplémentaire qu'un événement B a eu lieu (par exemple
B = «le résultat est pair » = {2,4,6}), les « cas possibles » changent (Q est « remplacé »
par B) et les cas favorables sont restreints (seuls restent les cas qui appartiennent & A
et & B). On obtient donc la probabilité conditionnelle :

CardAnB _ Card(An B)/CardQ _P[ANB]

P[A|B] = = =
[AIB] Card B Card A/ CardQ P [B]

Cette derniere formule ne fait pas appel au choix spécifique de 1’équiprobabilité ; on
I'utilise comme définition générale.

Définition 2.13 (Probabilité conditionnelle). Si A,Be€ % avec P[B] >0 alors la proba-
bilité conditionnelle de A sachant B est la quantité (parfois notée Pg(A)) suivante :

P[ANB]

P[A|B]:= PB]

Théoréme 2.14 (Propriétés importantes).

— P[-| B] est une probabilité. Si P [B] >0 alors l’application
P[-|B]:& —[0,1],
A—P[A]|B]

est une mesure de probabilité sur (Q,F) appelée probabilité conditionnelle. Elle
vérifie donc toutes les propriétés des probabilités énoncées dans le théoreme 2.2 ;
en particulier

PIQ|Bl=1, P[A°|B]=1-P[A|B],

et pour toute suite (Ap) d’événements disjoints,

P

U,
n

B]:ZIP[AnlB].

— Probabilités totales, 2¢ version. Si0<P[B]<1 alors
P[AI=P[A|BIP[Bl+P[A|B|P[B°]
Plus généralement, si Q =U, By, est une partition de Q avec P[B,] >0 alors

P[Al=) P[A|B,IP[Byl.
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Si AnB =@, P[A|B] =0. La probabilité conditionnelle P [-|B] est donc en quelque
sorte « portée par B ». Plus précisément, on peut montrer que P [-|B] est une mesure de
probabilité sur (B,%g) ou ¥p ={CNB:BeZF} est la tribu trace de & sur B. Notons que
P[-1Q] =P.

Si A est fixé, 'application P [A|-] : B— P [A|B] n’est pas une probabilité. L’égalité
A P [A|B€]=1-P[A|B] n’a par exemple aucune raison d’étre vraie en général.

En pratique, le conditionnement est souvent utilisé quand ’expérience étudiée est
en plusieurs étapes.

Exemple 2.15 (Test de dépistage de maladie). Des laboratoires pharmaceutiques ont
mis au point un test médical pour dépister une maladie. Les experts pensent qu’une
personne sur mille est malade dans la population. De plus, des expériences ont montré
que le test déclare positifs 9% des malades qu’on lui soumet, et qu’il déclare malades
2% des personnes saines qu’on lui soumet. On choisit une personne au hasard (premiére
étape : elle peut étre saine ou malade), et on la soumet au test (deuxiéme étape : le test
peut étre positif ou négatif). Si on définit les événements

A= « le test médical est positif » et B= « la personne est malade »

alors les données se traduisent par P [B] =1/1000, P [A|B] =99/100 et P [A|B¢] =2/100.
La probablité (« totale ») de l'événement A se calcule alors en écrivant :

P [A]=P[AIB]P [B] +P [AIB°| P [B°]
=(99/100)(1/1000) + (2/100)(999/1000)
~0.02.

On a conditionné par le résultat de la premiére étape pour calculer la probabilité de
I’événement complet.

Si 'on voit la premiere étape comme une « cause » et la seconde comme une
« conséquence », on peut essayer de retrouver la cause en partant de la conséquence :
c’est I'objet de la formule de Bayes, ou formule de « probabilités des causes », qui permet
d’inverser I'ordre d’un conditionnement.

Théoréme 2.16 (Formule de Bayes). SiP[A]>0 et 0<P[B] <1 alors

PIANB] _ P [A|B]P [B] _ P [A|B]P [B]

PLBIAl= P[A] P[ANB]+P[ANB¢] P[A|B]P[B]+P[A|B]P[B]’

La formule de Bayes permet de calculer P [B|A] a partir des données P [A|B], P [A|B€]
et P [B]. Notons la formule suivante parfois utile en pratique pour les calculs numériques :

1

PIAIBY] PIBY] *
L+ Bm o

P [B|A] =

Exemple 2.17 (Test de dépistage, suite). La question naturelle dans le cadre du test
de dépistage modélisé ci-dessus est de connaitre la probabilité d’étre malade sachant que
le test est positif. La formule donne :

1 1 1
P [B|A] = = ~ — =0,05.
P[A[B°] P[B°] 2x999
P[AB] P[B] 1+ =59 20
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2.6. Indépendance

Le test n’est vraiment pas efficace de ce point de vue! Le paradoze vient du fait que la
maladie est si rare qu’il y a plus de « fauz positifs » (2% des 99.9% de personnes saines,
soit environ 2% de la population) que de vrais positifs (99% des 0.1% de personnes
malades, soit environ 0.1% de la population). Cet exemple est [’occasion de rappeler que
du point de vue statistique, un test comporte deuz types d’erreur (faux positifs et faux
négatifs) qui ne jouent pas un réle symétrique du point de vue du risque modélisé.

2.6 Indépendance

Intuitivement, deux expériences sont indépendantes lorsqu’elles ne sont pas reliées par
une relation causale. Par exemple, le jet de deux dés a six faces équilibrés, est modélisé
par 'univers Q x Q=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}. L’absence de relation causale entre les
deux dés suggere de considérer la mesure de probabilité uniforme sur (Q x Q,22(Q x Q)),
qui se trouve étre la mesure de probabilité produit des mesures de probabilités uniformes.
En particulier, si Ax Q (respectivement Q x B) est un événement qui ne concerne que le
résultat du premier (respectivement second) jet de dé, alors®

Card((Ax Q)N (Q x B))
Card(Q x Q)
_ Card(A)Card(B)
" Card(Q)Card(Q)
=P[A]P[B]
=P[AxQ]P[Qx B]

PI[(AxQ)N(QxB)] =

(P est utilisé & la fois pour la mesure de probabilité uniforme sur Q et sur Q x Q).

Plus généralement, en revenant a ’interprétation intuitive des probabilités condi-
tionnelles, lorsque deux événements A et B ne sont pas reliés causalement, I'information
« B s’est produit » ne devrait pas modifier notre estimation de la probabilité de A, et
on devrait avoir : P [A|B] =P [A], ou encore

P[AnB]=P[A]P [B].

Cette formule remarquable conduit a la définition générale suivante de 'indépendance,
bien au-dela du cas de I’équiprobabilité.

Définition 2.18 (Indépendance de deux événements). Soit (Q,F,P) un espace probabi-
lisé. On dit que les deux événements A,Be F sont indépendants lorsque

P[ANnB]=P[A]P [B].

Exemple 2.19 (Espaces produits). Remarquons une fois de plus que le choix de
la probabilité produit pour représenter une suite d’expériences (remarque 2.10) est
intrinséquement lié a l’indépendance entre les expériences.

Exemple 2.20. Considérons le lancer d’un dé équilibré, modélisé par Q =1{1,2,3,4,5,6}
muni de la tribu grossiére et de la mesure de probabilité uniforme. Si A=« le résultat
est <4 » et B=« le résultat est pair » alors A et B sont indépendants : en utilisant les

cardinauz : P[ANB] =% =22 =P [A]P[B].

8. Sur le plan cartésien QxQ, I’événement AxQ est une bande verticale et Qx B une bande horizontale.
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2. MESURES DE PROBABILITE

Remarque 2.21. Si A et B sont indépendants alors A€ et B® le sont car

P[A°NB°|=1-P[AUB]=1-P[A]-P[B]+P[AIP[B]=(1-P[A)1-P[B]).

L’indépendance n’est pas transitive! Si A est indépendant de B, et B est
indépendant de C, alors A n’est pas nécessairement indépendant de C. Contre-

& exemple : C= A si P[A] €]0,1][, car si A est indépendant de lui-méme, alors
P[A =P[AN Al =P [A]?, donc P [A] €{0,1}.

L’indépendance n’est pas stable par union! Si A et B sont indépendants de C,
AU B n’est pas nécessairement indépendant de C.
Contre-exemple : pour deux tirages de pile ou face on consideére

— A=« le premier lancer donne face » » ={(0,0), (0,1)}

— B =« le second lancer donne pile » = {(1,1), (0,1)}

— C = « les deux premiers lancers donnent » = {(0,0), (1,1)}.
Alors

A ANC={(0,0}, BnC={(1,1)}, AuB={(0,0),(0,1),(1,1)}, (AuB)NC={(0,0), (1, 1)}

et ainsi

1 11
P[ANC]=P[BNnCl=-=—--=
4 22
donc A et B sont bien tous deux indépendants de C. En revanche

P [A]P[C]=P[BIP[C],

1 3
P(AuB)NnC] = > # 3 =P[AUB]P[C].
Pour obtenir I'indépendance de AUB et de C une notion plus forte est donc nécessaire.

Définition 2.22 (Indépendance d’une famille d’événements). Si (Aj)ier est une famille
d’événements, on dit qu’ils sont indépendants lorsque pour toute partie finie Jc 1,

P

(4

jeJ

=[1P[4].

jel

De méme, si (Fi)ier est une famille de tribus sur Q, on dit qu’elles sont indépendantes
lorsque (Aj)ier sont indépendants dés que A; € F; pour tout i€l.

Dans la définition on écrit souvent « mutuellement indépendants », mais a 1'usage
on omet « mutuellement » et on dit « indépendants » tout court en général.

Remarque 2.23 (Lien avec I'indépendance deux a deux). L’indépendance d’une famille
implique clairement l’indépendance des événements pris deux a deux. La réciproque est
fausse en général. Les événements A, B et C de l’exemple précédent sont par exemple
indépendants deux a deuzx, mais pas mutuellement indépendants.

Théoréme 2.24 (Propriétés de 'indépendance). Si (A;)jes est une famille d’évenements
indépendants, alors :

1. les (Af)iel sont indépendants ;

26



2.6. Indépendance

2. si ] et K sont deux sous-ensembles de I disjoints, et si l'on note F; (respectiverment
Fk) la tribu engendrée par les (Ay)iey (respectivement les (Ai)iek ), alors les tribus
Fr et Fg sont indépendantes.

Démonstration. Pour la premiére propriété, on raisonne par récurrence a partir de

P[A°NB°|=1-P[AUB]=1-P[A]-P[B]+P[ANB]
=1-P[A]-P[BI+P[A]P[B]=(1-P[ADA-P[B])
=P [A°|P[BC].

La preuve de la deuxiéme propriété est admise. O

Pile ou face : indépendance. La deuxieme propriété écrite en termes de tribus peut
sembler complexe. Sur 'exemple du jeu de pile ou face répété, elle permet de justifier
des propriétés tres intuitives. Pour A; = « le i® lancer donne pile », les (A;)jen sont
indépendants. Si A est par exemple I'événement « les 10 lancers pairs tombent tous sur
pile » et B est défini par « sur les lancers 1, 3 et 7, il y a au moins deux piles », alors
A et B sont indépendants : en effet, en posant J (resp. K) 'ensemble des entiers pairs
(resp. impairs), A est dans %; et B dans F.

De fagon encore plus élémentaire, cette propriété implique que si A, B, C sont
indépendants, alors AU B est indépendant de C.

Ne pas confondre « A et B incompatibles » avec « A et B indépendants ».
La premiere notion est purement ensembliste et s’interpréte comme « A et B
ne peuvent pas arriver simultanément ». La seconde nécessite une mesure de
probabilité, intuitivement elle signifie que « savoir si A a eu lieu ne donne aucune
& information sur B ». Si A et B sont a la fois indépendants et incompatibles alors
P[AIP[B]=P[AnB]=P[2] =0 et donc P[A] =0 ou P [B] =0. Notons enfin que
si A et B sont indépendants alors A et B¢ le sont, tandis que si A et B sont
incompatibles, alors A et B¢ ne le sont que s’ils forment une partition de Q.

Lemme 2.25 (Borel-Cantelli). Soit (A,) une suite d’événements dans (Q,%F,P).

1. Cantelli : si Y. ,P[A;] <oco alors P limA,|=0;

2. Borel (loi du zéro—un) : si les (A,) sont indépendants alors

P[ﬁAn]z{O ssz‘ YuP[AL] <00
1 ssi Y ,P[A,;] =oc.

La seconde partie du lemme contient une réciproque a la premiere partie.

Démonstration. Pour la partie Cantelli : la suite (B;) définie par B, = UmsnAm est
décroissante. Par conséquent, si ), P[A,] <oo alors

p [ﬁAn

=P[n,By] =limP [B,] <lim )_ P [A.;]=0.
n n

mz=n
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2. MESURES DE PROBABILITE

Pour la partie Borel : la premiere partie réduit le probleme a établir que si }°,,P [A;] = oo
alors P [mAn =1, c’est-a-dire P [lim A%] = 0. Soit B, = Nm=nAS,. Alors (By) est crois-
sante pour l’inclusion, d’ou P [h_mAﬁl] =lim, P [B,] par le théoréme 2.11. Or l'indé-
pendance des (AY), 'inégalité 1-x<e ™™, xeR, et L ,P[A,] = oo, donnent pour tout
n:

0=P 1B, = [T P[a5]= [T ¥ =exp- ¥ lan) 0. .

mz=n m=n mz=n

Ce lemme s’avere utile pour obtenir des événement presque siirs. La premiere partie
permet par exemple d’établir une version forte de la loi des grands nombres (Théoréme
5.5). Donnons dés & présent une illustration directe de la premiére partie du lemme.

Exemple 2.26 (Application de la premiére partie du lemme de Borel-Cantelli). On
modélise ’évolution d’une population hermaphrodite. Pour simplifier, on suppose que
les individus sont éternels. A Uinstant 0, la population compte 2 individus. Pour tout
n=1, a l'instant n, la population compte n+2 individus, et un couple d’individus
choisi au hasard fait un enfant, ce qui augmente la population de 1 individu. Soit A,
l’événement « les deux premiers individus font un enfant a l’instant n ». On a P[A1] =1
mais P[A,] ~ c/n? quand n — oo, et donc Y. ,P[A;] <oco. Grace a la premiére partie
du lemme de Borel-Cantelli, presque stirement, le couple formé par les deux premiers
individus ne fait plus d’enfant d partir d’un certain temps.

Pour illustrer la seconde partie du lemme 2.25, nous revenons au jeu de pile ou face.

Pile ou face : singes dactylographes. Pour illustrer la seconde partie du lemme,
revenons a ’exemple du pile ou face infini. Si 'on définit A, = « le n® lancer donne
face », les A, sont indépendants, et

Y PlA] =) (1/2) = oo,
n
donc la deuxiéme partie du lemme de Borel-Cantelli implique

p [EA,, -1

Or lim A, = « une infinité de A, se réalisent », autrement dit
P [« il y a une infinité de faces »] =1.

Cet argument peut s’adapter pour montrer plus généralement que n’importe quelle
séquence finie de symboles se répéte une infinité de fois (et en particulier apparait au
moins une fois) : la suite de 0 et de 1 contient donc presque slirement le codage en

binaire des ceuvres complétes de Shakespeare .

9. Ce théoréme est souvent expliqué en disant qu’un singe éternel qui taperait éternellement sur
une machine & écrire finirait par reproduire les ceuvres complétes de Shakespeare. L’image est parfois
attribuée a Borel, qui 'utilise dans sa note La mécanique statistique et [’irréversibilité publiée au
Journal de Physique en 1913. « On a souvent cherché d donner une idée de l’extréme rareté des cas
exceptionnels, rareté qui dépasse tout ce que notre imagination peut concevoir; voici une comparaison
qui me parait particuliérement frappante. Concevons qu’on ait dressé un million de singes d frapper au
hasard sur les touches d’une machine d écrire et que, sous la surveillance de contremaitres illettrés,
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2.7. Equiprobabilité continue : mesure de Lebesgue

Exercice 2.27 (Pas de loi « uniforme » sur N). Soit P une mesure de probabilité
sur l’ensemble N. On suppose que P est « uniforme » dans le sens ou pour tout n,
la probabilité de tirer un multiple de n vaut 1/n : P[nN] =1/n. Soit 22 [’ensemble
des nombres premiers. Pour p€ 22 on note A, ’événement « étre un multiple de p ».
Montrer que les événéments (Ap)pegp sont indépendants. En déduire par le lemme de
Borel-Cantelli qu’un tirage suivant P donne presque stirement un nombre divisible par
une infinité de nombres premiers. Qu’en conclure ?

peut étre que de probabilité 0 ou 1. Ce théoréme admet la généralisation
suivante.

ff La seconde partie du lemme affirme qu’'un certain événement (limA,) ne

Théoréme 2.28 (loi du zéro—un de Kolmogorov). Soit (Q,F,P) un espace
probabilisé et (F,) =1 une suite de tribus sur Q, incluses dans & et indé-
pendantes. Soit Gy, la tribu engendrée par UmsnFm. Alors P [A] €{0,1} pour
tout A dans la tribu terminale 45 =N,%,.

En quelque sorte, on a % = lim%,. Notons que si A, € &, pour tout
n alors lim A, et lim, A, sont dans la tribu terminale et donc sont de
probabilité 0 ou 1, ce qui montre que le second lemme de Borel-Cantelli
découle de la loi du zéro—un de Kolmogorov.

Démonstration. Les tribus &, et 4,41 sont indépendantes, et donc la tribu
engendrée par U,%, est indépendante de la tribu ¥4,,. Comme 9, c U, F,
on en déduit que tout événement de ¥, est indépendant de lui méme, et est
donc de probabilité 0 ou 1. O

2.7 Equiprobabilité continue : mesure de Lebesgue

Toute cette section est stricto sensu hors programme ; elle permet cependant
de mettre en perspective les notions de variables continues (qui elles sont au
programme!).

Les axiomes définissant les mesures positives (positivité, Z-additivité) paraissent
convenir tres bien pour parler de surface ou de volume : la surface d’un ensemble en
deux morceaux devrait bien étre la somme des surfaces des morceaux. Cette intuition
peut étre rendue rigoureuse et on a le résultat suivant.

ces singes dactylographes travaillent avec ardeur dixz heures par jour avec un million de machines a
écrire de types variés. Les contremaitres illettrés rassembleraient les feuilles noircies et les relieraient
en volumes. Et, au bout d’un an, ces volumes se trouveraient renfermer la copie exacte des livres de
toute nature et de toutes langues conservés dans les plus riches bibliothéques du monde. Telle est la
probabilité pour qu’il se produise, pendant un instant trés court, dans un espace de quelque étendue,
un écart notable de ce que la Mécanique statistique considére comme le phénoméne le plus probable.
Supposer que cet écart ainsi produit subsistera pendant quelques secondes revient d admettre que,
pendant plusieurs années, notre armée de singes dactylographes, travaillant toujours dans les mémes
conditions, fournira chaque jour la copie exacte de tous les imprimés, livres et journauzx, qui paraitront
la semaine suivante sur toute la surface du globe. Il est plus simple de dire que ces écarts improbables
sont purement impossibles. » Borel ne cherche pas ici a illustrer le théoréeme, mais bien a souligner
que dans son application pratique (ici & la mécanique statistique), si 'on se fixe un temps d’attente
raisonnable, I’événement rare ne se produira pas!
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Théoréme 2.29 (Mesure de Lebesgue). Soit d un entier et BRY) la tribu borélienne
sur RY. I existe une unique mesure positive A sur B(R?), appelée mesure de Lebesque,
telle que, pour tout pavé E =[ay, b1l x [az, b2] -+ [ag, ba4l,

da
ME) = [1bi - ap).
i=1

Si Q est un sous-ensemble raisonnable 10 de R¥, la collection
F={An0;Ae R}

est une tribu!! et I'application
P: % —1[0,1]
A(A)
T
est une probabilité sur (Q, %) : la normalisation est évidente et la Z-additivité provient
de celle de A. Cette probabilité représente le choix d’un point uniformément dans
I’ensemble Q; la probabilité que ce point tombe dans une région A est proportionnelle
au volume de A (en dimension 2, & laire de A; en dimension 1 & sa longueur).

Fléchettes : le modele. On joue aux fléchettes sur une cible ronde modélisée par le
disque unité dans le plan : Q=D(0,1) := {(x, y)|x* + y* < L.}.

On suppose que le point d’impact est réparti uniformément sur la cible : la probabilité
de tomber dans une région est proportionnelle a son aire.

Si on ne marque des points que quand la fléchette tombe & une distance 1/2 du
centre, on a par exemple :

P [« marquer des points »| = ADO,1/2) _ n(1/2)° _ 1
CADOY) a2 T4

Exemple 2.30 (Corrosion de carrosserie). Pour étudier la corrosion d’une carrosserie,
on peut chercher ¢ modéliser le point d’impact d’une goutte de pluie. Ce point sera a
priori uniforme sur la surface exposée.

De la méme maniere que les calculs dans le cas uniforme discret se ramenent a du
dénombrement, le cas uniforme continu se réduit a des calculs de longueurs, d’aires ou
de volumes.

Dans 'exemple du jeu de fléchettes, cherchons la probabilité de toucher exacte-

ment le centre O = (0,0). Pour tout r >0, {O} est inclus dans le disque D(O,r),

donc P [{O}] < r2. Par conséquent la probabilité de toucher le centre est nulle.

Ceci est valable pour n’importe quel autre point de la cible.

De fagon encore plus surprenante, si A est une partie dénombrable de Q
& (par exemple 'ensemble des points du disque & coordonnées rationnelles), la

Z-additivité entraine que

P[Al=) P[{x}]=0.

X€A

10. C’est-a-dire que Qe BRY) et A(Q) > 0.
11. C’est la tribu trace déja croisée plus haut & propos du conditionnement.
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2.7. BEquiprobabilité continue : mesure de Lebesgue

Le carré unité figuré en clair est ensemble Q ; les événements d’intérét sont figurés en foncé. A
gauche, I’événement « Athanase arrive avant Bérénice » est codé par le triangle x < y d’aire 1/2.
A droite, Pévénement « A. et B. ne s’attendent pas plus de 10 min. », d’aire 11/36. Comme
l'aire totale du carré vaut 1, ce sont aussi les probabilités des événements correspondants.

FIGURE 2.3 — Rendez-vous d’Athanase et Bérénice

Exemple 2.31 (Rendez-vous). Athanase et Bérénice se donnent rendez-vous entre 12
et 13h. Le moment d’arrivée de chacun est uniforme sur cet intervalle de temps que
l’on modélise par ’intervalle réel [0,1].

La probabilité qu’Athanase arrive avant Bérénice doit valoir 1/2 par symétrie;
vérifions ce fait. Le moment d’arrivée d’Athanase, comme celui de Bérénice, est modélisé
par la probabilité uniforme sur l’intervalle [0,1]. De facon complétement similaire au cas
discret, comme les arrivées des deux individus sont (supposées) indépendantes l'une de
Uautre, [’expérience compléte se modélise par la loi produit sur ’espace produit, qui n’est
autre que la loi uniforme sur le carré [0,1] x [0,1] : l'abscisse correspond au moment
d’arrivée d’Athanase et 'ordonnée a celui de Bérénice. L’événement

« A. arrive avant B. »
est alors le triangle {(x,y) € (0,112, x < y}, d’aire 1/2. On retrouve bien le résultat annoncé.
On peut répondre a des questions plus complexes. Calculons par exemple la probabilité
que le temps passé par le premier arrivé a attendre son ami(e) ne dépasse pas 10 minutes.
Cet événement correspond a la région du carré E = {(x, » €10, 112, |x—y| < %} représentée
a droite dans la figure 2.3. Son aire vaut 11/36. C’est la probabilité cherchée.
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CHAPITRE 3

Variables aléatoires et intégration

3.1 Variables aléatoires réelles

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés via la notion d’événement
a des conséquences qualitatives d’une expérience aléatoire : le dé a-t-il (oui ou non)
donné un résultat pair ? la fléchette est-elle (oui ou non) dans la bonne zone ? Ma soupe
du soir était-elle liquide ou congelée ? Pour étudier des conséquences quantitatives, il
faut introduire la notion de variable aléatoire, qui fournira un outil pour poser des
questions plus complexes : quel est le résultat du dé? A quelle distance du centre la
fléchette est-elle tombée 7 Quelle est la température de ma soupe ?

Définition 3.1 (Variable aléatoire réelle). Si (Q,%,P) est un espace probabilisé, on
appelle variable aléatoire réelle (abrégé v.a.r.) toute application X :Q — R telle que

Xel=weQ: Xwel=X"'DeF

pour tout intervalle I <R. On dit que X est une v.a.r. discréte lorsque X(Q) est fini ou
infini dénombrable, typiquement X(Q) =N.

Pile ou face : variable aléatoire « nombre de piles ». On joue n fois a pile ou
face, ce qu’on modélise par I’espace probabilisé (Q, %,P) ou Q= {0,1}", & est la tribu
grossiere et P I’équiprobabilité.

On s’intéresse au « nombre de piles » : cette quantité aléatoire qui varie en fonction
de I’événement élémentaire qui se réalise est codée par la fonction X :Q — R définie pour
tout w = (ay, -+, ap) €{0,1}"*i par

n
X(w)=)_ a;.
i=1
Cette fonction est bien une variable aléatoire, puisque X~ (I) est une partie de Q et que

F =2(Q). Comme l'image directe X(Q) est ’ensemble fini {0,1,...,n}, X est discrete.
On verra plus loin que X suit une loi binomiale.

Lorsque & n’est pas la tribu grossiere, il faut en principe vérifier la condition de
mesurabilité, c’est-a-dire qu’il faut vérifier que {X € I} appartient bien & & (ensemble
des parties de Q auxquelles P attribue une mesure).
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Théoréme 3.2 (Caractérisation). Une application X :(Q,%) — R est une v.a.r. si et
seulement si {(X<x}=X"1(-00,x]) e F pour tout x € R.

Démonstration. Découle des axiomes des tribus car tout intervalle de R s’obtient en
utilisant un nombre au plus dénombrable d’intervalles de la forme ] — o0, x] et symboles
N, U, €. Par exemple ]a, b] =] — oo, b]N] — o0, al€ et [a, b] = Npen<la—1/n, b]. O

Fléchettes : abscisse. On reprend 'exemple du tir de fléchettes sur la cible ronde :
Q={xy e R2; x2 +y2 < 1}, & est la tribu borélienne et P la mesure de Lebesgue
normalisée. L’abscisse du point d’impact est représentée par la fonction

Q —R
X:
{w:(x,y) — X.

On peut vérifier la propriété de mesurabilité : X est bien une variable aléatoire.

Exemple 3.3 (Variables aléatoires de Bernoulli). Si (Q,%,P) est un espace de probabilité
et A€ F alors 14 est une variable aléatoire discréte booléenne c’est-a-dire prenant les
valeurs 0 ou 1. On dit qu’il s’agit d’une variable aléatoire de Bernoulli de parameétre
P[14=1]=P[A]. Ainsi, les variables aléatoires (quantitatives) permettent aussi de parler
des événements (qualitatifs). Plus généralement, si x1,...,xp €R et Ay,..., A, € F alors
X114, +---+x,19, est une variable aléatoire réelle discrete.

L’ensemble R est muni de la tribu borélienne, engendrée par les intervalles. On dit que
f:R—R est borélienne si pour tout intervalle I, I'image réciproque f~1(I) appartient
a la tribu borélienne %(R). On admet que toute fonction continue est borélienne.

Théoréme 3.4 (Stabilité). Soit (Q,F,P) un espace probabilisé.

L’ensemble Ly(Q, ) des variables aléatoires sur Q est une R-algébre commutative :
pour toutes variables X et Y, tous réels A et u, les fonctions (AX +uY) et XY sont des
variables aléatoires ; elles sont discrétes si X et Y le sont.

De plus, si f:R—R est borélienne, alors f(X):=foX:w— f(X(w)) est une variable
aléatoire réelle ; elle est discréte si X l’est.

QF) —X5 ®RBM®)

fo\} I

(R, B(R))

La notion de fonction borélienne n’est pas explicitement au programme, mais
le fait que f(X) est une variable aléatoire si f est raisonnable 'est.

Remarque 3.5. Le produit ou la somme de variables non-discrétes peut étre discret;
de méme f(X) peut étre discrete méme si X ne l’est pas.

Ce théoreme est admis.
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3.2. Fonction de répartition et loi

Fléchettes : variable aléatoire. Pour le jeu de fléchettes, la distance au centre
R:w— v/ X2(w) + Y2(w) est une variable aléatoire. En effet X en est une, donc X? aussi
(la fonction x— x? est continue donc borélienne). Par somme X2+ Y2 est une variable
aléatoire ; on conclut en composant par la fonction continue x+— v/x.

3.2 Fonction de répartition et loi

Fonction de répartition

On a vu précédemment que la méme expérience pouvait se modéliser par des
univers Q différents, mais que deux modélisations différentes devaient donner la méme
probabilité aux événements d’intérét. De méme, ce qui importe pour ’étude de propriétés
quantitatives n’est pas tant la variable aléatoire en elle-méme mais bien les probabilités
que cette variable tombe dans telle ou telle région de R. Une premiere facon de coder
mathématiquement ce comportement est la notion de fonction de répartition.

Définition 3.6 (Fonction de répartition). La fonction de répartition d’une v.a.r.
X est la fonction Fx :R— [0,1] définie pour tout xR par :

Fx(x) =P[X=x]=P[{w: X(w) = x}].

Théoréme 3.7 (Propriété des fonction de répartition). Si X est une v.a.r. alors
1. Fx est croissante et continue a droite ;

2. limy— oo Fx(x) =0 et limy_ 400 Fx(x) =1.

Démonstration. La fonction Fx est croissante car si x <y alors {X < x} c{X < y}. Les
propriétés suivantes s’obtiennent en utilisant le théoreme 2.11, successivement avec...

— D’intersection décroissante M, {X < x,} = {X < x} pour toute suite (x;) \, x;
— 1’union croissante U,{X < x,} = Q pour toute suite (x;) " oco;

— l’intersection décroissante M, {X < x,} = & pour toute suite (x,) \, —co. O

Remarque 3.8. On peut montrer que ces deux propriétés caractérisent les fonctions de
répartition : si une fonction F vérifie ces propriétés, alors on peut construire un espace
probabilisé (Q,F,P) et une v.a.r. X sur Q telle que Fx =F.

Fléchettes : fonction de répartition. Soit R la distance au centre O pour une
fléchette lancée uniformément sur le disque unité. Pour r <0, P [R < r] =0 tandis que
pour r =1, P[R<r]=1. La région intéressante est l'intervalle r € [0,1] : pour un tel r,

Rsri={w=(xy):x*+y*<r}=D(O,r)

Er_

est d’aire nr?, donc P[R<7r] = nl; = r2. Cette fonction est représentée dans la figure 3.1.
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1 1
0.75 — —
0.25 (
{ | | y |
\ f f 7 T I
1 2 0 1

A gauche : la fonction de répartition du nombre de piles sur 2 lancers d’une piéce équilibrée.
La médiane est unique et vaut 1; tous les réels dans [0,1[ sont des quantiles d’ordre 0.25.

A droite : la fonction de répartition de la distance au centre d’une fléchette lancée uniformément
sur le disque unité. Elle induit une bijection de ]0,1[ sur ]10,1[ : tous les quantiles sont uniques.

FI1GURE 3.1 — Deux fonctions de répartition

Théoréme 3.9 (Fonction de répartition et intervalles). Pour toute variable aléatoire
réelle X et tous réels x<y :

P[x<X<y]=Fx(y) -Fxx),
PX<x]=Fx(x):= ;ig)lch(Z),
<X

P[X=x]=F(x)-Fx(x).

Démonstration. Pour la premiére propriété, on décompose {X < y} en union disjointe
X< x}u{x <X< y}. Pour la seconde, on réutilise le théoreme 2.11 avec I'union croissante
{X < x} = uU,{X < x,} pour toute suite (x,) / x avec x, < X. O

Définition 3.10 (Médiane, quartiles, quantiles). Soit X est une variable aléatoire réelle
de fonction de répartition Fx. Pour tout réel a €]0,1[, si Fx(x7)<a et Fx(x)=a on dit
que x est un quantile d’ordre a de X. Ceci est vérifié en particulier si Fx(x) = a. Pour
a :% on parle de médiane. Les quantiles d’ordre 1/4, 1/2, 3/4 sont appelés quartiles,

ceux d’ordre 1/10, 2/10, etc., déciles.

La notion de quantile permet de décrire grossierement la répartition des valeurs de la
v.a.r. X ; en particulier la médiane est une valeur « centrale », et I’écart entre les quartiles
donne une idée de '« étalement » de la variable. En pratique on peut par exemple
étudier le salaire médian, 'dge médian, etc.; s’intéresser au salaire des 10% les plus
riches revient a chercher le 9¢ décile. Le plus célebre des quantiles est le quantile d’ordre
1-0.05/2=0.975 de la loi normale standard .A4°(0,1) ; il vaut environ 1.96. Ce quantile
intervient dans l’expression des bornes de l'intervalle de confiance sur la moyenne obtenu
avec le théoréme limite central comme on le verra plus loin. L’équation F(x) = a peut
avoir 0, 1 ou une infinité de solutions. Dans le premier cas, le quantile d’ordre a est
unique, c’est graphiquement ’ascisse du point ou le graphe de F « saute » le niveau a.
Dans le dernier cas le quantile n’est a priori pas unique, méme si ’on fixe parfois une
regle pour choisir une solution particuliere. Pour une variable discréte, F est constante
par morceaux et F(x) = a a toujours 0 ou une infinité de solutions.

Loi d’une variable aléatoire

Le « comportement » d’une variable aléatoire, que 'on a étudié au-dessus via la
fonction de répartition, peut aussi étre représenté par sa loi.
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3.2. Fonction de répartition et loi

Définition 3.11 (Loi). La loi d’une wvariable aléatoire réelle X est la mesure de
probabilité Px sur (R,B(R)) définie pour tout intervalle IR par :

Px()=P[Xel]l=P [{w,X(w) € I}].

Si u est une mesure de probabilité sur R, on note X ~p et on dit que « X suit la loi
u » lorsque la variable aléatoire réelle X a pour loi p. Le terme « loi » est synonyme de
« mesure de probabilité ».

La loi de X et sa fonction de répartition contiennent les mémes informations :

Théoréme 3.12 (Caractérisation de la loi par la fonction de répartition). Si X et Y
sont deuzx v.a.r. alors Px =Py si et seulement si Fx = Fy.

Démonstration. Reprendre la preuve du théoreme 3.2. O

Sondage simple : deux modélisations, une loi. Athanase et Bérénice reprennent
leur expérience de tirage sans remise de deux boules dans une urne contenant 2 boules
vertes et 3 boules jaunes. On note X le nombre de boules vertes tirées. Athanase garde
son choix d’univers et considére Q4 ’ensemble des combinaisons de deux boules parmi
5 (Card(Q4) = 10). Sa variable X = X4 est une fonction de Q4 dans R. Il en déduit :

x| 0 | 1|
P[Xa=x] | 3/10 | 3/5 | 1/10

Bérénice opte pour 'univers Qp des arrangements de deux boules parmi les 5. Elle a
donc Card(Qp) =20. Pour sa variable Xp:Qp — R, elle obtient :
x| 0 | 1 | 2
P[Xp=x]| 6/20 | 6/20+6/20=3/5 | 2/20=1/10

Athanase et Bérénice obtiennent donc des variables aléatoires définies sur des espaces
différents, mais ces deux variables ont la méme loi.

Théoréme 3.13 (Lois discretes). La loi d’une v.a.r. discréte, d valeurs dans un ensemble
au plus dénombrable E, est caractérisée par la donnée de P [X = x] pour tout x€ E, car
pour tout intervalle IR on a, en raison du fait que INE est au plus dénombrable,

P Xell=P[XeInEl= ) P[X=x].
xeINE

La fonction x— P [X =x] n’a pas de nom classique en francais ; l'appelation a la mode
anglaise est fonction de masse (probability mass function ).

Pile ou face : quelques lois discrétes classiques. Le jeu de pile ou face permet
de définir plusieurs lois classiques. On fixe ici un p €]0,1[ et on considere des lancers
répétés d’une piece qui tombe sur pile avec probabilité p. On représente toujours pile
par 1 et face par 0.

— Loi de Bernoulli : On note X le résultat du premier lancer. L’ensemble des
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3. VARIABLES ALEATOIRES ET INTEGRATION

valeurs possibles est E =1{0,1} et
PX=11=1-P[X=0]=p.

— Loi binomiale : On note S la somme des résultats des n premiers lancers. On
dit que S suit la loi binomiale de parametres n et p, et 'on note S ~Binom(n, p) ;
S prend ses valeurs dans E ={0,1,...,n} et pour tout k€ E :

n

P[X:k]:(k

)pk(l _ p)n—k.

— Loi géométrique : On note T le numéro du premier lancer qui donne pile. On
dit que T suit la loi géométrique de parametre p, et 'on note T ~Geom(p); T
prend ses valeurs dans E =N*, et pour tout k=1 :

PIX=kl=1-p)*!p.

On verra plus loin, la loi binomiale est parfois bien approchée par la loi de Poisson
Poi(A), caractérisée pour un parametre A >0 par E =N et pour tout ke N,

k

A
_ _ A
P[X—k]—e F

Sondage simple : loi hypergéométrique et approximation binomiale. Nous
avons déja vu précédemment sous I'angle combinatoire la loi hypergéométrique : si
dans une population de N = N; + N, individus dont N; sont de type 1 et N, de type 2,
on effectue un sondage sans remise sur n < N individus, alors le nombre X d’individus de
type 1, parmi les n individus tirés, suit la loi hypergéométrique HyperGeom(Ny, N», n)
sur E=1{0,1,...,n} donnée pour tout 0 <k <n par

Niy( N,
() %)
N
()
Si la taille de la population tend vers l'infini mais que la proportion d’individus de

type 1 converge vers p, la loi hypergéométrique converge vers une loi binomiale. Plus
précisément, on consideére deux suites Nj(m) et No(m) qui tendent vers I'infini et vérifiant

PX=k]=

Ny (m)
Ni(m) + No(m) m—oo

p.

On fixe un entier n, et on considére X, une variable de loi HyperGeom(Ny, N», n). Alors,
pour tout 0 < k < n, la formule de Stirling ! entraine

() Cae)

— = ny ke \n—k
P[Xy =kl = ) e (k)p a-p"k
n

Intuitivement, si la population est tres grande devant le nombre de tirages, le tirage
sans remise (hypergéométrique) est trés proche du tirage avec remise (binomial). En
quelque sorte, le résultat du lancer d’une piéce de monnaie correspond & un tirage dans
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3.2. Fonction de répartition et loi

une grande population a deux types constituée par toutes les possibilités physiques
du lancer. Cela permet de concevoir le jeu de pile ou face de parametre p quelconque
comme une approximation de tirages équiprobables dans une grande population a deux
types. Plus généralement, les modeéles non équiprobables peuvent toujours étre réduits
a des modeles équiprobables, intrinsequement combinatoires, éventuellement via un
passage a la limite sur des parametres.

Exemple 3.14 (Lois uniformes). On dit qu'une v.a.r. X suit la loi uniforme sur
lensemble fini {1,2,...,n} lorsque P [X = k] =1/n pour tout 1 <k <n. Dans ce cas, Fx
est constante sur les morceauz |1 —o00,0[,[0,1[,..,[n—1,n[,[n,00[ et y prend les valeurs
0,1/n,...,(n—=1/n, 1. On dit qu’une v.a.r. X suit la loi uniforme sur [0,1] lorsque
Px () =1In[0,1]| pour tout intervalle I cR. Dans ce cas, pour tout x € R,

0 six=<0
Fx(x)={x six€l0,1]
1 six=1.
Exercice 3.15 (Algorithme de simulation de Fisher-Yates ou de Knuth). Si Uy,...,Up
sont des v.a. indépendantes avec Uy de loi uniforme sur {1,...,k} pour tout 1 <k<n,
montrer que le produit de transpositions aléatoires o, = (1,Uy)---(n,Uy) dans le groupe
symétrique Fy suit la loi uniforme sur %,. Indication : montrer, par récurrence, que

P[0, =0] ne dépend pas de o € F,. Montrer qu’il en est de méme du produit inversé
(n,Up)---(1,Uy). Préciser le lien avec le pseudo-code informatique suivant :

for k from length(v) downto 2 do swap(v([k],v[ceil (k*rand)])

Définition 3.16 (Lois & densité). On dit qu’une fonction continue par morceauz
f:R—R est une densité (de probabilité) lorsqu’elle vérifie

+00
f=z0 et f fydx=1.

On dit que la loi d’une variable aléatoire réelle X admet la densité f lorsque pour tout
intervalle I cR,

P[X el :ff(x)dx.
I
On dit que X a une loi a densité, et Fx est la primitive de f valant 1 en +oo.
Nous renvoyons a ’annexe H pour quelques rappels sur les résultats de théorie de

I'intégration au programme.

Fléchettes : densités. La distance au centre R dans le jeu de fléchettes est une
variable a densité : la fonction

2r sirel0,1],
fR e .
0 sinon,

obtenue en dérivant Fr est une densité de R. La fonction gr définie par gr(r) = fr(r)
pour r #1 et ggr(1) =0 est également une densité pour R : il n’y a donc pas unicité.

1. n!~+v2xn(n/e)’* ou plus précisément n!=+2an(n/e)"(1+0,—co(l/n)).
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~ I

A gauche, la probabilité que X tombe entre a et b est le rapport entre I'aire foncée et D'aire
du disque. Par symétrie, ce rapport est le méme si on supprime la partie inférieure de la
cible. On peut ensuite changer ’échelle en y pour obtenir une aire totale de 1, toujours sans
changer les rapports d’aire. On obtient la courbe de droite, représentative de la fonction
fx:ix—111 (x)%\/ 1-x2, qui est donc une densité pour X.

FIGURE 3.2 — Fléchettes : loi de ’abscisse

2;’- 2;’-

. [, ]

T T 7 —_— | —
1 2 0 1 00.25 0.751

A gauche, le diagramme en batons réprésentant la fonction de masse de la variable « nombre de
piles sur deux lancers ». La probabilité d’obtenir chaque valeur est proportionnelle a la hauteur
du baton correspondant.

Au milieu, une densité de la variable R, distance au centre pour un jeu de fléchettes. L’aire
sous la courbe vaut [ f(x)dx=1.

A droite, pour la méme variable R, la probabilité de tomber entre deux valeurs est égale & D'aire
sous la courbe entre ces deux valeurs : P[0.25<R<0.75] = f(?'27§’2rdr =1/2.

FI1GURE 3.3 — Diagrammes en batons et densités

Si 'on note X I’abscisse du point d’impact, le raisonnement indiqué sous la figure 3.2
montre que X admet la densité

2 >
fxix*—> ;1[_1,1](36) l—xz.

On dit que X suit la loi du demi—cercle sur [-1,1].

Voici quelques exemples de lois a densité.
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3.2. Fonction de répartition et loi

— Loi uniforme sur [a,b] : f(x)= ﬁl[a,b] (x) avec a< b; c’est 'analogue continu
de I’équiprobabilité.

— Loi exponentielle : f(x) = le 1g, (x) avec A >0; elle apparait pour modéliser
des durées de vie, des temps d’attente (¢f I'annexe F).

(x=m)?

202
est fondamentale en raison de son apparition dans le théoréme limite central ; nous
lui consacrerons une section plus loin.

— loi normale ou gaussienne : f(x) = \/%fnexp(— ) avec meR et 0> 0. Elle

— Loi de Cauchy : pour a>0, f(x) = m
queue lourde : f décroit lentement a l'infini, et X prend souvent de grandes valeurs.
On verra plus loin que loi de Cauchy ne vérifie pas la loi des grands nombres.

C’est un exemple simple de loi a

De nombreux autres exemples apparaissent naturellement en statistiques : lois de Pareto,
loi du chi-deux 2, loi Beta, loi Gamma, etc. Un bon exercice consiste & calculer lorsque
cela est possible la fonction de répartition.

Simulation par la fonction de répartition

De nombreux problemes en probabilités et statistiques sont trop complexes pour
étre traités analytiquement ; on a alors souvent recours a des simulations numériques.
Pour les mener a bien il est utile de pouvoir simuler des tirages de variables aléatoires
suivant des lois diverses. Supposons que 'on ait acces a un générateur de loi uniforme
(fonction communément appelée rand). Nous allons voir que si on sait « inverser » la
fonction de répartition d’une variable X, alors on sait simuler X.

Les fonctions de répartition ne sont en général pas bijectives (voir par exemple la
figure 3.1). On peut toutefois « presque » les inverser.

Définition 3.17 (Inverse généralisé). Soit F une fonction croissante, continue d droite,
de limites 0 et 1 en —oo et +oo. La fonction G définie par

G:[0,11 - R
y— G(y):=inf{xeR: F(x) = y}

est appelée inverse généralisé de F. Elle est croissante et vérifie

G(10,1D cR,
V(x,y) €eRx[0,1], F(G)=zy et GFX)=x,
V(x,) eRx[0,1], (G(y)=x) o (y<=F(x).

Démonstration. La définition de G entraine immédiatement sa croissance ; I’hypothese
sur les limites garantit que G(10,1[) est inclus dans R. La définition entraine également :
— si F(x) =y, alors G(y) < x,
— i x> G(y), il existe x' € [G(), x] tel que F(x')=y.
Le premier point appliqué a y = F(x) montre que G(F(x)) <x. Comme F est continue &
droite, le deuxieme point entraine F(G(y)) = y.
Pour montrer le sens direct de 1’équivalence, il suffit de composer G(y) < x par la

fonction croissante F et d’utiliser y < F(G(y)). La réciproque vient de méme en utilisant
la croissance de G. O
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Théoréme 3.18 (Méthode d’inversion). Soit X une v.a.r. de fonction de répartition
Fx et U une variable de loi uniforme sur 10,1[. Si l'on note G l'inverse généralisé de
Fx, alors la variable X' = G(U) a méme loi que X.

Si G est explicite on peut donc simuler X a partir de U.

Démonstration. Soit x’ un réel. L’équivalence a la fin de la définition de G donne :

{o: X' <x'} ={w:GUW)) <x'}
={w:U(w) < F(x')}
=U (1 - o0, F(xN]).

Comme U est une variable aléatoire, cet ensemble est dans &, et sa probabilité vaut
P[X' <x'|=P[U<FX)|=FyFx").

La fonction de répartition de la loi uniforme U est connue; en particulier Fy(y) = y pour
y€1[0,1]. Par conséquent

P[X =x'|=FX)

et X' a la méme fonction de répartition — et donc la méme loi — que X. O

Remarque 3.19 (Cas continu). On peut vérifier que si F est continue et strictement
croissante, elle établit une bijection de R sur 10,1[ d’inverse (la restriction de) G.

Voyons maintenant quelques applications de ce théoreme.

Exemple 3.20 (Simulation d’une loi discréte finie). Soit U une v.a.r. uniforme sur
[0,1]. Pour tout p€[0,1], la v.a.r. Liy<p) suit la loi de Bernoulli de paramétre p. Plus
généralement, soit py,...,pn €10,1] avec py+---+p, =1. Posons ap=0 et a; = p1+---+ p;
pour tout 1 <i<n. La v.a.r. X a valeurs dans {1,...,n} qui vaut par définition i sur
l’événement {U € [a;-1, a;]} vérifie forcément P [X =i] = p; pour tout 1 <i<n.

Exemple 3.21 (Simulation de la loi uniforme sur [a, b]). Si U suit la loi uniforme sur
[0,1] alors pour tout a<b, la v.a.r. (b—a)U + a suit la loi uniforme sur [a,b].

Exemple 3.22 (Simulation de la loi exponentielle). Si U suit la loi uniforme sur [0,1]
alors —In(1—-U)/A suit la loi exponentielle de parameétre A. Comme 1-U et U ont méme
loi, on peut utiliser alternativement —In(U)/A. Sur un ordinateur, la fonction In dilate la
discrétisation de U prés de 0 et la précision sera mauvaise dans cette zone. Cependant,
cette dilatation est modérée (en In), et la simulation reste correcte.

Exemple 3.23 (Simulation de la loi de Cauchy). Si U suit la loi uniforme sur [0,1]
alors tan(nU — /2) = —m suit la loi de Cauchy. Sur un ordinateur, la fonction
1/tan(r-) dilate la discrétisation de U pres de 0 et de 1. Cette dilatation est plus forte
que dans l’exemple précédent (en 1/x en 0). Les grandes valeurs de la loi de Cauchy
seront mal simulées alors qu’elles ont une forte influence sur la moyenne.
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3.3 Espérance — définition et propriétés générales

Espérance dans le cas fini

Définition 3.24 (Espérance). Soit X une variable aléatoire discréte d valeurs dans un
ensemble E fini. L’espérance de la variable X est la quantité :

E[X]:=) x-P[X=x].

xeE

Si X représente un gain, E [X] est ce qu’on peut « raisonnablement espérer » gagner
en une expérience; c’est la moyenne des valeurs de X, pondérée par les poids P [X = x].

On peut montrer (et c’est un bon exercice) que cette espérance est linéaire : si X et
Y sont deux variables prenant un nombre fini de valeurs, si A et y sont deux réels, alors
AX +pY prend un nombre fini de valeurs et :

E[AX+uY]=AE[X]+pE[Y].

Pile ou face : espérance de la loi binomiale. On joue a pile ou face, la probabilité
d’obtenir pile étant p €]0,1[. Calculons I'espérance des variables X et S définies plus
haut. La variable de Bernoulli X prend ses valeurs dans {0, 1}, son espérance vaut

E[X]= ) xP[X=x]=0-(1-p)+1-p=p.
x€{0,1}

La variable binomiale S vaut k avec probabilité (Z)(l - )" kpk: son espérance vaut

v ny . n-k k
E[SI=) k- k(l pTtpt.
k=0

Pour calculer cette somme on peut par exemple utiliser, pour k = 1, la formule 2
combinatoire k(}) =n(}]) et écrire :

n

ANESY k(Z)(l _ )k pk
k=1

R R 2§ D A gy o
=n). (1-p) p*'p

kII k_l

n-1 n-—1 1y ’
:an( " )(l_p)(n 1) kpk

k'=0

ou l'on a fait le changement d’indice k' = k—1 avant d’utiliser & ’avant-derniére ligne la
formule du binéme.
Nous verrons plus loin d’autres facons de calculer cette espérance.

2. Pour justifier cette formule, on peut compter le nombre de fagons de choisir parmi n personnes
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3. VARIABLES ALEATOIRES ET INTEGRATION

Définition générale

La bonne facon de généraliser la notion d’espérance a des variables aléatoires
quelconques n’est a priori pas claire : si E est infini dénombrable il peut y avoir des
problémes de convergence, et pour E infini indénombrable la somme n’a plus de sens.

On peut alors chercher a étendre la notion en gardant la propriété de linéarité.

Théoréme 3.25 (Espérance des variables positives — Admis). Soit Ly (Q,F,P) l'en-
semble des variables aléatoires définies sur (Q,Z,P) et a valeurs dans [0,00]. Il existe
une unique application
E: L, (Q,%,P)— [0,00]

avec les propriétés suivantes (convention 0xoo=0) :

1. E[14] =P [A] pour tout A€ F, et en particulier E[1g] =1;

2. E est linéaire : E [/1X + uY] = AE [X]+UE [Y] pour tous X, Y € L4 (Q,F,P) et L, ueR, ;

3. Ellimy—eo Xp] =limy, oo E [X,] pour toute suite (X,) croissante de L. (Q,F,P).

La troisiéme propriété est connue sous le nom de convergence monotone.

Preuve du cas discret. Si X prend un nombre fini de valeurs, elle peut s’écrire comme
la somme finie d’indicatrices X =Y} | xxla, avec Ay = {w: X(w) = x;} € F. Grace aux
deux premicres propriétés on retrouve bien la formule E [X] =X}, xxP [Ag]. Si X est une
variable aléatoire discrete positive, alors il existe une suite (X;);>1 croissante de v.a.r. du
type précédent telles que X =lim, . X, d’out E[X] =Y yexq) XP [X = x] par convergence
monotone pour les séries. On admet le résultat au-dela des v.a.r. discretes. O

Exercice 3.26. Montrer que si X=0 et E[X] <oo alors P[X <oo] =1.

Généralisons maintenant la notion d’espérance a des variables de signe quelconque.
Pour cela, si X:(Q,%,P) — R est une v.a.r., on la décompose en différences de variables
positives en posant X; = max(X,0) et X_ =max(—X,0); on a alors :

X=X, +X_ et X=X,-X_.

Définition 3.27 (Espérance des variables quelconques). On dit qu’une v.a.r. X :
(Q,%,P) — R est intégrable lorsque

EIX|=E[X;]+E[X_] <oo0.
On définit alors l’espérance de X en posant
E[X]=E[X;]-E[X_].

On note LMQ, F,P) U’ensemble des v.a.r. intégrables, et plus généralement LP(Q, F,P)
l’ensemble des v.a.r. X telles que |X|P est intégrable.

L’espérance possede les propriétés fondamentales et immédiates suivantes :

un groupe de k personnes et un chef de groupe. Pour cela on peut d’abord choisir le groupe ((Z) choix)
puis choisir un chef dans le groupe (k choix), ou on peut choisir d’abord le chef (n choix) puis compléter
le groupe avec k-1 autres personnes ((Z:}) choix).
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3.3. Espérance — définition et propriétés générales

i) linéarité : si X,V € LY(Q,&,P) et L, ueR alors AX +puY € LH(Q, ZF,P) et
E[AX+pY]| = AE(X]+pE[Y] ;

ii ) positivité : si X € L, (Q,%,P) alors E[X]=0;
iii ) croissance : si X,Y € LYQ, F,P) avec X <Y alors E[X]<E[Y].

L’inégalité triangulaire donne |E [X;] —F [X_]| <E[X,] +E[X_], donc

[E[XTI<E[NX]].

Notons que E est une forme linéaire sur ’espace vectoriel LYQ,Z,P). Si X est une
v.a.r. constante et égale a un réel c alors X est intégrable et E[X] =c.

Définition 3.28 (Moments). Si X € LP(Q, %,P) avec p e N*, on dit que E[XP] est le
moment? d’ordre p de X. En particulier, E[X] est le « premier moment » de X.

Si X est bornée, c’est-a-dire P [|X| < r] =1 pour un réel r e Ry, alors X € LP(Q, F,P)
pour tout p=1 et X possede dans ce cas des moments de tout ordre.

Exercice 3.29 (Espérance des indicatrices, inégalités de Boole-Bonferonni). En prenant
lespérance dans lidentité :

-1y 4 = H lAc: H (I- IA)_Z Z (= DklAilﬂ'"ﬂAik

1<is<r 1<isr k=11<ij<--<ip<r

on retrouve le principe d’inclusion-exclusion (théoréme 2.3)

Z( DS, o0 Sp=Y.P[A;n-nA4y].

k=1 1<iy<--<ig<r

U 4=

1<isr

Les inégalités de Boole-Bonferonni raffinent ce principe en donnant des signes :

=0 st m impair

m
PlUisisrAil = Y. (D18, est {<0 sim pair

k=1 . . . .
=0 sim=r (inclusion-exclusion!)

En prenant m=1 d gauche et m=2 q droite on obtient le cas particulier (pour r=2)

PlA]++P[A] SP[Ui<icr Al SP[A]+--+P[A]- ) P [Ain4j].

P i<j

S1 S1 N————
So

Pour établir les inégalités de Boole-Bonferroni, on commence par observer que si les
réels (Xx)k=o,..,r VETifient pour un certain i

Xo<-<SX; et xj=Xjy1= =Xy

3. Ce terme vient de la mécanique — le moment (appelé usuellement en frangais « quantité de
mouvement ») d’un systéme étant une moyenne des vitesses de ses éléments, pondérée par leurs masses.
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3. VARIABLES ALEATOIRES ET INTEGRATION

et ’égalité erc:o(—l)kxk =0 alors kazo(—l)kxk =0 pour les m pairs et <0 pour les
m impairs (cect mérite une démonstration, qui est omise). Appliquée a la suite des
coefficients binomiauz xo = (p),...,xr = (), cette observation donne

m >0 st m impair
r

Z(—l)k(k) est <0 st m pair

k=0

=0 sim=r (formule du binome!).

A présent, si r(w) désigne le nombre d’indices j€{l,...,r} tels que w € A; alors

Z ]‘Ail (w)...lAik(w): (r(w))

1<ij<-<ipsr k

Le résultat désiré découle ensuite de la linéarité et de la positivité de ’espérance. On
trouvera une application des inégalités de Boole-Bonferroni en fiabilité dans le livre de
Delmas et Jourdain [6].

3.4 Espérance des variables aléatoires discretes

L’écriture d’une variable discrete positive X comme limite monotone de sommes
finies d’indicatrices montre que la formule de I'espérance des variables discretes finies
reste valable pour des variables discrétes positives :

E[X]=) x-P[X=ux].

xe€E

L’annexe H propose des rappels sur le sens de la somme. Le théoréme du transfert
permet plus généralement de calculer I'espérance de fonctions de v.a.r. discretes.

Théoréme 3.30 (Espérance et formule du transfert pour les v.a. discrétes). Si X est
une variable aléatoire discréte a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable E alors
XeLNQ,Z,P) si et seulement si la somme Y cep|XIP[X = x] est finie, et on a alors

E[X]=) xP[X=x].

xeE

Plus généralement, pour toute fonction ¢ :R—R, on a ¢(X) € LYNQ, F,P) si et seulement
st la somme ZX€E|(p(x)|IP [X = x] est finie, et on a alors la formule du transfert

E[eX)] =) pxP[X=x].

x€E

Remarque 3.31 (Terminologie). Le terme de transfert vient du formalisme de théorie
de la mesure : l’espérance d’une variable X :Q — E s’y interpréte comme une intégration
sur lespace de départ Q, par rapport a la mesure (de probabilité) P. Le « transfert »
consiste a calculer cette espérance comme une somme sur l’espace d’arrivée E.

Démonstration. Quitte & numéroter les éléments de E, on peut supposer que E =N.
En écrivant ¢ = ¢4 —¢@_ on se ramene au cas ol ¢ =0. On a par convergence monotone

E[p(X)] = lim E[@(X)11x=m]
et le résultat découle alors du fait que E [@(X)1ix<p] = Y @P X = kl. O
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3.4. Espérance des variables aléatoires discretes

Exercice 3.32 (Transfert). Retrouwver la formule du transfert pour les v.a. discrétes
en partant de la formule E[@(X)] =X, 2P [@(X) = z|. De méme, retrouver la linéarité de
lespérance pour les v.a. discrétes en partant de la formule E[X+Y]=Y ,zP[X+Y = z].

Théoréme 3.33. Si X est une v.a.r. a valeurs dans N alors

E[X]=) P[X=zn].

n=1

Démonstration. Partons de la formule de 1’espérance :

E(X]=) kP[X=kl=) kP[X=k].
k=0 k=1

Ecrivons k comme somme? de k fois entier 1 :

oo k 00 00
E(X]=) Y PX=kl=) Y 1;xP[X=k].
k=1j=1 k=1j=1

Comme tous les termes sont positifs, on peut intervertir les sommes (c’est un cas
particulier du théoréme de Fubini-Tonelli) :

EX]=) Y 1ju4P[X=kl=) P[X=]]. O
j=lk=1 j=1

Pile ou face : espérance de la loi géométrique. Pour trouver 'espérance du temps
d’attente T du premier pile, on doit calculer la somme :

E(TI= ) k(-pf'p.
k=1

La méthode la plus courante est peut-étre de factoriser par p, de voir la somme restante
comme une fonction de p et d’en chercher une primitive en intégrant sous le signe
somme. Le théoreme précédent fournit une réponse rapide, puisqu’il n’y a qu’a sommer
des séries géométriques : en posant g=1-p,

SIS S o R AR S
[E[T]:ZZq_p:Zq]_ = —_—=
j=lk=j j=1 l-qg p
Le nombre moyen de lancers a faire pour obtenir un 6 sur un dé équilibré est 1/(1/6) = 6.
Exercice 3.34 (Probabilités et convexité : inégalité de Jensen). Soit ¢ : 1 — R une

fonction convexe sur un intervalle IR et X une v.a. discréte d valeurs dans I telle que
X et p(X) sont intégrables. Alors

PEXD) <E[pX)],

et de plus, l’égalité est atteinte si P [X =c] =1 pour une constante c, et c’est le seul cas
d’égalité possible lorsque est @ strictement convexe. Indication : se ramener au cas ou

4. C’est donc une transformation d’Abel.
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3. VARIABLES ALEATOIRES ET INTEGRATION

X est discrete finie, utiliser le théoréme du transfert et la définition de la convexité.
Cas particuliers importants : @(x) = |x|, @x) = x2, @(x) = |x|” avec p =2, @(x) = e*,
@) =xIn(x) (st X=0).

Exercice 3.35 (Application de I'inégalité de Jensen a I’entropie de Boltzmann—Shannon).
L’entropie H(X) de la loi d’une v.a. discréte finie X prenant les valeurs xi,..., %X, avec
les probabilités pa,..., pn est

n
HX)=-)_ pxln(py),

k=1
avec la convention 0In(0) =0. Calculée avec un logarithme en base 2, elle représente le
nombre moyen de bits par symboles nécessaires au codage dans un canal parfait avec un
alphabet de n symboles®. On définit de méme Uentropie d’'une v.a. discréte infinie, sous
réserve que la série converge. En utilisant [’inégalité de Jensen, montrer que [’entropie
relative définie pour toutes lois discrétes P et Q sur N par

En(QIP) = ¥ 2 n $p, = ¥ Q,n
n Pl’l

vérifie Ent(Q|P) = 0 avec éqalité si et seulement si P = Q. En déduire également que parmi

les lois sur N de méme moyenne fixée, la loi géométrique est l'unique loi qui maximise

Uentropie, et calculer la valeur du mazimum. Montrer également que parmi les lois de

méme support fini, la loi uniforme est l'unique loi qui maximise l’entropie, et calculer la

valeur du mazimum.

3.5 Espérance des variables aléatoires a densité

Le théoreme du transfert permet de calculer I’espérance de v.a.r. a densité et plus
généralement ’espérance de fonctions de v.a.r. a densité. Il montre en particulier que
E [(p(X)] ne dépend que de la loi de X via sa densité. Attention : si X est a densité, alors
@(X) n’est pas forcément a densité.

Théoréme 3.36 (Espérance et formule du transfert pour les v.a.r. & densité — Admis).
St X est une variable aléatoire réelle de densité f alors XeLlNQ,Z,P) si et seulement
st la fonction x— |x|f(x) est intégrable sur R. On a alors

+00
[E[X]:f xf(x)dx.

o0

Plus généralement, pour toute ¢ : R — R borélienne, on a ¢(X) € LY (Q, F,P) si et seulement
si la fonction x— l(X)|f(x) est intégrable sur R. On a alors la formule du transfert :

+00
ElpX)] = f (X f(x) dx.

Eléments de démonstration. Soit I un intervalle de R, et soit ¢ =1;. Par définition
de E et f,

+00
E[p(X)] =E[1;(X)] =P [X € I] =f1f(x)dx=f o) F (0 dx:

5. Le codage peut étre réalisé par le code de Huffman, présent partout en informatique, y compris
dans les images au format JPEG et dans les fichiers musicaux au format MP3.
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3.5. Espérance des variables aléatoires a densité

la formule du transfert est donc valable pour les fonctions ¢ indicatrices d’intervalles.
On admet qu’elle reste valable lorsque I est un borélien de R. Par linéarité, elle reste
valable pour toute fonction ¢ étagée (i.e. constante sur un nombre fini de boréliens).
Pour établir le résultat pour toute fonction ¢ borélienne, on se ramene tout d’abord
au cas ou ¢ =0 en utilisant la décomposition ¢ = ¢ —¢@_, puis on considere une
suite croissante (¢,)n>1 de fonctions positives étagées (constantes sur un nombre fini de
boréliens) convergeant vers ¢ (existence admise) et on obtient par convergence monotone
E[@Q0] =limy o E [9(X)] et limy oo [0, (X)] = [0 (x) f(x) dx. O

Fléchettes : espérance. La distance moyenne au centre vaut :

1
[E[R]:frfR(r)drzf r-2rdr=§.
0

Posons S=R%. On peut calculer E [S] de deux manieres. La premiere est de trouver la
loi de S, en cherchant sa fonction de répartition : pour s € [0,1], on trouve facilement
P[S<sl=P[R</s]=s. Ainsi S suit la loi uniforme sur [0,1], d’espérance 1/2.

La deuxiéme méthode est d’appliquer le théoréme du transfert a ¢: x— x? :

1
[E[Slzfrzfg(r)dr:f 2ré3dr=1/2.
R 0

Exercice 3.37 (Moyenne). Avec le théoréme du transfert, retrouver la moyenne de la
lot uniforme, de la loi exponentielle, et de la loi normale. La loi de Cauchy posséde-t-elle
une moyenne ¢ Une médiane ¢ Idem pour la loi de Pareto et la loi de Student.

Remarque 3.38 (Queues lourdes). Les lois sans espérance comme la loi de Cauchy ne
sont pas des objets exotiques Téservés auxr contre-exemples : de nombreux phénomeénes
naturels donnent des échantillons répartis en lois de puissance comme la loi de Cauchy,
de Pareto, de Student. Si par exemple X et Y sont deuz v.a.r. indépendantes de méme
loi normale standard alors XY suit la loi de Cauchy, cf. 4.11. Notons que si une v.a.r.
Z n'a pas de variance alors Z? n’a pas d’espérance.

Exercice 3.39 (Calcul des moments). En utilisant l’intégration par parties, montrer
que les moments de la loi exponentielle de paramétre A sont donnés pour tout n=1 par

(e 9) 1 |
mnzf x"Ae Mdx=—
0

(établir la formule my.q = A l(n+ )my ). Montrer que les moments d’ordre impairs de
la loi normale standard A (0,1) sont nuls tandis que les moments pairs sont donnés par

+oo 1 22 n 2n)! 2n)!
f ¥ ——e 2 dx=[[k-1) = (2n) _en )
-0 V2 k=1 2n2n-2)---2 2"n!

En déduire les moments de la loi normale A (0,0%). Montrer que les moments d’ordre
impairs de la loi du demi—cercle sur [-2,2] définie par sa densité

1 —
X — g 4—x21[_2,2] (X)
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sont nuls tandis que les moments d’ordre pair sont les nombres de Catalan n+1 (2”) En
déduire les moments de la loi du demi—cercle sur [-20,20] définie par sa densité

V40?2 — x21 124,20 (X).

Exercice 3.40. Soit X une v.a.r. positive et intégrable, de densité f et de fonction de
répartition F. Montrer en utilisant le théoréme de convergence dominée que

7r02

lim 7P [X > r] = lim E [r1j,e0(X)] =0
r—oo r—oo

En déduire par intégration par parties basée sur —(1—F) = f sur un intervalle [0,7]
lanalogue suivant du théoréme 3.33 :

r (e e]
[E[X]:rli_{gofo xf(x)dxzf0 P[X>x]dx.

Plus généralement, soit X une v.a.r. pas forcément positive, telle que |X|P est intégrable
pour un réel p=1. Montrer au moyen du théoréme de Fubini-Tonelli que

E[IXIP] = pf PP (IX| > 1] dt
0

Cette identité est importante : elle relie moments et queue de distribution. Nous
reviendrons sur ce lien a propos des inégalités de Markov et Bienaymé—Tchebychev.

Remarque 3.41 (Inégalité de Jensen). L’inégalité de Jensen de l'exercice 3.34 reste
valable au deld du cadre discret : si @:1— R est convexe sur un intervalle IcR et si X
est une variable aléatoire réelle a valeurs dans I et si X et @(X) sont intégrables alors

PE XD <E[pX)].

De plus, I’égalité est atteinte si P(X =c¢) =1 pour une constante c, et il s’agit de plus du
seul cas d’égalité possible lorsque @ est strictement convexre. En particulier,

E(X]I<E[X]], EXP*<E[X?], ™ <E[eX],..
Une preuve élégante par la loi des grands nombres est donnée dans ’exemple 5.9.

Exercice 3.42 (Inégalité de Jensen et entropie). On définit ’entropie de Boltzmann—
Shannon d’une v.a.r. X de densité f par

H(X)= —ff(x)ln(f(x))dx

lorsque l'intégrale existe. En théorie de linformation, cette quantité intervient dans le
calcul de la capacité des canaux de communication, voire également l’exercice 3.35 sur
lanalogue discret. En utilisant 'inégalité de Jensen, montrer que l’entropie relative,
définie pour deuz lois P et Q de densités f>0 et g>0 par

gx) g(x) gx)
fx f() fx)

vérifie Ent(Q|P) = 0 avec égalité si et seulement si P = Q. En déduire que parmi les
lois d densité sur un intervalle [a,b] fizé (respectivement sur Ry d moyenne fizée,
respectivement sur R centrée a variance fixée) la loi uniforme (respectivement la loi
exponentielle, respectivement la loi gaussienne) est l'unique loi qui maximise lentropie.

Ent(Q|P) = dx

=— f(x)dx= fg(x)ln
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3.6. Variance

3.6 Variance

L’espérance d’une variable est un « indicateur de centralité », qui donne une idée de la
grandeur de la variable. Des variables trés différentes peuvent avoir méme espérance . On
a vu précédemment que la notion de quantile permettait de caractériser I'« étalement »
d’une variable ; malheureusement les quantiles ne sont pas toujours simples & manipuler ”.

La variance d’une variable aléatoire réelle est une maniere pratique de quantifier
I'étalement. Elle est définie sur I'espace L?(Q,%,P) = {X: (Q,%,R) — R,E [|X|?] < oo} des
variables aléatoires réelles de carré intégrable.

Théoréme 3.43 (Carré intégrable). L’ensemble L?(Q,F,P) est un espace vectoriel et
si X, Y € L2(Q,%,P) alors XY € L{(Q,Z,P). En particulier, L*>(Q,%,P)c L1(Q, Z,P).

Démonstration. On a (X+Y)2 <2(X?%+Y?) et donc L2(Q, F,P) est un espace vectoriel.
De plus, XY = 3((X+Y)?-X?-Y?) et donc XY e L'(Q,#,P) si X,Y e 2(Q,F,P). O

Comme E [X?] =0, 'application (X, Y) — E [XY] est bilinéaire, symétrique et positive 3
sur L?(Q, %,P) et en particulier, on dispose de I'inégalité de Cauchy—Schwarz :

E[XY]I<E[IXY]]<\/E[X?]E[Y?].

Définition 3.44 (Variance). La variance de X € L*(Q, %,P) est le nombre réel positif
o?(X) =E[(X -E[X])?].

La variance de X représente la moyenne du carré des écarts a la moyenne. Pour
obtenir un nombre de méme dimension que X, on définit ’écart-type de X par

g(X) =vVao2(X).
Comme 0?(X) =E[X? - 2XE[X] +E[X]?], on obtient la formule de Konig
o?(X) =E[X*] -E[X)?.

On a 0?(X) =0 si et seulement si P[X =E[X]] =1 (cest-a-dire si X est p.s. constante).

Fléchettes : variance. La distance au centre R pour le jeu de fléchettes est bornée

par 1, elle est donc dans 2. La variance vaut o?(R) = E [R?] —E[R]? = % - ;—1 = %.

Pile ou face : variance. La variance d’une loi de Bernoulli de parametre p vaut
p(1—p). Elle est maximale quand p=1/2 : dans ce cas, 'espérance vaut 1/2, la variance
1/4 et Iécart-type 1/2. On peut remarquer que dans ce cas tres particulier ’écart entre X
et sa moyenne vaut toujours exactement 1/2 : il est donc rassurant que ce soit également
la valeur de ’écart-type... Si p est trés proche de 0, P[X =0] =1— p est proche de 1
donc X est souvent proche de sa moyenne ; la variance tend vers 0, on dit que la variable

6. D’un point de vue plus statistique, une note moyenne de 10 peut étre obtenue en mettant 10 &
tous les éleves, ou en mettant 20 & la moitié de la classe et 0 a 'autre; on peut avoir une température
moyenne agréable en mettant « les pieds dans la glace et la téte dans le four »...

7. Exemple : les trois quartiles de deux variables X et Y ne déterminent pas les quartiles de X +Y.

8. Cette application est « presque » un produit scalaire : si E [Xz] =0, alors X =0 avec probabilité 1
(c’est-a-dire qu’il existe A€ F tel que P [A] =1 et pour tout we A, X(w)=0). Pour obtenir un véritable
produit scalaire il faut identifier les variables aléatoires quand elles coincident avec probabilité 1.
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1.5

| | | | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
)—1/2

Ci-dessus, Les densités fy(x) = 2o exp(—((x—m)/0)?) des lois normales .4 (m,0?), pour
une moyenne m =0 et trois valeurs de I’écart-type o. Plus o est grand, plus la densité est

étalée ; plus o est petit plus la loi se concentre, en terme de masse, autour de sa moyenne.

FIGURE 3.4 — Variance des lois normales

est trés « concentrée » autour de sa moyenne.

Exercice 3.45 (Représentation variationnelle de la variance par moindres carrés).
Montrer que si X est une variable aléatoire réelle de carré intégrable alors

0?(X) = minkE [(X — m)?],
meR

le minimum étant atteint en m = E[X]. Indication : développer en m et utiliser la
linéarité de Uespérance. Ainsi 0(X) =/ 02(X) est la distance des moindres carrés ou L?
du point X de L2 qu sous-espace vectoriel de L2(Q,Z,P) formé par les variables aléatoires
réelles constantes. En d’autres termes, E[X] est la constante la plus proche de X au sens
12, et la distance vaut o(X).

Exercice 3.46 (Lois usuelles). Etablir que la loi normale N (m,0) de densité fu o (x) =
(27[0)_”26_(("_’")/‘7)2) a pour moyenne m et pour écart-type o. Plus généralement, re-

trouver la moyenne et la variance des lois usuelles (tables 3.1 et 3.2).

3.7 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Comme R est réunion dénombrable de compacts, si X est une v.a.r. alors pour tout
€ >0 il existe un compact K <R tel que P[X ¢ K] <&, et on dit que la loi de X est tendue.
Les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev ci-dessous permettent de mieux
quantifier la propriété de tension lorsque X posseéde des moments finis.

Théoréme 3.47 (Inégalité de Markov). Si X est une variable aléatoire réelle intégrable
a valeurs positives, alors pour tout r >0,

E[X]
P[XET]ST.
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3.7. Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Cette inégalité n’a pas d’intérét quand r <E[X] : la borne est alors = 1. Elle affirme
qu'une v.a.r. X =0 intégrable est toujours concentrée autour de 0 : si par exemple
E[X] =1, alors X dépasse 100 avec une probabilité inférieure ou égale a 1%.

Démonstration. Découle de la croissance de ’espérance utilisée avec rlixs, < X.
Notons que si X est a densité, la variable de gauche est discrete et celle de droite a
densité, ce qui justifie de développer une théorie générale pour I’espérance. O

La seconde inégalité permet de traduire quantitativement l'interprétation de la
variance comme indicateur de I’étalement d’une variable.

Théoréme 3.48 (Bienaymé-Tchebychev). Si X € L?(Q,%,P) alors pour tout r >0,

a?(X)
rz

PIX-E[X]I=r]<

La probabilité de faire un écart de r a la moyenne est donc d’autant plus petite que
r est grand, et d’autant plus petite que le variance est petite.

On dit parfois que [E[X] £ 7] est un intervalle de fluctuation pour X, de niveau

2
1- % On parle plus souvent d’inégalité de déviation.
Démonstration. L’inégalité de Markov (théoréme 3.47) appliquée a la variable aléa-
toire réelle positive et intégrable (X —E [X])? donne
PIX-E[X]I2r]=P[(X-E[X])?=7r?]
_E[X-EXD?’] o)

= O
2 )

L’inégalité n’a pas d’intérét lorsque r < o (X) car la borne est alors plus grande que 1.

Remarque 3.49 (Utilité de l'inégalité de Bienaymé—Tchebychev). L’inégalité est géné-
rale et nécessite peu d’information sur la variable. Elle intervient dans la preuve de la
loi des grands nombres comme on le verra plus loin. Sur des exemples concrets simples,
par contraste, elle peut donner un résultat éloigné de la valeur optimale. Si X est par
exemple le résultat d’un lancer de dé, alors E[X]=7/2, o%(X) = 35/12, et le caracteére
discret de X et l’inégalité de Bienaymé—Tchebychev donnent, pour tout r €]3/2,5/2],

P[X¢{2345=P[|X-E[X]|=r] < 3—5
1272

La meilleure borne est obtenue en faisant tendre r vers 5/2, d’ou

P[X¢{2,3,4,5}] <7/15=0.46,
alors que la valeur exacte est 1/3. Si l'on veut par la méme méthode majorer P [X ¢ {3,4}],
Uinégalité ne donne rien (le meilleur r =3/2 étant plus petit que l’écart-type).

Plus généralement, soit ¢ : R, — R; mesurable et croissante telle que ¢(r) >0 pour
tout r>0. Si (| X —E[X]]) est intégrable alors pour tout r >0
E X-E[X
PIX-E[X]|=T1] SM.
(1)

Pour ¢(r) = r? on retrouve I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Ce résultat est le plus
souvent appliqué avec @(r) =rP pour p =1, ou avec @(r) =exp(r). La « morale » est la
suivante : plus X est intégrable, plus elle est concentrée autour de sa moyenne.
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3. VARIABLES ALEATOIRES ET INTEGRATION

Exercice 3.50 (Inégalité de Paley-Zygmund). Soit X une v.a.r. positive de carré
intégrable. Montrer que pour tout réel 8 € [0,1]1, on a linégalité de déviation :

LB e EIXP

PIX>0E[X]]=(1-0 —
x> ORIXTT = ( )[E[Xz] E[X]?+02(X)

Indication : utiliser X < O [X]+ X1(x>grx); puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.8 Fonction génératrice

Définition et propriétés générales
Nous avons déja vu trois facons de caractériser la loi d’une variable aléatoire :

— par sa fonction de masse (dans le cas discret) ou sa densité (dans le cas continu);

— par la définition, c¢’est-a-dire par la donnée pour tout intervalle I de la quantité
PXell=E[1;(X)] ;
— par sa fonction de répartition, c’est-a-dire par la donnée pour tout x de la quantité
Fx(x) =P [X < x] = E [1]-0, (X)];

Plus généralement, on peut caractériser la loi de X par la donnée des {E [f(X]: f € F}
des lors que la classe de fonctions § est assez riche. Voici quelques choix classiques :

— indicatrices d’intervalles de la forme ] —oo,x] (fonction de répartition) ;
— fonctions continues bornées R — R (permettent d’approcher les indicatrices) ;

— fonctions mesurables positives R — R (contient les indicatrices d’intervalles!) ;

— fonctions trigonométriques x— e'** avec t € R (transformée de Fourier?);

— fonctions de la forme x— s* avec s€[0,1] (fonction génératrice, si X discréte) ;

t

— fonctions de la forme x— e ™* avec t =0 (transformée de Laplace, si X =0).

Un de ces choix est explicitement au programme, celui de la fonction génératrice,
utilisé pour traiter des variables discrétes a valeurs dans N. Pour les variables aléatoires
réelles et les lois continues, on utilise plutét la transformée de Laplace ou la transformée
de Fourier (hors programme).

Définition 3.51 (Fonction génératrice). Si P est une loi de probabilité sur N alors
sa fonction génératrice, notée gp: (0,11 — R, est définie pour tout s€]—1,1] par

gr(s) =) s"P({n}).
n=0

Si X est une variable aléatoire discréte de loi P sur N alors on note gx =gp :

gx(s)= s"[P’[X:n]:[E[sX].

n=0

9. En théorie des probabilités, on parle plutot de fonction caractéristique (de la loi).
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Remarque 3.52 (Ensemble de définition). L’ensemble de définition de la fonction
génératrice peut varier suivant les auteurs et le cadre. Comme gx est une série entiére
et gx(1) =1<o0, on peut définir gx sur le disque unité complexe fermé {z€C,|z| < 1}.

Remarque 3.53 (Liens avec transformées de Fourier et Laplace). La transformée de
Laplace se déduit de la fonction génératrice : pour t=0,

E[exp(—tX)] = gx(e™").

Par la remarque précédente, on peut €tudier la fonction génératrice sur le cercle unité
de C et retrouver la transformée de Fourier via gxlizec:|zi=1} *

0 eR, — E [exp(i6X)] = gx(e™).
Théoréme 3.54 (Propriétés des fonctions génératrices). Soit X une variable aléatoire
a valeurs dans N. Sa fonction génératrice gx vérifie les propriétés suivantes.

i) croissance : gx est croissante sur [0,1], avec gx(0)=P[X =0] et gx(1)=1;

ii ) fonction « génératrice » 1 gx est €° surl—1,1[ et ses dérivées « engendrent
les probabilités » (n) (0) = (nHP [X = n] pour tout neN;

iii ) caractérisation de la loi: SiY est une autre v.a. a valeurs dans N, X et Y ont
méme loi si et seulement si gx = gy ;

iv ) moments : si X(X—-1)---(X—k+1) est intégrable (ke N*) alors

EX(X-1)-(X—k+1)]= llmg(k)(s).

La quantité E[X(X —1)--- (X —k+1)] est le moment factoriel d’ordre k de X.

Démonstration. Le 1. est immédiat. Le 2. découle du fait que le rayon de convergence
de la série entiere Y5>, z"P [X = n] est supérieur ou égal a 1. Pour le 3., si gx = gy alors

PIX=n=gP0)=g"0)=P[Y=n

pour tout neN et la réciproque est évidente. Le 4. s’obtient en calculant g(")(s) pour
s€]0,1[ (dérivation sous le signe somme) puis en utilisant le théoréme de convergence
monotone (faire tendre s vers 1). O

L’un des principaux intéréts des fonctions génératrices sera mis en lumiere plus loin
dans la section 4.5, voyons-en déja une utilisation calculatoire.

Exemple 3.55 (Loi géométrique). La loi géométrique Geom(p) de paramétre p est
donnée pour tout k=1 par P[T=kl=g* 'p, ot q:=(1—p). Sa fonction génératrice
s’obtient par une simple somme géométrique :

sp
grs)=Y k¢ 1p o
kgl 1-sq

On dérive cette fonction deux fois :

p " 2pq

/ _ —
8119 =G 819= G o
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On en déduit E[T)= g, (1) = 3 et E[T(T-1)]=gf(1) =2, d'od

o?(T)=E[T?] -E[T1* =E[T(T - DI +E[T)1 (1 -E[T))
_29_49_4a

2 2T 2
ps p* P
On peut ainsi calculer les moments de T par dérivations, sans calcul de sommes.

La fonction génératrice permet aussi d’étudier la convergence de suites de v.a. :

Théoréme 3.56 (Fonctions génératrices et convergence en loi). Soit X une variable
aléatoire et (Xy) =1 une suite de variables aléatoires, toutes a valeurs dans N, de fonctions
génératrices g et (gn),=;- Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— pour tout s€[0,1],
gn(s) —— g(s);

— pour tout keN,
P X,=kl —P[X=k].
n—oo

On dit dans ce cas que (X,) converge en loi vers X.

Démonstration élémentaire. La seconde propriété implique la premiére grace aux
propriétés des séries. Démontrons la réciproque. On peut procéder par récurrence sur
k. Pour initialiser & k=0, on prend s=0. Notons a,,; =P [X,=j] et a; =P [X =j];
supposons que ’on a ay, aj, pour tout j<k—1. On décompose les deux sommes :

n—oo

k-1 o)

. P .
gn(s): Zan’jsj-l,-an,ks + S Zan,k+jsj
j=0 j=1

k-1 . 00 .
g&) =Y ajs/ +apst+sFY Ajesj .
j=0 j=i

En soustrayant la deuxieme ligne de la premieére, on a pour tout s€]0,1[,

k=1, e

gn(s)—g(s) Ljoolanj—ajs’ « i

an,k — ar = T - . =2 (@nkrj— k).
S N j=1

On prend les valeurs absolues ; dans le dernier terme on majore sauvagement |an,k —ay
par 2 (ce sont des probabilités!) :
k-1 j
Zj:()(an,j - aj)sj
ok

+

gn(s)—g(s)
Sk

|ank—ax| <

S5 .
+2) sl

j=1
Toujours a s fixé, on fait tendre n vers U'infini : & droite, le premier terme disparait
(c’est 'hypothese) et le second aussi (par hypothése de récurrence) :

. 2s
limsup |a,  — ar| = —.
n 1-5s

Comme ceci est valable pour tout s€]0,1[, il suffit de faire tendre s vers 0 pour obtenir :

P[Xn=kl=ank

ar=P[X = k. O

n—oo
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I 1 Binomiale
00 Poisson

0.35

0.3 - .

0.25

=1

5-1072 | .
07 I].]—:._ |

Les diagrammes en batons de la loi binomiale Binom(n, p)
et de la loi de Poisson Poi(np) pour p=1/20 et n=30.

F1GURE 3.5 — Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson.

Application : ’approximation binomiale/Poisson

Le nombre de succes S, lors de la répétition de n expériences indépendantes, qui
réussissent chacune avec probabilité p, suit une loi binomiale de parametres n et p.
L’espérance de S; vaut np. Supposons que n soit grand, p petit mais que np soit « de
lordre de 1 » : donnons quelques exemples.

— Le nombre de parties gagnées a la roulette sur une série de 100 en misant sur un
chiffre : p=1/38, n=100 et np =2.7.

— Pendant une pluie d’intensité modérée, il tombe 6mm par heure et par meétre
carré de surface, soit approximativement 0.1L par minute par metre carré. Il y
a 10* centimetres carrés dans un metre carré, et approximativement 108 gouttes
d’eau dans un litre. En notant S, le nombre de gouttes tombant en une minute
sur une petite surface d’un centimetre carré pendant une minute de pluie, S, suit
une loi binomiale de paramétre n=10% et p=1074, et np = 10.

Pour donner un sens mathématique précis on considere une limite ot p = p,, dépend de
n, et ou np, converge vers une limite finie.

Théoréme 3.57 (Approximation binomiale/Poisson). Soit X une variable aléatoire de
loi de Poisson Poi(1). Soit p, une suite de réels tels que np, — A, et pour tout n, soit
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S, une variable de loi binomiale Binom(n, py,). Alors pour tout entier k,

/1k
P Sy =kl ~——exp(-1) - =P X = kl.

Démonstration. En écrivant le coefficient binomial comme

Lok~
k| K k!’

et en raisonnant par équivalents on peut établir le résultat; les détails sont laissés
en exercice. Grace au résultat établi plus haut sur les fonctions génératrices, on peut
procéder autrement. La fonction génératrice de S, a été calculée précédemment :

85, () =(gn+pn9)" =0 —-pp(s—1)"=exp(nln - p,(s—1))).
Quand n tend vers l'infini, nln(1 — p,(s—1)) ~—A(s—1), donc pour tout s€]—1,1[,
85,(8) —— exp (—A(1-9)) = gx(s).

11 suffit alors d’appliquer le théoréme 3.56. O
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3. VARIABLES AL

Loi Support Densité Moyenne Variance Modele
1 b-a b - a)? .
Uniforme [a,b] cR X— 14,5 (x) b-a” Equiprobabilité continue
b—a ™ 2 12
1 1
Exponentielle Ry x— le Mg, (x) 1 2 Temps d’attente (continu)
1 270952
Normale R X ———— (X207 m o? Théoréme limite central
Veno?
1
F(3a+1) [ x2) 2@V a .
Student R X—> ———— T + |u 0 w1 (@>2) Tests statistiques
vanT(;a) a a-2
1
x? R, X — 3&5?(*5 n 2n Tests statistiques
n
1
Cauchy R X— prT Ry indéfinie indéfinie Loi a queue lourde
7(l+x
P n n z Distribution de rich
areto [1,00[ X— oS 11,00((X) el %Qv@ istribution de richesses

La loi de Cauchy est une loi de Student avec a=1. La loi exponentielle est une loi Gamma avec a=1.

TABLE 3.2 — Lois continues classiques
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CHAPITRE 4

Vecteurs aléatoires

4.1 Définition, loi d’un vecteur aléatoire

Athanase veut déguster une pizza. Il prend au hasard 4 couverts dans son tiroir, qui
contient 2 fourchettes, 3 couteaux et 4 cuilléres. Il note X le nombre de fourchettes et Y
le nombre de couteaux.

S’il compte manger avec les mains, il n’a besoin que d’un couteau, et seule la variable
Y lintéresse : on a vu plus haut qu’elle suit une loi HyperGeom(2,7;4). S’il veut jouer
a catapulter des boulettes de pain a la fourchette, il n’étudiera que X, qui suit la loi
HyperGeom(3,6;4). Cependant, s’il veut mettre une belle table pour séduire Bérénice, il
veut connaitre la probabilité qu’il y ait deux fourchettes et deux couteaux : il doit donc
étudier stmultanément X et Y.

Définition 4.1 (Vecteur aléatoire). Un vecteur aléatoire X = (Xj,...,Xq) de R? est
une suite X1,..., Xq de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace (Q,F,P).
La loi de X est la mesure de probabilité Px sur R définie pour tout produit d’intervalles
I x---x Iz par

Px(Iy x---xIg)=P[X1€,....Xgelg]l=P[Xel, x---xIg].
Les lois des v.a.r. Xy,.., Xg sont les lois marginales du vecteur aléatoire X.

Le vecteur aléatoire X de R? est discret lorsque X(Q) est au plus dénombrable, et sa
loi est alors entierement déterminée par la donnée pour tout (x,...,xq) € X(Q) de

P[X;=x1,..., X5 =x4].

Les lois marginales sont des v.a.r. discretes et leur loi s’obtient en sommant par rapport
a toutes les autres variables. Par exemple, la loi de la v.a.r. X; est donnée par

PXi=x]= Z PX:=x1,...,X5=x4].
xzeXg(Q),...,xdeXd(Q)

Exemple 4.2 (Tableau de contingence). Reprenons l'exemple des couverts d’Athanase.
La loi jointe de X et Y peut étre représentée par le tableau suivant (les probabilités sont

exprimées en 1/126°) :
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Y :
X 0 1 2 38| loideX
ol 1 12 18 4| 35
118 8 24 2| 70
216 12 3 0| 21
loideY | 15 60 45 6]

A Vintersection de la ligne i et de la colonne j on écrit (en 1/126¢) la probabilité
P[X=1i,Y =j]. Surles « marges » du tableau, la somme en ligne donne la fonction de
masse de X, et la somme en colonne celle de Y.

Exemple 4.3 (Loi hypergéométrique multitypes). Le cas général de l'expérience des
couverts d’Athanase est la loi hypergéométrique multitype. On fixe un nombre de
couleurs d =2 et on considére une urne contenant Ny boules de la premiére couleurs,
N, de la deuziéme,..., Ny de la derniére couleur.

On tire n boules dans cette urne et on note X; le nombre de boules de couleur i
tirées. Pour tout n-uplet (ny,...,ng) €N? tel que Y n; =n et nj < N; pour tout i, on a

N N,
() ()

N

()
Comme dans ’ezemple des couverts, les marginales suivent des lois hypergéométriques
classiques : X; ~ HyperGeom(N;, N — Nj, n).

Lorsque les nombres Ny,..., Ny tendent vers l'infini de sorte que les proportions
(Ni/N,...,Ng/N) convergent vers un vecteur (pi,p2,...,pPa), la loi hypergéométrique

converge vers la lot multinomiale de taille n et de paramétre (p1,..., pa), généralisation
de la binomiale, définie par :

PXi=ny,....Xg=n4] =

n! m
PlXi=m,....Xg=ngl=———p;" -
nyl---ng!

On dit qu’une fonction f:R% — R est une densité de probabilité lorsque
+0oo +00
f=z0 et f f fx1,...,xg)dxy---dxg =1.
—00 —00
On dit que le vecteur aléatoire X admet pour densité f lorsque pour tout pavé I x---x Iy,

P[Xe]lx-.-xld]:f

| f(xy,.exqg)dxy - dxg.
I I

Comme en dimension 1, la densité d’un vecteur n’est pas unique car on peut légérement
la modifier. Les lois marginales sont également & densité et leur densité s’obtient en
intégrant f par rapport a toutes les autres variables (prendre I; =R pour j#i). Par
exemple, la densité de X; est

+0o0o +0o0
xle[RZ»—»f f fx1,...,xq)dxy...dxg.
—00 —00

Le calcul peut étre mené par intégrations successives grace au théoréeme de Fubini-Tonelli.

Le théoréme de Fubini-Tonelli est fondamental et simple : ne pas en avoir peur!
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Fléchettes : couple abscisse/ordonnée. Notons X l'abscisse et Y 'ordonnée dans
le jeu de fléchettes. Si Ix J est un pavé de R?,

airede Ix HnQ

PIX, Yy e Ix /1= aire de Q

L’aire de I x J est égale & [[ 1;x5(x,y)dxdy; on admet que Panalogue est vrai pour la
région (I x J)NQ, de sorte que

1
P (X, Y)€I><]]=;ffl(lx])nﬂ(x,_)/)dx{jy:fﬁ ]IQ(x,y)dxdy.

La fonction (x,y)— %lg(x, y) est donc une densité pour le vecteur (X,Y).
Retrouvons la loi du demi—cercle par intégration : X admet la densité

1 1 1
fx) =‘[I;;19(x’y)dy= ;[I‘le2+y251dy= ;‘[Rlyzsl—dey-

Si x| >1 l'indicatrice est toujours nulle et f(x) vaut 0. Si |[x|<1 on a
1 [Yi-x 2
f(x):—f dy==v1-x2
T —\/l—xz /4

On retrouve bien la loi du demi—cercle.

Théoréme 4.4 (Théoréme du transfert pour les vecteurs aléatoires — Admis). Soit
X =(X,...,Xq) un vecteur aléatoire de R? et ¢ :R? — R une fonction borélienne.

1. Si X est discret et si la série ¥yex@ |@(0)|P[X = x] converge alors

ElpXy,... Xa)]= 3} @b, x)P[Xi=x1,...,Xq = xal.
(X150, X2)EQUX)

2. Si X a pour densité f et si xe R — |@(x)|f(x) est intégrable alors

+00 +00
Elo(Xi,..., Xa)] :f f @x1,..0,xq) f(X1,...,X3) dxy -+ dxg.

Démonstration. On proceéde comme pour les variables aléatoires. O

Exercice 4.5 (Linéarité de lespérance). Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de R? de
densité f. En utilisant le théoréme du transfert pour les vecteurs aléatoires, retrouver la
propriété de linéarité de ’espérance : E[X+ Y] =E[X]+E[Y].

4.2 Indépendance de variables aléatoires

Définition 4.6 (Indépendance). Si X =(Xy,...,Xy) est un vecteur aléatoire de R% alors
on dit que les v.a.r. Xi,.., X4 sont indépendantes lorsque pour tous intervalles I,...,I4
de R les événements {X1 € 14},...,{X4 € I4} sont indépendants.

Si par exemple A et B sont deux événements alors les v.a.r. booléennes 14 et 1p
sont indépendantes si et seulement si A et B sont indépendants. Une variable aléatoire
constante est proportionnelle a 1g et est donc indépendante de toutes les autres v.a.r.
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4. VECTEURS ALEATOIRES

Remarque 4.7 (Suite de variables aléatoires i.i.d.). La modélisation d’une expérience
répétée comme dans la section 2.4 conduit naturellement a considérer une suite infinie
(Xn)p=1 de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (c’est-da-dire
de méme loi). En abrégé : i.i.d. Une telle suite peut étre vue comme un vecteur aléatoire
de dimension infinie : (X1, Xo,...).

Exercice 4.8 (De la loi de Poisson & la loi binomiale). Soit (X,Y) un couple de variables
aléatoires indépendantes de loi de Poisson de paramétres respectifs A et u. On suppose
que la somme vaut n, et on cherche la distribution de X. Plus précisément, on fize n et
pour tout k€{0,1,...n} on cherche P[X=k|X+Y =n]. En utilisant la définition de la
probabilité conditionnelle, il vient

PX=ketX+Y=n]

PIX=klIX+Y=n]=
PIX+Y=n]

La somme X+Y suit une loi de Poisson de paramétre A+ u. Au numérateur, on écrit
X=ketX+Y=n={X=ketY=n-k}.

Comme les événements X =k et Y = n—k sont indépendants, on a

PIX=kIP[Y =n-k]
PIX=klIX+Y=n]=
PIX+Y =n]

e MARI(kYe F R (n— k!
B e A HA+ W/ (nh)

Ry ke in—k
(k)p 1-p"

ot p=A(A+p). On retrouve lexpression d’une loi binomiale : on dit que pour tout n,
la loi conditionnelle de X sachant {X+Y =n} est la loi Binom(n, p).

Théoréme 4.9 (Espérance et indépendance — Admis). Si X = (Xy,...,X4) un vecteur
aléatoire de R® alors Xi,.., X4 sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions

boréliennes positives @1,...,0q5:R— Ry, on a, dans Ry U {+o0},
d d
E[[]eiX)|=]]E[e:X].
i=1 i=1

De plus, si Xy,..., Xg sont indépendantes alors pour toutes fonctions ¢1,...,p4:R—R
boréliennes vérifiant ¢1(X1),...,pqa(X4) € LYQ,%,P), on a

d
[TeiXnel'Q%P) et E
i=1

= ﬁE[wi(Xi)].

i=1

d
[Teixn

i=1

En particulier E[Xy -+ Xgl =E[X1]--E[Xq4] st Xq,..., Xg sont dans LNQ, Z,P).

Démonstration. Sila premiére propriété est vraie, alors son application a des fonctions
de la forme ¢; =1, ol I; est un intervalle de R fournit 'indépendance de Xj,..., Xg.
Réciproquement, on procéde par approximation, linéarité de ’espérance, et convergence
monotone a partir de ces fonctions élémentaires. Pour établir la seconde propriété, on
utilise la ¢@; = (@;)+ — (@;)—, la linéarité de ’espérance, et la premiere propriété. O
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4.2. Indépendance de variables aléatoires

Théoréme 4.10 (Indépendance et structure produit des densités — Admis).

1. Siles v.a.r. Xy,.., Xq sont indépendantes de densités fi,...,fa alors le vecteur
X=(Xy,...,Xq) admet la densité x— (i ®---® fz)(x) = fi(x1) - falxz)

2. Les composantes X1,..., Xq d’un vecteur aléatoire X de R? de densité f de marginales
fi,--o, fa sont indépendantes ssi X admet aussi fi ® - ® fz comme densité.

Démonstration. Découle de I'indépendance et du théoréme de Fubini-Tonelli. O

Exemple 4.11 (Loi de Cauchy). Soient X et Y des variables aléatoires réelles indé-
pendantes de loi normale A (0,1). On pose C = X1Y. Pour trouver la loi de C, on peut
utiliser le théoréme du transfert. Soit ¢ lindicatrice d’un segment [a,b] : essayons de
mettre E [¢p(C)] sous la forme fff(u)dusz(u)q)(u)du pour une densité de probabilité
f a déterminer. Comme X et Y sont indépendantes, le couple (X,Y) admet la densité
(1/2m)) exp(—(x? + y?)/2), donc

2

X+ 2
E[oO] =E[pX/Y)] = f px/y)e 2 dxdy
IeS) 242
= lf f pxlye” 2 dxdy
T Jo —00

ot la derniére ligne s’obtient par la symétrie centrale (x,y) — (-x,—y). Le changement
de variables (u,v) = (x/y,y) est un difféomorphisme de Rx]0,00[, d’inverse (x,y) = (uv,v),

de matrice jacobienne (Z :th) Par changement de variables on a donc :

[E[qo(C)]——f f pue L dudy,

En intégrant sur v (toujours le théoréme de Fubini), on obtient :

1 (> 1
E[p)] == f T ——pwdu.

On a donc bien écrit P[C€ [a,b]] =E [p(C)] = f fwdu ou f(u) = n(1+ i st la densité
d’une loi de Cauchy. Par conséquent C suit une loi de Cauchy. On en déduit que si C
suit une loi de Cauchy, c’est également le cas pour 1/C.

Remarque 4.12 (Simulation de la loi normale). Pour simuler une loi normale, la
méthode générale d’inversion vue dans le théoréme 3.18 n’est pas commode car la
fonction de répartition n’a pas d’expression explicite. Plusieurs algorithmes alternatifs
existent, parmi lesquels U'algorithme polaire de Box-Muller. Soit (X,Y) un vecteur
aléatoire de R% de coordonnées polaires (r,0). Alors les variables aléatoires X et Y
sont indépendantes de loi A (0,1) si et seulement si r et O sont indépendantes avec
r? ~Exp(1/2) = Gamma(1,1/2) = y*(2) et 6 ~ Unif([0,27]). En effet :

1 XZJr 2
2—e dxdy=re” 2 1R+(r) 1[0 2n1(0)drdo.
7
On obtient d’emblée deux réalisations indépendantes de A (0,1) c’est-a-dire une réalisation
de N (0,17). Pour des raisons de performance et de précision, certains logiciels utilisent
plutot une méthode de discrétisation-rejet (algorithme du Ziggurat de Marsaglia).

65



4. VECTEURS ALEATOIRES

Théoréme 4.13 (Indépendance et convolution pour le cas a densité). Si X,Y sont
deuz variables aléatoires indépendantes de densités f et g alors X+Y admet la densité

+00
zelRH(f*g)(z)=f flz=y)gy) dy.

Démonstration. Comme X et Y sont indépendantes, le couple (X,Y) admet pour
densité la fonction produit (x,y) — f(x)g(y). Le théoreme du transfert pour le couple
(X,Y) donne alors pour tout t€R,

PLCHY =01 [ [Lpinyn 0080 dxdy,

En effectuant le changement de variable (x,y) — (z,y) avec z=x+ y il vient

PIX+Y <t :ffl{zst}f(z—y)g(y) dydz.

Le théoréme de Fubini-Tonelli donne & présent

t +00
P[X+Yst]=f ( flz—y)gy)dy|dz. O

—00

Corollaire 4.14 (Pas d’égalité pour les couples denses). S7 (X1,X») est un couple de
variables aléatoires indépendantes a densité, alors P[X; = X] =0 : avec probabilité 1,
l'une des variables est strictement inférieure a l'autre. Plus généralement, si (Xi,..., Xp)
est un vecteur de v.a. indépendantes a densité, alors avec probabilité 1, il existe une
permutation  de {1,...,n} telle que Xza) < Xn@) <+ < Xam)-

Démonstration. Les variables X; et —X, sont indépendantes et a densité, le théoréme
implique donc que X; — X, est a densité. Par conséquent P [X; — X, =0] = 0. Pour la
généralisation, on majore la probabilité que deux variables soient égales par la somme

sur tous les couples (i, j) de P [X; = X;]. O
Exemple 4.15 (Somme de lois de Cauchy). Si X et Y sont indépendantes et suivent
des loi de Cauchy de paramétres a et b (i.e. fx(x) = %#‘xz), X +Y admet la densité

frov@=2 [ —— d
XV R a2+ (z—3)?% b?+y>2 YV

On peut montrer' que cette intégrale vaut

1 (a+b)

Z)=—————.
vy (@) 7w (a+b)2+z2

Par conséquent, X +Y suit la loi de Cauchy de paramétre a+ b.

Remarque 4.16 (Statistique d’ordre et vecteur des rangs). Soient X,.., X, des va-
riables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi admettant une densité. L hypothése

1. On peut utiliser une décomposition en éléments simples. La méthode des résidus (hors-programme)
fournit la réponse plus rapidement. La méthode la plus simple pour établir le résultat n’est pas de
passer par la densité, mais d’utiliser les fonctions caractéristiques (hors-programme).
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4.3. Moyenne et matrice de covariance

de densité entraine via le corollaire 4.14 qu’avec probabilité 1, il existe une unique per-
mutation (aléatoire) mx, élément du groupe symétrique S, telle que Xnyq) <+ < Xpyn)-
On parle de statistique d’ordre de I’échantillon Xj,..., X,,. En particulier

an(l) = min(Xl,...,Xn) et an(n) = max(Xl,...,Xn).

On dit que le vecteur (n}l(l),...,nxl(n)) est le vecteur des rangs de ’échantillon Xi,...,
Xy. La lot du vecteur X est échangeable, c’est-a-dire que les vecteurs aléatoires X et
X5 = (Xo)s---» Xom) ont la méme loi quelque soit o € F,, d’ou

Plrx=0]=P[Xo) < < Xo(m]| =P [X1 <+ < Xal.

Le membre de droite ne dépend pas du choix de o € #, et vaut donc 1/card(Sy) = 1/n!.
Ainsi, o suit la loi uniforme sur &#,. Alternativement, il est également possible d’observer
que mx, =Tx o0 quelque soit 0 € Sy, donc que la loi de mx est invariante par toute
translation, et donc que mx suit la loi uniforme sur %, (exemple de la section 2.3). 1l
se trouve que mx et la statistique d’ordre Xz, sont indépendantes, car pour tout borélien
Ac{(x1,...,xn) ER™: x1 <--- < xp} et toute permutation o € %,

1
Plrx=0,Xny €Al =P [Xoq) < < Xon), Xg € A] = P [Xe{Ay :0"€ F}].

4.3 Moyenne et matrice de covariance

Couples de variables, covariance
Un vecteur aléatoire de taille 2 est appelé couple de variables alétoires.

Définition 4.17 (Covariance). La covariance de X,Y € L2(Q,ZF,P) est définie par
Cov(X,Y) =E[(X-EX)(Y -EY)]=E[XY]-E[X]E[Y].

Cette définition a bien un sens : I'inégalité de Cauchy—Schwarz montre que la v.a.r.
(X—E[X])(Y —E[Y]) est intégrable et que 'on a

ENX-EXDY -E[YD] =o(X)o(Y).

La covariance est symétrique : Cov(X,Y) = Cov(Y, X). Elle est reliée a la variance par
Cov(X, X) =02(X), et on a la formule bilinéaire

o?(X+Y)=0%(X)+0?(Y)+2Cov(X, Y).

Si X,Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) =0 (on dit que X,Y sont non corrélées ou
décorrélées) et
o2 (X +Y)=02(X)+a%(Y).

La réciproque est fausse : Cov(X,Y) =0 n’implique pas que X et Y sont indépendantes
(on verra plus loin une réciproque dans un cas gaussien). Contre exemple : Cov(U, U?) =
E[U3]-E[UIE[U?] =0 si U est uniforme sur [-1,1].

Plus généralement, considérons une suite Xj, .., X, de variables dans LYQ, Z,P).
Par linéarité de l'espérance (nul besoin d’indépendance), on a

E(X)+-+Xp] =E[X1] +--+E [Xp,]
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Si X1, .., X, sont dans L*(Q, %,P) alors

X+ + X)) =0i (X)) ++0i(X)+2 Y. Cov(Xg, X)).

1<k<lsn

Si maintenant Xj,.., X, sont non-corrélées (en particulier si elles sont indépendantes),
les termes de covariance disparaissent et ’on a :

(X + -+ X)) = 02 (X)) + -+ 02 (X).

Mais la variance est quadratique, et non pas linéaire : o?(aX + b) = a’c?(X). Voyons
comment appliquer ces propriétés aux lois binomiale et hypergéométrique.

Pile ou face : Calcul des moments. Lorsque l'on tire n boules avec remise dans une
urne contenant N; boules ocre et Ny boules indigo, si I’on note Xi = 114 k< boule est ocres
alors les (Xg)k=1,.,n» sont i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre p = N;/(N; + N2). Le
nombre S, de boules ocre tirées suit la loi binomiale Binom(#n, p). On retrouve ’espérance
de la loi binomiale, calculée « a la main » précédemment : E[S,] = Z:l[E [Xx] = np.
Comme les (Xg)k=1,.,n» sont indépendantes,

0%(Sp) = Y. 0*(Xp) = np(1-p).
k=1

Sondage simple : Calcul des moments. On reprend ’exemple ci-dessus en consi-
dérant des tirages sans remise. On retrouve le cadre du sondage simple. Avec les
mémes notations, les variables (X)k=1,.,» sont toujours de loi de Bernoulli de parameétre
p = N1/(N7 + N2) mais elles ne sont plus indépendantes. Ceci ne change pas le calcul de
I’espérance : on retrouve E[S,] = np. Pour la variance, on applique la formule

n
0%(Sp) =Y o*(Xp) +2 Y Cov(Xx, X)).
k=1 k<l

Pour k < I, Cov(Xy, X;) = E[X;X;] — p?. On voit ensuite que X3 X; est une variable de
Bernoulli. En revenant a I'intérprétation combinatoire, il y a N!/(IN — n)! arrangement
possibles de n boules parmi N, d’ott

E[XX;] =P [X;X; =1] =P [les boules k et [ sont ocre]

N (N -1 (N-2)!
(N-n)!
N!
(N-n)!

NN - 1)
T NWIN-1)

On en déduit facilement Cov(Xy, X;) = -p(1 - p)ﬁ. Finalement

25 = npl—p)—2—+2PL=P) _ N
0°(Sp) =np(l-p) 2n_12 N1 =np(l p)N_l.
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4.3. Moyenne et matrice de covariance

Fléchettes : Décorrélation n’implique pas indépendance. Dans le jeu de flé-
chettes notons X l'abscisse et Y l'ordonnée. Ces deux variables sont de moyenne nulle,
donc Cov(X,Y) =E[XY]. Cette espérance est donnée par la formule du transfert, et
I'intégrale résultante peut se calculer en appliquant le théoréme de Fubini :

1
E[XY] :ffxy;1x2+yzsldxdy

1 rl V1-x?
=—| x dy|dx
/4 ﬁl /—v 1-x2 yay
=0.
Les deux variables X et Y sont donc décorrélées. En revanche, elle ne sont pas indépen-

dantes. Intuitivement, connaitre I’abscisse du point d’impact donne une information sur
lordonnée ; en prenant par exemple I =J=[v2/2,1], on a

PIX,Y)elIx]JI=0#£P[XeIlP[Y €]].

Définition 4.18 (Coefficient de corrélation de Pearson). Si X,Y € [2(Q, Z,P) avec
0%(X) >0 et d?(Y) >0 alors on appelle corrélation de X et Y la quantité

Cov(X,Y) B Cov(X,Y)

VoZ(X)/o2(y) X))

Le coefficient de corrélation mesure la dépendance linéaire. En effet, I’inégalité de
Cauchy—Schwarz et ses cas d’égalité permet d’établir les propriétés suivantes :

1. -1=p(X,Y)=<1;

2. p(X,Y)=1siet seulement si P[X =aY +b] =1 pour des réels a>0 et b;

p(X,Y) =

3. p(X,Y)=-1si et seulement si P[X =aY + b] =1 pour des réels a<0 et b.

Le cas vectoriel

Définition 4.19 (Vecteur moyenne et matrice de covariance). Soit X un vecteur colonne
aléatoire de RY. Si ses composantes sont intégrables, alors son vecteur moyenne est

E[X]=(E[X],....E[XqD .

Si les composantes Xi,..,X, de X sont de carré intégrable, alors on appelle matrice de
covariance X(X) la matrice symétrique d x d donnée pour tous i,j€{l,...,d} par

2(X);,j = Cov(X;, Xj).

On dit que X est centré si E[X]=0; il est dit réduit si Z(X) est la matrice identité
I;. La diagonale de Z(X) est constituée des variances des composantes de X. Si les
composantes de X sont indépendantes alors Z(X) est diagonale. La réciproque est fausse
en général, mais vraie pour les vecteurs gaussiens (section 4.4).

Les deux « résumés » que sont le vecteur moyenne et la matrice de covariance se
comportent bien vis-a-vis des transformations affines.
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1.0 0.8 -0.8 -1.0
1.0
/;' ’ ./...’;/

Au dessus de chaque nuage de points, on a indiqué le coefficient de corrélation p correspondant.

— La premiére ligne est la situation « idéale » : la corrélation forte correspond a des droites,
la corrélation nulle & un nuage étalé et la corrélation varie « contintiment » avec le nuage.

— La deuxiéme ligne montre que le signe de la corrélation n’est pas toujours simple a
interpréter, puisqu’il varie de —1 a 1 alors que le nuage ne change presque pas.

— Enfin la troisieme ligne met en garde contre 'utilisation de la corrélation comme seul
indicateur de la dépendance : dans tous les nuages, la corrélation est nulle, pourtant
I’abscisse et I'ordonnée dans chaque dessin sont reliées de maniére non-linéaire.

FIGURE 4.1 — Corrélation et dépendance (source : Wikipédia).

Théoréme 4.20 (Transformations affines). Soit X un vecteur (colonne) aléatoire de
RY ¢ composantes de carré intégrable. Si A est une matrice nxd et b un vecteur de R",
alors le vecteur aléatoire AX+b de R" a pour moyenne et covariance :

E[AX+b]=AE[X]+b
S(AX+b)= AS(X)AT.

La linéarité est essentielle : pour une transformation ¢ générale, E [¢p(X)] # ¢(E [X]).

Démonstration. Par linéarité de 'espérance, on a E[AX +b] = AE[X] + b. Pour la
covariance, on se ramene au cas ou b=0 et E[X] =0 pour lequel on a

T(AX) =E[(AX)(AX) "] =E[AXXTAT] = AE[XXT] AT = AZ(X)AT. O

Exercice 4.21 (Linéarité). Montrer que si X est un vecteur (colonne) aléatoire de
R G composantes de carré intégrable, centrées, alors pour toute matrice A€ My(R),
E(XT AX) = Trace(AZ(X)).

Rappelons qu’'une matrice symétrique A€ .#;(R) est dite semi-définie positive si

pour tout veR?, vT Av 20, et qu'elle est définie positive si I'inégalité est stricte pour

les vecteurs non-nuls 2.

2. On dit parfois simplement « positive » pour « semi-définie positive », au risque de confondre avec
la condition a;j = 0.
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Théoréme 4.22 (Structure des matrices de covariance). La matrice de covariance d’un
vecteur aléatoire est toujours symétrique et semi-définie positive.

Démonstration. Par le résultat précédent, les vecteurs X et (X —E[X]) ont méme
covariance et on peut supposer que X est centré : on a donc X(X) =E [XXT]. Si v est un
vecteur colonne de R4, alors la matrice vv' est symétrique, semi-définie positive, de rang
1. Ses valeurs propres sont 0 et v' v=|v[3. Pour tout w, la matrice aléatoire (XX ') (w)
est symétrique, semi-définie positive, de rang 1. Par conséquent, son espérance X est
également symétrique. Le fait que X soit semi-définie positive découle de la linéarité de
’espérance, car si u est un vecteur colonne de R%,

u'Su=u"E[XX"|u=E[u" XX u]=0.

En revanche, X peut étre de rang quelconque entre 1 et d, bien que XX soit de rang 1
(il faut concevoir l'espérance comme une combinaison convexe infinie). O

Remarque 4.23 (Cone). L’ensemble des matrices d x d symétriques semi-définies
positives est un cone convexe fermé : si A et B en sont deux éléments, alors pour tous
réels A,u=0, LA+ uB l’est également. La frontiére de ce cone est constituée par les
éléments du cone qui ne sont pas de plein rang. L’intérieur du cone est le cone convexe
ouvert des matrices symétriques définies positives de dimension d x d.

Nous allons voir que le théoréme précedent admet une réciproque. Pour cela nous
avons besoin du résultat d’algebre linéaire suivant.

Théoréme 4.24 (Racines carrées matricielles). Toute matrice symétrique semi-définie
positive T de dimension d x d s’écrit L= AAT ot A est une matrice de dimension d x d.
Une telle matrice A, appelée racine carrée de X, n’est pas unique en général.

Démonstration. Le théoréme spectral fournit une matrice diagonale D et une matrice
orthogonale P telles que X = PDPT. De plus, D =Diag(14,...,44) ou {14,...,A4} c [Rf est
le spectre de . Ainsi, £= AA" ol A= PDiag(y/A1,...,v/Aq). Un autre choix possible
est A= PDiag(y/A1,...,\/Ag)P", qui fournit une racine carrée symétrique et semi-définie
positive. Dans les deux cas, les matrices Z et A ont le méme rang. Alternativement, la
décomposition de Cholesky fournit une matrice triangulaire inférieure A a diagonale
positive ou nulle qui vérifie AAT = 3. Une telle matrice se calcule par un algorithme
récursif simple et explicite. En effet, ’équation AAT = X est équivalente au systéme
d’équations suivant : pour tous 1<i<j<d

i-1
AiiAji=%ii— Y AikAjk.
k=1

La diagonale de X est positive ou nulle, strictement positive lorsque X est inversible.
Dans ce dernier cas, il existe une unique matrice A triangulaire inférieure a diagonale
strictement positive telle que AAT = Z, et la décomposition de Cholesky constitue alors
un cas particulier de la décomposition LU des matrices inversibles. O

Théoréme 4.25 (Généricité des matrices de covariance). Si T € .4#y(R) est symétrique
semi-définie positive alors ¢’est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire de R%.

Démonstration. Soit A une racine carrée matricielle de X et X un vecteur aléatoire
de R? & composantes indépendantes centrées et réduites. La matrice de covariance de X
est I;. Le vecteur aléatoire AX est centré, de matrice de covariance AI;AT = Z. O
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Le produit de Schur-Hadamard Ao B de deux matrices A et B de dimension d x d est
le produit terme a terme : (Ao B); j = A; jB; j pour tout 1<1i,j<d. Les considérations
précédentes fournissent une preuve probabiliste du résultat d’algebre linéaire suivant :

Corollaire 4.26 (Schur). Si A et B sont deux matrices symétriques semi-définies
positives de méme dimension, alors Ao B est symétrique semi-définie positive.

Démonstration. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants et centrés de
RY tels que =(X) = A et £(Y) = B. Le vecteur aléatoire Z de R? défini par Z; = X;Y; pour
tout 1 <i=<d est centré, et sa matrice de covariance est donnée par AoB car X et Y
sont indépendants et centrés. Ainsi, la matrice symétrique Ao B est semi-définie positive
en tant que matrice de covariance d’un vecteur aléatoire! O

4.4 Loi normale multivariée, vecteurs gaussiens

La loi normale unidimensionnelle se généralise en dimension d de la maniéere suivante.

Définition 4.27 (Loi normale ou loi de Gauss ou loi gaussienne). Soit meRY et = une
matrice symétrique d x d définie positive. On dit que le vecteur aléatoire X = (Xy,..., X4)
suit la lot normale de moyenne m et de matrice de covariance Z, et on note X ~ N (m,X)
lorsque X admet la densité

d

1
x€eR" — Xp —E(Zfl(x—m),x—m) .

1
———e¢
V(2m)tdet(Y)
On parle de loi gaussienne standard lorsque m=0 et Z=1,.

Remarque 4.28. Si X ~ A4 (m,X), le vecteur m est bien ’espérance de X, et la matrice
2 est la matrice de covariance Z(X) définie a la section précédente : X j = Cov(Xj, X;).

Dans le cas multidimensionnel, dans la notation A (m,ZX) le X désigne toujours
& la matrice de covariance. Dans le cas univarié, le deuxieme parametre peut étre
soit la variance, soit 1’écart-type, suivant les auteurs.

Théoréme 4.29 (Corrélation et indépendance dans le cas gaussien). Si Xi,...,Xy sont
des variables gaussiennes unidimensionnelles indépendantes, avec Xj ~ W(mi,a?), le
vecteur (Xi,...,Xg) " suit la loi normale N (m, Diag(a%,...,aé)).

Réciproquement, si X = (Xy,...,Xg) suit la loi normale & (m,X) et si X est diagonale,
alors la densité de X est produit, et les marginales (X;) sont indépendantes.

Exercice 4.30 (Somme de gaussiennes indépendantes). En utilisant le produit de
convolution, montrer que si X7 et Xo sont deux v.a.r. indépendantes de loi normales
N (my,0%) et N (my,03) alors X+Y suit la loi normale A (my + my,02 +03).

Exercice 4.31 (Fonctions affines et lois normales). Soit £ une matrice d xd symétrique
dont toutes les valeurs propres sont strictement positive. Soit A une matrice telle
que == AAT (obtenue par exemple via le théoréme spectral ou via la décomposition de
Cholesky). Etablir au moyen du théoréme du transfert et d’un changement de variable que
si Z~N(0,1y) alors AZ+m~N(m,%). En déduire que si X ~ N (m,2) et veR? alors
(X, v) ~ N ((m,v),{v,Z)) et en particulier X; ~ N (m;,Z;;) pour tout 1 <i<d. Ainsi,
les lois marginales d’un vecteur aléatoire de loi normale sont toutes de loi normale.
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Exercice 4.32 (Vecteurs aléatoires a lois marginales gaussiennes et vecteurs gaussiens).
Montrer que si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes avec X de loi de Rademacher
de parametre 1/2 et Y de loi normale A (0,1) alors la v.a.r. XY suit la loi normale
N(0,1) tandis que la v.a.r. XY +Y ne suit pas la loi normale. En déduire que le vecteur
aléatoire (XY,Y) de R? a des lois marginales normales mais ne suit pas une loi normale
sur R2. Les fonctions caractéristiques (hors programme) permettent d’établir un résultat
positif dans cet esprit en allant au dela des simples lois marginales : si Z est un vecteur
aléatoire de R tel que v-Z = 2y +--+vyZq suit une loi normale sur R pour tout
veR? alors Z est suit une loi normale sur RY.

4.5 Fonctions génératrices et variables indépendantes

La puissance des fonctions génératrices (et de leurs analogues continus : transformée
de Laplace et fonctions caractéristiques) tient entre autres au résultat suivant.

Théoréme 4.33 (Fonction génératrice et somme de variables indépendantes). Si X et
Y sont deuz v.a.r. indépendantes d valeurs dans N, de fonctions génératrices gx et gy,
alors pour tout s€]—-1,1],
8x+v(8) = gx(s)8y (s).
Ainsi I'opération « somme de deux variables indépendantes », qui se traduit sur les

fonctions de masse ou les densités par une opération de convolution souvent difficile &
calculer, s’exprime trés simplement sur les fonctions génératrices par un produit.

Pile ou face : retour sur les moments. Si (Xi,...X;) sont des variables i.i.d. de
loi de Bernoulli de parametre p, la somme S, =) X; suit la loi binomiale Binom(n, p).
Comme la fonction génératrice de la loi de Bernoulli est gx(s) =E [s%] = g + ps, il vient

gs(9)=(q+p9".
On en déduit, pour n=2,
gs(s)=np(q+ps)"! et ge(s)=n(n-1p*(qg+ps" 2,
ce qui permet de retrouver

E[S]=gs1)=np et o (X) = ge(1) + g5 ({1 - g5(1)) = npq.

Exemple 4.34. Soit X1, Xo les résultats de deux dés équilibrés indépendants. La somme
S a pour fonction génératrice :
1[&
85(5) = 8x,(5)8x, (8) = 55 Y x

2
= — ajx
k=1 36 1=2

ol
3 P[S=01=1-1 pourl=2,3,...,7,
13-t pour 1=8,9,...,12.

La somme S ne suit donc pas une loi uniforme : obtenir 7 est par exemple plus probable
qu’obtenir 2 ou 12.
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Peut-on truquer les deux dés de fagon d obtenir une somme S uniforme ? Supposons
que 'on puisse le faire : il existerait deux familles (ay) et (by) telles que

2

En simplifiant par x> on obtient :

5 S oL
Zakﬂx Zbkﬂx :Zx .
k=0 k=0 1=0
Les racines du polynéme de droite sont les racines 11¢ non-triviales de l'unité :
{exp(2ikn/11);1 < k < 10}.

Aucune n’est réelle. A gauche, chacun des polynomes est de degré impair o coefficients
réels et posséde donc au moins une racine réelle : c’est contradictoire.

Exemple 4.35 (Loi de Poisson). Si X suit une loi de Poisson de paramétre A, sa
fonction génératrice est donnée par :

AR

gx(s) = kgbe = exp(—A(1 - s)).

On en déduit que la somme de deuz variables de Poisson indépendantes de paramétres
A et u est encore distribuée suivant une loi de Poisson, de paramétre A+ .

4.6 Retour sur Iapproximation binomiale/Poisson

Dans cette section, qu’on peut omettre en premiere lecture, on revient sur
I'approximation de la loi binomiale par une loi de Poisson lorsque n est
grand et p petit, en montrant que 'on peut contrdler 'erreur explicitement.

Pour donner un sens précis aux approximations de lois, une approche est d’introduire
des distances entre lois de probabilité. Dans le cas discret, on utilise souvent la distance
en variation totale.

Définition 4.36 (Distance en variation totale). Si X, X' sont des v.a. discrétes d
valeurs dans N, alors la distance I' entre les suites (P [X = k]) et (P [X'=k|) est appelée
distance en variation totale, notée :

dv(X,X):=Y |P[X=k-P[X =k]|
k

=2-2) min(P[X =k],P [X'=k]).
k

La seconde expression provient de 'égalité |x—x'| = x + x' - 2min(x, x').
Le théoreme suivant donne un sens rigoureux a la fameuse phrase « convergence de
la binomiale vers la loi de Poisson quand n est grand, p petit et np raisonnable ».
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Théoréme 4.37 (Inégalité de poissonisation de Le Cam). Soit S, = X1 +---+ X, ot
Xi,.., Xn sont des v.a. indépendantes avec X; de loi de Bernoulli de paramétre p; =
P[X;=1]1=1-P[X; =0] pour tout 1 <i<n. Soit T, une variable de loi de Poisson
Poi(p1 +...+ pp). Alors E[T,] =E[S,] et

n
dy(Sy, To) <2 pi.
k=1

En particulier, si tous les p; sont égauz a p, alors Sy suit une loi binomiale et l'on a :

k
Y |P(Sp=kl-e " <2np®.

k=0

°° (np)
|

Ainsi, si p = pp dépend de n et vérifie np, — A (par exemple p, = A/n) alors l'erreur
d’approximation entre binomiale et Poisson, quantifiée par la distance en variation
totale, est majorée par 2np? =0 (1/n).

Preuve du théoréme 4.37. Si X est une v.a. de Bernoulli de parameétre p, et T une
v.a. de Poisson de parametre p, la seconde expression de la variation totale donne

dy(X,T)=2-2min(l - p,e P)—2min(p, pe P)=2-2(1-p)—2pe P =2p(1—e P) <2p°.

Le théoréme s’en déduit en écrivant T,, comme somme de n variables de Poisson de
parametres pg, et en appliquant le lemme suivant :

Lemme 4.38. Soit (X,Y) et (X',Y') deuzx couples de variables indépendantes. Alors :
dy(X+Y, X' +Y)sdy(X,X)+dy(Y,Y".
Pour établir le lemme, on note aj, bj, a;. et b} les probabilités d’étre égal a j pour

les variables aléatoires X, Y, X' et Y’. Ensuite, pour tout k, on écrit

PIX+Y=k-P[X+Y'=k][=| ¥ (ab;-ajb))

@,j)i+j=k
/ 11/
= Z (ai bj_bj|+|ai_ai|bj)-
(i,j);i+j=k

En sommant sur k, on reconstruit tous les couples (i, j) € N2 :

;|P[X+Y:k]—P[X’+Y’:kHS(Xi:ai);‘bj—h}

+Xi:|ai—a;|;b}

<dv(X,X)+dy(Y, Y. O

(0]






CHAPITRE 5

Théoremes limites

5.1 Loi des grands nombres

La loi des grands nombres apparait dans les travaux de (Jacob) Bernoulli pour des
variables aléatoires du méme nom. Elle a été améliorée et généralisée par de nombreux
mathématiciens, dont Tchebychev, Markov, Borel, Cantelli, Kolmogorov, et Khintchine.
Le terme « loi » dans I’expression « loi des grands nombres » doit étre compris comme

dans Pexpression « loi de la nature ». L’expression est peut-étre due & Poisson !.

Pile ou face : point de vue statistique fréquentiste. On dispose d’une piéce dont
on ne sait pas si elle est équilibrée ou non ; elle tombe sur pile avec une probabilité p
(inconnue). On lance (n fois ou une infinité de fois) la piece, et on note Xj le résultat
(dans {0,1}) du k° lancer. L’univers et la tribu sont fixés, mais & chaque p € [0,1] on
peut associer une probabilité P, décrivant I’expérience : sous Py, les variables X sont
indépendantes, et P, [Xi =1] = p. On cherche alors a estimer le parametre inconnu p au
vu d’une réalisation de I’expérience. L’idée naturelle est de choisir comme estimateur de
p la fréquence empirique des piles :

S 1 &
Z-—_Y X,
no ngg
Une premiere justification de ce choix est qu’en moyenne, il donne la bonne réponse? :
Sn 1 &
E,|—|=— =p.
el e k; p=p

La loi des grands nombres donne une autre justification : la quantité aléatoire S—n"

approche bien p quand n grandit?. Comme S—n" est formellement une fonction (de Q
dans R), il faut préciser en quel sens cette convergence a lieu.

1. Voici les prénoms : Pafnouti Lvovitch, Andrei Andreievitch, Félix Edouard Justin Emile, Francesco
Paolo, Andrei Nikolaievitch, Alexandre Iakovlevitch, Siméon-Denis.

2. On dit que 'estimateur Sy /n est sans biais.

3. On parle de consistance de I'estimateur.
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Théoréme 5.1 (Loi faible des grands nombres). Soient (X;),»1 des variables
aléatoires réelles indépendantes, de méme loi et intégrables ; on note m leur espérance
commune. Alors pour tout € >0,

X1+ + Xy
n

lim P

n—oo

On dit aussi que la suite N X+ + X)) st converge en probabilité vers m.

La loi faible doit son nom au type de la convergence, car la convergence en probabilité
est plus faible que la convergence presque stire fournie par la « loi forte ».

Preuve partielle. On se place sous ’hypothese plus forte que les X; sont de carré
intégrable. L’inégalité de Bienaymé—Tchebychev (théoréme 3.48) pour la v.a.xr. S, =
Xi++++ X, —nm, et le fait que 02(S,) = no?(X;) (grace a I'indépendance) donnent

Xi+--+ X
[FD(‘—1 " m

n

> s) =P(S, —E[S,]| = ne)

02%(S,) no?(Xy) 1
< nzf,‘;l = n2 ! 52:@’,1%00(—).

Le cas général est admis : I'idée de la preuve est d’approcher les X; par des variables
Y; de carré intégrable, par exemple en tronquant a un niveau K :

X,‘ si |X,‘|SK,
Y;={-K siX;<-K,
K si X; =K.

Il faut ensuite montrer que la somme normalisée des Y; est proche de celle des X;. [

Remarque 5.2 (Isotropie et hypotheses de la loi faible). La loi faible des grands
nombres reste valable au dela du cas des variables aléatoires indépendantes de méme
loi. En effet, il suffit par exemple que ?(Sy) = 0(n?), ce qui signifie que 87" — 0 dans
L2 quand n—oco. C’est le cas par exemple lorsque le vecteur aléatoire (Xi,...,Xn) est
isotrope, c’est-a-dire que sa matrice de covariance est I,,, c’est-a-dire que les variables

aléatoires Xi,...,X; sont non-corrélées et de méme variance :

o’ (S = Y, Cov(X;,X))=) 0*(X)=0(n)=o(n®.
i=1

1<i,j<n

Exemple 5.3 (Lois de Cauchy). Si la loi des X, est a4 support compact alors elles
possédent des moments de tout ordre, et en particulier ces v.a.r. sont intégrables (ceci
comprend le cas Bernoulli). A contrario, si Xi,.., X, sont des v.a.r. indépendantes de
loi de Cauchy de paramétre a, leur moyenne empirique %(Xl + -+ X;) suit également
la loi de Cauchy (il suffit d’utiliser le résultat de l’exemple 4.15 sur la somme de deux
lois de Cauchy, de faire une récurrence, et de vérifier qu’un multiple d’une variable de
Cauchy reste de Cauchy). La moyenne empirique reste aléatoire, et la convergence n'a
pas lieu : la loi des grands nombres n’est pas vérifiée pour cette loi a queue lourde. Cette
propriété concerne en fait toute une classe de lois, dont les lois de Pareto ou Student.
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Exemple 5.4 (Polynémes de Bernstein et théoréme de Weierstrass). Un célébre théo-
réme de Weierstrass affirme que pour tout intervalle compact [a,b] R, la restriction
des fonctions polynomes R[X] d [a,b] est dense dans ’ensemble des fonctions continues
% (la, b],R), pour la topologie de la norme uniforme ||-loo. On peut I’établir en utilisant la
méme idée que dans la preuve de la loi faible des grands nombres. On commence grace a
un argument de translation et dilatation par se ramener au cas ou [a,b] =[0,1]. Fizons
f dans €([0,1],R). On va montrer que les polynomes de Bernstein (Pp),»1 définis par

n

P =Y (Z)f(g)xku —x)nk

k=0

convergent uniformément vers f sur [0,1]. Fizons d’abord x € [0,1], et donnons-nous une
variable S}, = S, une variable de loi binomiale Binom(n,x). Par la formule du transfert
appliquée a g:x— f(x/n),

E

S n
f(;n)] =E[g(Sn)] =) PISy=klg(k) =P, (x).
k=0
Par conséquent, pour tout x€[0,1] et neN*,

f()—Pp(x)=E

)

x)-fl—1].

fo- (2

Fizons un € >0 arbitrairement petit. Comme f est continue sur l’intervalle compact

[0,1], elle est uniformément continue d’apres le théoréeme de Heine : il existe donc >0
tel que | f(x)— f(1)| <€ pour tous x,y €[0,1] tels que |x—y| <n. Considérons l’événement

<n}.

Comme E [%Sﬁ] =xet 02(%8’,5) = %x(l—x), on a par linégalité de Bienaymé-Tchebychev :

1
Ap=4|=85—x
o={[3

x(1—-x) - 1

P[AY] < < .
Al == = e

1l existe donc un entier N, dépendant de € mais pas de x, tel que pour tout n= N,
P[AS] <&, dou

|f(x) = Py(x)| <E

[re-s(%]

L o0 1(2]

ro- (2]
<E©)+EQ2] o Lar)
<(1+2|f] e

lAf,)

Cette borne est uniforme en x € [0,1], et le théoréme est établi. Le théoréeme de Weierstrass
permet d’établir, en utilisant la caractérisation de la loi par les fonctions tests continues
et bornées, que si X et Y sont deuzx v.a.r. bornées avec une suite de moments identique,
c’est-a-dire que E[X™] =E[Y"] pour tout n=0, alors X et Y ont méme loi.
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Théoréme 5.5 (Loi forte des grands nombres). Si (X;);>1 est une suile de v.a.r.
indépendantes et de méme loi possédant une espérance m alors
X1+ + X
P|lim 220 | =1

n—oo n

On dit que la suite (n™ (X ++--+ X)) =1 converge presque siirement vers m.

La preuve de ce résultat est hors-programme. Toutefois, en plus de son intérét
intrinseque, elle fournit une application naturelle du lemme de Borel-Cantelli.

La preuve comporte plusieurs étapes. Tout d’abord une troncature, pour se ramener
a des variables de variance finie voire méme bornées, et une inégalité de concentration
(du type Bienaymé-Tchebychev) pour controler les écarts & la moyenne. Pour établir le
résultat presque siir, I'idée est de faire appel au lemme de Borel-Cantelli. La preuve
complete se trouve par exemple dans le livre de Paul S. Toulouse [9] ou de Feller [7].
Nous donnons ci-dessous deux preuves rapides lorsque les variables sont bornées (par
une constante ou dans L?) ce qui nous dispense de troncature. Il est également possible
d’établir le résultat suivant dii a Kolmogorov : pour toute suite (X;),s; de variables
aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, la condition d’intégrabilité E [|X;|] < oo
(c’est-a-dire que X posséde une espérance) est nécessaire et suffisante pour que la loi
forte des grands nombres ait lieu.

Exercice 5.6 (Mesurabilité). Montrer que l’ensemble {limn_.Oo w = m} cQ est

bien un événement (un élément de F ), en la réécrivant avec des unions et intersections
dénombrables d’éléments de F.

Pour la preuve du théoréme, quitte a remplacer les X; par X;—E [X;], on peut supposer
que m=0. On pose S, = X1 +---+ X;;. Pour montrer le théoreme il suffit d’établir :

P [lim(Sa| > ne}| =0.
En effet, ceci implique, pour une suite €, \, 0 arbitraire, et pour tout k,

P

im— | >e¢g
non

-p [@ﬂsa > ne}] - 0.

En prenant 'union dénombrable en k, le théoreme 2.11 donne P [ﬁn S—n" > 0] =0, d’ou
l'on déduit P [limS,/n=0]=1.

Preuve du théoréme 5.5 pour des variables bornées. Supposons qu’il existe une
constante C >0 telle que P [|X;| = C] =1 (ne dépend pas de i car les variables ont méme
loi). La premiére partie du lemme de Borel-Cantelli permet de se ramener & établir que

Y P[ISulz¢en] <oo

n=1

pour tout € >0 fixé. Or pour tout r >0 et tout entier n =1, I'inégalité de Markov donne
P[S,=nel<P [erS" >rnel<e”"™E [erS"] =e""E [erX‘ ]n, (5.1)
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ou I’égalité finale provient du fait que les variables (X;),=; sont indépendantes et de
méme loi. A présent, comme m=E[X;] =0 et P[|X;|<C] = 1, il vient, en utilisant
I'inégalité élémentaire e’ — t < €2 si te[0,1/2] et e —t<el < e si t=1/2,

E[e¥]<eC—rc=e? .
Le meilleur choix pour le parametre r est r = &/(4C?) ; en reportant dans (5.1) il vient :
P[S, = nel < ern£—2nr2C2 < eanZ/(BCZ)
En combinant ceci a la méme inégalité pour les variables (—X;),>; on obtient enfin
P (1S, = ne) < 2¢7"¢7/8C),

Le membre de droite est bien le terme général d’une série convergente, comme désiré. [

Cas des variables bornées dans L*. On suppose que les variables (X,,),>; sont bor-
nées dans L*, c’est a dire que 7 =E [X{] <oco. On a alors

E[SL] = nt* +3n(n-1)o* =@ (n?).
Ainsi, pour tout € >0, par I'inégalité de Markov,

E[S4]
n4£'2 <00

Y P(Sul > ne) =Y P[ISul* > nte| <Y
n n n
et le résultat découle a présent de la premiere partie du lemme de Borel-Cantelli. Notons
que si P[|X;| < C]=1 alors la suite (X;),>; est bornée dans L*, et la seconde preuve est
donc plus puissante. D’autre part, elle reste valable méme si les variables ne sont pas de
méme loi, pourvu qu’elles soient indépendantes et bornées dans L*. O

Exercice 5.7 (De la loi forte a la loi faible). La loi faible (théoréme 5.1) découle de
la loi forte (théoréme 5.5) car P[n|S,|>¢| <P[A,] avec A, ={Supis, k™ 1ISkl > ¢} et
comme la suite (Ap),=1 est croissante, on a lim,_ooP[Ay] =P [Ny Anl =1 quand m=0.

Exemple 5.8 (Marche aléatoire simple sur Z). La marche aléatoire simple peut modéliser
la position d’une particule dans un fluide, et sa version continue, le mouvement Brownien,
a été introduite en physique par Finstein et Langevin, et en finance mathématique par
Bachelier. Soit (Xy) =1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi de Rademacher
de paramétre p € [0,1], c’est-a-dire que P[X, =1]=1-P[X, =-1]=p pour tout n=1,
modélisant les incréments dus au choc avec les particules du fluide. La marche aléatoire
simple sur Z est la suite (Sp) =1 ot Sp=X1+-+-+ Xp,. La loi forte des grands nombres
entraine que si p#1/2 alors (Sp) =1 diverge vers oo avec probabilité 1 quand n — oco.

Exemple 5.9 (Inégalité de Jensen et loi des grands nombres). Rappelons que si X
est une v.a.r. intégrable et @ :R — R une fonction convexe telle que p(X) est intégrable,
Uinégalité de Jensen (remarque 3.41) dit que

PE[X]) <E[p(X)].

Pour déduire cette inégalité de la loi des grands nombres, on introduit une suite (Xg)1<p<n
de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que X. Par définition de la
convezité, on a l’inégalité

n

lix. <lz (X;)
(pnizl i = PLXq).

i—1
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Comme les X; sont intégrables, indépendantes et de méme loi, on peut leur appliquer la
loi des grands nombres : %2?21 X; converge presque surement vers E[X]. Comme @ est
convexe, elle est continue, donc (p(%ZX,-) converge presque surement vers @(E[X]). Par
une nouvelle application de la loi des grands nombres, cette fois a la suite (p(X;)), le
terme de droite tend presque sirement vers E [@(X)], ce qui achéve la preuve.

Remarque 5.10 (Convergence monotone ou théoreme de Fubini-Tonelli). Le lecteur
familier avec l'intégrale de Lebesgue connait bien le théoréme de convergence monotone :
st (Xn)p=1 est une suite croissante de v.a.r. a valeurs dans [0,00] alors

imE [X,] = [lian
n n

D’autre part, si X est une v.a.r. sur [0,00] vérifiant E[X] <oo alors P[X <oo] =1. La
premiére partie du lemme de Borel-Cantelli en découle car

2 PlAN =) E[14,]= [E(Z lA,,) = [E(lm,lA)‘

On peut aussi voir ce résultat comme une conséquence du théoréme de Fubini- Tonelli
plutot que comme une application du théoréme de convergence monotone. Une autre
conséquence de ces théoremes est que

;[E[lYnl] <o = P[ligly,,:o] -1

En effet, on a E[L,1Ynl] = L4ElYnl]l <oco et donc ¥,1Yyl est une v.a.r. sur [0,00]
d’espérance finie, et donc finie avec probabilité 1, ce qui implique que |Yy| tend vers 0
avec probabilité 1. Cette observation suggére une preuve alternative du théoréme 5.5 :

()5 ao s

Remarque 5.11 (Suite). Soit (Xp),»1 une suite de v.a.r. indépendantes de carré
intégrable. Si Y., Var(X,) <oco alors en vertu du théoréme de convergence monotone ou
du théoréme de Fubini-Tonelli positif on a P [lim, X, —E[X,] =0]=1. En particulier, si
(Xn)p=1 sont des v.a.r. i.i.d. centrées de carré intégrable alors

P [1i’r1nn‘1xn - 0] - 1.
Attention, il ne s’agit pas de la loi des grands nombres, qui concerne n= (Xy +---+ X,,).

Exemple 5.12 (Covariance empirique). Soit X un vecteur colonne aléatoire de R™
centré et de matrice de covariance . Soient Xi,..., X, des vecteurs colonne aléatoires
de R™ de méme loi que X. La matrice de covariance empirique X, est définie par

1 1
Tp=— (XX +e X X)) = =XTX
n n

ou X est la matrice aléatoire m x n dont les lignes sont XIT,..., X,. La matrice aléatoire
3, est symétrique semi-définie positive car combinaison conveze de telles matrices. On a

E[Z,]=X

et la loi forte des grands nombres indique que X, converge entrée par entrée vers X, avec
probabilité 1. Comme [’ensemble des matrices inversible est ouvert, si ¥ est inversible,
alors avec probabilité 1, la matrice X, est inversible pour n assez grand.
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5.2 Théoréme limite central

Le théoréme limite central apparait dans les travaux de Moivre. Il a été développé
ensuite par Laplace, Tchebychev, et Lyapunov notamment. Pélya? publie pendant les
années folles un article intitulé « Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und das Momentenproblem », ou il qualifie ce « théoreme limite »
(Grenzwertsatz) de « zentral » (primordial, principal) en raison de son caractére univer-
sel. Si la traduction anglaise semble fixée (« central limit theorem » souvent abrégé en
CLT), l'usage francophone, partant de la traduction littérale « théoréme limite central »
(TLC), attribue souvent la centralité & la limite en parlant de « théoréme de la limite
centrale », allant parfois méme jusqu'a 'audacieux « théoréme central limite » (TCL).

Enoncé du théoréme

On cherche a estimer I'espérance m d’une variable aléatoire X au vu d’un échantillon
X1,.., X, de répétitions indépendantes de X. La loi des grands nombres montre que la
moyenne empirique

X, = X1+ + X, _ Sn
n n
est un estimateur consistant et sans biais de m. Ce résultat ne suffit pas en pratique :
on a besoin de controler l'erreur faite en estimant m par X,.
Cette erreur E, = X,,—m est de moyenne nulle. On peut aisément calculer sa variance :

2
2By = T8,
n

L’écart-type de l'erreur est donc proportionnel a 1/v/n.
Pour étudier E, plus finement, on normalise en divisant par I’écart-type et ’on pose

En _ ﬁ(sn m)

Co(Ep) o(X)

n

n

L’erreur normalisée Z, est alors, par définition, « centrée » (de moyenne nulle) et
« réduite » (d’écart-type 1). Si (X,) est « raisonnable », cette erreur normalisée converge :

Théoréme 5.13 (Théoréme limite central). Soil (X;)p>1 une suite de v.a.r. indé-
pendantes et de méme loi, de variance non nulle et finie 0> et de moyenne m. Alors
pour tout intervalle I de R, l’erreur normalisée Z; = (S—n" —-m)/(o/v/n) vérifie

1

P(Zyel] —PIZel] =f7e‘”2’2du
—00 I T

pour une v.a.r. Z~N(0,1) quelconque. On dit que Z, converge en loi vers Z.
Remarque 5.14 (Universalité). Ce résultat ne dépend de la loi des variables aléatoires

X1,Xs,..., qu’d travers leur moyenne et leur variance, qui déterminent la maniére de
normaliser l'erreur : la loi normale qui apparait a la limite est universelle.

Remarque 5.15 (Point fixe). Si les variables aléatoires Xi,Xa,... suivent une loi
normale A (0,1), Uerreur normalisée Z, suit exactement la loi normale A (0,1) — en
ce sens, le théoréme limite central ressemble a un théoréme de point fize.

Nous donnons plus bas une preuve du théoréme limite central (hors-programme).

4. Voici les prénoms : Abraham, Pierre-Simon, Pafnouti Lvovitch, Alexandre Mikhailovitch, Georg.
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0.2 |- l-a B
al2 al2

| | | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3

Densité de la loi normale centrée réduite. L’aire totale sous la courbe vaut 1. Pour obtenir une
région centrée [—qq, gq] d’aire 1—a il faut choisir g4 comme le quantile d’ordre 1— % de la loi
normale.

FIGURE 5.1 — Quantile et fluctuation de la loi normale standard

Illustrations et applications

Soit a €]0,1/2[ un réel — a s’interprétera comme un risque d’erreur, les choix typiques
étant @ =0.05 et @ =0.01. Si Z suit une loi normale A4°(0,1), et si ’on note g, le quantile
d’ordre 1—a/2 de la loi normale, alors

Pl-ga<Z<qq]=1-a.

Il y a donc une probabilité 1—a que la variable aléatoire Z tombe dans I'intervalle
(déterministe) [+q,] — on dit parfois que Ir(a) := [-qq,qq] est un intervalle de
fluctuation au niveau 1—a de la variable Z.

Le théoréme limite central implique

1-a.

P[Zy € Iq]

n—oo

Pile ou face : fluctuations. On jette n fois une piece équilibrée et on note S, le
nombre de piles. La loi des grands nombres dit que si n tend vers l'infini, S;,/n tend
vers 1/2. Pour préciser cela utilisons le théoreme limite central : si 'on admet que n est
assez grand pour que P [Z, € I] soit proche de sa limite, on a

l-a=P[Zely]l=P[Z,€Ir(a)]

o
mn—dqeq——,mn+dq

=P \/ﬁ

Sp€

3
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5.2. Théoréme limite central

Comme m=1/2 et g =1/4, on trouve pour n=1000 et & =5% :
P [S1000 € [500 £+ 15.49]] = 0.95.

Dauns le cas précédent, on a supposé I'expérience parfaitement connue (on sait que la
piéce est équilibrée) et on a cherché a calculer les probabilités de divers événements —
c’est le point de vue probabiliste.

L’utilisation la plus courante du théoréeme correspond au point de vue statistique.
Nous avons vu précédemment que la loi des grands nombres donnait une justification de
l'utilisation de la moyenne empirique S,/n comme estimateur de 'espérance (inconnue)
d’une variable X. Le théoréme limite central peut alors donner une idée de ’erreur
d’estimation. Ce renversement de point de vue consiste a écrire

Zp(w) € Ir(a@) & | Zy ()| = ga

Spw)/n—m

La premiére ligne correspond a ’appartenance d’une quantité aléatoire a un intervalle
déterministe ; dans la derniére on regarde ’appartenance du réel m (déterministe) & un
intervalle aléatoire. Le théoréme limite central se réinterpréte alors ainsi.

Théoréme 5.16 (Intervalle de confiance pour l'estimation d’une moyenne). En notant
Ic(a) Uintervalle aléatoire

Ic(a) = Yn—aﬂ,fn +aﬂ

NG NG
on a
1-a.

Pimelc(a)] =P[Z, € Ir(a)]

n—oo

On dit que Ic(a) est un intervalle de confiance (asymptotique) pour lestimation
de m au niveau 1—a.

L’intervalle Ic(a) est de largeur 20 go,n~"2. Cette largeur tend vers oo si le risque a

tend vers 0 a n fixé, et vers 0 si a est fixé et n tend vers l'infini.

Malheureusement, cet intervalle n’est calculable en pratique que si I’écart-type o est
connu ! On peut parfois contourner cette difficulté lorsqu’on dispose d’un majorant de o :
c’est le cas en particulier pour des variables bornées comme les variables de Bernoulli.

Pile ou face : intervalle de confiance. Les variables (X;) suivent une loi de Bernoulli
de parameétre p inconnu, pour lequel on cherche un intervalle de confiance. L’écart-type
0 =4/p(l—p) est inconnu, mais comme p € [0,1], o <1/2. Par conséquent,

qa yYn + ﬂ > IC(a);

I(a):=|X,- 1~
C(CC) n 2\/ﬁ 2\/ﬁ
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Premiere ligne : les diagrammes en batons de la loi binomiale pour p=1/2 et n=...; les échelles en x et y sont fixées. La masse

s’échappe vers la droite.
Deuxiéme ligne : la loi de la variable centrée S, —np, I’échelle en x est fixée. Le diagramme s’aplatit et on ne voit qu'un fraction de plus
en plus petite de la masse.
Troisieme ligne : la loi de la variable centrée et réduite (S, —np)/\/np(1 - p).

FIGURE 5.2 — Diagramme en batons de la binomiale
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5.2. Théoréme limite central

ce qui donne finalement
P(mel(@]zP[melc(a)]=1-a.
Le fameux intervalle de confiance & « 95% » s’obtient avec a =0.05 et gg 5 = 1.96.

Dans le cas plus général ou o est inconnu, une idée naturelle est de le remplacer dans
la formule de I.(a) par un estimateur. Cette procédure est justifiée mathématiquement
par le lemme de Slutsky, présenté plus loin dans les compléments, p. 141. Appliqué au
cas des variables de Bernoulli, on « remplace » donc o par son estimateur

Gn=1\Xn(l-Xp)

pour obtenir I'intervalle dit de Wald :

Yniﬁnﬂ

Cet intervalle est plus petit (et donc meilleur) que I, .

Exercice 5.17 (Du théoréme limite central & la loi faible des grands nombres). Il est
possible de déduire la loi faible des grands nombres du théoréeme limite central. Notons
a, =0oly/n. Le théoréme limite central affirme que Z, converge en loi vers Z, il s’agit
d’en déduire que anZ, converge en probabilité vers 0. Pour cela on peut utiliser deux
résultats rappelés dans l’annexe 1.1. Comme a; tend vers 0, le lemme de Slutsky montre
que anZy, converge en loi vers 0-Z =0. Comme cette variable limite est constante, la
convergence a en fait lieuw en probabilité (cf. remarque 1.5).

Une application du théoréme limite central au probleme de la ruine du joueur figure
dans I'annexe E.

Preuve du théoréme limite central

if La preuve du théoréme limite central est hors-programme.

La preuve basée sur les fonctions caractéristiques est rapide mais utilise des outils
hors-programme ; nous allons présenter une preuve utilisant une inégalité de couplage.

En reprenant les notations de ’énoncé du théoréeme limite central, il s’agit d’établir
la convergence de P [Z, € I] vers P [Z € I], c’est-a-dire de montrer :

Pour toute f indicatrice d’intervalle, E[f(Zn)]—E[f(2)].
Nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 5.18 (Inégalité de couplage de Lindeberg). Soient X1, Y1,.., Xn, Yn des v.a.r.
indépendantes telles que E[|Xig*] < oo et Y ~ N (E[Xk],0%(Xg)) pour tout 1 <k < n.
Alors pour toute f € €3R,R) avec f, ', f", f" bornées, en posant T, =E [IXe —E[Xi] 3],

3

T1+'“+T?l "
[ELFOG 4+ X =E[f V1 +-o+ V)| | < ————— "]

oo’
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Démonstration. Quitte a translater f on peut se placer dans le cas ou E[X] =0
pour tout 1<k < n. Pour comparer E [f(X;+---+ Xp)] & E[f(Y1+---+Yy)], l'idée est de
remplacer, de proche en proche, les X; par les Y;. Fixons n =1 et posons, pour tout
lsk=n:

Zr=X1++Xp 1+ Ygp1+-+ Yy

Avec ces notations, on a la somme télescopique

n
F&X++ X)) - fMN+-+Ye) = ) (f(Z+ Xi) — f(Zk + Yi).
k=1

La formule de Taylor-Lagrange appliquée a f a l'ordre 2 en Z; donne

X2 X3
F(Ze+Xe) = f(Z0) + 1 (Z) X + f”(zk)z—f + f’”(Ak)s—f,

ou Ay est un réel entre Zy et Zi + Xi. De méme on a

Y? y3
F(Ze+YR) = F(Z) + f1(Zi) Yie + f”(zk)z—’f + f"’(Bk)s—"‘.

On prend l'espérance de la différence de ces expressions :
1 1" 2 2
E[f(Zi+ X0 = f(Zi+ YO =E[f(Z0) (Xic— Yo + SE [/ (Z0 (X, - Y]
+ %[E [f" (A Xy + " (B Yy].

On utilise maintenant le fait que (X, Yi) et Z; sont indépendantes. Comme les deux
premiers moments de Xj et Y coincident, il vient

|E[f(Zk+ X)) - f(Zi+ Yi)]| < %E (1% + 1Y 3]

Comme Y = 0(Xx)Gy avec Gy ~ A (0,1) et comme E [|Gi|*] =4/v27 <2, on obtient
3/2
E[1Vil’] = E[IXkl?] " E[IG’] < 2E [1Xc ]
Il ne reste plus qu’a sommer les majorations pour conclure. O

Preuve du théoréme limite central (théoréme 5.13). On supposera dans cette
preuve que E [|X; — m[3] =13 < oo, ce qui couvre le cas Bernoulli. On montre le résultat
en deux temps.

Convergence pour les fonctions réguliéres. Posons Xl’ =(X;—m)/(oy/n) : on a

n
E[x/]=0, o®(X)=1/n, zlxgzzn_
i=

Soit Y; une suite de variables indépendantes de loi gaussienne A4 (0,1/n). Alors les (le ,Y:)

vérifient les hypothéses du lemme 5.18, avec pour tout i, T‘? =E [|Xt’|3] = U;ﬂ% Comme
de plus Z =) Y; suit la loi normale A4(0,1), on en déduit :

73 1
ELrzn-F@ll= 51 o
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d’ott la convergence de E [f(Z,)] vers E [f(Z)] pour toute fonction fe€€3®R,R) telle que
£, f", f" sont bornées.

Approxzimation des indicatrices. Soit I un intervalle de R; on se limitera au cas
I=]—-o00,a], les autres étant similaires. Pour tout €, on peut classiquement construire
des fonctions « plateau » f; et g de classe €2 telles que

lo,a-e1 = fe <=11=g =<1l a+e]

De plus, par compacité, les dérivées de f; et g jusqu’a l'ordre 3 sont bornées. Concentrons-
nous sur les inégalités de droite. En appliquant 1; < g, a la variable Z, et en prenant
I’espérance on trouve

E[1/(Z)] <E[g(Zn)].

On prend la limite supérieure : le terme de droite converge grace a la premiere étape.
limsupE [1/(Z,)] <E[g:(2)] SE[lj—coa+e1 (D) <P[Z<a+e].

Le premier terme ne dépend pas de ¢, et la fonction de répartition de la loi normale est
continue, donc
limsupE[1;(Z,)] <E[1;(2)].

Le méme raisonnement fournit E [1;(Z)] <liminfE [1;(Z,)]. Finalement on a bien établi,
pour tout intervalle I,
PZ,el-P[Z€e]I]. O

5.3 Approximation de la loi binomiale par la loi normale

Soit (X;),>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi, de moyenne m et de
variance non nulle et finie 2. On pose S, = Xj +---+ X, pour tout n=1. Le théoréme
limite central (théoréme 5.13) indique que pour tout z€R,

lim P[Z,<t]=P[Z=1].
n—oo

Le théoreme de Berry-Esseen précise cette proximité : pour tout f€R et tout n=1,

3
sup|P[Z,<t]-P[Z=1]l=<
teR n

o3

ou 13 =E [|X1 —-E[X;] |3]. Lorsque (X;);>1 sont de Bernoulli de parametre p €]0,1[, on
peut expliciter la borne de droite : pour g=1-p, 0? = pq et 13 = pg(1 -2pg) ce qui
donne

1-2pgq
sup|P (S, <np+ty/n -PZ=<t]|=< .
teng' [Sn =< np+tynpq] | T5q

Cette approximation de la loi binomiale par la loi normale est bonne quand (1-2p(1 -
p)/\/np(I—p) est petit. A n fixé, cette borne est minimale pour p = 1/2 mais explose
quand p se rapproche de 0 ou de 1. Une preuve du théoreme de Berry-Esseen se trouve
dans le livre de Feller [7]. Notons que 'on peut adapter® notre preuve du théoréme
limite central pour obtenir une borne en @ (n~1/8).

5. 1l s’agit de remarquer que f; peut étre choisie de maniére & ce que |||, =&3, puis de choisir ¢
dépendant de n, de fagon que £* =0 n1/2).
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Il est possible de quantifier la proximité de la loi binomiale & la loi normale en
utilisant la densité plutdt que la fonction de répartition : c’est I’approche historique,
illustrée par le théoreme suivant.

Théoréme 5.19 (de Moivre et Laplace). Soit (Xp),»1 une suite de v.a.r. indépendantes
et de méme loi de Bernoulli de moyenne p €10,1[ et d’écart-type 0 =+/p(1—p). Alors
pour tout n=1, la variable S, = X1 +---+ X;,, de loi Binom(n, p) d’espérance m, =np et
d’écart-type o, = /no et sa fonction de masse, convenablement normalisée, converge
vers la densité gaussienne A (0, 02). Plus précisément, si n et k tendent simultanément
vers U'infini de telle facon que limy, g—.oo(k—my)/o, = x alors

1 x?
0,PISp=k] —— —exp|—-—|.
nP 1Sn ]k,n—>+oo 21 p( 2)
Démonstration. Procédons par étapes.
Echelles de convergence. On pose g=1-p et I =n—k. La relation (k—my)/o, — x
entraine en particulier les convergences suivantes :

k

l-n
p, q, q —X.

l
n k,n—+oo n k,n—+oo On k,n—+oo

Décomposition. Par définition de la loi binomiale, puis en utilisant la formule de
Stirling, on obtient :

k!
- V2rnn(nl/e)" gl
Venk(kie)kv2mll/e)!
1 n (pn)k(qn)l

!
VAP (S, = k] = \/E(Z)pkq’ = Vi pkq'

NG NCAY A
~ \/21_710 exp(kln(p—;)+lln(q—ln)),

ol 'on a utilisé les convergences de k/n vers p et I/n vers q.

Terme exponentiel. On cherche la limite du terme dans I’exponentielle. En posant

Uy = k_knp , le premier terme dans ’exponentielle devient :
n
kln(p—) = kIn(1— up).
k
Or la relation (k—my)/o, — x entraine ug ~ k;—T"UT” ~ T~ pxjﬁ, donc

1
kln(—pkn) = k(—uk - Eui + o(ui)
1
= —’Cuk— 5kui+0(kui)

2 _ x*o%k 2 o .
Comme kug ~ o0~ X, il vient :

2
kln(p—kn) =np-k- q% +o0(1).
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De méme )
n X
lln(—q) =ng—-1l-p—+o(1).
l 2
On somme ces deux expressions ; comme p+¢q =1 et k+1 = n, le terme dans ’exponentielle
converge vers —x?/2. Finalement on a bien :

(evVmP[S, =kl Lex (—x—z)
" k,n—+oo /27 P 2)

comme annoncé. O

Ici la convergence est obtenue « ponctuellement » en x; en raffinant ’étude asymp-
totique via une amélioration de la formule de Stirling, on peut montrer le résultat plus
fort suivant :

Théoréme 5.20 (de Moivre et Laplace, uniforme). Si S, ~Binom(n, p) avec 0< p <1
et g=1-p, de moyenne m, =np et d’écart-type o, =\/npq, alors pour tous —oo < a <
b < +o00 on a la convergence uniforme suivante :

lim vn sup |P[S,=k]- =0

n—oo kel,(a,b)

(k- mn)z
exp "o

1
Vonoy,

In(a,b)z{OSks p: K= [a,b]}.

On

Nous renvoyons au livre de Dacunha-Castelle et Duflo [5] pour une preuve.
Le théoréeme 5.20 fournit par intégration le TLC dans le cas Bernoulli :

Sp— 1 b _p2
lim P("—mne [a,b]) = —f e 2z dx.
n—oo On V2 Ja
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ANNEXE A

Biais par la taille

A.1 Un cas simple

Probléeme A.1 (Biais par la taille). On cherche a tirer uniformément un foyer parmi
les foyers francais. Pour cela on prend un francais au hasard dans la population et on
choisit son foyer. La procédure est-elle correcte ?

Pour clarifier la situation, supposons que 1’on s’intéresse uniquement a la taille des
foyers. Pour tout k=1, soit py la fréquence des foyers de taille k dans la population
francaise, de sorte que Y ;1 px = 1. Notons m:=Y ; kpy la taille moyenne des foyers.

Prenons donc un frangais au hasard dans la population et notons T la taille du foyer
auquel il appartient. Si la procédure d’échantillonage proposée était correcte, on devrait
avoir P [T = k] = px. Nous allons voir qu’en réalité, P [T = k] = % pi - les grands foyers
sont sur-représentés et les petits, sous-représentés. Ce phénomene est appelé biais par
la taille'. 11 s’agit sans doute du biais d’échantillonnage le plus connu. Ce biais est
d’autant plus important que la taille du foyer differe de la taille moyenne m.

Solution. Notons N le nombre de foyers de taille k dans la population francaise : il y
a donc F =Y ;. Ni foyers et N =) ; kNy individus en France, la proportion de foyers de
taille k étant pyr = Ni/F. On vérifie de plus aisément I’égalité N = mF.

On modélise le choix d’un frangais au hasard par le tirage d’un entier selon la loi
uniforme sur Uintervalle [[1, N]]. Il y a Ny foyers de taille k qui comptent au total kN
individus. Par définition de la loi uniforme (formule « cas favorables sur cas totaux ») la
probabilité que ce francais appartiennent a un foyer de taille k est donc

kN B kprF k

N N mP*

ce qui est la formule annoncée. O

A.2 Estimation dans une file d’attente

Probléme A.2 (Temps d’attente & un guichet). Le gestionnaire d’une administration
décide d’évaluer le temps que les usagers passent au guichet. Supposons pour simplifier

1. In English : ¥ j>1 %pkék is the size-biased law constructed from the initial law ¥ g1 piOk-
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A. BIAIS PAR LA TAILLE

qu’il y a un unique guichet. Le gestionnaire vient a une heure fixée, attend que la
personne actuellement au guichet ait fini son opération et lui demande combien de
temps elle a attendu. Cette procédure donne-t-elle une bonne estimation du temps moyen
d’attente des usagers ?

Comme précédemment, la procédure n’est pas correcte : le temps d’attente observé
est biaisé, il y a plus de chances que le gestionnaire arrive pendant qu’une requéte
particulierement longue est en train d’étre traitée.

Modélisons la situation en temps discret. Le guichet ouvre le matin au temps n=0.
Les usagers arrivent ; le k® usager reste au guichet pendant Xj secondes. Pour rester
dans un cadre simple on suppose les choses suivantes :

— les temps de service Xj sont des variables aléatoires a valeurs entieres;
— les X sont indépendantes, de méme loi : P [Xj = i] = p;, et d’espérance commune
niZZZ:kpk<<co.
On note Vi =1 si le temps k correspond au début du service d’un usager, Vi =0 sinon.
Si par exemple X; =2, X, =3 et Xg=1,on aura Vo=V =Vsg=Vg=1let V1 =V3=V,=0.
Le gestionnaire arrive & un temps n que I'on va supposer grand. La suite Si = Z;?:l X

est strictement croissante, il existe donc un unique K (aléatoire) tel que Skx—; < n < Sk.
Ce que le gestionnaire observe est le temps de service du K¢ usager, a savoir Xg.

Cherchons la loi de ce temps Xg. Pour tout i, on décompose ’événement Xx =i en
une union disjointe suivant les valeurs de K :

k-1 k-1
{XK:Z}:U{XKZl,K:k}zu{szl)Zstn< ZX]+XIC}
A k j=1 j=1

k-1 k-1
=U{Xk=i,ZXan< ijﬂ'}.
k j=1 j=1

On prend maintenant les probabilités des deux cotés; a droite, on utilise le fait que
I’union est disjointe et 'indépendance des Xj pour écrire :

PXk=il=) P[Xx=ilP[Sk-1=n<Sg1+il=p; ) Pln-i<Siy<nl.
k k

Enfin, en écrivant la probabilité comme espérance d’indicatrice, on peut faire rentrer la
somme dans ’espérance et écrire :

P [Xk =i] = p;E

z:ln—i<8b45n
k

= p;E[« nombre de renouvellements entre n—i+1 et n »]

n

=pi ) E[Vj]. (A1)

n—i+1

Pour conclure, il nous faut calculer E [V]]7 ou au moins donner sa limite quand n tend
vers l'infini. Le résultat général (admis) est le suivant.

Théoréme A.3 (Renouvellement). i la distribution des X est « non-réticulée », ¢’est-
da-dire si il n'existe aucun a=2 tel que Xy soit presque surement un multiple de a, alors
E[Vh] —1/m.
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Corollaire A.4. Quand n tend wvers l'infini, le temps observé par le gestionnaire
converge en loi vers la loi de Xy biaisée par sa taille :
P (Xg = i] —— 2L,
n—oco m
Démonstration. Le corollaire est une conséquence immédiate du théoreme et de la
formule (A.1) puisque la somme dans le terme de droite contient un nombre fini (i) de
termes, qui tendent tous vers 1/m.

La preuve du théoréme nous entrainerait trop loin. Notons tout de méme que dans le
cas particulier ou la loi des X; est géométrique de parametre 1/m, le résultat est simple.
En effet, 'expérience consiste alors a lancer a chaque instant une piece : si elle tombe
sur pile le service s’arréte et on passe a I'usager suivant, si elle tombe sur face le service
continue. Les variables V,, sont donc dans ce cas indépendantes, et suivent toutes une
loi de Bernoulli de parametre 1/m, d’espérance 1/m. O

Ce biais par la taille apparait dans de nombreuses situations pratiques. Pour citer
un exemple, on s’intéresse en foresterie a l’estimation du nombre d’arbres dans une
parcelle, & leur taille, leur rayon, etc. ; les méthodes pratiques de comptage (que ce soit
par parcours au sol ou télédétection) induisent souvent un biais, qui dans les cas les
plus simples est un biais par la taille ou par la surface.
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ANNEXE B

Jeu de pile ou face

B.1 Récapitulatif

On modélise une infinité de lancers au jeu de pile ou face avec une piece équilibrée par
I'espace probabilisé produit ({0, 1}V, #,P) ott & est la tribu engendrée par les cylindres
et P la mesure de probabilité produit associée a la mesure de probabilité uniforme sur
{0,1}. Ici pile est codé 1 et face est codé 0. Lorsque la piece n’est pas équilibrée et donne
face avec probabilité p € [0,1], on munit {0,1} de la loi qui affecte la probabilité p a 1 et
1-p a 0. La suite des coordonnées dans cet espace produit constitue une suite de v.a.r.
(Xn)n=1 indépendantes et de méme loi de Bernoulli :

PIX,=11=1-P[X,=01=pel0,1].

On a déja illustré précédemment sur cet exemple de nombreuses notions :
— d’univers et de tribu, p. 9 et p. 11, et celle de variable aléatoire, p. 33;
— de suites d’événements p. 21 et p. 28
— d’indépendance, p. 27;
— de lois classiques (Bernoulli, binomiale, géométrique) p. 37, p. 47, p. 68, et p. 73;

— d’intervalle de confiance et de fluctuation, p. 84 et p. 85.

B.2 Temps d’attente des succés successifs

Si on compte les piles comme des succes et les faces comme des échecs, rappelons
que la loi du temps d’attente du premier succes est la loi géométrique Geom(p), définie
pour tout k=1 par P[T=k]=(1-p)F1p.

Pour tout r € N*, le nombre de lancers T, nécessaires pour obtenir r succes est défini
par récurrence par Ty =T et Try =inf{n> T, : X,, = 1}. Les v.a.r. T1, T, — T1, T3 — T>,...
sont indépendantes et de méme loi géométrique Geom(p). La loi de la variable aléatoire
T, est appelée loi de Pascal ou loi binomiale—négative!. Elle est donnée par le

7(k_l()lc(f;)?)"'r = (—1)’7(_”(_[16__1:)';'(1_“ ce qu’on note

parfois (kirr)' On obtient ainsi une formule trés proche de celle de la loi binomiale, mais ot apparait le
coefficient binomial généralisé ( k_—rr)7 ce qui explique le nom de la loi.

1. Le coefficient binomial (’f:}) peut se réécrire
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B. JEU DE PILE OU FACE

produit de convolution (Geon+(p))*", qui se traduit par la formule suivante pour k=r :
PIT,=kl= Y (-p"lp-a-ptip
k1=1,...,k,=1
ky+-+k =k
k-1
:(1_p)k—rpr( )
r—1

Les deux premiers moments se calculent facilement puisque T est somme de variables
indépendantes de loi géométrique :

1-p
p*

r 2 2
[E[Tr]zr[E[T]=; et o (Ty)=ro“(M=r

Le processus de Bernoulli (By),>0 est donné par B, = By + S, ou By est une variable
aléatoire quelconque. Ses trajectoires sont constantes par morceaux, avec des sauts
d’amplitude +1, et les temps de saut sont donnés par (T;),»1 (temps inter-sauts indé-
pendantes et de méme loi géométrique). Le processus de Bernoulli est le processus de
comptage de tops espacés par des durées indépendantes de méme loi géométriques. De
ce point de vue, il constitue un analogue a temps discret du processus de Poisson simple.
C’est pour ce processus que 'on a pu montrer complétement le phénomene de biais par
la taille dans I’annexe précédente.

B.3 Fluctuations non asymptotiques

La loi forte des grands nombres et le théoréme limite central s’écrivent ici

Sn \/ﬁ (Sn ) £
Pl——=pl=1 ¢t —m—|—-p|——A(0,1),
n p R /p(l_p) n p n—+oo

et que cela donne des intervalles de confiance asymptotiques pour p : I'intervalle dit
de Wald, dont nous verrons plus bas (p. 141) la justification, et sa « simplification »
vue page 85. Cet intervalle est assez mauvais en pratique : la convergence n’est pas tres
rapide et pour de petites valeurs de n ou pour des p proches de 0 ou 1, la « probabilité de
couverture » (probabilité que le vrai parameétre p appartienne a 'intervalle de confiance)
peut étre bien inférieure a 1—a.

De nombreuses alternatives sont disponibles dans ce cas. Une possibilité est de
s’appuyer sur la correspondance beta-binomiale : si Uy, ..., Uy sont des v.a. indépendantes
et de loi uniforme sur [0,1] et si Uy <+ < Uy est leur réordonnement alors Uy ~
Beta(k,n—k+1) a pour densité £€[0,1]— (fy s 11— 9)"*ds)" 511 - )" ¥, et

P[S,= k=P [I{Ulsp} +ee 4+ l{UnSP} = k] =P [U(k) =< p] .

On peut grace a cela définir un intervalle de confiance pour p. Pour le voir, fixons n et
notons, pour tout 1<k < n, py(k) le quantile d’ordre a de la loi Beta(k,n—k+1). On
voit facilement que k— pq (k) est croissante; on la « compléte » en posant py(0) =0 et
pa(n+1)=1.

Théoréme B.1 (Intervalle de Clopper-Pearson). On pose iq(k) = pas2(k) et sq(k) =
P1-as2(k+1). Lntervalle Icp(Sp) = [iq(Sn), $a(Sn)] est un intervalle de confiance au
niveau « : st Sy suit la lot binomiale Binom(n, p),

P[pelcp(Sn)]z1-a.
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Démonstration. S’il est différent de 1, ce que I'on peut supposer, le parametre p est
nécessairement dans un intervalle du type [ig(k—1),iy(k)[ pour un k entre 1 et n+1.
Pour cette valeur de k et pour tout entier I, p <iy(l) ssi k<[. Par conséquent

Pp<ie(Sp)]=Plk<Sul.

Si k=n+1 cette probabilité est nulle, sinon on utilise la correspondance Beta-binomiale
et la définition de k pour écrire :

Pp<ialSn)]=P[Ux <p]
<P [U(k) < la(k)]
=al2.

On raisonne de méme pour montrer P [p > sa(Sn)] <a/2, d’ou le résultat. O

B.4 Lien avec la loi uniforme

Chaque réalisation de la suite (X,) permet de construire un nombre réel dans
I'intervalle [0,1] via son écriture en base 2. Cela correspond a la surjection ¢: {0,...,1}N" —
[0,1] définie pour tout x€{0,...,2}N" par

o0
cx)=) 27" xy=0,x1- Xy
n=1 N—— —

en base 2

Lorsque p =1/2 alors la variable aléatoire U donnée par
(o)
U=¢X)=) 27"X,
n=1

suit la loi uniforme sur [0,1]. Si a=a;7 ' +---+ a,2™" est un nombre diadique, on a

Pla<U<a+2™"|=P[Xi =ay,..., Xn = anl
=P X1=a1]--P[X,=a,]=2"".

Réciproquement, ce calcul montre que les coefficients (X)) de ’écriture en base 2 d’une
variable aléatoire uniforme sur [0, 1] sont indépendants de loi de Bernoulli symétrique sur
{0,1}. Les nombres de [0,1] dont 1’écriture en base 2 est constante a partir d’un certain
rang « ne comptent pas » en quelque sorte, et ¢ est presque slirement une injection
et donc presque siirement une bijection. On peut donc en déduire une méthode pour
générer d’un seul coup n réalisations indépendantes de loi de Bernoulli symétrique sur
{0,1} & partir d’une réalisation de précision n en base 2 d’une loi uniforme sur [0, 1].

B.5 Algorithme de débiaisage de von Neumann

Soit (X;),»1 une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de
parameétre 0 < p <1 inconnu. L’algorithme de von Neumann permet de fabriquer a partir
de cette suite une nouvelle suite (Z,),>; constituée de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes et de parametre 1/2. On peut ainsi utiliser une source de bruit biaisée
pour obtenir du bruit uniforme !
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Pour ce faire, on fabrique tout d’abord une suite (Y;),>; de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi sur {0,1,2} en groupant les X, deux par deux :

0 si (Xop-1,X2n) =(0,1),

X1Xo X3 Xy ou V=41 si(Xzp-1,X20)=(1,0),
S~~~ .
Y Y, 2 sinon.

Les probabilités d’obtenir 0 et 1 sont bien égales (elles valent p(1—p)), mais la suite
contient des valeurs « parasites » 2. On fabrique alors la suite (Z),»1 & partir de (Yy)»1
en effagant les 2, ce qui correspond & poser pour tout n=1,

Zy=Yr, ou T,=inflk>T,_1:Y#2}, avec Tp=0.

Montrons que la suite (Z,),»1 obtenue ainsi est bien une suite de variables de Bernoulli
indépendantes de parametre 1/2. Fixons un vecteur (z1, ..., z,) € {0,1}" : on veut établir

1

P [(er---r Zn) = (Zl;---;zn)] = 2_n

Pour cela on décompose suivant la fagcon dont les (Z;);=1,.,, sont obtenus. Pour m=n

et y =1, ¥ym) €10,1,2} notons |y| = m, et y. le vecteur obtenu a partir de y en
supprimant les 2. En posant r =2p(1 - p), il vient

[FD[(ZIr---,Zn):Z]: Z Z [FD[(YI),Ym):y]
mEny;J|/y|:=Zm

— m 1 n _ m-n
‘,,En(n)(z) a-n

S(n)
:Z_n

)

ott S(n) =Y = (7)r"(1—r)™". En sommant ces égalités sur les 2" valeurs de z on
obtient S(n) =1, ce qui conclut la preuve.

On peut ensuite s’intéresser au coflit de la méthode. Comme (liy,x2),.; est un
jeu de pile ou face avec probabilité de succes r =2p(1 — p), les variables aléatoires
Ty, T, — Ty, T3 — Ts,... sont indépendantes et de méme loi géométrique de parametre
r. La production de chaque terme de la suite (Z,),=; nécessite un nombre aléatoire
géométrique de termes de la suite (Yy),;,»1-
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ANNEXE C

Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo a été développée a Los Alamos notamment par von
Neumann, Ulam, et Metropolis pour résoudre a ’aide d’un ordinateur des problémes
numériques liés aux armes atomiques. Elle généralise une idée déja présente dans
lexpérience de 'aiguille de Buffon. Avec le succes des ordinateurs, cette méthode
universelle s’est imposée comme 'une des plus utiles des mathématiques appliquées.

C.1 Simulation des fléchettes

Comme dans la section 3.2, on dispose d’un ordinateur qui peut simuler une suite
de variables aléatoires indépendantes (Uy,..., Uy,...) de loi uniforme sur [0,1].

Fléchettes : Simulation. Comment simuler un tirage du point d’impact d’une fléchette
sur la cible ronde modélisée par le disque unité D ={(x,y) e R*: x>+ > <1} ?

Si ’on remplace la cible ronde par le carré unité [0,1] x [0,1], la réponse est claire :
le point de coordonnées (Up, Us) est distribué uniformément dans [0,1] x [0,1] (voir la
section 2.7). Une idée naive pour revenir & la cible ronde peut étre d’appliquer une
transformation géométrique pour passer du carré au cercle, en regardant par exemple le
point de coordonnées (U; cos(2rnU,), U, sin(2wU>)). Ceci donne bien un point aléatoire
dans D, mais il n’est pas distribué uniformément ! Pour le voir on peut se rappeler (cf.
p. 35) que la loi du rayon dans le jeu de fléchettes n’est pas uniforme, et/ou regarder la
figure C.1.

Exercice C.1 (Une bonne transformation). En gardant l’idée de considérer © =2nU,
comme la coordonnée angulaire du point d’impact, trouver une fonction f telle que le
point (f(Uyp)cos(®), f(Uy)sin(®)) soit distribué suivant la loi uniforme sur le disque.

Une autre idée tres féconde consiste a utiliser la méthode de rejet. Pour simplifier
les notations, on considére maintenant sans perdre de généralité ! que I'on dispose de
deux suites de v.a.r. i.i.d., (X;)n=1 et (Yn)p=1, de loi uniforme sur [—1,1]. Les points
Zn = (Xpn, Yy) sont alors de loi uniforme sur le grand carré C =[-1,1] x [-1,1], qui inclut
D. On voit alors Z;,, comme une proposition pour la simulation d’un point dans le disque

1. Ces suites peuvent étre obtenues a partir de (Up)p>1 en posant X, =2Uzu41 -1, Yy =2U2p42 — 1.
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T T T
1) . 10 1
0f . 0 .
—1F — —1F -
| | | | | |
-1 0 1 -1 0 1

A gauche, 1500 points tirés sur le disque suivant la méthode naive ot 'angle et le rayon sont
uniformes. Cette méthode est biaisée, la région centrale étant visiblement sur-échantillonnée. A
droite, une illustration de la méthode de rejet : on lance 1500 points dans le grand carré et on
ne garde que ceux qui tombent dans le disque.

FiGURE C.1 — La méthode de Monte-Carlo pour le jeu de fléchettes

unité, qui est acceptée ou rejetée suivant que Z, tombe ou non dans le disque. Si la
simulation est rejetée, on recommence jusqu’a réussir.
Le point renvoyé par la procédure de simulation est alors Zr ou

T=infln=1:2,€D}.

Théoréme C.2 (Méthode de rejet). Le point Zy suit la loi uniforme sur D. Le nombre
de tentatives T suit une loi géométrique de paramétre |D|/|C|=mn/4 ou |D|=m et |C|=4
sont les aires de D et C. De plus les variables aléatoires T et Zr sont indépendantes.

L’algorithme de débiaisage du jeu de pile ou face de von Neumann évoqué dans la
section B.5 est aussi un algorithme de rejet.

Démonstration. Notons A une région quelconque (mesurable comme indiqué dans la
section 2.7) de D, d’aire |A|. Pour déterminer la loi jointe de T et de Z, il nous faut
calculer P [Z € A, T = n] pour tout neN et toute région A. Les deux points clés sont que,
quand T =n, Z=Z,, et que 'événement T = n se réécrit en fonction des (Z;)j=1, . :

PlIZeAT=nl=P[Zr€eA,T=n]l=P[Z,€ A, T=n]
=P[Z,€AZ1¢D,Z,¢D,...,.Z,_1 &€ D].

On s’est ainsi ramené a des événements faisant intervenir les variables (7, ..., Z,), qui
sont indépendantes et de méme loi uniforme sur C :

n-1
P(ZeAT=nl=P[Z,€ Al [|P[Z ¢D]
i=1

- @(M)n_l

NI WTe

|A| |D|( |D|)"‘1
=—x—(1-—| .
ID| " IC]| IC|
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C.2. Comment approcher numériquement une intégrale ?

En sommant sur toutes les valeurs de n, on obtient PP [Z € A] = |A|/|D|, ce qui signifie
exactement que Z est uniforme sur le disque; en prenant A= D on établit que T suit
une loi géométrique de parametre % =m/4. On constate alors que

PlZeAT=n]l=P[Ze AlP[T =n]
et les variables T et Z sont donc bien indépendantes. O

La suite (Rp)p=1 = (1z,ep),>; est un jeu de pile ou face de probabilité de succes
p= %. D’autre part, en notant Zy = (X', Y’) les coordonnées du point Zr, alors aussi
bien I’abscisse X’ que 'ordonnée Y’ suivent la loi du demi—cercle sur [-1,1].

En répétant indéfiniment 1’algorithme, la suite des points d’impact successifs dans D
est donnée par (Z7,),-; ol (Tp),>1 est définie par récurrence par T, =inf{k> T, : Z €
D} avec Top=0. En particulier Ty = T. Si I'on pose Zr, = (X}, Y;)) dans R?, alors la suite
des abscisses (X;l)nZl et la suite des ordonnées (Y,’l)n21 sont toutes deux des suites de
variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi du demi—cercle sur [-1,1].

C.2 Comment approcher numériquement une intégrale ?

Une méthode naive

Supposons que 'on cherche a approcher numériquement l'intégrale d’une fonction f.
Commengons pour simplifier par le cas simple ou I'on veut estimer

1
1= f f)dx,
0
pour une fonction f:[0,1] — [0,1]. La quantité ¢ est 'aire sous la courbe, qui est aussi la

probabilité quun point de loi uniforme dans le carré [0,1]? tombe sous la courbe. En
posant (X;)n=1 et (Yu)n=1 deux suites de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1], on a

PV < f(X)] :ff(x)dx

pour tout i =1, et 'intégrale cherchée n’est autre que le parametre de la variable de
Bernoulli 1y;<f(x,). On peut donc I'estimer ponctuellement par

1 n
in=—3 Ly=fxp
ni=1

au sens o I, converge presque-siirement vers [ f(x)dx grace a la loi des grandes nombres,
et I'on peut donner des intervalles de confiance.

La méthode de Monte-Carlo classique

On n’utilise qu'une seule suite, (X;),>1. Comme X, suit la loi uniforme sur [0,1], on
a par le théoreme du transfert

1
E[f(X)] = fR FOO o (W) dx = fo Fdx.
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On peut alors approcher 'intégrale par

N
ly =

S|

n
Y fX).
i=1

Comment comparer cette méthode a la précédente? Une fagon de procéder est de
comparer les variances de iy, et ), ; plus petite est la variance, meilleure est estimation,
puisque les fluctuations autour de la valeur exacte sont plus faibles...

Comme les variables (X;, Yi)1<j<p, sont i.i.d. on a par le calcul classique (& la base de
la preuve de la loi faible des grands nombres)

1 1
Uz(in):;UZ(lYlsf(Xl)) et az(fn):;az(f(xl)).

Le point fondamental est que la variance est de I'ordre de 1/n, donc l’écart-type est de
lordre de 1/y/n. Autrement dit, pour gagner un chiffre significatif dans I’estimation, il
multiplier le nombre d’expériences par 100! Dans les mots de Sokal

Monte-Carlo is an extremely bad method; it should only be used when
all alternative methods are worse.

En pratique, les cas ou les autres méthodes d’intégration numérique sont pires sont
extrémement nombreux, en particulier des que ’on se pose des problemes en dimension
grande. Dans ces cas, puisque le facteur % est structurel, on ne peut jouer que sur le
terme de variance de l'estimateur, en essayant de le réduire au maximum. Dans nos
deux méthodes par exemple, le calcul des variances donne :

az(in):%(ff(x)dx)(l—ff(x)dx) et Uz(i'n):%(ffz(x)dx—(ff(x)dx)z).

Comme f(x)<1,ona [ f(x)?dx < [ f(x)dx et la deuxiéme méthode est toujours meilleure
que la premiere. On parle plus généralement de technique de réduction de variance.

Exercice C.3 (Généralisation). Généraliser les deur méthodes pour estimer l'intégrale
d’une fonction f continue de signe quelconque, sur un intervalle [a, b] lui aussi quelconque.
Montrer que la deuziéme méthode est toujours meilleure que la premiére.

2. « La méthode de Monte-Carlo est extrémement mauvaise ; elle ne devrait étre utilisée que lorsque
les alternatives sont pires. »
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ANNEXE D

Collectionneur d’images

D.1 Définition et formules exactes

Un collectionneur cherche a réunir les r images différentes d’un album pour enfants.
Pour cela on suppose qu’il achete les images une a une, et que chaque image achetée
est tirée uniformément parmi les r possibles. Si I’on note T le nombre total (aléatoire)
d’images a acheter pour avoir la collection compleéte, que peut-on dire de T 7

Ce probleme, appelé en anglais coupon collector problem, est un modele important a
ranger dans la méme boite a outils que le jeu de pile ou face, auquel il est intimement
relié. Un grand nombre de situations concretes sont modélisables par le collectionneur
d’images ou une de ses variantes. Nous nous limitons ici a la variante la plus simple.

Repérons I'image tiré la k¢ fois par une variable aléatoire X, prenant ses valeurs
dans {1,2,...,r}. Par hypothese les variables (Xi)xen sont indépendantes et de méme loi
uniforme sur {1,2,...,r}. L’instant ou la collection est compléete est défini par

T=min{n=1:{Xy,...,X,}={1,...,r}} =min{n = 1: Card{X;,..., X} = r}.

Théoréme D.1 (Expression combinatoire de la loi). On a T=r et pour tout n=r,

rl|n-1
P[T=n]=—
rtr—-1
ot la notation entre accolades est le nombre de Stirling de seconde espéce (n—1,r—1),
c’est-a-dire le nombre de partitions en r—1 blocs d’un ensemble de n—1 éléments.

Démonstration. On a Xy ¢ {X],...,X7-1} car "image qui termine la collection n’a
forcément jamais été vue auparavant. Fixons n=r. Il y a r” choix possibles décrivant
les n premiers tirages. Pour construire un choix favorable a ’événement {T = n}, il faut
choisir la derniére image (r choix), répartir les n— 1 images restants sur les r —1 types
d’images restants {:L:i} choix pour savoir quelles sont les images identiques, et (r —1)!
ordres possibles sur les r —1 types d’images restants). Le résultat désiré en découle. O

La queue de distribution peut elle aussi étre calculée explicitement.

Théoréme D.2 (Queue de distribution). Pour tout n=1,

r n
_ k-1 T _]_C)
PIT>n]=) (-1) (k)(l o

k=1
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D. COLLECTIONNEUR D’IMAGES

Démonstration. Notons E; ; = {Xj #1,..., X, # i} 'événement « I'image i n’est toujours
pas dans la collection apres le n® tirage ». On a alors

P[T>nl=P[E;1U---UE,,].

Sii,...,ir€{1,...,r} sont distincts alors, avec R={1,...,r}\{i1,..., i},

r—k\" k\"
P[EniN---NEy;|=P[X; €R]---P[X,€R] = ; =1—7 .

Le résultat désiré découle alors du principe d’inclusion-exclusion (théoréme 2.3). O

Le théoreme D.1 est superbe mais difficile a exploiter : il est par exemple malaisé
d’en déduire 'espérance de T. De méme, le fait que les signes soit alternés dans la
formule du théoreme D.2 rend délicate 1’étude directe du comportement de la queue
de T en fonction de n et r.

D.2 Une décomposition et ses conséquences

Le résultat suivant est intuitif et va fournir facilement les premiers résultats sur T;
il montre déja que que P [T <oo] =1.

Lemme D.3 (Décomposition). Il existe r variables aléatoires Gy, Ga,...Gy, indépendantes,
telles que :

— Gj suit la loi géométrique de paramétre m; = ’_iﬂ,

— la variable T se décompose comme T =Y G;.

Démonstration. L’idée principale est de découper le temps T en r périodes, suivant le
nombre d’images différentes collectées. La premiere image obtenue est automatiquement
incluse dans la collection : on pose G; =1 le temps d’attente de cette image. Pour obtenir
une nouvelle image apres cela, il faut attendre un temps G, =min{n 21: Xg,+, # Xg, -
Plus généralement, pour tout 1<i<r, on pose

Gi=min{n=1: X, ,+n €{X1,..., X, }}

le temps nécessaire pour passer d’une collection de i —1 images différentes a i images
différentes. On a Card({Xj,...,Xg,;}) =i pour tout 1=<1i<n. La variable aléatoire G; est
le temps d’apparition du premier gain dans un jeu de pile ou face spécial, pour lequel
la probabilité de gagner vaut (r—i+1)/r (puisqu’il reste r — i +1 images a collecter) :
G; suit donc la loi Geompy+ ((r—i+1)/r). Ceci témoigne du fait qu’il est de plus en plus
difficile d’obtenir une image d’un nouveau type au fil de la collection. O

Corollaire D.4 (Moments). L’espérance de T est donnée par :
1
E[TI=r) -=rH,
i=11!
ot H; est le r¢ nombre harmonique, compris entre In(r) et In(r)+1, et qui vérifie

H,=In(r)+y+0,-00(1) ot y=0.577 est la constante d’Euler. La variance vaut

r—1 ; 2
r—i 4

o’(M=r)y —=—r
i=1 ! 6

108



D.2. Une décomposition et ses conséquences

Démonstration. La linéarité de ’espérance et le fait que G; suit une loi géométrique
de parametre m; = (r—i+1)/r donne

comme annoncé. Comme de plus les G; sont indépendantes, de variances respectives
oGy =(1 —ni)/n? =r(i-1)/(r—i+1)?, on en déduit la formule de la variance. Les
propriétés de H, sont classiques. O

Application numérique. Pour r =150, il faut acheter en moyenne 150(In(150) +7) =
838 images pour compléter la collection !
Ces simples controles de moments permettent d’établir la convergence suivante.

Théoréme D.5 (Convergence).

T P

B —

rin(r) r—oo

Démonstration. Par I'inégalité de Markov et les formules pour les moments de T, il
vient pour tout u >0,

‘ ] E[IT - rInm)?]
—_ < — @ @ -

rin(r) r2In(r)2u?
_a?(D)+(E[T]-rIn(r)?
B r2In(r)? u?

< (7?16 + 1)( ! )
B u?ln(r)2)
Pour tout u fixé le terme de droite tend vers 0 quand r — oo, ce qui prouve la convergence
annoncée. O

La borne logarithmique sur la vitesse de convergence en probabilité est trop faible
pour en déduire une convergence presque sire au moyen du lemme de Borel-Cantelli. En
revanche, la majoration obtenue par I'inégalité de Markov fournit un premier intervalle
de fluctuation pour T : pour tout >0, la borne précedente appliquée a u = t/In(r)
donne

PITe[rin(r)—rt,rin(r)+ri] =1 - (m2/6+ 1)%.

A présent, pour a et r fixés, il faut choisir ¢ assez grand pour que le second membre
soit égal a 1—a. L’intervalle de fluctuation, de largeur 2rt, se dégrade quand a diminue
(car t augmente).

Application numérique. Pour a =0.05 et r =150 on trouve l'intervalle [-340,1843].
La borne supérieure est trés grande et la borne inférieure n’apporte rien! A a (et donc
t) fixé, elle ne devient intéressante que si r est assez grand pour garantir rin(r)—r¢>r.

Remarque D.6. En n'utilisant que des informations sur les deux premiers moments
de T on a pu montrer un résultat limite et obtenir un intervalle de fluctuation. En
pratique ce dernier n’est pas trés bon pour des valeurs raisonnables de r ; pour avoir
mieuz il faut étudier plus précisément la loi de T.
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D. COLLECTIONNEUR D’IMAGES

D.3 Etude fine et fluctuations

Commengons par une premiere inégalité de déviation inspirée du théoreme D.2.

Théoréme D.7 (Déviation). Pour tout réel t >0,

r

PIT>rin(r)+rt] < e
r—1

Démonstration. Soit n la partie entiére de rIn(r)+r¢. On réécrit {T > n} comme union
des Ej ;, comme dans la preuve du théoreme D.2, et on utilise la sous-additivité :

.
PIT>n]=P[Ul_Eni|<) P[E].
i=1

Comme P [Ep ;] =(1—1/r)", il vient

1 rin(r)+re-1 T2
P[T>rIn(r)+rt]<P[T>n]< r(l - —) < -1 exp ((rln(r)+rf)In(1 -1/r)).
r r—

Le résultat suit en majorant In(1—1/r) par (-=1/r). O

Pour un a et un r fixé, on peut en déduire un intervalle de fluctuation de T, en
choisissant t, =In(r/(a(r —1))), pour lequel P [T € [r,rIn(r) + tar]] =1 -a.

Application numérique. S’ily a r =150 images a collectionner, alors, pour a = 0.05,
on trouve ft, = 3.0, et il y a 95% de chances que T soit entre 150 et... 1201.

On peut enfin pousser 'analyse plus loin en prenant en compte le caractere alterné
de la somme définissant la queue de la distribution de T. Le résultat fait intervenir la
loi de Gumbel, loi continue sur R de fonction de répartition ¢t €R— e ¢, Cette loi, qui
intervient naturellement dans I’étude des phénomeénes extrémes, est étudiée plus en
détail dans 'annexe G.

Théoréme D.8 (Fluctuations asymptotiques). On a

T-rl i
L(r) —Z_OZ__) Gumbel.
r r—oo

Démonstration. Il suffit d’établir que pour tout t€R on a
lim P(T> rin(r) + 1) =S() =1-€™*
—00
Fixons donc t € R et supposons que r est assez grand pour que rin(r) + tr > r. Soit ng,

Ientier défini par n;, =rIn(r) + ¢tr si rin(r)+treN et n;, = [rIn(r) + ¢tr] + 1 sinon. Le
théoreme D.2 donne
r) k\"er
S
k r

Comme (}) <rk/kl et 1-u<e™ pour tout u=0, on a

r k\ur o etk
-2 =2
k ( r) r—oo k!

.
P(T>rin(r) +tr) = Y. (~D*!
k=1
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D.3. Etude fine et fluctuations

Enfin, par le théoréeme de convergence dominée, on obtient

| r e[ e\ ter 0o 1 e—tk S -
im - 1-— = - ——=5(1).
H’ok;( e ( r) kgl( )= =S

Le théoréme D.8 fournit un nouvel intervalle de fluctuation (asymptotique) pour T :
pour tout réel t =0,

}LngoP (Telrin(r)—rt,rin(r)+rt]]=e ¢ —e°.

Application numérique. Toujours pour r =150 et @ =0.05, on résout numérique-
ment e ¢ —e ¢ =a pour obtenir f, =~ 2.97 et I'intervalle de fluctuation [306,1198]. La
borne supérieure est donc tres proche de la précédente; on a en revanche gagné une
borne inférieure non-triviale.
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ANNEXE E

Marche aléatoire simple
et ruine du joueur

E.1 Ruine du joueur

Soit 0 < p <1 un réel fixé et soit (€;),»1 une suite de v.a. indépendantes et de
méme loi telles que P [, =1]=1-P [, =—1] = p pour tout n=1. Soit Xy une v.a. sur Z
indépendante de la suite (¢,),>1. La marche aléatoire simple sur Z, de parameétre p,
est la suite récurrente aléatoire (X,),=o sur Z définie par relation récursive suivante :

Xpt1=Xpn+epr1=Xo+e€1 4+ +Ept1

pour tout n=0. Pour tout n=1, la v.a. B, = (€, +1)/2 suit une loi de Bernoulli de
parameétre p car on a P[B,=1]=1-P [B, =0] = p. Ainsi, pour tout n=0,

X,—Xo+n

_ = B1+---+ B, ~Binom(n, p).

Un joueur invétéré joue a la roulette de fagon répétée en misant toujours 1 € : il
gagne un euro a chaque « victoire » et en perd un a chaque « défaite ». On suppose que
les parties sont indépendantes, et que la probabilité de victoire vaut p.

La fortune initiale du joueur est de x euros; il quitte le jeu lorsqu’il atteint la
fortune a < x euros (il est ruiné) ou b > x euros (son objectif). Dans la suite, on adopte
les notations Py [] :=P [-|Xp = x] et Ey [-] :=E[-| Xy = x].

Théoréme E.1 (Sortie ou ruine). Soient a,b€Z avec a<b. Soit T4,7p et T les v.a. &
valeurs dans NU{oo} définies par

Ta=inf{n=0:X,,=a}, 1p=inf{n=0:X,=0b}, et T=min(r,,Tp).

l-p

Alors pour tout a<x<b on a Ex(T) <oo et en posant p= on a

b X

p’—p* - b—a) p* - p®

b_ na szp#%, > a_( a)pb pa Sip7£%7
Py(Xr=a)= Z P et Ex(m={172p 1-2pp’-p

X . 1 |

T sip=s3. (b-x)(x—a) sip=3.
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E. MARCHE ALEATOIRE SIMPLE ET RUINE DU JOUEUR

[ T T
—— Cas équilibré
—=— Cas biaisé, p=18/37 | |

0.8 -

0.6 |-

0.4

Probabilité de ruine

|
0 20 40 60 80 100
Fortune initiale

Un joueur part avec x€{1,...,99} euros, joue un euro a chaque partie et part s’il est ruiné ou
s’il atteint son objectif de 100 euros. On représente la probabilté de ruine en fonction de la
fortune initiale dans deux cas : pour un jeu équilibré (pile ou face non-biaisé) et pour un jeu
tres légérement déséquilibré (un pari « rouge » a la roulette francaise, de probabilité de gain
18/37 ~ 0.486). Ce faible déséquilibre sur une partie conduit a une différence trés nette dans les
parties répétées : en partant de la somme moyenne x =50 euros, le joueur a une chance sur
deux d’étre ruiné en jouant a pile ou face, et environ 94% de chances d’étre ruiné & la roulette...

FIGURE E.1 — Ruine du joueur

Démonstration. Montrons tout d’abord que T est d’espérance finie. Notons L=b—-a
la longueur de l'intervalle. Remarquons que si le joueur remporte ses L premieres parties,
alors T =14 < L. Plus généralement, si le joueur remporte les parties n+1, n+2,.., n+1L,
alors T < n+ L : soit la marche avait déja atteint {a, b} avant le temps n, soit elle était
encore entre a et b au temps n et les L gains successifs ’en font sortir.

Notons C;j 'événement « chanceux » Cj={eji+1 =¢€j+2 =---=¢jz = 1}. Le raisonne-
ment précédent montre que

Pylt > kL] =Py

k Cc
¢
j=1

Comme les pas (g;) sont supposés indépendants et que les Cj couvrent des périodes de
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temps disjointes, les événements C; sont indépendants, donc

k
Pyl > kL < [[ Px
j=1

cj.] = (1-pht.

Comme 1-pl <1, on en déduit & I'aide du théoréme 3.33 que E,[7] <oo (on peut en
fait montrer que 7 a des moments de tous ordres). En particulier Py [7 <oo] = 1.

Calculons maintenant la probabilité de ruine r(x) =Py [X; = al. On conditionne par
le résultat de la premiere partie pour obtenir :

r(xX)=Ps[Xs=alXi=x+1p+Ps[X;=alX;=x-1]1-p)
=pr(x+1)+Q-prx-1).

L’ensemble des solutions de cette récurrence linéaire d’ordre deux est un espace vectoriel
qui contient la solution constante 1. Si p # 1/2 alors p* est aussi solution, linéairement
indépendante de 1, et donc les solutions sont de la forme A+ Bp* avec A et B constantes.
Les conditions aux bords r(a) =1, r(b) =0 fixent A et B, ce qui donne 'unique solution

b X
r(x)= %.
p=p
Si p=1/2 alors p =1 et les deux solutions fondamentales précédentes sont confondues.
Cependant, on observe que dans ce cas, x est également solution, linéairement indépen-
dante de 1, et donc les solutions sont de la forme A+ Bx ou A et B sont des constantes.
Les conditions aux bords r(a) =1 et r(b) =0 fixent A et B, ce qui donne 'unique solution

Sy

- X

b—

r(x) =

Q

Calculons R(x) = Ex(7). En conditionnant selon X; on obtient! pour tout a<x<b la
récurrence linéaire

Rx)=pR(x+1)+(1-p)R(x—-1)+1.

La présence du second membre 1 fait rechercher des solutions particulieres. Si p #1/2
alors x/(1—2p) est solution particuliere, et les solutions de I’équation sont de la forme
R(x)=x/(1-2p)+ A+ Bp*. Les conditions aux bords R(a) =0 et R(b) =0 donnent enfin

x—a (b-—a) p? - p*

R(x) = .
) 1-2p 1-2p pb—p®

Si p=1/2 alors —x? est solution particuliére, et les solutions sont de la forme —x?+ A+ Bx.
Les conditions aux bords R(a) = R(b) =0 donnent enfin

Rx)=b-x)(x—a).

La méme approche permet de calculer la fonction génératrice E,(s* | X; = a). O

1. Cette méthode de conditionnement, déja utilisée pour déterminer r(x), est valable plus générale-
ment pour toute chaine de Markov.
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Remarque E.2. Si p=1/2, on a Py(t,<00) =1 et Py(tp <o0) =1 pour tout a< x < b.
1l est possible d’établir que si p =1/2 alors avec probabilité 1, la suite aléatoire (X,) o
visite presque sirement chaque élément de Z une infinité de fois. En revanche, si p #1/2
alors avec probabilité 1, la suite (X,),=0 ne visite qu’un nombre fini de fois chaque
élément de Z. On le voit bien dans les formules du théoréme E.1 en faisant tendre a
ou b vers l’infini.

Remarque E.3 (Les théorémes limites & la rescousse). Voici un autre argument pour
établir que Py(t <oo) = 1. Posons m=2p—1 et > =4p(1—p). Si m#0 alors par la loi
forte des grands nombres, p.s. (Xp)ps1 tend vers +oo st m>0 et vers —oo si m<0, et
donc Py(t <o0) =1. Si m=0 alors pour tout n=1, en posant I, = \/Lﬁ]a,b[, on a

IF’x(‘L'zoo)SIP[a<Xn<b]=IF’(%EI,,).

Or (n"Y2X,) =1 converge en loi vers N (0,02) par le théoréme limite central. Mais I,
dépend de n. Cependant, comme (I,),=1 est décroissante,

li IP(X"EI)<'f ! f ‘zizm 0
msu —_— = 1n e 2o =0U.
e v )T m2 Va2 i,

E.2 Premier retour en zéro de la marche aléatoire

La loi du premier temps ou une marche aléatoire partant de 0 y revient est totalement
explicite.

Théoréme E.4 (Premier retour en zéro et nombres de Catalan). Sit=inf{n=1:X,, =0}
alors pour tout n=0,

2 (2n
P, —2n+2]= — n+l 1-— n+1‘
olT=2n+2] n+1(n)P (1-p)

On reconnait le n° nombre de Catalan ﬁ(z:) Ces nombres comptent, outre les
chemins de la marche aléatoire simple, les mots de Dyck, les parenthésages, les trian-
gulations d’un polygone, les partitions non croisées, les chemins sous-diagonaux dans
le carré, les arbres planaires, etc. Les moments pairs de la loi du demi—cercle sont les
nombres de Catalan. C’est I'occasion de souligner que la beauté de la combinatoire
réside dans les bijections qu’elle révele, entre des ensembles finis d’objets de natures a

priori tres différentes.

Preuve du théoréme E.4. Sachant {Xy = 0}, 'événement {r = 2n+ 2} correspond a
une trajectoire de longueur 2n+2 partant de 0 et revenant & zéro en restant strictement
positive ou strictement négative. Ces deux cas sont équiprobables, d’ou le facteur 2 dans
le résultat. Dans les deux cas, il y a eu forcément n+1 incréments +1 et n+1 incréments
-1, d’ou
Po(r =2n+2)=2C,p"" (1 -p)"*.

ou C,, est le nombre de chemins de longueur 2n+2 partant de zéro et revenant a zéro,
et restant strictement positifs. Le premier incrément est forcément +1 et le dernier

forcément —1 et Cj est égal au nombre de chemins de longueur 2n partant de zéro
et revenant a zéro et restant positifs. Il y a n incréments +1 et n incréments —1.
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47 ]
20 1 5] |
0l 1 ol |
-2+ 7_27 i
—4 7_47 i
| | | | | |
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4, |

2, -

0, -

-2+ |

_47\ | \7

0 5 10

—o— pont —— pont réfléchi

Pour compter les « ponts positifs » (chemins de longueur n commengant et finissant en 0 et
restants positifs) on dénombre I’ensemble complémentaire des ponts qui prennent au moins
une valeur négative. A chacun de ces ponts, on associe un « pont réfléchi » qui part de 0 et
finit en —2. Le pont et son pont réfléchi coincident jusqu’au premier —1, apres quoi ils sont
symétriques I'un de l’autre par rapport a la droite y = —1. On obtient ainsi tous les ponts entre
0 et 2, ce qui permet de dénombrer les ponts positifs.

FI1GURE E.2 — Compter les ponts

Considérons les chemins partant de zéro et revenant a zéro et contenant n incréments
+1 et n incréments —1. Il y en a (2:) Si un chemin de ce type n’est pas positif alors
juste apres la premiére position négative, modifions tous les incréments en permutant
le signe des +1 et des —1 — cette transformation est illustrée dans la figure E.2. On
obtient de la sorte un chemin avec n—1 incréments +1 et n+1 incréments —1, et il
s’avere que tous les chemins partant de zéro avec n—1 incréments +1 et n+1 incréments
-1 s’obtiennent de la sorte, et il y en a (nz_"l) Ainsi, C,, = (2:) - (nz_"l) = ﬁ(z:) Cette
astuce est attribuée au mathématicien francais Désiré André (1840-1917). O

De cette expression combinatoire, on peut déduire les résultats suivants.

Théoréme E.5 (Récurrence et temps de retour pour la marche aléatoire). Soit 7 le
temps de premier retour en 0 d’une marche aléatoire de paramétre p.

— Si p#1/2, alors P [t =00] >0 : avec probabilité positive, on ne revient jamais en
zéro. On dit que la marche est transiente.

— Si p=1/2, alors P[t<oo]l =1 : on revient toujours en 0, la marche est dite
récurrente. En revanche le temps moyen de retour est infini : E[1] =oco. On dit
que la marche est récurrente nulle.
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Démonstration. On procede par étapes.
Une série entiere. Comme la loi de T est explicite, on peut mener a bien tous les
calculs. Tout d’abord

Plr<ool=) Plr=2n+21=2pq ) Culpq)" =2pqg(pq),
n=0 n=0

ot g est la série entiere? g(s) = ¥ 20 Cns". L'interprétation probabiliste ci-dessus montre
que g(1/4) converge, donc le rayon de convergence de g est supérieur ou égal a 1/4.
Notons de plus que 2sg(s) appartient nécessairement a [0,1], puisque c’est PP [T < o0]
pour p tel que pg=s.

Une récurrence pour les nombres de Catalan. Les nombres de Catalan vérifient la
relation de récurrence

n
Cp+1= Z CrCn—r-
k=0
Ceci peut se voir sur 'interprétation combinatoire. C,4+1 est le cardinal de ’ensemble
%n+1 des chemins de longueur 27+ 2 qui restent positifs. On partitionne €+ :

n
@n+1 = | {chemins dont le premier retour en zéro est en 2k +2}.
k=0

Un chemin de 6,41 dont le premier zéro est en 2k +2 est la concaténation d’un chemin
de longueur 2k+2 restant strictement positif, et d’'un chemin de longueur 2n -2k restant
positif; d’ou la formule annoncée.

Identification de g. Pour s=0, on en déduit

g()=Co+s)_ Cpuis"
n=0

=1+s Z CkskCn_ks”_k

O<k<n

(e olaNe o}
=1+s Z Z CkClSkSl
k=01=0

=1+ sg(s)z,

toutes les interversions étant autorisées puisque les termes sont positifs (toujours le
théoréme de Fubini) Pour s€]0,1/4], on en déduit

1+v1-4s

8(9) = 2s

Comme 2sg(s) €[0,1], on a finalement 2sg(s) =1—v1—4s. Par conséquent

Plt<ool=1-4/1-4pgq.

Cette quantité vaut bien 1 pour p =1/2, sinon elle est strictement inférieure a 1.

2. En combinatoire, on dit que g est la fonction génératrice de la suite C,, d’ou la notation.

118



E.2. Premier retour en zéro de la marche aléatoire

Espérance de 1. La variable 1 est a valeurs dans NuU {oo}. Si p#1/2, P [t =00] >0 et
Iespérance est automatiquement infinie. Si p=1/2, P [t =00] =0, et

Elr]=Y @n+2Pr=2n+2]=Y (2”)4‘”.
n

n=0\ "

Par la formule de Stirling, le terme général de cette série est équivalent a 1/y/mn, donc
la série diverge et ’espérance de 7 est infinie. O

Les nombres de Catalan sont les moments pairs de la loi du demi—cercle (ex. 3.39).
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ANNEXE F

Lois exponentielles et durées de vie

F.1 Définition, premiéres propriétés

Rappelons que X suit une loi exponentielle de parametre A > 0 si sa fonction de
répartition vaut : F(x) =1g, (1 - e~ %), ; de facon équivalente : P [X = x] = e~ X pour tout
x=0. La loi exponentielle admet la densité 1g, Ae™*.

Les lois exponentielles sont trés importantes en modélisation stochastique. Cette
importance peut s’expliquer par le fait qu’elles apparaissent naturellement comme
analogue continu de la loi géométrique. La loi géométrique modélise 'attente d’un
événement (premier succes dans un jeu de pile ou face répété) ; si on réalise les expériences
de plus en plus vite, en diminuant la probabilité de succes, on obtient une loi exponentielle.
Plus précisément on a le résultat suivant.

Théoréme F.1 (Lois exponentielles et géométriques).

— Contraction de la loi géométrique. Pour tout n=1 soit X, ~Geom(p,) avec
0< pp<1. Si np, converge vers A >0, et si X est une variable aléatoire réelle de
loi Exp(A), alors pour tout x € R,

Xn

— =X
n

n—oo

P

eM=p[X>x].

— Discrétisation de la loi exponentielle. S Y ~Exp(A) et si | Y] désigne la partie
entiere de Y, alors |Y] et Y —|Y] sont indépendantes et 1+ Y| ~ Geom(e ™).

Remarque F.2. Le premier résultat établit, via le critére des fonctions de répartition,
une convergence en loi — notion détaillée dans la définition I.2.

Démonstration. Pour la premiere partie on écrit, pour tout n =1 et tout x € R,
P[X,=nx]=P[X, = nx]] = (1 - p)"™ — e,
La seconde partie découle de la formule, pour tous s, t =0,
PIY>t+s|Y>s]=P[Y>t]=e M,
que 'on reverra et qui correspond a ’absence de mémoire des lois exponentielles. [
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F. LoIS EXPONENTIELLES ET DUREES DE VIE

La piece de monnaie, comme les cartes ou le tirage du loto, n’a pas de mémoire : le
fait qu’elle soit tombée 5 fois sur face de suite n’augmente pas la probabilité d’apparition
d’un pile. Cette propriété se généralise aux lois exponentielles et les caractérise.

Théoréme F.3 (Caractérisation des lois exponentielles par absence de mémoire). Pour
toute v.a.r. X sur R, telle que P[X >0] =1, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L(X) est une loi exponentielle ;

2. la variable X est « sans mémoire » : pour tout t dans Ry tel que P[X > 1] #0, et
pour tout s=0,
P X>t+s|X>t]=P[X>5s].

Remarque F.4 (Hypotheses). Le caractére « sans mémoire » s’écrit naturellement
PIX>t+s|X>t]=P[X>s|X>0], qui vaut ici P [X > s] puisqu’on a supposé P[X >0] =
1. Si on enléve cette hypothése, on montre qu’une loi vérifiant P[X > t+s|X>t] =
P [X > s|X > 0] est nécessairement un mélange d’un Dirac en 0 et d’une loi exponentielle :
il existe pe[0,1] et A >0 tel que

PIX=0l=p; P[X>t=1-peM.

Démonstration. Si X ~ Exp(Ad) alors X est bien sans mémoire : pour tout s,t =0,
P[X>t]=exp(—=At) >0 et
P[X>t+s] s

PX>t+s|X>tl=——=¢
P[X > ]

Pour montrer la réciproque, posons G(t) =P [X > t] = 1— Fx(¢). Comme la loi est sans
mémoire et {X > t+ s} < {X > t}, on obtient

G)G(s)=G(t+9)

pour tout ¢ tel que G(¢) > 0. La fonction de répartition est continue a droite, donc
il en est de méme pour G. Comme G(0) =1, G reste strictement positive a droite de
zéro : G(€) >0 pour un certain € > 0. Par récurrence G(ne) >0 pour tout n, donc G est
strictement positive partout puisqu’elle est décroissante. L’équation G(t+ s) = G(£)G(s) a
donc lieu pour tout s, t€R,.

Les solutions de cette équation fonctionnelle sont de la forme G(#) = G(1)* (considérer
les t € Q puis utiliser la décroissance de G lorsque t € R, ). Comme G n’est pas identique-
ment nulle et tend vers 0 en I'infini, G(1) €]0,1[ donc A =1In(G(1)) €]0,00[; X suit bien
une loi exponentielle de parametre A. O

Les variables exponentielles modélisent souvent des temps d’attente d’un « client »
(usager & la poste, ordinateur personnel,...) qui souhaite utiliser un « serveur » (guichet
ouvert, serveur d’un fournisseur d’acces,...). Si plusieurs serveurs fonctionnent en paralléle,
le temps d’attente du client sera donné par le minimum d’un ensemble de variables. Si
les temps sont exponentiels la situation est particulierement simple.

Théoréme F.5 (Minimum — Horloges en compétition). Si Ej,...,E, sont des v.a.r.
indépendantes de loi exponentielle de paramétres Ay,...,A, alors

M =min(Ey,...,Ep) ~Exp(A; + -+ Ap).
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F.1. Définition, premiéres propriétés

De plus, avec probabilité 1, le minimum M est atteint pour un unique entier aléatoire K
indépendant de M et de loi donnée pour tout 1 <k<n par

Ak
PK=k=P[M=E]= T
Démonstration. OnaP[M=x] =P [E; = x]---P [E, = x] = e- M+ pour tout x =0,
et cela montre que M suit la loi exponentielle de parameétre Ay +...+ A,,. Pour traiter K,
nous allons déterminer directement la loi du couple ! (M, K), ce qui fournira & nouveau
la loi de M. Comme les v.a.r. sont indépendantes et de loi a densité, avec probabilité
1, entier aléatoire K est bien défini sur {1,...,n} (voir le corollaire 4.14). Pour tout
l<k<nett=0ona

{(M=tet K=k} ={Ex=tet Ep>E; pour tout k' # k}.
Par hypothese sur les variables aléatoires Ej, ..., Ej il vient

o0 A
PM=tet K:k]:f /lkefs/lk H P [Ey > s] ds:exp(—t()L1+--~+/1n))—k.
¢ £k /11+...+An

On en déduit que les variables aléatoires M et K sont indépendantes; de plus les lois de
M et K s’obtiennent respectivement en prenant =0 et en sommant en k. O

Si Ej,..., Ep sont indépendantes et de loi exponentielle de parametre A alors pour
tout réel =0 la v.a.r. discrete lig>g +---+1(g,>5 = Card{l = k< n: Ex > t}, c’est a dire
le nombre de serveurs encore occupés au temps t, suit la loi binomiale Binom(n, e )
car les indicatrices sont indépendantes de loi de Bernoulli. Symétriquement on peut
s’intéresser au premier temps ou toutes les horloges ont sonné :

Théoréme F.6 (Maximum). Si Ey,...,E, sont indépendantes de loi Exp(A) alors
ZL(max(Ey,...,Ey)=2L(Fi+---+Fp)
ou Fy,...,Fy sont indépendantes avec Fy ~Exp(kA) pour tout 1 <k < n.

Démonstration. Cette décomposition en somme est trés proche de celle qui apparait
dans le probléme du collectionneur d’images (lemme D.3). Donnons d’abord une justifi-
cation intuitive du résultat en ce sens. Soit F, le temps ou la premiere horloge sonne
(exponentiel de paramétre nA comme minimum de n variables exponentielles). Apres ce
temps, il faut attendre un temps F,_; pour entendre une horloge sonner : il reste n—1
horloges et, par absence de mémoire?, chacune suit une loi exponentielle, donc F,,_;
suit bien la loi Exp(A(n—1)). On procede de méme jusqu’a Fj, temps d’attente entre
I’avant-derniere sonnerie d’horloge et la derniere.

Proposons maintenant une preuve plus analytique. Posons S, = F; +---+ F,. La
densité de M, = max(Ey,...,E,) est

fn(®) = (P [My < x)' = (- e ™) 1g, (1) = nA(1 - e )" e M1y, (x).

1. Notons que ce couple, dont la premieére composante est a densité et la seconde est discrete, ne
rentre pas dans le cadre du programme.
2. On admet ici que ’absence de mémoire peut s’appliquer aprés le temps aléatoire Fj,.
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F. LoIS EXPONENTIELLES ET DUREES DE VIE

®
Ntzl
777777777 X @
Nt:2
. ,,,,, [
N[=3
Nt=4
@ X0
| Nt:5

A linstant 0 (tout en haut) il n’y a qu’une seule particule. Elle vit un certain temps
aléatoire de loi exponentielle (segment vertical) puis meurt (croix) en donnant naissance
a deux particules filles (les segments horizontaux indiquent cette filiation, leur longueur
est arbitraire). Chacune de ces deux particules évolue de la méme maniére.

FIGURE F.1 — Le processus de Yule

Montrons par récurrence sur n que Sy a pour densité f,. C’est vrai pour n=1. Si cela
est vrai pour n, alors la densité de S, est, en notant g, la densité de Exp(1),

Y —A(n+1)(y—x)
fu* 8men() = (n+ l)ﬂf fn(x)e dx
—00

y
=An+ l)n/le_’l(”“)yf @ -1 M dx
0

—An+ l)e—l(n+l)y(e/1y _ l)n
=An+ e VA -e ™M) = f,0(p). O

Illustrons une autre conséquence de cette décomposition sur un modele de population.
Considérons un arbre binaire infini représentant la descendance d’une cellule mere (voir
la figure F.1). Supposons que chaque bout de branche a une longueur aléatoire qui
représente la durée de vie avant division. On suppose que toutes ces longueurs sont
des v.a.r. indépendantes de loi exponentielle de parameétre A. A linstant £ =0, arbre
possede N; branches, et Ny =1. Le processus (N;);s¢ est appelé processus de Yule de
parameétre A.

Corollaire F.7 (Taille de la population du processus de Yule). Pour tout t=0 la taille
de la population Ny suit la loi géométrique Geom(e ). En particulier,

E[N;] = eMooet Var(N,) = (1- e%t)ezm'
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F.2. Modélisation des durées de vie

Démonstration. Notons F; le temps d’attente de la premiere division, F, le temps a
attendre aprés F; pour observer la deuxiéme division, etc. Par définition N, = Card{n =
1:S,<t}ou S, =F +---+F,. La propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles
implique que les (Fy) =1 sont indépendantes et que F,, ~ Exp(nA) pour tout n =1 (puisque
F,, peut étre vu comme le minimum de n variables Exp(A) indépendantes correspondant
au temps de vie des n particules présentes au temps Sy,_1). D’apres le théoreme F.6, la
v.a.r. S; a méme loi que max(Ej,...,E,) ou Ej,...,E, sont des v.a.r. indépendantes de
loi exponentielle de parametre A. Par conséquent, on a pour tout 7 :

PIN;-1=2n]=P[S,<t]=P[Ey<f]---P[E,<t]=(1-e )" O

Reprenons le vocabulaire « client-serveur » et supposons maintenant que les serveurs
fonctionnent en série : le client doit passer un temps Ej avec le premier serveur, E, avec
le deuxiéme, etc. Le client enregistre sa progression (le nombre de serveurs vus) dans
une variable N;.

Théoréme F.8 (Horloges en série, comptage, processus de Poisson). Soit (Ey),»1 des
v.a.r. de loi exponentielle de paramétre A, et Ty, = Z?ZIE,'. Pour tout t =0, soit Ny la
v.a.r. de comptage

Ny=Card{n=1:T, < t}.

Alors :

1. (Ty,...,Ty) a pour densité (ty,..., tn) »—»}L”e”“"1{0<t1<...<tn}(t1,...,tn) ;
tn—l

2. Ty suit la loi Gamma de densité t — o —p;

3. Ny suit la loi de Poisson Poi(Af).

Ane—lthJr (t) :

Démonstration. Le point 1 s’obtient par changement de variable linéaire triangulaire
(81,82,.-,Sp)— (81,81 + S2,...,S1+ -+ 8,)

a partir de la loi de (Ty, T» — T1,..., T — Tp—1) de densité

n
(51,00 S0) = [[ Ae ™M 1g, (s1) = A MO0 1pn (s, .., ).
i=1

Le point 2 s’obtient par récurrence sur n. Pour le point 3, {N; =n} ={T, < t < Tp+1},
d'ou P[N;=n]=P [T, <t]—P[Ty+1 < t], et on utilise la propriété 2. O

F.2 Modélisation des durées de vie

Comme on I'a vu, les lois exponentielles sont utiles pour modéliser les durées
dans les processus de renouvellement sans mémoire comme les files d’attente : caisse
de supermarché, feu tricolore, etc. Elles sont également utilisées pour modéliser des
phénomenes physiques comme la désintégration de particules radioactives. En revanche,
la propriété d’absence de mémoire montre qu’elles sont inadaptées pour modéliser les
durées de vie d’individus, de composants électriques, ... pour lesquels on observe un
phénomene de vieillissement.

On modélise une durée de vie par une variable aléatoire réelle positive X. On peut
penser a la durée de vie d’un organisme vivant, d’une entreprise, d’'une situation donnée
comme le chomage, etc. Supposons que X admet une densité f: Ry — Ry telle que
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F. LoIS EXPONENTIELLES ET DUREES DE VIE

f(®) >0 pour tout £>0. La loi de X est caractérisée par la donnée de la densité f ou
encore par la donnée de la fonction de répartition F définie par

t
F(=P[X= t]=[ f)ds
0

pour tout t=0. La fonction de survie est donnée par S(¢) =1-F() =P [X > ] pour
tout £=0; elle représente la probabilité de mourir apres l'instant t, i.e. de survivre a la
période [0, t]. Il est clair que la fonction de survie caractérise la loi de X, car il en va de
méme de la fonction de répartition F. La fonction de survie vérifie :

— S prend ses valeurs dans l'intervalle [0,1] ;

— § est continue;

— S est décroissante ;

— S(0) =1 et lim;_.o, S(#) =0.
Remarque F.9. La premiére et la troisiéme propriété ainsi que la limite en oo découlent

immédiatement des propriétés correspondantes pour F. La continuité compléte (et pas
seulement a droite) et la valeur en 0 viennent de Uhypothése que X est & densité sur R*.

La fonction de hasard h est définie pour tout =0 par

! !
h(t):Mz F'(1) :_S(t)'
S(t) 1-F() S(1)

La fonction de hasard est positive. Le terme hasard est un anglicisme qui signifie ici
« danger » ou « risque ». En effet, la fonction de hasard s’interprete comme un taux de
mortalité instantané, une probabilité de mort par unité de temps : pour tout ¢ =0,

PIXelt, t+slX>1t]=h(t) x s+ 0s-0(5),

ou encore :

d
h(t) = — Plt<X<t+s|X>1)]).
dsls=0

s=

Pour le voir, on écrit

F(t+s) _|P[X< t+s] _[P’[X< fH+Plt<X<t+5]

S(1) P[X >t P[X >t
Plt<X<t+5]
=l+— =1+P[t< X<t+s|X>1],
P[X > 1]

puis 'on dérive en s.
La fonction de hasard caractérise la loi car on peut exprimer S en fonction de k par :

t
S(t) =exp (—f h(u) du).
0

On cherche souvent a modéliser les durées de vies via leur fonction de hasard h plutot
que via la densité f. Voici des exemples concrets de fonctions de hasard :

Durée de vie humaine. La fonction h part d’une valeur positive et décroit violem-
ment (ce pic initial correspond & la mortalité infantile), puis a un plat muni de
deux bosses vers 18-22 ans (accidents deux roues) et 40 ans (accidents cardiaques),
puis remonte de maniére convexe (vieillesse). Les pics de la fonctions de hasard
correspondent a une diminution de la durée de vie.
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F.2. Modélisation des durées de vie

Durée du chémage. la fonction h a l’allure de la fonction x+— (1 + x)exp(—x), le pic
mou correspondant au chomage de longue durée.

Durée de vie d’un composant. On a coutume de dire que la fonction de hasard
typique d’un composant a une forme de baignoire : rodage (décroissance), exploi-
tation (long plateau), usure (croissance).

On peut encore définir d’autres points de vue pour étudier la durée de vie. Une idée
est de s’intéresser aux quantités conditionnelles. Pour tout ¢ =0, la fonction de survie
conditionnelle est la probabilité de survivre encore pendant un temps s sachant qu’on
a déja vécu un temps f :

SsIH=P[X>t+s|X>1].

Ces fonctions peuvent s’exprimer directement en fonction de h : pour s, >0,

S(t+s) t+s
S(s|t) = SO —exp(— ) h(u)du).

Fixons ¢. La fonction s— S(s|t) vérifie toutes les hypotheéses d’une fonction de survie;
on peut donc lui associer une loi (appelée « loi conditionnelle de X — ¢ sachant X > ¢ »),
de fonction de répartition Fx_jx>¢:s— 1—S(s|?).

Supposons X intégrable. La durée de vie moyenne restante est définie pour
chaque ¢t comme l'espérance de la loi conditionnelle de X sachant X = ¢. Par le résultat
indiqué dans l'exercice 3.40,

r()=EX-t|X>t]=E[X|X>t]-t
:=f S(slt)ds.
0

L’intégrale est finie puisqu’elle se réécrit
1

E[X] < oo.
S(¥)

1 R 1 oo
r(t)—%fo S(s+t)ds—%ﬁ S(s)ds <

Si X est une durée de vie humaine mesurée en années, t+ r(t) est ’espérance de vie
a t ans.

La fonction r caractérise la loi de X. En effet, r est entierement déterminée par la
loi de X. Réciproquement, connaissant la fonction r, on a pour tout ¢ =0,

1 S(1)

@ [PSeds’ -

relation qu’il s’agit d’« inverser » pour trouver S en fonction de r. On reconnait a droite
(Popposé de) la dérivée d'un logarithme : en intégrant entre 0 et #, on obtient

t [oe] o0
f Lds:ln(f S(s))—ln(f S(s)ds).
o r(s) 0 t

L’intégrale [7° S(s)ds vaut E[X]=r(0), donc

(o)) t
f S(8)ds=r(0) exp(—f Lds).
t o 1(s)

En se rappelant de la formule (F.1), on en déduit 'expression de S en fonction de r :

r(0) |
Sm—me"p(‘fo m‘“)-
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F. LoIS EXPONENTIELLES ET DUREES DE VIE

Ainsi, la durée de vie moyenne restante caractérise bien la loi.
On dispose d’une caractérisation de 'indépendance temporelle qui découle de 1’ab-
sence de mémoire des lois exponentielles : pour tout A >0, il y a équivalence entre :

— X suit la loi exponentielle de moyenne 1/1;

— f()=Ae * pour tout t=0;

— F()=1-¢"* pour tout t=0;

— S(t)=e~* pour tout t=0;

— h(t) = A pour tout =0 (constance de la fonction de hasard)

— S(t] ty) = e~ pour tous ty, t =0 (absence de mémoire)

— S(t+ tg) = S(1)S(tp) pour tous ty,t=0;

— r(t)=1/A pour tout t=0.
Remarque F.10 (Fiabilité des systémes). Les notions de fonction de survie et de
fonction de hasard sont centrales dans l’étude quantitative de la fiabilité des systémes.
Pour un systeme simple, constitué de composants montés en série, la durée de vie du
systeme est le minimum des durées de vie des composants ; si les composants sont en

paralléle il faut considérer le mazimum. Pour des systémes plus complexes on doit définir
de nouvelles notions : fonctions de structure, coupes minimales, arbres de défaillance, ...
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ANNEXE G

Extremes

G.1 Modélisation des phénomenes extrémes

Soit (X;),>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi. Les résultats les plus
classiques de la théorie des probabilités comme la loi des grands nombres et le TLC
concernent la somme S, =Y | X;. Le TLC peut en particulier s’interpréter comme une
identification de la bonne normalisation de Sy, : pour a, =1/(y/no) et b, = —v/nulo,
a,Sy + b, converge en loi vers la loi centrée réduite A4(0,1). Dans de nombreuses
applications ce n’est pas la somme des X; qui importe mais leur plus grande valeur :

M, = max(Xy,..., Xy).

Si X; est une performance sportive, M, est le record au temps n, si X; est une hauteur
d’eau, la valeur de M, détermine si il y a ou non une crue... L’étude de ces grandes
valeurs est appelée « théorie des valeurs extrémes ».

Remarquons d’emblée que M,, est croissante ', par conséquent elle converge p.s. vers
une variable My, & valeurs dans ] —oo,00]. Cette valeur limite est en réalité déterministe.

Théoréme G.1 (Limite de My). On a toujours

IP(lim anxp) =1 ou xp=suplxeR:Fy, (x)<1}eRU oo}

n-c0
Le réel xr est appelé « bord droit du support de X; ».
Démonstration. Notons déja que pour tout xR et tout n€N on a
Fun, () =P [My < x] =P [X; < x]---P [X, < X] = Fy, (x).
Pour tout x < xp, on a Fx, (x) <1 et donc

P (M, < x] :F)’}l(x) —0.

n—+oo
De plus, dans le cas ol xg < oo, on a pour tout x = xp, F(x) =1, et donc
P[M,<x]= F;I(x) — 1.

Ainsi, la suite (Mp),»1 converge en probabilité vers xr. Comme on a vu précédemment
qu’elle convergeait p.s. (et donc en probabilité) vers My, on en déduit que Mo = xp. [

1. Ceci signifie que pour tout w, la suite My (w) est croissante.
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Dans la suite on va chercher a étudier le comportement de xp— M, (si xg est fini)
ou & voir a quelle vitesse M, tend vers l'infini (si xp =00), ce qui reviendra a identifier
de bons choix pour les suites a;, et by.

G.2 Quatre exemples simples

Considérons d’abord le cas ot les X; sont des variables de Bernoulli indépendantes de
parametre p. Dans ce cas la loi de M;, est elle-méme une loi de Bernoulli, de parametre
1-(1-p)". Cette loi converge vers une masse de Dirac en 1. On peut vérifier qu’il
n’y a pas d’autre normalisation intéressante. Ceci correspond au fait qu’il n’y a pas
d’« approche » du maximum : soit on ’a exactement atteint, soit ce n’est pas le cas, la
suite xgp — My est nulle a partir d’'un certain rang. Ce phénomene se reproduit dés que
P [X; = xp] >0 (on dit que la loi de X7 a un atome en xg).

Trois autres situations sont particulierement simples a étudier :

— Xj de loi uniforme (queue & droite nulle),
— Xj de loi exponentielle (queue & droite & décroissance exponentielle),
— Xj de loi de Cauchy (queue a droite & décroissante polynomiale).

Si X suit la loi uniforme sur [0,60], xg =6 est fini. Le résultat suivant montre qu’en
en certain sens, I’écart (6 — My,) entre le maximum actuel et le maximum théorique se
comporte comme %E ou E suit une loi exponentielle.

Théoréme G.2 (Extrémes de lois uniformes : loi de Weibull). Si Xy suit la loi uniforme
sur [0,0] avec 6 >0 alors

Jim_ Fyg-1p,-1) () = €1 () + 1, (%)

pour tout x € R. La limite est la fonction de répartition de —E ou E suit une loi
exponentielle (on dit parfois qu’il s’agit de la loi de Weibull des extrémes, d ne pas
confondre avec les lois de Weibull utilisées pour modéliser les durées de vie).

Démonstration. Pour tout x<0ona nlx+1<1 et
P[M,<0(n'x+1)]=n"x+1)" - e". O

Remarque G.3 (Estimateur a fluctuations anormales). Cela donne la vitesse et la loi
de fluctuation (non gaussienne) de l’estimateur 5,1 =max{U,...,U,} de 8 ou Uy,...,Uy,
sont i.i.d. de loi uniforme sur [0,0] (il s’agit d’un modéle statistique non régulier). Le
théoréme (G.2) indique une fluctuation non normale pour l'estimateur My de 6.

Pour les lois exponentielles et de Cauchy, xg = oo et M, tend donc presque siirement
vers ’infini ; la question est de savoir a quelle vitesse.

Théoréme G.4 (Extréme de lois exponentielles : loi de Gumbel). Si X; est exponentielle

de moyenne 1/A alors

. X
lim Fyp,—ingy (X) =€
n—oo

pour tout x € R. La limite est la fonction de répartition d’une loi de Gumbel.
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La loi de My, est donc proche de celle de %(ln(n) +G) ou G suit une loi de Gumbel.
Application : on peut approcher P [M,, < x] par F(Ax—In(n)) ou F est la fonction de
répartition de la loi de Gumbel. Par exemple pour A =1/10, x =50, n =100, on a

Ax—In(n))

P [Migo = 50] ~ e~ ' =0,49023
tandis que le calcul exact donne
P [Migo =501 = 1—(1—e )" =0,49139.

Démonstration. Pour tout x € R tel que x+In(n) =0 (toujours vrai si n assez grand)

PIAM,-Inm)<x]=1-n"te "¢ . O

Pour la loi de Cauchy, les grandes valeurs sont tres probables, on s’attend donc a
obtenir une vitesse plus rapide que In(n).

Théoréme G.5 (Extrémes de lois de Cauchy : loi de Fréchet). Si X; suit la loi de
Cauchy alors
lim Fy oy, () = e g (x)

pour tout x € R. La limite est la fonction de répartition de la loi de Fréchet.

Démonstration. Comme arctan(x) =n/2—-1/x+ @’xﬁoo(llxz), pour tout x =0,

-1

n
nxy [ ™" dy B 1 )" ~1/x
"J’(Mnf—)-(f_oo m) -(“a*ﬁm(” )ome -

G.3 Un résultat général

D’apres la section précédente, lorsque X; suit une loi de Bernoulli, une loi uniforme,
une loi exponentielle ou une loi de Cauchy, il existe une suite déterministe (ay, by) ;=1
avec ay >0 ainsi qu'une loi L sur R de fonction de répartition F tel que pour tout x € R,

lim Fu, m,+p, (%) = F(x).
n—oo

Le théoréme suivant affirme que ces trois cas particuliers sont exhaustifs.

Théoréme G.6 (Extrémes de Gnedenko-Fréchet-Fisher-Tippett). Sl existe une suite
(an,by)p=1 et une loi L de fonction de répartition F telles que pour tout x € R,

lim FﬂnMn+bn (x)=F(x)
n—oo

alors, d translation/dilatation prés, L suit :
1. soit une loi de Dirac;
2. soit une loi de Weibull? avec F(x) =e 9" 15 (x) +1g, (x) pour un paramétre & >0 ;
3. soit une loi de Gumbel avec F(x)=e ¢ 1g(x) ;

X

4. soit une loi de Fréchet avec F(x) =e~ _alm (x) pour un paramétre a > 0.

2. Attention, la terminologie différe de celle utilisée pour modéliser les durées de vie en fiabilité/survie.
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Remarque G.7. Il se peut qu’aucun choix de a;,, b, ne permette d’obtenir une
convergence vers une variable autre qu’un Dirac : on l'a vu pour la loi de Bernoulli,
c’est également le cas si Xy suit une loi géométrique ou une loi de Poisson.

La théorie des extrémes fournit des conditions nécessaires et suffisantes sur Fx,
pour I'appartenance aux bassins d’attraction des trois lois des extrémes. Ces conditions
portent sur la queue & droite. La loi de Weibull apparait pour les lois dont la queue a
droite est nulle (loi uniforme), la loi de Gumbel apparait pour les lois dont la queue a
droite est exponentielle (lois exponentielle et normale), et la loi de Fréchet apparait pour
les lois dont la queue & droite est polynomiale (lois de Cauchy, de Student, de Pareto).

Théoréme G.8 (Lois des extrémes). Les trois lois limites non-triviales sont max-
stables : si X1 suit une de ces lois, alors pour tout n=1, il existe a, et by, tels que My,
a la méme loi que an Xy + by,. Plus précisément,

1. si X suit la loi de Weibull de paramétre a alors My, a la méme loi que n~Y*Xy ;

2. st X suit la loi de Gumbel alors M, a la méme loi que X1 +1In(n) ;

3. si X suit la loi de Fréchet de paramétre a alors My, a la méme loi que n'/%X;.
De plus, pour tout a >0 et toute variable aléatoire X, il y a équivalence entre :

1. =X~ suit une loi de Weibull de paramétre a ;

2. In(X%) suit une loi de Gumbel ;

3. X suit une loi de Fréchet de paramétre .
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FIGURE G.1 — Densités des trois lois des extrémes
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ANNEXE H

Familles sommables
et intégrales de Riemann

Le calcul des probabilités fait appel a de nombreux endroits a des calculs de somme
et des calculs d’intégrales. Dans le cadre fini, on sait bien que l'on peut manipuler
les sommes aisément : en modifiant I’ordre de sommation, en intervertissant plusieurs
indices de sommation...Pour généraliser la définition et les modes de calcul aux sommes
infinies, on proceéde en deux temps.

1. On considére d’abord le cas positif : dans ce cadre, les sommes sont définies dans
[0,00] (la valeur oo est autorisée), et toutes les manipulations usuelles fonctionnent.

2. Pour une somme de termes de signe quelconque, on considere d’abord la somme
des valeurs absolues. Si celle-ci a une valeur finie, on peut de nouveau faire les
manipulations usuelles.

Ce méme mode de définition en deux temps se retrouve pour la définition d’intégrale de
Riemann de fonctions continues par morceaux ; nous l'avons également utilisée dans la
définition 3.27 d’une variable aléatoire de signe quelconque. C’est, plus généralement,
I’approche classique d’intégration en théorie de la mesure, qui regroupe et intégre tous
ces résultats dans un méme cadre théorique.

H.1 Familles sommables

Rappelons que si a; est une suite a termes positifs, on peut toujours définir S =
Ynan=lim,(X}_, ax) € [0,00], et on peut effectuer la somme dans n’importe quel ordre :
pour toute permutation o de N,

Zdn = Zag(n).
n n

De méme, si la série ) a, est absolument convergente, c’est-a-dire si Y, |a,| < oo, alors
elle converge et on peut effectuer la somme dans n’importe quel ordre :

Zan = Zag(n).
n n

Si maintenant E est un ensemble dénombrable quelconque, et (ay)eg une famille indexée
par E, les propriétés précédentes permettent de donner un sens a I’expression Y jcg .-
On se donne une énumération quelconque (ko, k1, ..., kn,...) de E, et on pose
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H. FAMILLES SOMMABLES ET INTEGRALES DE RIEMANN

1. Ykepar =X, ak,, quand les a; sont positifs, cette somme est dans [0,00] ;
2. quand Y glag| <oo, on pose Y g ai =Y, ai,. Cette somme est dans ] —oo,o0l.

Les propriétés précédentes garantissent que la somme ainsi définie ne dépend pas de
I’énumération choisie.

On peut également suivre 'approche en deux temps évoquée plus haut pour définir
Y keg ar de la fagon suivante :

1. Siles ay sont positifs, on pose ¥ reg ax =sup{¥er ax; F < E, F fini} € [0,00].

2. Si les aj sont quelconques, et si Y reglagl <oo, on pose
a; =max(ax,0) et a, =max(-a,0).

Alors a* et a~ sont positives, de sommes finies, et I’on pose

2 ak=) ag=) a.

keE keE keE
La « philosophie » présentée dans 'introduction se traduit par le résultat suivant :

Théoréme H.1 (Fubini-Tonelli discret). Si (ax)) ke, 1er est une famille de réels positifs,

alors
Yap =YY ar=_) ak.
k,l k 1 I k

Cette formule est valable pour des ay; de signe quelconque, si l'on suppose de plus que
Ykt |a| <oo.

H.2 Intégration de Riemann

La notion d’intégration au programme est 'intégrale de Riemann. Sur un segment
[a, b], une condition suffisante de Riemann-intégrabilité est la continuité par morceaux :
il existe une subdivision (ay,...,an) de [a, b] telle que f est continue sur la;, a;+1[ avec
des limites & droite en a; et & gauche en a;,1. De méme étre C*¥ par morceaux signifie
étre CF sur chacun des intervalles ouverts, et admettre, de méme que ses k premiéres
dérivées, des limites a gauche et a droite aux points a;.

Ces notions s’étendent a un intervalle ouvert, borné ou non, en disant que f doit
étre continue par morceaux (respectivement ck par morceaux) sur tout segment inclus
dans I, ainsi f peut avoir un nombre dénombrable de points de discontinuité.

L’intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle [
quelconque se définit alors de maniére exactement similaire aux familles sommables, en
suivant 'approche en deux temps :

1. Si f est positive, [; f est par définition la borne supérieure des intégrales sur les
segments inclus dans I.

2. Si f est de signe quelconque, et si f; I| f | < o0, on décompose f en différence de
fonctions positives f = fi — f-, et on pose [, f= [, fv — [ f-.

Rappelons que si f est intégrable sur R, son intégrale coincide avec la limite des
intégrales f% f(x)dx, quand M tend vers I'infini.

On dispose 1a aussi du théoreme de Fubini :
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Théoréme H.2 (Fubini, cas continu). Si f:Ix]— R est une fonction continue d
valeurs positives, alors

fflxjf(x’y)dxazy:f](f]f(xyy)dy)dx=f](flf(x,y)dx)dy.

La méme formule est valable pour une fonction de signe quelconque, si l’on suppose de
plus que [['|f(x,y)|dxdy < co.

H.3 Les deux théorémes fondamentaux admis

Ces théoremes sont faciles a établir et plus généraux quand on dispose de la théorie
d’intégration de Lebesgue. On fixe un intervalle I.

Théoréme H.3 (Convergence monotone). Soit f, une suite croissante de fonctions
continues par morceaus convergeant simplement vers f continue par morceauz. Alors f
est intégrable si et seulement si sup,, [ fn < oo, auquel cas l'intégrale de f est la limite
des intégrales des f,.

Théoréme H.4 (Convergence dominée). Soit f, une suite de fonctions d valeurs com-
plexes (continues par morceaux) convergeant simplement vers f continue par morceauz.
Si sup,, |fn| < g avec g continue par morceauz intégrable, alors f est intégrable et [ f;
converge vers [ f.

Preuve partielle. Pour f;, a valeurs réelles on pose g;,(x) =inf;;>, fin(x). La suite g,
est bien définie (les f,(x) sont minorés par —g(x)), et est croissante. Elle converge
simplement vers f. Comme g, est majorée par g, la suite (f g,) est majorée donc par
convergence monotone [ f =lim [ g, <liminf [ f,,. On fait de méme dans autre sens. O
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ANNEXE I

Convergences de suites
de variables aléatoires

Dans toute cette section, (X;) =1, (Yn)ns1, X, Y sont des v.a.r. définies sur un méme
espace de probabilités (Q,</,P), de lois respectives un, v, ¢t et v, et de fonction de
répartitions respectives Fy, G, F et G.

I.1 Convergences de variables et de lois

Une suite de variables aléatoires est — formellement — une suite de fonctions, sur
un espace muni d’une mesure de probabilité P. On peut définir plusieurs notions de
convergence pour une telle suite.

Définition I.1 (Convergences). On dit que X, converge presque sdrement, et on
p.s.

n—oo

note X, X, lorsque

P [lim X, =x] =P [{oeQ: lim X,©) = X©)}]
-1

C’est la notion de convergence qui apparait dans la loi forte des grands nombres.

On dit que la convergence a lieu en probabilité, et on note X nl' X, quand
—00
Ve>0, limP[|X,-X|=¢€]=0.
n—oo
C’est la notion de convergence qui apparait dans la loi faible des grands nombres.
Enfin, on dit que X, converge vers X en moyenne (en moyenne quadratique, en
moyenne d’ordre p), si pour p=1 (p=2, p quelconque dans [1,00]) on a :

Xel? et limE[|X,-X|"]=0,
n—oo

qui signifie que X, — X dans l’espace de Banach LP. Les cas les plus utiles sont p=1 et
p=2 (et p=oo ?!).

139
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Stabilités des convergences. Les trois convergences sont stables par combinaisons
linéaires finies. Les deux premieres sont stables par composition avec une fonction
continue : si X; converge (p.s. ou en probabilité) vers X et f:R— R est continue, alors
f(Xp) converge (p.s. ou en probabilité) vers f(X).

Extension aux vecteurs aléatoires. Les trois types de convergence s’étendent
naturellement aux vecteurs aléatoires. Pour la convergence en probabilité ou en moyenne,
on peut choisir une distance ou une norme.

Définition 1.2 (Convergence en loi). On dit que X, converge en loi vers X, et on

loi loi . . . .
X, ou encore Xy U st, pour toute fonction f continue bornée,
n—oo n—oo

note Xy

E[f(Xn)] —E[f(X].

C’est la notion de convergence qui apparait dans le théoréme limite central.
La convergence en loi est équivalente d la convergence de E[f(Xp)] vers E[f(X)] :

1. pour toute f:R—R, de classe € et a support compact ;

2. pour toute f de la forme f(-)=e'", teR (c’est la convergence des fonctions
caractéristiques) ;

3. pour toute f de la forme 1i_c0,x], 0U X est point de continuité de la fonction de
répartition Fx de X.

Dans des cas particuliers on dispose d’autres caractérisations :

— (sur Z) on peut choisir les fonctions du type f =1y, x€Z, c’est-a-dire vérifier
la convergence des fonctions de masse ;

— (sur Ry) on peut utiliser la transformée de Laplace en prenant comme fonctions
tests les f()=e ", t=0;

— (sur N) on peut utiliser les fonctions génératrices en prenant f du type f()=s =
e pour s€10,11.

L’équivalence de toutes ces définitions est admise.

Remarque 1.3 (Des convergences différentes). Comme son nom lindique, la conver-
gence en loi ne fait intervenir les variables (Xy) et X qu’d travers leurs lois. En particulier,
les X, et X peuvent tous étre définis sur des espaces différents et converger en loi. A
linverse, la convergence en probabilité étudie la différence X, — X, ce qui suppose que
X, et X soient définis sur le méme espace.

Notons toutefois que si X est la variable constante ¢, on peut toujours donner un
sens a4 X, — X = X;,, —c. Nous verrons dans la remarque 1.5 que dans ce cas particulier,
convergence en loi et en probabilité sont en fait équivalentes.

Stabilité. La convergence en loi est stable par composition avec une fonction continue.

Extension aux vecteurs. On utilise un produit scalaire dans la transformée de
Fourier (fonction caractéristique) : itX devient i(f, X).
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Sommes de variables indépendantes. Les transformées de Fourier, de Laplace, et
les fonctions génératrices sont particulierement utiles pour établir la convergence en loi
de sommes de variables aléatoires indépendantes : ’exponentielle transforme somme en
produit, puis I'indépendance transforme espérance de produit en produit d’espérances.

loi

Lemme 1.4 (Slutsky). Si X, Ly et Y, Ly oa Y est une constante, alors (X,, Y,) —

loi loi loi

(X,Y). En particulier, X, Y, — XY ; Xp+Y, — X+Y ; X,,/Y, — XY si Y #0.

Démonstration. On montre la convergence de la fonction caractéristique du couple
(Xy, Yy) vers celle de (X,Y). Comme Y est constante, pour tous (s, f) € R? et tout n=1,

E

eltXn‘HSYn] -E [eti-HsY] =F [eltXanYn] —E

eitX,,+isY] +F [eitXnﬂ'sY] _E [eitX+isY]
=F [e”X"] (expisY, —expisY)+E[isY](expitX, —expitX).

Le second terme converge vers 0 car X, converge en loi vers X. On peut majorer
le premier terme en module par E[|e’s¥n —e!sY|]. On verra plus loin que comme Y
est constante, Y, converge en probabilité vers Y ; on conclut en invoquant 'uniforme
continuité de x— e’s*. O

Le lemme de Slutsky permet notamment de remplacer une moyenne ou une variance
par un estimateur empirique dans un théoreme de convergence en loi du méme type que
le théoreme limite central, lié par exemple a un estimateur, ce qui s’avere pratique pour
fabriquer une région de confiance ou un test d’hypothese statistique.

Pile ou face : Lemme de Slutsky et intervalle de Wald. Considérons X; une
suite de variables i.i.d. de Bernoulli de parametre p, S, leur somme et Z, la variable
normalisée (S, —np)/\/np(l—p). Par la loi faible des grands nombres, S,/n converge en
probabilité vers p, donc v/S,/n(1 - Sn/n)/\/p(l — p) converge en probabilité vers 1. Par
le théoréme limite central, Z; converge vers la loi normale standard A4°(0,1). Le lemme
de Slutsky assure alors la convergence du couple :

VS,In(1-S8,/ i
Z, nln( nln) 10;0 (Z.1).

vVprad-p) "

Posons

Z), = (Sp—np)/\/n(Sp/n)(1-S,/n).
Comme Z], est le produit des deux variables du couple :

(Sp/n)(1-S,/n)

Z’ :Z X
me p(1-p)

Z;, converge en loi vers la loi normale A4(0,1).
Soit alors g4 le quantile d’ordre 1—a/2 de la loi A(0,1), et notons Iy U'intervalle
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(aléatoire) [Sp/n+qq(Sn/n)(A—=S,/n)/y/nl.

Plpelw]=P Hs—n”—p < quV(Sn/n)(1-Suin)ivn

=P[|Z,| = 4ol
1-a,

n—oo

et 'intervalle de Wald est bien un intervalle de confiance asymptotique au niveau 1 - a.

1.2 Relations entre les convergences.

L’inégalité de Holder permet d’établir que la convergence en moyenne d’ordre g =1
implique la convergence en moyenne d’ordre 1 < p < ¢q car en notant 1/r=1/p—-1/q :

E[1X, - X177 < E[1X, - X)) TE (1] = E1X - X19]79.

L’inégalité de Markov permet d’établir que la convergence en moyenne d’ordre p =1
entraine la convergence en probabilité :

E[I1X, - XI7]

PlX,-X|=¢€]l<
ep

On passe de la convergence presque siire a la convergence en probabilité en traduisant
tout d’abord les quantificateurs V et 3 par N et U comme suit :

{lim X, = X} = AU NiX,—XI<1/k}

k=1m=1nz=zm

L’union sur m étant croissante, on peut utiliser la propriété de continuité du théo-
reme 2.11 pour écrire, pour tout k fixé,

1=p limX,,:X]

n—oo
[e ]

U Nix,—-Xi=< llk}]

m=1n=m

<P

=lim P| ) {|Xn—X|51/k}].
m—=o0  |p=m
Comme Npzm An € A, on obtient 1 <lim P[IX,—-X|<1/k], d’ou le résultat.

Si X, E X alors Xn oL X En effet, pour toute fonction f continue a support compact,
la fonction f est uniformément continue par le théoreme de Heine, donc pour tout &€ > 0,
il existe n>0 tel que |f(x)— f(y)I <€ si |x—yl<n. En découpant, on a

IE[f(Xn)]—E[fXO]I<E[If(Xn) - fXI]

=E[If(Xn) = FQOIx,—x1<n] +E [|f(Xn) = FOI1x,—-x121]
<e+2|f|lPIXn—XI=7].

m—oo

Comme X, convergence en probabilité, on en déduit limsup,, [E[f(X,)]-E[f(X0)]|=¢,
ce qui conclut puisque € est arbitraire.

On a finalement montré les relations suivantes entre les convergences.
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1.3. Passer a la limite dans une espérance

‘ CV en moyenne LP ‘

Y

‘ CV en moyenne L! ‘

U
‘ CV presque sﬁre‘ > ’ CV en probabilité‘ >

Remarque 1.5 (Implications inverses). On peut dans certains cas « remonter les
fléches ». En particulier si X est constante (et égale a c) alors la convergence en loi
entraine la convergence en probabilité : si f.:R— Ry est continue bornée avec f(c) =1
et Vc—g,crel = fee alors

PlX,—Xl<e]l=E [I]C—s,c+s[(Xn)] =L [fce(Xn)] —E [fc,s(c)] =1.

Remonter vers la convergence en moyenne revient souvent d intervertir des limites;
c’est l'objet de résultats fondamentauz de théorie de la mesure et de lintégration que
nous évoquons plus bas.

Contrexemples.

1. Suite convergeant en probabilité mais pas presque strement. On peut considérer
une suite « tournante » sur [0,1]. Posons X+ = ik k+1/m(U) pour 0<sk<m et

N . P .
m=1, ou U est uniforme sur [0,1]. On a alors X, — 0 mais (X,),,=; ne converge
pas p.s. car « tous les w voient passer des 0 et des 1 une infinité de fois ».

2. Suite convergeant en loi mais pas en probabilité. Soit X, uniforme sur [0,1] pour

tout n=1, et X uniforme sur [0,1] et indépendante de (Xj);>1. On a X, DL X car
L(X;) = ZL(X) pour tout n=1. Mais si € >0 alors P [|X;, — X| = €] est non nul et
ne dépend pas de n, et donc (X,),»1 ne converge pas en probabilité vers X.

3. Suite convergeant en probabilité mais pas en moyenne. On pose X = nljg,1/,U)
ou U est une v.a.r. uniforme sur [0,1]. On a P[|X,—0|=¢]=P[U<1/nl=1/n—0

pour tout € >0, donc X, o. Cependant, E[| X, —0]] = nfoll[o,l/n](u) du=140c¢t
donc (X,),>1 ne converge pas en moyenne vers 0.

1.3 Passer a la limite dans une espérance

Théoréme 1.6 (Convergence monotone). Si (Xy),= est positive et croissante alors Xp
converge presque stirement dans Ry U{+oo}, et

lim E [X,] =E | lim Xn].
n—oo

n—oo
En particulier, E [lim,— o, X;] < oo ssi lim,— E(X;) < oco.

On utilise souvent le cas particulier avec le fait suivant : si X =0 d’espérance finie,
alors P[X <oo] =1. On en déduit ainsi une preuve tres sympathique de la premiere
partie du lemme de Borel-Cantelli :

Y2 PlA]=) E[14,]=E [ZlAn

et {ZIA,L :oo} =lim A,.
n n
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La méme méthode permet de réétablir trés rapidement une loi forte des grands nombres
pour des variables aléatoires indépendantes et bornées dans L* (pas forcément de méme
loi), comme celle vue dans la section 5.1, page 81. En effet, si S, := (X;+---+ Xp,) et
sup,, E [X1] < oo alors E [S%] =@(n?) (c’est le méme développement de la puissance 4 que
dans la preuve vue précédemment), d’ott E[¥,,(S,/m)*] =¥, E[S}] <oo. Par conséquent
Z,,(Sn/n)4 est presque stirement finie, donc avec probabilité 1, |S,(w)/n| — 0 comme
(racine quatrieme du) terme général d’une série convergente !

Lemme 1.7 (Lemme de Fatou). Si (Xy),»1 est positive alors

lim E(X,,) = E(lim X,,).
n—oo n—oo
Ce lemme est utile pour les suites qui sont ni monotones ni bornées. Pour se souvenir
de du sens de P'inégalité, on peut retenir I que tout se passe comme si lim  était concave.

Théoréme I.8 (Convergence dominée). Si X, P2 X et sup, | X, <Y pour une v.a. Y
telle que E[Y] <oo, alors on peut « passer a la limite dans ’espérance » :

lim E[X,] = | lim X,| =E(X].

n—oo n—oo
Remarque 1.9 (Modes de convergence). Sisup,, |X,| est intégrable alors la convergence
presque sure entraine la convergence en moyenne : X est intégrable par le théoréme de
convergence dominée, et on peut réappliquer le théoréme a X, — X, dominée par Y +|X|,
pour montrer la convergence en moyenne.

Ce théoréeme permet également de déduire la convergence en loi de la convergence

presque sire sans passer par la convergence en probabilité.

Enfin, on peut « remonter » de la convergence en probabilité & la convergence en
moyenne sous une hypothese plus faible que celle du théoréme de convergence dominée ;
c’est I'objet de la définition suivante.

Définition 1.10 (Intégrabilité uniforme). Pour toute famille de variables aléatoires
(Xi)ier finie ou infinie, dénombrable ou non, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. limp—soosup;er E(1Xi[lyx;1=p)) =0 ;
2. (Critére epsilon-delta) Ve >0, 36 >0, VA€ of, P(A) <6 = sup;;E(X;114) <€ ;

3. (Critére de La Vallée PoussinQ) il existe une fonction ¢ :R; — Ry positive
croissante et convexe telle que

lim _(p(x) =

x—+00 X

+oo et supE(¢(X;l) <oo.

iel
Une famille qui vérifie ces propriétés est dite uniformément intégrable (Ul).

Une famille Ul ne peut étre constituée que de v.a.r. intégrables. Une famille finie
de v.a.r. est Ul ssi les v.a.r. qui la constituent sont toutes intégrables. En vertu du
troisieme critére, une famille bornée dans LP avec p > 1 est toujours Ul, car il suffit de
prendre ¢(x) = |x|P. Enfin, une famille dominée dans L! (au sens ol sup;¢;|1X;| <Y avec
E[Y] <o0) est toujours UL

1. Pour se rappeler du sens de I'inégalité de Jensen, penser a la valeur absolue ou au carré!
2. Charles-Jean Etienne Gustave Nicolas de La Vallée Poussin. Ceci n’est pas un canular.
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Gréce au troisiéme critére, domination dans L! entraine bornitude dans « L'* » ! En
particulier, si une v.a.r. X est intégrable alors ¢(X) est intégrable pour une fonction ¢
sur-linéaire qui dépend toutefois de X. Pour comprendre ce phénomeéne, on peut penser
aux séries de Riemann : si Y, (1/n%) <oo alors Y ,,(1/n%7%) < oo pour € > 0 assez petit, car
la condition de convergence des séries de Riemann est « ouverte » plutdt que « fermée ».

L’uniforme intégrabilité est la condition la plus faible pour remonter de la convergence
en probabilité & une convergence en moyenne, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme I.11 (Uniforme intégrabilité et interversion limite/espérance). Soit (X,,) une
suite de variables intégrables, qui converge en probabilité vers une variable X intégrable.
Alors X, converge dans L' vers X si et seulement si les X,, sont uniformément intégrables.

Démonstration. En considérant Y, = X;; — X on se ramene au cas ou X est nulle. On
note G(R) =sup, E [IXn|1|Xn|ZR] : Puniforme intégrabilité signifie que G(R) tend vers 0
en 'infini.

Si X, converge dans L! vers 0, E[|X,|] tend vers 0. Pour tout € > 0, il existe I, fini
tel que E[|X,ll <€ si né¢l, donc

G(R) < maxE [IXnllx, > R] +e.
nelg

On prend la limite supérieure en R : a droite le max porte sur un ensemble fini et chaque
terme tend vers 0 par le théoréme de convergence dominée. Par conséquent

limsup G(R) <€,

R—o0

pour tout € positif, et finalement G(R) tend vers 0.

Réciproquement supposons que les X, sont Ul et montrons que E [|X,]] tend vers 0.
L’idée est de faire un double découpage : les petites valeurs contribuent peu a I’espérance,
les valeurs moyennes sont contrélées par la convergence en probabilité, et les grandes
valeurs par I'uniforme intégrabilité. Plus précisément pour tout couple (¢,R) on a :

ElXnl] =E[IXnll10,e (1 XnD)] +E [IXnl1ie,r1(1IXn D] +E [ X0l LR 001 (1 XD
<e+RP[|X,|=€]+ G(R).

On prend la limite supérieure en n — le deuxiéme terme disparait puisque X, converge
en probabilité :

limsupk [| X,]] <€+ G(R).
n

On fait tendre € vers 0 et R vers 'infini pour conclure. O

Une famille est UI ssi elle est faiblement relativement compacte dans L.
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ANNEXE J

Fonctions caractéristiques
et vecteurs gaussiens

J.1 Fonction caractéristique

La loi des variables et vecteur aléatoires ainsi que leur indépendance peuvent étre
étudiées au moyen de transformées, chacune correspondant a une classe de fonctions
test particuliere (ces classes sont liées par changement de variable). Pour les variables
et vecteurs discrets, c’est la fonction génératrice qu’on a coutume d’utiliser pour sa
simplicité. Pour les variables aléatoires positives, c’est plutot la transformée de Laplace
qui est utilisée. Plus généralement, pour des vecteurs aléatoires quelconques, ont utilise
la fonction caractéristique, ou transformée de Fourier. La fonction caractéristique des
vecteurs aléatoires gaussiens possede des propriétés remarquables. Soulignons que ces
transformées sont avant tout liées aux lois, plutdét qu’aux variables ou vecteurs qui
suivent ces lois.

Définition J.1 (Fonction caractéristique ou transformée de Fourier). La fonction
caractéristique d’une v.a.r. est la fonction ®x:R—{ze€C:|z| <1} définie pour tout
teR par Ox(t) = [E[e”X]. Plus généralement, la fonction caractéristique d’un vecteur
aléatoire X de R est la fonction @y : RY - {zeC:lz| <1} définie pour tout te R4 par

Dy (1) = [e“m].

La fonction caractéristique est liée & la fonction génératrice : gx(e'’) = ®x(f). Si X
est une v.a.r. telle que X est intégrable pour tout 0 < k < n alors ®x est n fois dérivable
en 0 et ®(0) = i*E [X*] pour tout 1<k =< n. La transformée de Laplace définie par

teR" —E[e"] e Ry U foo}

n’a pas l'avantage d’étre partout finie comme ®x. Le calcul effectif de ®x peut étre
mené grace a la formule du transfert, en utilisant au besoin e'? = cos(0) + isin(0).

Théoréme J.2 (Caractérisation de la loi — Admis). Deuz vecteurs aléatoires de R? ont
méme loi si et seulement si ils ont méme fonction caractéristique.

Si X est un vecteur aléatoire de R? et si teR et s€ S 1= {xeR?: lxll» = 1} alors
t(s, X) = (ts, X) est une v.a.r. et (s,X)s est la projection de X sur la droite Rs.
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Corollaire J.3 (Cramér-Wold — Caractérisation par projections). La loi d’un vecteur
aléatoire X de R? est caractérisée par les l’ensemble des lois de (s, X) pour tout s€ sd-1,

Corollaire J.4 (Caractérisation de l'indépendance). Deuz vecteurs aléatoires X et Y
de RY et RY sont indépendants si et seulement si pour tous s€ R? et t € RY

D(x,v)(s, 1) = Dx (5)Dy (£).
En particulier, si X et Y sont indépendants et d=d' alors pour tout t € R%,
x4y (1) =Dx()Dy (7).

Soit X une v.a.r. telle que X" est intégrable pour tout neN. On dit que la loi de X
est caractérisée par ses moments lorsque pour toute v.a.r. Y, si on a E[Y"] = [X"] pour
tout neN alors la v.a.r. Y a la méme loi que X. Le résultat suivant entraine que la loi
normale standard A4(0,1) et la loi exponentielle sont caractérisées par leurs moments.

Théoréme J.5 (Théoréme des moments de Stieltjes). Soit X une v.a.r. avec X" inté-
grable pour tout neN. Posons m, =E[X"™]. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. ®x est analytique sur un voisinage de 0 ;
2. ®x est analytique sur R ;
3. H”ﬁw(%mnu% < oo.
Si ces conditions sont vérifiées alors la loi de X est caractérisée par ses moments. En

particulier, une loi a support compact est caractérisée par ses moments.

___La formule de Stirling donne (1/ V" = G, (1/n). Par conséquent, la condition
lim ;o0 = |mp|!'™ < co entraine que la loi de X est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Pour tout neN, on a E[|X]|"] <oco et donc ®x est n fois dérivable sur
R. De plus, q)g?) est continue sur R et pour tout reR,

O (1) =E[(iX)"e"].

En particulier, (ID()?) (0) = i"my, et la série de Taylor de ®x en 0 est déterminée par la
suite (my,)p>1. Comme le rayon de convergence r d’une série entiere Y, a,z" est donné
par la formule de Hadamard r~! =lim,, Ianli, on obtient 1’équivalence de 1 et 3 (prendre
an =i"my/nl). D’autre part, comme pour tout n€N et tous s, €R,

eisx(eirx_l_iﬂ _____ (itx)”l) - Ith”’
1! (n-1)! n!
on a pour tout neN pair et tous s, €R,
' o "y [z
Dx(s+ t)_(DX(S)_ﬁq)X(s)_"'_mq)X (s) Smnﬁ,

qui montre que 3 = 2. Comme 2 = 1, on a bien équivalence de 1-2-3. Si X est bornée,
alors sup,, ImnI% < oo et donc 3 a lieu en utilisant la formule de Stirling. Si 3 a lieu alors
les arguments précédents donnent un r >0 tel que ®@x est développable en série entiere
en tout x € R avec un rayon de convergence = r. De proche en proche, on obtient que
®x est caractérisée par ses dérivées en zéro. O
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J.2 Application aux vecteurs gaussiens

Théoréme J.6 (Vecteurs et lois gaussiennes). Si X est un vecteur aléatoire de RY de
moyenne m et de matrice de covariance X alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Toute combinaison linéaire des composantes de X suit une loi normale sur R ;

2. La fonction caractéristique de X est donnée pour tout t € R par
i(t,X) ; 1
¢)X(t)=[E(e ’ ):exp l(t,m)—é(t,Zt) ;

3. L(X)=L(m+AZ), o A est une matrice de dimension d x d vérifiant AAT =3
et Z est un vecteur aléatoire de RY & composantes indépendantes et de loi N (0,1).

On dit alors que X est un vecteur gaussien. Sa loi est caractérisée par son vecteur
moyenne m et sa matrice de covariance X. Elle est notée A (m,Z). On dit que c’est une
loi gaussienne sur R?. La loi A4(0,1;) de Z est appelée loi gaussienne standard.

Démonstration. Une combinaison linéaire des composantes de X s’écrit (u, X) = u' X
oll u est un vecteur colonne déterministe de R?. L’équivalence 1) & 2) découle donc de
I’expression de la fonction caractéristique des lois gaussiennes sur R, et du fait que la
fonction caractéristique caractérise la loi. Cette derniére propriété montre également
que la loi de X est caractérisée par m et X. L’équivalence 1) < 3) provient du théoreme
4.24 sur la racine carrée matricielle, associé au théoreme 4.20 sur la transformation
linéaire. O

Exemple J.7 (Nécessaire mais pas suffisant). Les composantes d’un vecteur gaussien
sont gaussiennes, mais la réciproque est fausse. En effet, soit X = (Y,eY) un vecteur
aléatoire de R o0 Y et € sont indépendantes avec Y ~ AN (0,1) sur R et € de loi de
Rademacher symétrique : P [e = £1] = 1/2. Les composantes Y et €Y de X sont gaussiennes
mais la combinaison linéaire Y + €Y ne l’est pas car P[Y +eY =0]=P[e=-1]=1/2. De
plus, Cov(Y,eY)=E [Yz] Ele] =0 mais Y et €Y ne sont pas indépendantes.

Théoréme J.8 (Existence de densité). La loi gaussienne A (m,X) sur R admet une
densité de probabilité si et seulement si £ est inversible donnée dans ce cas par

1
fx)= exp(—§<(x—m),2‘l(x—m)>)-

1

vV (2m)ddet
Démonstration. Soit A une racine carrée matricielle de £ de méme rang p <d que X.
Soit Z un vecteur gaussien standard Z de loi A4(0,14), de sorte que m+ AZ ~ N (m,Z).
La loi A (m,ZX) est portée par le sous-espace affine E = {Az+m avec z € R4} de dimension
p. Si p<d, alors E # R et N (m,Z) n'a pas de densité. De plus, E = R4 si et seulement
si p=d, c’est-a-dire si et seulement si X est inversible. On peut choisir les composantes
de Z indépendantes et de méme loi A7(0,1) sur R. La loi de Z admet alors la densité de
probabilité fz donnée, pour tout zeR?, par

1 1
7 =] —=exp|-=2; exp(—illzllg).

d 1 1
2| _
=1 V27 ( 2 ) VvV (2md

Si X ~ . (m,%), alors pour toute indicatrice de pavé h:R?% — R,

Eh(X)]=E[h(AZ+m)] = fd h(Az+m)fz(2)dz.
R
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Si Z est inversible, le changement de variable affine x = Az + m est un difféomorphisme
de R? dans lui-méme, de jacobien non nul égal & det(A™!). La décomposition == AAT
entraine que |det(A)| = v/det(Z) et =71 =(AAT) 1=(A"HT AL, On en déduit que

E[h(X)] = f h(x)exp|—=(x—m) 2 (x—m)|dx
(Zn)d/Z,/det p( )
d’otu la formule annoncée pour la densité f. O

Théoréme J.9 (Indépendance des composantes). Pour tout vecteur gaussien X de R,
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. les composantes Xq,.., Xg sont mutuellement indépendantes ;
2. les composantes X1,..., Xg sont deux a deux indépendantes ;
3. la matrice de covariance ¥ de X est diagonale.

En particulier, un vecteur aléatoire gaussien est gaussien standard si et seulement si ses
composantes sont indépendantes et de méme loi normale centrée réduite A (0,1) sur R.

Démonstration. Les implications 1) = 2) et 2) = 3) découlent des définitions. Vérifions
que 3)=1). Siona X= Diag(a%,...,aé), alors pour tout fe€R%,

1 d 1 d
Ox(t) = exp(i(t, my — —(t,Zt)) =11 exp(itkmk— —Uit,zc) =[] ®x, (1) O
2 k=1 2 k=1

Les lois gaussiennes sont stables par transformation affine. En effet, si X ~ A (m, %)
et A€ MyqR) et beRP alors AX+b~ AN (Am+b, AXAT). En particulier, A4 (0,0%I,) est
invariante par rotation et symétries car si X ~.A(0,0°1,) et si A est d x d orthogonale
alors AX a la méme loi que X. Le théoréme de Cochran raffine I'’étude de A (0,0%1y).

Théoréme J.10 (Cochran). Soit X un vecteur colonne aléatoire de R" de loi N (m,d?l1,,)
et R" = E1@---® E), une décomposition deR" en somme directe de p sous-espaces vectoriels
orthogonauz de dimensions dh,...,dy avec dy+---+dp = n. Soit Py la matrice du projecteur
orthogonal sur Ex et Y =Py X la projection orthogonale de X sur Ey.

1. Les projections (Y1,...,Yy) sont des vecteurs gaussiens indépendants et
~ N (Ppm,o’Py).
2. Les variables aléatoires | Y, —Pim|?,..., “ Y,,—P,,m”é sont indépendantes et
o 21 Y~ Peml; ~ x*(dg).

Démonstration. On se rameéne d’abord au cas ou m =0 par translation. Le vecteur
aléatoire Y = (Y7,..., Y,g)T de R"P g’écrit Y = AX ou A est la matrice de dimension np x n

P,
A=
PP
Il en découle que Y suit la loi A (0,02AAT). Pour tout 1<i<p, onaP; = Pl.T = Plg. De
plus, P;P; =0si 1=i# j<p car E; L Ej. Par conséquent, AAT = Diag(Py,...,Pp) est
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diagonale par blocs. On peut déduire du théoreme J.9 que Yj,...,Y), sont des vecteurs
gaussiens indépendants avec Y ~ A (0,0%Py) pour tout 1<k < p. En particulier, les
variables aléatoires |V1l3,...,| Y, ||§ sont indépendantes. Il reste & déterminer leur loi.
Pour tout 1< k=< p, soit Bi ={eg,...,erq} une base orthonormée de Ejy. La réunion
BiuU---UB,, constitue une base orthonormée de R". Le vecteur X s’écrit dans cette
base X =Y +---+Y), avec Y = ager1 + - + dg,q, k4, oU ag; = (X,er;). L'invariance
par transformation orthogonale de la loi A (0,021,) implique que les variables aléatoires
ar,; sont indépendantes et de méme loi A (0,02). Il en découle que pour tout 1<k < p,

o N YilP =072 (ag  +--+ a4 ~ x°(di). O

J.3 Applications en statistiques

Commencgons par montrer une version multivariée du théoréme limite central, en
admettant le résultat suivant.

Théoréme J.11 (Paul Lévy — Admis). Si (Xp)u=1 et X sont des vecteurs aléatoires de
RY et si X admet une densité continue alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 1limy— oo E [f(X)] = E[f(X)] pour toute fonction continue et bornée f:RY —R;
2. limy—.oo E[f(Xn)] =E[f(X)] pour toute indicatrice f de pavé ou de boule;
3. lim, o @x, (1) = Ox(£) pour tout t € R,

Corollaire J.12 (Théoréme limite central multivarié). Soit (X,),>; une suite de vecteurs
aléatoires de R? indépendants et de méme loi, dont les composantes sont de carré
intégrable. Alors, en notant m et X le vecteur moyenne et la matrice de covariance de
X1, on a, avec X ~ N (0,%), pour tout pavé ou boule B de R,

X1+ + X,

n—oo

lim IP(\/E

—m)eB):IP[XEB].

Démonstration. Le théoreme de Paul Lévy raméne le probleme a la convergence
ponctuelle des fonctions caractéristiques vers celle de la loi gaussienne A (0,X). Quitte a
remplacer les Xi par Xz —m, on peut supposer que m =0. Comme Xi,..., X, sont des
vecteurs aléatoires indépendants et de méme loi, on a pour tout e R%

t t r\\"
Dy sixy () =E (—, X))+ +i(—, Xp) || = |Px, | —=
Aot fnx ® (eXp(N\/ﬁ v +l<\/ﬁ >)) ( X (\/ﬁ))

Pour tout reR", la v.a.r. (f,X;) a pour moyenne 0 et pour variance (t,2t). Une formule
de Taylor a l'ordre 2 en 0 pour @ x,) donne ®x, (1) =1+ %(I,Zt) + 040l tll%) d’ou

1 1\\" 1
D xp 44, (F) = (1 + E(I,Zt) + tllgon—wo(ﬁ ) — exp(E(I,Zt)) =D x5 (D).

7

O

Le théoréeme de Cochran permet une étude fine des échantillons gaussiens ce qui
justifie de nombreuses applications statistiques.
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Corollaire J.13 (Echantillons gaussiens). Soient Xi,..., X, des v.a.r. de loi normale
N (m,0?) avec 0% >0, de moyenne empirique et variance empirique définies par
— 1 2 1

Xp==Y X et §%=
! ”kz=:1 ¢ "on-1f

Xk — X )%

™M=

1

Alors les variables aléatoires X, et S% sont indépendantes avec

p S2 ~y*(n-1).

2 —
o

De plus, la moyenne empirique studentisée T, vérifie

X,-m

n

Tnz\/ﬁ( )~t(n—1).

Démonstration. Soit 1, le vecteur de R” dont toutes les coordonnées sont égales a 1.
La matrice de la projection orthogonale sur E; = R1, est donnée par

.
02 n ™"

P,

Le sous-espace Ep = Ell est de dimension n—1 et la matrice de la projection orthogonale
sur E» est Po=1,-P;.Ona Vi =P1X=X,l, et o=PoX=(X1—Xp,...,Xn—Xn) ', ce
qui entraine || V2|12 = (n-1)S2. Le théoréme de Cochran permet de conclure. O

Le théoréeme de Cochran permet également de justifier le célebre test d’adéquation du
x2. Bien qu’il ne s’agisse pas d’une véritable distance, on appelle distance du chi-deux
x? entre deux lois de probabilité p et g sur un ensemble fini {1,...,k} le nombre réel
positif

k (p; — ,)2
D(p,q) = Z M.

i=1 i

Cette quantité asymétrique en p et g vaut +oo si I'un des p; est nul.

Théoréme J.14 (Test d’adéquation du y?). Soit p= (p1,..., px) une loi sur {1,...,k} et
X1,.., Xy des v.a.r. sur{1,...,k} indépendantes et de loi q = (qu,...,qx). On définit les
effectifs théoriques ny, ..., n, empiriques Ni,...,Ng, et la loi p=(p1,..., Px) par

. _N;

ni=np; et N;j=lix=yn+-+1lx,=1 et pi=7

Supposons que p1>0,...,pr >0. Considérons la distance du chi-deux normalisée

k s32 k 2
. (pi —pi) (n; — Ny)
Dnan(p,p)ZnZ Pi—Pi :Z i i
i=1  Pi =1 M
Si p=q alors pour tout teR,
lim i, (6= Fyageo(0
Si p# q alors avec probabilité 1,

lim D, = +oo.
n—oo
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Démonstration. Supposons que p # g. La loi forte des grands nombres (théoréme 5.5)
entraine qu’avec probabilité 1, on a lim,_., N;/n — ¢; pour tout 1 <i <k et donc

lim — =
n—oo n

k .72
Doy P9 _ b

i=1 l

et comme D(p,q) >0 car p # g, on obtient bien lim,_.,, D, = +co. Supposons a présent
au contraire que p = q. Pour 1< j < n, soit V; le vecteur aléatoire de R* donné par

1
(Vi)i = —=yx,=1y — pi)-
jli \/E =1 i
Les vecteurs Vi,..., V;, sont indépendantes et de méme loi, et cette loi est centrée et de
matrice de covariance X = I — \/ﬁ\/ﬁT avec \/ﬁT = (/P1,---»/Pr)- Le théoreme limite
central multivarié (théoréme J.12) entraine alors que pour tout pavé ou boule B de R,

1
lim P| — (V1 +---+V,)eB|=P[Z€B]

n—oo \/n

ou Z ~ A (0,%). Soit Vect(y/p) le sous-espace de R* engendré par VP et soit H= \/ﬁ\/ﬁT
la matrice de projection orthogonale sur Vect(,/p). La matrice de projection orthogonale
sur Vect(y/p)* est I — H=X. Cette matrice est de rang k—1 car H est de rang 1, et le
théoreme J.10 de Cochran donne ||Z||§ ~ xz(k— 1). Il ne reste plus qu’a observer que

2

Dn=” W +--+V)

1
N

2

O

Dans la pratique, on connait p mais pas ¢, et on souhaite décider au vu de Xj,..., X
si p=¢q ou non. Cette décision est prise au moyen d’un test d’adéquation asymptotique.
Plus précisément, on fixe un niveau de confiance a € (0,1) comme par exemple a = 0,05,
puis on détermine le quantile a, d’ordre 1—a de la loi du chi-deux y?(k-1), ce qui
donne la région d’acceptation du test <, = [0, an]. La régle de décision est la suivante :

si Dy, € o, alors on accepte I’hypothese p = g et sinon on la rejette.

La probabilité de rejeter a tort tend vers a quand n — oo (erreur de premiere espéce).
La probabilité d’accepter a tort tend vers 0 quand n — oo (erreur de seconde espeéce).
A Xy,.., X, fixés, plus a est petit, moins on rejette a tort mais plus on accepte a tort.
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ANNEXE

Combinatoire, loi de Poisson
et partitions

En combinatoire, le n® nombre de Bell B, compte le nombre de partitions d’un
ensemble & n éléments. On a By=1, By =1, B, =2, et (By) ;=0 vérifie la récurrence

By

n
By+1 = Z (Z

k=0

qui se démontre de la maniére suivante : pour choisir une partition de {1,...,n+1} on
choisit le nombre k d’éléments qui n’appartiennent pas au méme bloc que 1, puis ces k
éléments parmi n, puis on partitionne ces k éléments avec les By possibilités. La formule
de récurrence se réécrit de la maniere suivante :

Bunt _ 1 B
k1! k!

|
n. ki+ko=n

ce qui donne identité des séries entieres suivante !

3 e P o ’qz ke § O

qui s’écrit G'(z) = e*G(z) ot G(z) = X000 ]fl’,’ , ce qui donne

G(z)=e® !

On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre 1, prise au point
e*. Il en découle que B, est le moment d’ordre n de la loi de Poisson de parametre 1 :

B—l k"
"_e 0 k!

||M8

1. Pour justifier la convergence, on peut établir la majoration B, < n” en remarquant que toute
fonction de {1,...,n} dans lui-méme induit une partition de I’ensemble de départ : {1,...,n} = Uif_l({i}) ;
on en déduit une minoration du rayon de convergence par 1/e>0.
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(formule de Dobinski). Notons par ailleurs que si {Z} désigne le nombre de partitions a

k blocs d’un ensemble a n éléments (nombre de Stirling de seconde espéce) alors

ané;{Z}

On dispose de la formule de récurrence

e n-1 +k n-1 avec conditions au bord " =1 et " =1
k k-1 k 1 n

car pour choisir une partition de {1,...,n+1} ayant k blocs il faut et il suffit soit de choisir
une partition de {1,...,n} ayant k—1 blocs et de la compléter avec le bloc singleton {n+1},
soit d’ajouter I’élément n+1 a 'un des k blocs d’une partition partition de {1,...,n}
ayant k blocs. Si X est une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A alors

n
E[X"]= kzl{:})tk en particulier E[X"]=B, sid=1.

On dispose également de la formule explicite suivante :

n| 1& ik
==Y s
it ()

qui peut s’obtenir grace au principe d’inclusion-exclusion en remarquant que le nombre
de Stirling de seconde espece est égal au nombre de surjections de {1,...,n} dans {1,..., k}.

Intéressons-nous a la simulation de la loi uniforme sur I’ensemble I1,, des partitions
de I'ensemble {1,...,n}, de cardinal B,. Cette loi affecte le méme poids 1/B;, a chaque
élément de I1,,.

Théoréme K.1 (Algorithme de Stam). Soit K un entier aléatoire valant k avec
probabilité k™/(k'eB,) pour tout k = 0. Sachant K, soient Cy,...,C, des variables aléatoires
i.4.d. de loi uniforme sur {1,...,K}. Soit P la partition aléatoire de {1,...,n} obtenue en
décidant que i,j sont dans le méme bloc si et seulement si C; = Cj. Alors P suit la loi
uniforme sur I1,.

Laloi de K est bien définie grace a la formule de Dobinski. Il est commode d’interpréter
Cy,...,Cy comme des couleurs, les blocs de P regroupant donc les éléments par couleur.

Démonstration. On observe que pour tout p € Il,, en notant b son nombre de blocs,

S X k(k-1)---(k-b+1) k" 1
P(P=p)=Y PP=plK=kPK=k) = -——. O
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