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Représentation unitaire dans les algebres de Clifford
Jonot Jean Louis

ABSTRACT. Dans cet article, on donne une représentation unitaire de ’équation
relativiste de Dirac et ’équation relativiste d’Einstein a partir d’une section
de Dirac sur les champs réels. En complexifiant les sections d’endomorphismes
de Dirac et en faisant I’hypotheése que ces endomorphismes sont dans ’algébre
de Clifford Cli,3 (R) ® C, on en déduit des conditions suffisantes pour que
l'opérateur de Dirac de rang 2 soit un opérateur de Ricci ce qui permet d’écrire
I’équation relativiste d’Einstein en terme d’opérateurs

Hy = (%R*A)G#»HT.

L’équation relativiste de Dirac est décrite par le complexifié, non stan-
dard, de 'opérateur de Dirac réel de rang 1 sous la forme

H,(Z)=nZ.

1. Introduction au principe d’unification

On se fixe une section de Dirac réelle sur le fibré tangent &w, c’est-a-dire, un
morphisme de fibré de £ ® éw dans &w. A chaque événement w de I'univers W,
on définit une application bilinéaire

v (w) : Ty (W) @ Ty (W) = Toy (W)

Soit (W, ¢) une carte de trivialisation, on note {9, } le local frame défini sur W
et {d*} le local frame dual. Les sections d’endomorphismes de Dirac y* s’écrivent
Y (w) : T (W) = Ty (W), 7 (w) (u) = (w) (d" (w) @ u), Yu € Ty (W)

et si X est un champ local sur W, on a
Y(X) =7 (d"® X).

On définit le tenseur v** = Trace (y"+"), ce tenseur est un tenseur symétrique.
Si ce tenseur est un tenseur métrique, on définit la métrique sur W par

N v 1 17
9 (Ou;0y) = guv, ot g = Z'Y# ) (1.1)

par la suite on fait I’hypothese que la métrique g est Lorentzienne de signature
(—,+,+,+). Soit V la connexion de Levi-Civita associée & la métrique g, Q est la
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2 JONOT JEAN LOUIS

section des formes quadratiques associées. L’opérateur de Dirac de rang 2 s’écrit
_ v
H2 =72 ®R )

qui est une section d’opérateurs sur chaque fibre, on peut consulter [4]. Cet
opérateur a pour matrice dans le local frame

1 .
T I[N AT RI
hp - 2 [’7 Y ]j Rul/pa
ol RJ est le tenseur de courbure, on lui associe le tenseur

v p
1 Vo J
h‘rp = 5 [7 Y ]‘rj R,uvp
par abaissement de l'indice 7. Si h;, s’identifie au tenseur de Ricci R;,, on dit que
Hj; est un opérateur de Ricci. Sous cette hypothese, I’équation relativiste d’Einstein
s’écrit
h‘rp = )\g‘rp + K’T‘I‘p
ou 1%, est le tenseur énergie-impulsion, A = %R — A, k= 8:4G, R est la courbure
scalaire et A est la constante cosmologique. Sous I'hypothese
v op] v vpuNo __ opsv oV SH
[V, =R (RS = g7ty — g7 by,
lopérateur Hy est un opérateur de Ricci. Si le tenseur de Ricci est inversible alors
le tenseur h,, s’identifie au tenseur d’Einstein R,, + Ags, lorsque

v, =G" (N

ol
(67 (V)] = (g7 + Ae™) 8 — (9" + Xe™) 8%,
I’équation d’Einstein s’écrit
1
hrp=KT7p, A= f§R + A avec €?"R,, = 67.

Comment décrire I’équation relativiste de Dirac a partir d’une section de Dirac
réelle métrisable? L’idée est de complexifier la section de Dirac et la connexion V.
On complexifie V en posant

V=Va&iV,
la dérivée covariante s’écrit
Vxiyiy (S+1iT)=VxS—-VyT +i(VyS+VxT),

pour complexifier la section de Dirac réelle, on prend une base locale de champs
Q-orthogonale réduite sur W, notée {e, },

g(ev,e,) = £6,, avec dpo = —1,0,, = +1, p=1,2,3
et {e} sa base duale telle que
et e, =0 (! ®e,) (w) =€ (w) (e, (W) =1, Vw e W. (1.2)

. n " .
Si e, = pj0,, on pose P = (pZ) et Py =~v% v* est la section des endomor-
phismes de Dirac associée a e* vérifie

Trace (#v"y) = £4d,,,
en effet si e# = ¢#*d"™ alors la condition 1.2 implique

ap, = o,
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donc Q = (qﬁ) = P_1 et
Hy=gity"
on en déduit le calcul de la Trace ("),
W~y = Trace (My"y) = gt ql Trace (")
= q'q;Y"" = 4qtq797" = £40,,,

sous forme matricielle

(") =4Q(¢7) " Q = 4 (P (gu) P) ' = (£46,,.) ,

les calculs sont faits sur des matrices a coefficients réels. Pour complexifier v, on
pose

H5 =i (My) si Trace ((“7)2) = —4 et 5 =" v si Trace ((“7)2) =4,

les #% sont des sections d’opérateurs de End (éw ® C) en posant

03(2) = — (%) (V) + () (X) et

(2 =("y) (X)+i(*)(Y)siZ=X+iY et p=1,2¢t 3
la section de Dirac complexifiée est définie par

Y(d®Z)=d, ("7(2)), d=dye”
on peut définir 'opérateur de Dirac de rang 1 par
Hi=70V

c’est une section d’opérateurs définie sur les champs complexes sur W, 1’équation
relativiste de Dirac s’écrit

H, (Z2)=nZ

oll 17 est une fonction propre locale de I'opérateur H, définie sur W. Pour donner
une représentation unifiée locale des équations relativistes d’Einstein et de Dirac,
on se fixe une section de Dirac réelle v métrisable, d’endomorphismes de Dirac v
associées au local frame de la carte. Sous I’hypothese

MV = Vi (1.3)

o M"# est la matrice de [y”,y*] dans le local frame, opérateur de Dirac Ha est
un opérateur de Ricci et si

MV =GV (), (1.4)

Hj est un opérateur d’Einstein. Pour construire 'opérateur complexifié Hi, noté
Hy, on détermine quatre endomorphismes ¥% dans I’algebre de Clifford

{717} =26""1d, (1.5)
et on reconstruit les sections d’endomorphismes de Dirac en posant
P=pr(),
on choisit 7y pour que les équations 1.3 ou 1.4 soient vérifiées.

REMARK 1. On a complexifié les sections d’endomorphismes de Dirac de cette
fagon, pour que les matrices des sections d’endomorphismes complexifiés soient sur
chaque fibre, dans l’algébre de Clifford engendrée par les matrices de Dirac.
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2. Les relations métriques associées aux endomorphismes de Dirac

La construction de la métrique peut varier suivant le choix de la section de
Dirac. On se fixe une section de Dirac « sur un fibré vectoriel réel ou complexe ¢
de base W. Avec les notations précédentes, on pose

g"" = Trace (v"7").
On peut définir d’autres tenseurs, par exemple, si ¢ est fibré réel
ht" = Trace (Tr'y“'y”) ,
dans le cas d'un fibré complexe
k" = Trace (Y#9") et " = Trace (T"y7")

si le tenseur K*¥ ou [*” est un tenseur hermitien, v est une section de Dirac hermi-
tienne complexe. Dans le cas réel, si g"” ou le tenseur h*” sont métriques, on dit
que la section de Dirac est hermitienne réelle. On dira simplement que  est hermi-
tienne. On peut donc définir localement sur la carte W, une métrique qui est une
métrique pseudo-riemannienne dans le cas des fibrés réels et une métrique hermiti-
enne dans le cas des fibrés complexes. La métrique pseudo-riemannienne, notée g,
induit sur chaque fibre T,, W, un ”produit scalaire” g (w) pour tout w € W. Dans
le cas complexe, la métrique hermitienne, notée h, induit sur chaque T, W ® C,
un ”produit scalaire hermitien” h (w) pour tout w € W. Si le fibré ( est le fibré
tangent

¢w = (TW,7,W,R%) ouéw ©C

son complexifié, toute section de Dirac hermitienne ~y sur &w ou éw ® C permet de
définir les opérateurs de Dirac de rang un et deux, notés respectivement,

H1:7®VetH2:’yg®Rv

ou V est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique induite par . Le calcul
de ces opérateurs est développé dans [3], [4], [5].

DEFINITION 1. La complezification du tenseur énergie-impulsion est h,, avec
h,, = g,-h], (h]) est la matrice de ’endomorphisme Ho dans le local frame.

On peut décrire I’équation relativiste d’Einstein dans le cas complexe sous la
forme

R,Lw - >\g,uu = h,um

R, est le tenseur de Ricci et

1
A= §R — A, R est la courbure et A est la constante cosmologique,

I’équation relativiste de Dirac s’écrit
H\Z =nZ

ol Z est un champ complexe local et 1 est une fonction de densité de masse propre
de l'opérateur H;. On discrétise ainsi, les densités de masse des champs complexes.

CLAIM 1. Que peut-on dire sur la densité de masse des champs en corde définis
dans [6] 7
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3. Le fibré de Clifford d’un fibré avec groupe de structure

On se fixe un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension n
(=(E,mW)V),

de fibre 'espace vectoriel ¥ muni d’une forme quadratique @ de forme polaire g. On
note @ (w) la forme quadratique induite sur chaque fibre et g (w) sa forme polaire
telle que pour toutes sections locales s et ¢t de (, "application

w— g(w) (s (w),t(w) =(s(w),t(w)), estC™. (3.1)
Si Wi et Wy sont deux cartes de trivialisation en w € Wy N Wy et
¢ Ew, () = W; xV
les isomorphismes de trivalisation, alors
92 (w) (u,v) = g (2 (w) (u) , ¢2 (W) (v))
=g (¢2 (w) o o1 (w) (61 (w) (u)), d2 (w) 0 67" (w) (¢1 (w) (v)))
=g (o1 (w) (uv), 1 (w) (v) = g1 (w) (v, v),

si g (w) o7t (w) 1 V — V est une isométrie, c’est-a-dire, si on suppose que le fibré
¢ est un fibré avec groupe de structure

GCcoWw,Q).

Sous cette hypothese la pseudo-métrique induite sur chaque fibre E,, ({) est
indépendante du choix de l'isomorphisme de trivialisation choisi. A partir d’un
fibré ¢ de base W, de fibre ¥V muni d’une forme quadratique @ et de groupe de
structure G C O (V, @), on construit un fibré ¢ ou 'espace total est

E(¢) = Uwew CL(Ew (¢) , Q (w))
si les fibres Cl(Ey, (€),Q (w)) et C1(V, Q) sont les algebres de Clifford des espaces
(Ew (€),Q (w)) et (V,Q) [7] [8], de projection m ol 7 |Cl(Ew(C),Q(w)) (u) = w.
THEOREM 1. Si ( est fibré avec groupe de structure G C O (V, Q) alors
¢c=(E(s),m,W,ClL(V,Q))
est un fibré.

NOTATION 1. ¢ est le fibré de Clifford de ¢, on le note ¢ = C1({, Q).

PROOF. Prenons une carte W de trivialisation du fibré ¢ et ¢ 1’isomorphisme
de trivialisation de la forme

¢ WXV — EW (C) = uwGWEw (g)

si les applications de transition du fibré ¢ sont dans G alors pour chaque w € W,
la forme quadratique @ (w) induite de @ par

¢ (w) : {w} xV = Ey (¢)
est indépendante du choix de ¢. On définit I'inclusion naturelle
in: Ew () = Uwew CL(Ey (€),Q (w)),

et soit in (w) la restriction de in & E,, (¢) a valeurs dans Cl (E,, (¢),Q (w)), il existe
une application bijective

@ : W xClL(V,Q) = Uvew Cl(Ey, (¢),Q (w))
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telle que ’application

@ (w) : {w} x CL(V, Q) = Cl(Ew (¢),Q (w)),

pour tout w € W soit une extension de in (w) o ¢ (w). Pour construire cette
extension, on prend une base de sections locales {e;} de ¢ sur W, la famille
{1cl(v,Q),€i1€i2"'€ik} avec 1 < i1 < -+ < i < n est une base de C1(V,Q)
[1] et o (w) est définie par

¢ (w) (Taw.@) = Loe.©).Quw)) et
2 (’LU) ((wa €31 Cip ~ " elk)) = ¢ (’LU) (ei1) ¢ (’LU) (eil) T ¢ (’LU) (eik) )
on a identifié Fy, (¢) a son image dans Cl(Fy (¢),Q (w)). Le morphisme ¢ (w)
est un isomorphisme d’algebres de Clifford. L’espace E (s) peut étre muni d’une

structure de variété différentielle qui rende les applications ¢ de classe C'° pour tous
les morphismes de trivialisation ¢ de ¢. Ainsi E (¢) est une variété de dimension

dim E (¢) = dim W + 24im F(©)

et
c=(F(),mn,W,C1(V,Q))
est un fibré de fibre C1(V, Q). O

4. Représentation modulaire d’un fibré

Tous les fibrés considérés sont vectoriels de dimension finie et de base 'univers
W. Une action de ¢ sur un fibré ¢ est un morphisme de fibré vectoriel 7

7:¢—=End((), 7(w) : By ({) = Eyu ().

Le morphisme 7 est une représentation modulaire du fibré ¢ dans . L’action
est fidele si pour tout w € W, 7 (w) est injective, sous cette hypothese le fibré ¢
s’identifie & un sous-fibré de End (¢). Par exemple une section de Dirac v sur (,
est une action de &3 sur ¢ ol ¢ est un fibré réel ou complexe de dimension finie et
&w est le fibré dual du fibré tangent {&w de W. On dit que la section de Dirac est
fidele si cette action est fidele. On peut munir le fibré &5 d’un produit hermitien,
de la fagon suivante. Le fibré End () a une structure naturelle de fibré hermitien,
on définit la section hermitienne par

(e| f), =Trace(e* o f) sie, f € End(Ey (€)) (4.1)

Tr Tr

avec e* =1" e si ( est un fibré réel et e* ="' € si le fibré est complexe. End (¢) muni
de cette section hermitienne est un fibré hermitien. Si ¢ a une représentation fidele
dans ¢, on peut définir une structure de fibré hermitien en posant

(u]v), = (7 (w) (u) | 7 (W) (v)),

ou 7 est une représentation modulaire fidele de ¢ dans (.
REMARK 2. Pour toutes sections locales s et t de End ({), Uapplication
w = (s(w) | t(w)),, estC™. (4.2)

w

On rappelle que le fibré End ({) est le fibré des endomorphismes de ¢, de fibre
End (V). Si W est une carte de trivialisation de ¢, I'isomorphisme de trivialisation

¢ Ew (Q) = WXV, ¢(u) = (w,é(w) (u), u€ Ey (C)
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s’étend en un isomorphisme de trivialisation
&1 Bw (End (Q) » W x End (V), (1) = (w, & (w) (1)),
l € Ey (End (¢)) = End (Ey (¢))
ol
¢ (w) (1) = (w)olop(w) .
REMARK 3. Les applications de transition sont définies par
ha,p : Wo N W5 — GL (End (V)),
hes (W) (1) = ko g (w) 0l o kg g (w) ™", I € End (V) (4.3)
ol ko g (W) sont les applications de transition du fibré (. On a
ha,p (w) (I 0 l2) = ha,pg () (I1) © ha,g (w) (I2) -
DEFINITION 2. On note Qgna la forme quadratique surV, de forme polaire
9End (l1,12) = Trace (I o l2)
avec 17 est Uendomorphisme adjoint 11 pour la forme quadratique Q).

LEMMA 1. Si ¢ est un fibré avec goupe de structure G C O (V, Q) alors End ({)
est un fibré avec groupe de structure H C O (End (V), Qgna)-

REMARK 4. On rappelle que Uadjoint de I € End (V) est l'unique opérateur
I* € End (V) vérifiant

g(l(u),v) =g w,l*(v)) pour tout u,v €V,
ot g est la forme polaire de Q.

ProoOF. 1l suffit de vérifier que les applications de transition hq g (w) définie
en 4.3 sont dans O (End (V) , Qgnd). On a par 4.3

B () (1) © b (1) (12) = (K (w) 011 0 Ky () ™) 0 b (1) 01 b ()

- (kaﬁ (w)fl)* ol 0 kap (W) 0 kas (W) 0ly0kaps (w) ™"

-1

-1

= ka,g () ol 0 kays ()" 0 kas (w) 0lz 0 kg (w)
= kag (w) o lf ol 0 kap (w) ™'
car ko5 (w) € O(V,Q). On en déduit que
Trace (hag () (11)" © hap (w) (I2)) = Trace (kaﬁ (w) o lF oly 0kag (w)*l)
= Trace (I o l3),

ainsi hq,g (w) € O (End (V) , Qrnd)- 0

Le fibré End ({) est isomorphe au fibré (* ® ¢, si {t*} est une base de sections
locales de (* et {s,} une base de sections locales de ¢ alors t“®sy définie par

t“Q)s, : W = Ew (" ),

(/@0 (w) = () @ 50 () € Euw (¢ 9€) = Ewr (O © Bw (0
() © 0 ()£ B ()~ B0, (1 (1) & 50 () () = () () s, ),
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forme une base de sections locales de (* ® ¢ |w . Si le fibré ¢ est un fibré avec
groupe de structure G C O (V, @), on définit la forme quadratique

Q (w) (" (w) ® s, (w)) = Q (w) (tu (w)) Q (W) (s (w)) -

PROPOSITION 1. Les fibrés ¢* @ ¢ et End (¢) munis des formes quadratiques
Q et Qgng, ot Qgng est la forme quadratique induite par Qgng, sont des fibrés
isométriques.

PROOF. On se fixe une base locales de sections {s, } sur W qui est Q-orthogonale
et réduite, relativement & la forme quadratique @, et sa base @-duale {s*}. Sur
chaque fibre E,, (w), g (w) est la forme polaire de @ (w), on a

s (w) (s (w)) = g (w) (s (w) , 5 (w)) , Yw € W
en terme de section on écrit simplement
sH(s) =g(s,s,).

La famille {s“@sy} est une base de sections locales de End (¢) définie sur
W. Par définition

(@) 9).) =g (5 (" Rs) () =" g (s:5,) = g (L5,) 9 (.5).

en particulier,

g (("@s0) (50)150) = 9 (55,50 9 (57.50)

_ JuuGvv si (p,T) = (Ma V)
9pu9rv = { 0 sinon (44)

ol (gpu) est la matrice de la forme polaire dans la base {s,}, la base de sections
{s,} est Q-orthogonale et réduite, donc, les relations 4.4 sont vraies. Si on pose

(S#@su)* (5,) = Aisi,
g ((s“@su)* (s7) sp) = N.gip = Gpugrv

on en déduit que A2 =0 si (p,7) # (u,v) et A = g,,,. La matrice de s* ® s, dans
la base {s,} est

on a

(gui(sg)

(gwéé’,f) :

la matrice de (s* ® s,,)" (s¥ ® s,,) s’écrit

(gwéz'-’j ) (g6l = (gwgukﬂ-’j 5?,) = (Guvgurdl)

QEnd (s“®sl,) = Trace ((s“@s,,)* (s”®su)) ,

on a pour la trace

et la matrice de (s* @ s,,)" est

calculons

GuvGuj 5& = Gvv9up

QEnd (5#®5v) = Gvv9up

donc
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et
Q(®@sv) = Q) Q(52) = Guvgi

donc ¢* ® ¢ et End (¢) sont des fibrés isométriques pour les formes quadratique Q
et Qgnd. O

REMARK 5. Si v est une section de Dirac métrisable sur le fibré tangent &w
de lunivers W et (W, ¢) une carte de trivialisation de &w de local frame {0,.} et
de local frame dual {d"}. Pour les sections d’endomorphismes de Dirac

v =%,
le tenseur
Y = Trace (19"
est un tenseur métrique de signature (p,q) avec p+ q = 4. La métrique induite g
définie par 1.1, de forme quadratique Q@ permet de construire sur End (§w) |w, une
structure de fibré hermitien par
9Ena (v, 7) = Trace (v*7)

ot v* est la section adjointe locale de la section v de End (&w) |w. Si on identifie
End (¢éw) a &y © Ew on peut dire, par abus de langage, que Qrna est le carré
tensoriel de @, la section locale des endomorphismes

el (X) =d"(X) 0y, X € T'w (§w)
vérifie
QEnd (e})) = Q (9,) Q (9y) -
5. Algebre de Clifford sur les sections d’un fibré

On note T'(End (¢)), le C*° (W)-module des sections de End (¢). L’espace
I' (End (¢)) est muni d’un produit scalaire a valeurs dans ’anneau unitaire C*° (W),
si s et t sont deux sections de End (¢), la section produit s.t est définie par

st(w) =s(w)ot(w), Vw e W

et on pose
(s[t): W =K, (s]t)(w) = (s(w) [t (w)), 41
alors (s | t) € C*° (W) et K =R ou C. On définit I'idéal bilatere J de I" (End (¢))
engendré par les sections
s.s—(s|t)1
ou 1 est la section identique définie par
1 (’LU) = le(C)’ Yw € W
et 1algebre associée & (, notée A (¢), comme le quotient
I' (End (¢
A = DERMQ)

DEFINITION 3. L’algébre A (() est Ualgébre de Clifford du fibré (.

PROPOSITION 2. Si l'univers W est compact, ’algebre A (C) est de type fini et
projectif comme C°° (W)-module.

REMARK 6. Si l'univers W n’est pas compact, A(C) n'est pas de type fini. On
peut consulter [9] et [8] pour I’étude de ces algébres.
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Supposons que le fibré soit un fibré avec groupe de structure
G=0(V,Q)
et soit W une carte de trivialisation ¢ de ¢ et q~5 son extension au fibré End (¢). On
peut construire le 4-uplet
End (E, (€))

A (Ca Q) = (‘—leW 7

ot U est la réunion disjointe, J,, est I'idéal bilatere engendré par les endomorphismes
e.e = Q (w) (€) 1pna(r.,.(¢)): € € End (Eu (€))

et lalgebre A (V, Q) est définie
End (V
A, =)
ou Z est I'idéal engendré par les éléments de la forme
e.e —Q(e) 1y.

CLAIM 2. Si ¢ est un fibré avec groupe de structure G = O (V, Q) alors A (¢, Q)
est un fibré de fibre A(V, Q) pour lequel

AQ)=T(AMV,Q))-
6. L’algebre de Clifford des matrices de Dirac

WA (V,Q)) ,

Les matrices de Pauli sont définies par

01:((1) (1)),02:(? _OZ) et03=((1) 01)7
on définit les matrices
MY =1, XKo" et N“ ="K, v=1,2,3
ou X est le produit de Kronecker défini par
alB --- alB
AX B = siA:(ai-).
atB - apB
On pose
M* = NHMY avec N° = M? =14,
on définit 16 matrices qui forment une base complete de l'algebre de Clifford. En
particulier, si M est une matrice de l'algebre, on a

M =m,, M"" avec my, = Trace (MM""), (6.1)
on peut consulter [2].
DEFINITION 4. Les matrices M* sont les matrices de Dirac.
LEMMA 2. Les matrices M* vérifient
det MM =1, (M*)* =1, "M = M*
Trace MM =0 si (u,v) # (0,0) et Trace M = 4,

le produit de deux matrices de Dirac M* donne encore une matrice de Dirac de la
forme MP™ a4 un coefficient multiplicatif +1 ou +i.
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EXAMPLE 1. Les matrices décrites par Dirac sont
MY et M3 ouv=1,2,3. (6.2)

7. Construction des sections locales d’endomorphismes de Dirac +*

Les sections d’endomorphismes de Dirac " définies sur une carte W a partir

du local frame, doivent vérifier
1
(77"} = 29" Ly, g™ = 7 Trace (v"9").
et
[+*, 4] = G — G¥*, (7.1)
ou G¥* est la section des endomorphismes dont la matrice dans le local frame est
(g"“é}-’) si on suppose que 'opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur de Ricci.
On se fixe une base Q-orthogonale réduite {e,} de champs sur W et on pose {e”}
sa base duale alors
g(ev,e,) =£6,, et e’ Qe, = 5;,
on suppose que g est une métrique de Lorentz de signature (1,3), les sections
d’endomorphismes #y = ¢ vérifient
Trace ("y%y) = —4, Trace (*7"y) =4siv =1, 2, 3 et Trace (“v"y) =0 si p # v.
On pose *y =i (°y) et “3 =¥ v pour v = 1,2, 3. Les sections d’endomorphismes
{7} sont des sections d’endomorphismes du fibré tangent complexifié, un champ
complexe s’écrit
Z =710y, Z" € C (W,C)
et
7 (Z)=2"("7(0u)
c’est-a-dire,
7(2)=iz" (*v(u)), "7 (Z) = Z" ("7 (9)) pour v =1,2,3.

Le complexifié 7 de la section de Dirac v est défini par

3
F(d® Z)=d, ("5 (Z)) =idy "y (2)) + > _ d ("7 (Z)) sid=dye".

On se restreint a la carte de trivialisation W. La section des matrices de passage
P = (p“), de matrices inverses Q = (qZ), de la section locale d’endomorphismes 6
vérifiant
0(0y) = ey,
doit vérifier les relations suivantes,

T

ey, =phoy, €' =¢Zd", "y = ¢l et v = pZ(Ty)

on en déduit
3

7 =l () = ivh ("7) + Y pL (7).
v=1
On rappelle que

V.TO

"y = Trace ("v"7) = ¢} qy Trace (Y"77) = ¢4 q57"7,

sous forme matricielle

") =Q(") " Qet "P (gu) P = (£d,) (7.2)
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avec Y0y = —4, My = 4 pour u = 1,2,3 et "/ = 0 pour u # v. En particulier, si
{7} est dans l'algebre de Clifford
{"7,Y 7} = 20" 1d
alors {y*} vérifie
{77} =2¢"1d. (7.3)

Si 7.1 est vérifié alors 'opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur de Ricci,
on a

My, Al = (M) () = ) (M) = dlbgy (Y)Y — gy aiy™y™
=a'q, [V, V"] = ¢¢q, (G™" = G7) = D G

= (Dﬁ;’g”(;f) = (Dﬁ;g”) (7.4)
avec
v v v @ qy
Dﬁp:ngp_ngrz 71; tlj/ )
ar 4

on en déduit
DEEGTP = 2 (F) () si < v,
en identifiant les opérateurs #+ a leur représentation matricielle dans le local frame
{0}, ona
Oy = —ivgpMTp et My =, M d’apres 6.1,

on remarque d’apres 7.4 et 1.5 que si A" est la matrice de 2 (#) (¥+y) dans le local
frame {0, }, on a

D = GAM

N —1\¢ ;
pour u # v ol (D‘“’); = Dﬁ;j, (G 1)T =g'.
THEOREM 2. Les endomorphismes de Dirac v s’écrivent sous la forme

v =p7 (),
les matrices des endomorphismes complexifiés {7} sont dans ’algébre de Clifford
des matrices de Dirac et vérifient

{747} =20""1d.

S Q= P!l = (¢¥), les matrices DM de terme général

)

w ©
DHV T — qT qP
(D, ‘ @ aq

doivent vérifier
D" = GA", (7.5)

pour que la section des opérateurs de Dirac de rang 2 soit une section de Ricci.

Les équations 7.5 permettent de donner une description complete de la section
de Dirac v et de sa complexifiée 7, a partir de quatre matrices réelles A”, v =
0,1,2,3, vérifiant A*AY = A" telles que les matrices iA° et AV, v = 1,2,3,
soient dans ’algebre de Clifford engendrée par les matrices de Dirac. On construit
les sections d’endomorphismes de Dirac ¥ dont la matrice dans le local frame est
AV et les sections d’endorphismes “vy, %y = —i%% et Yy = (¥¥). On calcule

v =pl (), P=(p) et Q=(¢¥) =P,
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si la matrice Q vérifie les équations 7.5, on peut construire les sections d’opérateurs
de Dirac

Hy=v%@RY et HH =72V
et définir les équations relativistes d’Einstein et de Dirac avec une section de Dirac
réelle.

REMARK 7. L’existence de la matrice Q dépend du choixz de la métrique g et
des sections d’endomorphismes complexes {H7}.

8. Conclusion

Pour unifier ’équation relativiste de Dirac et I’équation rélativiste d’Einstein,
on se donne une section de Dirac v sur les champs réels de 'univers W qui est
métrisable, de métrique g ayant pour signature (—,+,+,+). Sur une carte de
trivialisation W du fibré tangent, on note {9,}, le local frame et {d*} le local
frame dual. Soit {e, } une base locale de champs vérifiant

g(eos€0) = —1, g(eu,en) =1sip#0et gleu,e,) =0sip#v.

On note {e*} sa base duale de {e, }, P = (p#) la section des matrices de passage

de {9,}a{e,}, Q=P ' = (qZ), alors si
Yy (X) =7 (" ® X) ou X est un champ réel local sur W,

on a
y=aiT
et on complexifie v en posant
7 =1i(") et "7 = (")
la complexification de v est donnée par
3

T(d© 2)=d, ("7(2)) =i (*7(2)) + Y ("1(2)), "7 (2) = () (X) +iT7 (V)

v=1
ou Z = X + 1Y est un champ complexe local sur W et d = d,e”’. On peut
complexifier 'opérateur de Dirac H; de rang 1 défini par v, en posant

Fl :7®va

ot V est la complexification de la connexion de Levi-Civita de g. Cet opérateur est
défini localement sur W, on a construit deux opérateurs de Dirac, Hjopere sur les
champs complexes , I'autre opére sur les champs réels

Hy=~v®RY.
L’opérateur Hs est un opérateur de Ricci si
V9" =G* =G,
sous cette hypothese I’équation relativiste d’Einstein s’écrit
Hy = )\G + KT,

T est I'opérateur associé au tenseur énergie-impulsion, G est 'opérateur associé au
tenseur métrique,

A= =R —A,
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R est la courbure et A la constante cosmologique. L’équation relativiste de Dirac
s’écrit

Hy\(Z) =nZ,
ou 7n est une fonction de densité de masse définie sur W et Z un champ local
complexe propre de Hi. On peut ainsi, & partir d’une section de Dirac sur les
champs réels, décrire I’équation relativiste d’Einstein et I’équation relativiste de
Dirac.
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