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Représentation unitaire dans les algèbres de Clifford

Jonot Jean Louis

Abstract. Dans cet article, on donne une représentation unitaire de l’équation
relativiste de Dirac et l’équation relativiste d’Einstein à partir d’une section
de Dirac sur les champs réels. En complexifiant les sections d’endomorphismes
de Dirac et en faisant l’hypothèse que ces endomorphismes sont dans l’algèbre
de Clifford Cl1,3 (R) ⊗ C, on en déduit des conditions suffisantes pour que
l’opérateur de Dirac de rang 2 soit un opérateur de Ricci ce qui permet d’écrire
l’équation relativiste d’Einstein en termes d’opérateurs

H2 =

(

1

2
R − Λ

)

G+ κT .

L’équation relativiste de Dirac est décrite par le complexifié, non stan-
dard, de l’opérateur de Dirac réel de rang 1 sous la forme

H1 (Z) = ηZ.

1. Introduction au principe d’unification

On se fixe une section de Dirac réelle sur le fibré tangent ξW, c’est-à-dire, un
morphisme de fibré de ξ∗

W
⊗ ξW dans ξW. A chaque événement w de l’univers W,

on définit un morphisme bilinéaire

γ (w) : T ∗
w (W)⊗ Tw (W) → Tw (W) .

Soit (W,φ) une carte de trivialisation, on note {∂ν} le local frame défini sur W
et {dµ} le local frame dual. Les sections d’endomorphismes de Dirac γµ s’écrivent

γµ (w) : Tw (W) → Tw (W) , γµ (w) (u) = γ (w) (dµ (w)⊗ u) , ∀u ∈ Tw (W)

et si X est un champ local sur W , on a

γµ (X) = γ (dµ ⊗X) .

On définit le tenseur γµν = Trace (γµγν), ce tenseur est un tenseur symétrique.
Si ce tenseur est un tenseur métrique, on définit la métrique sur W par

g (∂µ, ∂ν) = gµν , où gµν =
1

4
γµν , (1.1)

par la suite on fait l’hypothèse que la métrique g est Lorentzienne de signature
(−,+,+,+). Soit ∇ la connexion de Levi-Civita associée à la métrique g, Q est la
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2 JONOT JEAN LOUIS

section des formes quadratiques associées. L’opérateur de Dirac de rang 2 s’écrit

H2 = γ2 ⊗R∇,

qui est une section d’opérateurs sur chaque fibre, on peut consulter [4]. Cet
opérateur a pour matrice dans le local frame

hτ
ρ =

1

2
[γν , γµ]

τ

j R
j
µνρ,

où Rj
µνρ est le tenseur de courbure, on lui associe le tenseur

hτρ =
1

2
[γν , γµ]τj R

j
µνρ

par abaissement de l’indice τ . Si hτρ s’identifie au tenseur de Ricci Rτρ, on dit que
H2 est un opérateur de Ricci. Sous cette hypothèse, l’équation relativiste d’Einstein
s’écrit

hτρ = λgτρ + κTτρ

où Tτρ est le tenseur énergie-impulsion, λ = 1
2R − Λ, κ = 8πG

c4
, R est la courbure

scalaire et Λ est la constante cosmologique. Sous l’hypothèse

[γν, γµ] = Hνµ, (Hνµ)
σ

j = gσµδνj − gσνδ
µ
j ,

l’opérateur H2 est un opérateur de Ricci. Si le tenseur de Ricci est inversible alors
le tenseur hτρ s’identifie au tenseur d’Einstein Rσρ + λgσρ lorsque

[γν , γµ] = Gνµ (λ)

où

(Gνµ (λ))
σ

j = (gσµ + λεσµ) δνj − (gσν + λεσν) δµj ,

l’équation d’Einstein s’écrit

hτρ = κTτρ, λ = −
1

2
R+ Λ avec εσνRντ = δστ .

Comment décrire l’équation relativiste de Dirac à partir d’une section de Dirac
réelle métrisable? L’idée est de complexifier la section de Dirac et la connexion ∇.
On complexifie ∇ en posant

∇ = ∇⊕ i∇,

la dérivée covariante s’écrit

∇X+iY (S + iT ) = ∇XS −∇Y T + i (∇Y S +∇XT ) ,

pour complexifier la section de Dirac réelle, on prend une base locale de champs
Q-orthogonale réduite sur W , notée {eν},

g (eν , eµ) = ±δνµ avec δ00 = −1, δµµ = 1, µ = 1, 2, 3

et {eµ} sa base duale telle que

eµ ⊗ eν = δµν , (eµ ⊗ eν) (w) = eµ (w) (eν (w)) = 1 et w ∈ W . (1.2)

Si eρ = pνρ∂ν , on pose P =
(
pνρ
)
et µγ = γeν , la section des endomorphismes de

Dirac associée à eν vérifie

Trace (µγνγ) = ±δνµ,

en effet si eµ = qµτ d
τ alors la condition 1.2 implique

qµν p
ν
ρ = δµρ
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donc Q = (qµν ) = P−1 et
µγ = qµτ γ

τ

on en déduit le calcul de la Trace (µγνγ),

µνγ = Trace (µγνγ) = qµτ q
ν
σ Trace (γ

τγσ) = qµτ q
ν
σγ

τσ,

sous forme matricielle

(µνγ) = Q (γτσ)
Tr

Q et
1

4
(µνγ)

−1
=Tr P (gµν)P = (±δνµ) ,

les calculs sont faits sur des matrices à coefficients réels. Pour complexifier γ, on
pose

µγ = i (µγ) si Trace
(
(µγ)

2
)
= −1 et µγ =µ γ si Trace

(
(µγ)

2
)
= +1,

les µγ sont des sections d’opérateurs de End (ξW ⊗ C) en posant

0γ (Z) = −
(
0γ

)
(Y ) + i

(
0γ

)
(X) et

µγ (Z) = (µγ) (X) + i (µγ) (Y ) si Z = X + iY et µ = 1, 2 et 3

la section de Dirac complexifiée est définie par

γ (d⊗ Z) = dν (
νγ (Z)) , d = dνe

ν

on peut définir l’opérateur de Dirac de rang 1 par

H1 = γ ⊗∇,

c’est une section d’opérateurs définie sur les champs complexes sur W , l’équation
relativiste de Dirac s’écrit

H1 (Z) = ηZ

où η est une fonction propre locale de l’opérateur H1 définie sur W . Pour donner
une représentation unifiée locale des équations relativistes d’Einstein et de Dirac,
on se fixe une section de Dirac réelle γ métrisable, d’endomorphismes de Dirac γν

associées au local frame de la carte. Sous l’hypothèse

Mνµ = Hνµ (1.3)

où Mνµ est la matrice de [γν , γµ] dans le local frame, l’opérateur de Dirac H2 est
un opérateur de Ricci et si

Mνµ = Gνµ (λ) , (1.4)

H2 est un opérateur d’Einstein. Pour construire l’opérateur complexifié H1, noté
H1, on détermine quatre endomorphismes νγ dans l’algèbre de Clifford

νγµγ = δνµI4, (1.5)

et on reconstruit les sections d’endomorphismes de Dirac en posant

γµ = pµτ (
τγ) ,

on choisit τγ pour que les équations 1.3 ou 1.4 soient vérifiées.

Remark 1. On a complexifié les sections d’endomorphismes de Dirac de cette

façon, pour que les matrices des sections d’endomorphismes complexifiés soient sur

chaque fibre, dans l’algèbre de Clifford engendrée par les matrices de Dirac.
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2. Les relations métriques associées aux endomorphismes de Dirac

La construction de la métrique peut varier suivant le choix de la section de
Dirac. On se fixe une section de Dirac γ sur un fibré vectoriel réel ou complexe ζ

de base W. Avec les notations précédentes, on pose

gµν = Trace (γµγν) .

On peut définir d’autres tenseurs, par exemple, si ζ est fibré réel

hµν = Trace
(
Trγµγν

)
,

dans le cas d’un fibré complexe

kµν = Trace (γµγν) et lµν = Trace
(
Trγµγν

)

si le tenseur kµν ou lµν est un tenseur hermitien, γ est une section de Dirac hermi-
tienne complexe. Dans le cas réel, si gµν ou le tenseur hµν sont métriques, on dit
que la section de Dirac est hermitienne réelle. On dira simplement que γ est hermi-
tienne. On peut donc définir localement sur la carte W , une métrique qui est une
métrique pseudo-riemannienne dans le cas des fibrés réels et une métrique hermiti-
enne dans le cas des fibrés complexes. La métrique pseudo-riemannienne, notée g,
induit sur chaque fibre TwW, un ”produit scalaire” g (w) pour tout w ∈ W . Dans
le cas complexe, la métrique hermitienne, notée h, induit sur chaque TwW ⊗ C,
un ”produit scalaire hermitien” h (w) pour tout w ∈ W . Si le fibré ζ est le fibré
tangent

ξW =
(
TW, π,W,R4

)
ou ξW ⊗ C

son complexifié, toute section de Dirac hermitienne γ sur ξW ou ξW ⊗C permet de
définir les opérateurs de Dirac de rang un et deux, notés respectivement,

H1 = γ ⊗∇ et H2 = γ2 ⊗R∇

où ∇ est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique induite par γ. Le calcul
de ces opérateurs est développé dans [3], [4], [5].

Definition 1. La complexification du tenseur énergie-impulsion est hµν avec

hµν = gµτh
τ
ν , (h

τ
ν) est la matrice de l’endomorphisme H2 dans le local frame.

On peut décrire l’équation relativiste d’Einstein dans le cas complexe sous la
forme

Rµν − λgµν = hµν ,

Rµν est le tenseur de Ricci et

λ =
1

2
R− Λ, R est la courbure et Λ est la constante cosmologique,

l’équation relativiste de Dirac s’écrit

H1Z = ηZ

où Z est un champ complexe local et η est une fonction de densité de masse propre
de l’opérateur H1. On discrétise ainsi, les densités de masse des champs complexes.

Claim 1. Que peut-on dire sur la densité de masse des champs en corde définis

dans [6]?
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3. Le fibré de Clifford d’un fibré avec groupe de structure

On se fixe un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension n

ζ = (E, π,W,V) ,

de fibre l’espace vectoriel V muni d’une forme quadratiqueQ de forme polaire g. On
note Q (w) la forme quadratique induite sur chaque fibre et g (w) sa forme polaire
telle que pour toutes sections locales s et t de ζ, l’application

w → g (w) (s (w) , t (w)) = 〈s (w) , t (w)〉w est C∞. (3.1)

Si W1 et W2 sont deux cartes de trivialisation en w ∈ W1 ∩W2 et

φj : EWj
(ζ) → Wj × V

les isomorphismes de trivalisation, alors

g2 (w) (u, v) = g (φ2 (w) (u) , φ2 (w) (v))

= g
(
φ2 (w) ◦ φ

−1
1 (w) (φ1 (w) (u)) , φ2 (w) ◦ φ

−1
1 (w) (φ1 (w) (v))

)

= g (φ1 (w) (u) , φ1 (w) (v)) = g1 (w) (u, v) ,

si φ2 (w)◦φ
−1
1 (w) : V → V est une isométrie, c’est-à-dire, si on suppose que le fibré

ζ est un fibré avec groupe de structure

G ⊂ O (V , Q) .

Sous cette hypothèse la pseudo-métrique induite sur chaque fibre Ew (ζ) est
indépendante du choix de l’isomorphisme de trivialisation choisi. A partir d’un
fibré ζ de base W, de fibre V muni d’une forme quadratique Q et de groupe de
structure G ⊂ O (V , Q), on construit un fibré ς où l’espace total est

E (ς) = ⊔w∈W Cl (Ew (ζ) , Q (w))

si les fibres Cl (Ew (ζ) , Q (w)) et Cl (V , Q) sont les algèbres de Clifford des espaces
(Ew (ζ) , Q (w)) et (V , Q) [7] [8], de projection π où π |Cl(Ew(ζ),Q(w)) (u) = w.

Theorem 1. Si ζ est fibré avec groupe de structure G ⊂ O (V , Q) alors

ς = (E (ς) , π,W,Cl (V , Q))

est un fibré.

Notation 1. ς est le fibré de Clifford de ζ, on le note ς = Cl (ζ,Q).

Proof. Prenons une carte W de trivialisation du fibré ζ et φ l’isomorphisme
de trivialisation de la forme

φ : W × V → EW (ζ) = ⊔w∈WEw (ζ)

si les applications de transition du fibré ζ sont dans G alors pour chaque w ∈ W ,
la forme quadratique Q (w) induite de Q par

φ (w) : {w} × V → Ew (ζ)

est indépendante du choix de φ. On définit l’inclusion naturelle

in : EW (ζ) → ⊔w∈W Cl (Ew (ζ) , Q (w)) ,

et soit in (w) la restriction de in à Ew (ζ) à valeurs dans Cl (Ew (ζ) , Q (w)), il existe
une application bijective

ϕ : W × Cl (V , Q) → ⊔w∈W Cl (Ew (ζ) , Q (w))
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telle que l’application

ϕ (w) : {w} × Cl (V , Q) → Cl (Ew (ζ) , Q (w)) ,

pour tout w ∈ W soit une extension de in (w) ◦ φ (w). Pour construire cette
extension, on prend une base de sections locales {ei} de ζ sur W , la famille{
1Cl(V,Q), ei1ei2 · · · eik

}
avec 1 < i1 < · · · < ik 6 n est une base de Cl (V , Q)

[1] et ϕ (w) est définie par

ϕ (w)
(
1Cl(V,Q)

)
= 1Cl(Ew(ζ),Q(w)) et

ϕ (w) ((w, ei1ei2 · · · eik)) = φ (w) (ei1)φ (w) (ei1) · · ·φ (w) (eik) ,

on a identifié Ew (ζ) à son image dans Cl (Ew (ζ) , Q (w)). Le morphisme ϕ (w)
est un isomorphisme d’algèbres de Clifford. L’espace E (ς) peut être muni d’une
structure de variété différentielle qui rende les applications ϕ de classe C∞ pour tous
les morphismes de trivialisation φ de ζ. Ainsi E (ς) est une variété de dimension

dimE (ς) = dimW + 2dimE(ζ)

et

ς = (E (ς) , π,W,Cl (V , Q))

est un fibré de fibre Cl (V , Q). �

4. Représentation modulaire d’un fibré

Tous les fibrés considérés sont vectoriels de dimension finie et de base l’univers
W. Une action de ς sur un fibré ζ est un morphisme de fibré vectoriel τ

τ : ς → End (ζ) , τ (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ) .

Le morphisme τ est une représentation modulaire du fibré ς dans ζ. L’action
est fidèle si pour tout w ∈ W, τ (w) est injective, sous cette hypothèse le fibré ς

s’identifie à un sous-fibré de End (ζ). Par exemple une section de Dirac γ sur ζ,
est une action de ξ∗

W
sur ζ où ζ est un fibré réel ou complexe de dimension finie et

ξ∗
W

est le fibré dual du fibré tangent ξW de W. On dit que la section de Dirac est
fidèle si cette action est fidèle. On peut munir le fibré ξ∗

W
d’un produit hermitien,

de la façon suivante. Le fibré End (ζ) a une structure naturelle de fibré hermitien,
on définit la section hermitienne par

(e | f)w = Trace (e∗ ◦ f) si e, f ∈ End (Ew (ζ)) (4.1)

avec e∗ =Tr e si ζ est un fibré réel et e∗ =Tr e si le fibré est complexe. End (ζ) muni
de cette section hermitienne est un fibré hermitien. Si ς a une représentation fidèle
dans ζ, on peut définir une structure de fibré hermitien en posant

(u | v)w = (τ (w) (u) | τ (w) (v))w

où τ est une représentation modulaire fidèle de ς dans ζ.

Remark 2. Pour toutes sections locales s et t de End (ζ), l’application

w → (s (w) | t (w))w est C∞. (4.2)

On rappelle que le fibré End (ζ) est le fibré des endomorphismes de ζ, de fibre
End (V). Si W est une carte de trivialisation de ζ, l’isomorphisme de trivialisation

φ : EW (ζ) → W × V , φ (u) = (w, φ (w) (u)) , u ∈ Ew (ζ)
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s’étend en un isomorphisme de trivialisation

φ̃ : EW (End (ζ)) → W × End (V) , φ̃ (l) =
(
w, φ̃ (w) (l)

)
,

l ∈ Ew (End (ζ)) = End (Ew (ζ))

où
φ̃ (w) (l) = φ (w) ◦ l ◦ φ (w)

−1
.

Remark 3. Les applications de transition sont définies par

hα,β : Wα ∩Wβ → GL (End (V)) ,

hα,β (w) (l) = kα,β (w) ◦ l ◦ kα,β (w)
−1

, l ∈ End (V) (4.3)

où kα,β (w) sont les applications de transition du fibré ζ. On a

hα,β (w) (l1 ◦ l2) = hα,β (w) (l1) ◦ hα,β (w) (l2) .

Definition 2. On note QEnd la forme quadratique sur V, de forme polaire

gEnd (l1, l2) = Trace (l∗1 ◦ l2)

avec l∗1 est l’endomorphisme adjoint l1 pour la forme quadratique Q.

Lemma 1. Si ζ est un fibré avec goupe de structure G ⊂ O (V , Q) alors End (ζ)
est un fibré avec groupe de structure H ⊂ O (End (V) , QEnd).

Remark 4. On rappelle que l’adjoint de l ∈ End (V) est l’unique opérateur

l∗ ∈ End (V) vérifiant

g (l (u) , v) = g (u, l∗ (v)) pour tout u, v ∈ V,

où g est la forme polaire de Q.

Proof. Il suffit de vérifier que les applications de transition hα,β (w) définie
en 4.3 sont dans O (End (V) , QEnd). On a par 4.3

hα,β (w) (l1)
∗
◦ hα,β (w) (l2) =

(
kα,β (w) ◦ l1 ◦ kα,β (w)

−1
)∗

◦ kα,β (w) ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1

=
(
kα,β (w)

−1
)∗

◦ l∗1 ◦ kα,β (w)
∗
◦ kα,β (w) ◦ l2 ◦ kα,β (w)

−1

= kα,β (w) ◦ l
∗
1 ◦ kα,β (w)

−1 ◦ kα,β (w) ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1

= kα,β (w) ◦ l
∗
1 ◦ l2 ◦ kα,β (w)

−1

car kα,β (w) ∈ O (V , Q). On en déduit que

Trace
(
hα,β (w) (l1)

∗
◦ hα,β (w) (l2)

)
= Trace

(
kα,β (w) ◦ l

∗
1 ◦ l2 ◦ kα,β (w)

−1
)

= Trace (l∗1 ◦ l2) ,

ainsi hα,β (w) ∈ O (End (V) , QEnd). �

Le fibré End (ζ) est isomorphe au fibré ζ∗ ⊗ ζ, si {tµ} est une base de sections

locales de ζ∗ et {sν} une base de sections locales de ζ alors tµ
⊗

sν définie par

tµ
⊗

sν : W → EW (ζ∗ ⊗ ζ) ,
(
tµ
⊗

sν

)
(w) = tµ (w)⊗ sν (w) ∈ EW (ζ∗ ⊗ ζ) = EW (ζ)

∗
⊗ EW (ζ)

tµ (w)⊗ sν (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ) , (tµ (w)⊗ sν (w)) (u) = tµ (w) (u) sν (w) ,
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forme une base de sections locales de ζ∗ ⊗ ζ |W . Si le fibré ζ est un fibré avec
groupe de structure G ⊂ O (V , Q), on définit la forme quadratique

Q (w) (tµ (w)⊗ sν (w)) = Q (w) (tµ (w))Q (w) (sν (w)) .

Proposition 1. Les fibrés ζ∗ ⊗ ζ et End (ζ) munis des formes quadratiques

Q et QEnd, où QEnd est la forme quadratique induite par QEnd, sont des fibrés

isométriques.

Proof. On se fixe une base locales de sections {sν} surW qui estQ-orthogonale
et réduite, relativement à la forme quadratique Q, et sa base Q-duale {sµ}. Sur
chaque fibre Ew (w), g (w) est la forme polaire de Q (w), on a

sµ (w) (s (w)) = g (w) (s (w) , sµ (w)) , ∀w ∈ W

en terme de section on écrit simplement

sµ (s) = g (s, sµ) .

La famille
{
sµ
⊗

sν

}
est une base de sections locales de End (ζ) définie sur

W . Par définition

g
((

sµ
⊗

sν

)∗

(s) , t
)
= g

(
s,
(
sµ

⊗
sν

)
(t)

)
= sµ (t) g (s, sν) = g (t, sµ) g (s, sν) ,

en particulier,

g
((

sµ
⊗

sν

)∗

(sτ ) , sρ

)
= g (sρ, sµ) g (sτ , sν)

= gρµgτν =

{
gµµgνν si (ρ, τ) = (µ, ν)

0 sinon
(4.4)

où (gρµ) est la matrice de la forme polaire dans la base {sν}, la base de sections
{sν} est Q-orthogonale et réduite, donc, les relations 4.4 sont vraies. Si on pose

(
sµ
⊗

sν

)∗

(sτ ) = λi
τsi,

on a

g
((

sµ
⊗

sν

)∗

(sτ ) , sρ

)
= λi

τgiρ = λρ
τgρρ = gρµgτν et λρ

τ = gρρgρµgτν

on en déduit que λρ
τ = 0 si (ρ, τ) 6= (µ, ν) et λµ

ν = gνν . La matrice de sµ ⊗ sν dans
la base orthonormale est (

gµτδ
lτ
νk

)

et la matrice de (sµ ⊗ sν)
∗
est (

gjjδ
iν
µj

)
,

la matrice de (sµ ⊗ sν)
∗
(sν ⊗ sµ) s’écrit

(
gjjδ

iν
µj

) (
gµτ δ

lτ
νk

)
=

(
gjjgµτ δ

iν
µjδ

jτ
νk

)
,

calculons

QEnd

(
sµ

⊗
sν

)
= Trace

((
sµ
⊗

sν

)∗ (
sν
⊗

sµ

))
,

on a pour la trace

gjjgτµδ
iν
µjδ

jτ
νi = gννgτµδ

i
µδ

τ
i = gννgµµ

donc

QEnd

(
sµ
⊗

sν

)
= gννgµµ
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et

Q
(
sµ

⊗
sν

)
= Q (sµ)Q (sν) = gννgνν ,

donc ζ∗ ⊗ ζ et End (ζ) sont des fibrés isométriques pour les formes quadratique Q

et QEnd. �

Remark 5. Si γ est une section de Dirac métrisable sur le fibré tangent ξW
de l’univers W et (W,φ) une carte de trivialisation de ξW de local frame {∂µ} et

de local frame dual {dν}. Pour les sections d’endomorphismes de Dirac

γν = γdν

,

le tenseur

γµν = Trace (γµγν)

est un tenseur métrique de signature (p, q) avec p + q = 4. La métrique induite g

définie par 1.1, de forme quadratique Q permet de construire sur End (ξW) |W , une

structure de fibré hermitien par

gEnd (γ, τ) = Trace (γ∗τ)

où γ∗ est la section adjointe locale de la section γ de End (ξW) |W . Si on identifie

End (ξW) à ξ∗
W

⊗ ξW on peut dire, par abus de langage, que QEnd est le carré

tensoriel de Q, la section locale des endomorphismes

eµν (X) = dµ (X) ∂ν , X ∈ ΓW (ξW)

vérifie

QEnd (e
µ
ν ) = Q (∂ν)Q (∂µ) .

5. Algèbre de Clifford sur les sections d’un fibré

On note Γ (End (ζ)), le C∞ (W)-module des sections de End (ζ). L’espace
Γ (End (ζ)) est muni d’un produit scalaire à valeurs dans l’anneau unitaire C∞ (W),
si s et t sont deux sections de End (ζ), la section produit s.t est définie par

s.t (w) = s (w) ◦ t (w) , ∀w ∈ W

et on pose

(s | t) : W → K, (s | t) (w) = (s (w) | t (w))w 4.1

alors (s | t) ∈ C∞ (W) et K = R ou C. On définit l’idéal bilatère J de Γ (End (ζ))
engendré par les sections

s.s− (s | t) 1

où 1 est la section identique définie par

1 (w) = 1Ew(ζ), ∀w ∈ W

et l’algèbre associée à ζ, notée A (ζ), comme le quotient

A (ζ) =
Γ (End (ζ))

J
.

Definition 3. L’algèbre A (ζ) est l’algèbre de Clifford du fibré ζ.

Proposition 2. Si l’univers W est compact, l’algèbre A (ζ) est de type fini et

projectif comme C∞ (W)-module.

Remark 6. Si l’univers W n’est pas compact, A (ζ) n’est pas de type fini. On

peut consulter [9] et [8] pour l’étude de ces algèbres.
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Supposons que le fibré soit un fibré avec groupe de structure

G = O (V , Q)

et soit W une carte de trivialisation φ de ζ et φ̃ son extension au fibré End (ζ). On
peut construire le 4-uplet

A (ζ,Q) =

(
⊔w∈W

End (Ew (ζ))

Jw
, π,W,A (V , Q)

)
,

où ⊔ est la réunion disjointe, Jw est l’idéal bilatère engendré par les endomorphismes

e.e−Q (w) (e)1End(Ew(ζ)), e ∈ End (Ew (ζ))

et l’algèbre A (V , Q) est définie

A (V , Q) =
End (V)

I
où I est l’idéal engendré par les éléments de la forme

e.e−Q (e)1V .

Claim 2. Si ζ est un fibré avec groupe de structure G = O (V , Q) alors A (ζ,Q)
est un fibré de fibre A (V , Q) pour lequel

A (ζ) = Γ (A (V , Q)) .

6. L’algèbre de Clifford des matrices de Dirac

Les matrices de Pauli sont définies par

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
et σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

on définit les matrices

Mν = I2 ⊠ σν et Nν = σν
⊠ I2, ν = 1, 2, 3

où ⊠ est le produit de Kronecker défini par

A⊠B =




a11B · · · a1mB
...

...
an1B · · · anmB


 si A =

(
aij
)
.

On pose
Mµν = NµMν avec N0 = M0 = I4,

on définit 16 matrices qui forment une base complète de l’algèbre de Clifford. En
particulier, si M est une matrice de l’algèbre, on a

M = mµνM
µν avec mµν = Trace (MMµν) , (6.1)

on peut consulter [2].

Definition 4. Les matrices Mµν sont les matrices de Dirac.

Lemma 2. Les matrices Mµν vérifient

detMµν = 1, (Mµν)
2
= I4,

TrMµν = Mµν

TraceMµν = 0 si (µ, ν) 6= (0, 0) et TraceM00 = 4,

le produit de deux matrices de Dirac Mµν donne encore une matrice de Dirac de la

forme Mρτ à un coefficient multiplicatif ±1 ou ±i.
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Example 1. Les matrices décrites par Dirac sont

M1ν et M30 où ν = 1, 2, 3. (6.2)

7. Construction des sections locales d’endomorphismes de Dirac γν

Les sections d’endomorphismes de Dirac γν définies sur une carte W à partir
du local frame, doivent vérifier

{γµ, γν} = 2gµνI4, g
νµ =

1

4
Trace (γνγµ) .

et
[γµ, γν] = Gµν −Gνµ, (7.1)

où Gνµ est la section des endomorphismes dont la matrice dans le local frame est(
gσµδνj

)
si on suppose que l’opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur de Ricci.

On se fixe une base Q-orthogonale réduite {eν} de champs sur W et on pose {eν}
sa base duale alors

g (eν , eµ) = ±δνµ et eν ⊗ eµ = δνµ,

on suppose que g est une métrique de Lorentz de signature (1, 3), les sections
d’endomorphismes µγ = γeν vérifient

Trace
(
0γ0γ

)
= −1, Trace (νγνγ) = 1 et Trace (νγµγ) = 0 si µ 6= ν.

On pose 0γ = i
(
0γ

)
et νγ =ν γ pour ν = 1, 2, 3. Les sections d’endomorphismes

{νγ} sont des sections d’endomorphismes du fibré tangent complexifié, un champ
complexe s’écrit

Z = Zµ∂µ, Z
µ ∈ C∞ (W,C)

et
νγ (Z) = Zµ (νγ (∂µ)) ,

c’est-à-dire,
0γ (Z) = iZµ

(
0γ (∂µ)

)
, νγ (Z) = Zµ (νγ (∂µ)) pour ν = 1, 2, 3.

Le complexifié γ de la section de Dirac γ est défini par

γ (d⊗ Z) = dν (
νγ (Z)) = id0

(
0γ (Z)

)
+

3∑

ν=1

dν (
νγ (Z)) si d = dνe

ν .

On se restreint à la carte de trivialisationW . La section des matrices de passage
P = (pµν ), de matrices inverses Q =

(
qνµ
)
, de la section locale d’endomorphismes θ

vérifiant
θ (∂ν) = eν ,

doit vérifier les relations suivantes,

eν = pµν∂µ, e
ν = qντ d

τ , νγ = qντ γ
τ et γν = pντ (

τγ)

on en déduit

γν = pντ (
τγ) = ipν0

(
0γ

)
+

3∑

ν=1

pντ (
τγ) .

On rappelle que
µνγ = Trace (µγνγ) = qµτ q

ν
σ Trace (γ

τγσ) = qµτ q
ν
σγ

τσ,

sous forme matricielle

(µνγ) = Q (γτσ)
Tr

Q et TrP (gµν)P = (±δµν) (7.2)
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avec 00γ = −4, µµγ = 4 pour µ = 1, 2, 3 et µνγ = 0 pour µ 6= ν. En particulier, si
{µγ} est dans l’algèbre de Clifford

{µγ,ν γ} = 2δµν Id

alors {γµ} est vérifie

{γµ, γν} = 2gµν Id . (7.3)

Si 7.1 est vérifié alors l’opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur de Ricci,
on a

[µγ,ν γ] = (µγ) (νγ)− (νγ) (µγ) = qµτ q
ν
ρ (γ

τ ) γρ − qνρq
µ
τ γ

ργτ

= qµτ q
ν
ρ [γ

τ , γρ] = qµτ q
ν
ρ (G

τρ −Gρτ ) = Dµν
τρG

τρ

=
(
Dµν

τρg
iτ δ

ρ
j

)
=

(
D

µν
τj g

iτ
)

(7.4)

avec

Dµν
τρ = qµτ q

ν
ρ − qµρ q

ν
τ =

∣∣∣∣
qµτ qµρ
qντ qνρ

∣∣∣∣ ,

on en déduit

Dµν
τρG

τρ = 2 (µγ) (νγ) si µ < ν,

en identifiant les opérateurs µγ à leur représentation matricielle dans le local frame
{∂ν}, on a

0γ = −iγ0
τρM

τρ et µγ = γµ
τρM

τρ d’après 6.1,

on remarque que d’après 7.4 et 1.5 que si Aµν est la matrice de 2 (µγ) (νγ) dans le
local frame {∂ν}, on a

Dµν = GAµν

pour µ 6= ν où (Dµν)
τ

j = D
µν
τj ,

(
G−1

)i
τ
= giτ .

Theorem 2. Les endomorphismes de Dirac γν s’écrivent sous la forme

γν = pντ (
τγ) ,

les matrices des endomorphismes complexifiés {µγ} sont dans l’algèbre de Clifford

des matrices de Dirac et vérifient

{νγ,µ γ} = δνµ Id .

Si Q = P−1 = (qντ ), les matrices Dµν de terme général

(Dµν)
τ

ρ =

∣∣∣∣
qµτ qµρ
qντ qνρ

∣∣∣∣ ,

doivent vérifier

Dµν = GAµν , (7.5)

pour que la section des opérateurs de Dirac de rang 2 est une section de Ricci.

Les équations 7.5 permettent de donner une description complète de la section
de Dirac γ et de sa complexifiée γ, à partir de quatre matrices réelles Aν , ν =
0, 1, 2, 3, vérifiant AµAν = Aµν telles que les matrices iA0 et Aν , ν = 1, 2, 3,
soient dans l’algèbre de Clifford engendrée par les matrices de Dirac. On construit
les sections d’endomorphismes de Dirac νγ dont la matrice dans le local frame est
Aν et les sections d’endorphismes νγ, 0γ = −i0γ et νγ = (νγ). On calcule

γν = pντ (
τγ) , P = (pντ ) et Q = (qντ ) = P−1,
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si la matrice Q vérifie les équations 7.5, on peut construire les sections d’opérateurs
de Dirac

H2 = γ2 ⊗R∇ et H1 = γ ⊗∇

et définir les équations relativistes d’Einstein et de Dirac avec une section de Dirac
réelle.

Remark 7. L’existence de la matrice Q dépend du choix de la métrique g et

des sections d’endomorphismes complexes {µγ}.

8. Conclusion

Pour unifier l’équation relativiste de Dirac et l’équation rélativiste d’Einstein,
on se donne une section de Dirac γ sur les champs réels de l’univers W qui est
métrisable, de métrique g ayant pour signature (−,+,+,+). Sur une carte de
trivialisation W du fibré tangent, on note {∂ν}, le local frame et {dµ} le local
frame dual. Soit {eν} une base locale de champs vérifiant

g (e0, e0) = −1, g (eµ, eµ) = 1 si µ 6= 0 et g (eµ, eν) = 0 si µ 6= ν.

On note {eµ} sa base duale de {eν}, P = (pµν ) la section des matrices de passage
de {∂ν} à {eν}, Q = P−1 =

(
qνµ
)
, alors si

νγ (X) = γ (eν ⊗X) où X est un champ réel local sur W ,

on a
νγ = qµτ γ

τ

et on complexifie γ en posant

0γ = i
(
0γ

)
et νγ = (νγ)

la complexification de γ est donnée par

γ (d⊗ Z) = dν (
νγ (Z)) = i

(
0γ (Z)

)
+

3∑

ν=1

(νγ (Z)) , τγ (Z) = (τγ) (X) + iτγ (Y )

où Z = X + iY est un champ complexe local sur W et d = dνe
ν . On peut

complexifier l’opérateur de Dirac H1 de rang 1 défini par γ, en posant

H1 = γ ⊗∇,

où ∇ est la complexification de la connexion de Levi-Civita de g. Cet opérateur est
défini localement sur W , on a construit deux opérateurs de Dirac, H1opère sur les
champs complexes , l’autre opère sur les champs réels

H2 = γ ⊗R∇.

L’opérateur H2 est un opérateur de Ricci si

[γµ, γν] = Gµν −Gνµ,

sous cette hypothèse l’équation relativiste d’Einstein s’écrit

H2 = λG + κT ,

T est l’opérateur associé au tenseur énergie-impulsion, G est l’opérateur associé au
tenseur métrique,

λ =
1

2
R− Λ,
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R est la courbure et Λ la constante cosmologique. L’équation relativiste de Dirac
s’écrit

H1 (Z) = ηZ,

où η est une fonction de densité de masse définie sur W et Z un champ local
complexe propre de H1. On peut ainsi, à partir d’une section de Dirac sur les
champs réels, décrire l’équation relativiste d’Einstein et l’équation relativiste de
Dirac.
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