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Légende de la figure de couverture : 
Etirement d'une éprouvette en caoutchouc. 
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1- Introduction 

On présente une contribuition au traitement numérique de l'incompressibilité. On car- 

actérise ce phénomène comme la presérvation locale du volume d'un corps soumis à un état 

de déformation quelconque. Parmi les matériaux d'application industrielle qui présentent ce 

comportement, on note, en particulier, les caoutchoucs. 

Le traitement analytique par un modèle constitutive est déjà bien établi. Mooney et 

Riviin, [ 1940 1, proposent une loi constitutive simple pour un matériau incompressible,. 

Un accord du modèle et dea résultats expérimentaux est obtenu pour une large échelle de 

déformation. Ogden, 11972 propose un modèle plus complexe dans lequel le matériau de 

Mooney et fi.ivlin est un cas particulier. 

Dès le travail de Helünger et R,eissner, ( 1950 1, des formulations variationnelles ont 

été établies pour traiter des problèmes avec restrictions. On ne prend plus en compte la 

formuJation classique basée sur le potentiel d'energie d'un seul champ de variables. On 

traite les restrictions en rajoutant des champs de variables supplémentaires. Néanmoins, les 

principes obtenus de ces formulations introduisent un nombre excessif d'inconnus. 

Hermann, ( 19G5 propose une forme plus simple dans laquelle le champ supplémentaire 

d'inconnus est une fonction scalaire. On obtient avec le Principe de Hennann une formu- 

lation mixte en éléments 6nie ou les variables indépadentes sont le champ de déplacements 

et le champ de pression moyenne sur chaque élément. 

Malkus et Hughes, ( 1978 l, prouvent que ce principe est équivalent à la Téchnique 

d'Intégration Réduite avec Pénalisation. On traite le probléme de l'incompressibilité avec un 

seul champ de variables, ce qui diminue le nombre total d'inconnus. On prend en compte 

1'incompressibilité par une intégration réduite des termes de pression. 

L'utilisation de cette technique dans t'Elasticttl Non-Linlaire Incompressible est directe. 

Malkua et Hughes présentent une extension du principe de Hennann pour l'Elasticité Non- 

Linéaire et son équivalente avec l'Intégration Réduite. De nouveau, il faut bien identifier If'8 

termes de pression pour qu'on puisse les intégrer de manière différente et adaptée. 

Le travail présenté concerne le traitement du problème de l'incompressibilité en Elasticité 



Non-Litiéai ru ut Déformation* Pianos. Dans la section 2 on présente une étude bibliographique 

uur le titij(,i de l'incompressibilité. Dans la section 3, comme étape intermediaire, on traite 

le problème en pétites déformations. On présente quelques exemples numériques pour tester 

l'efficacité de quelques éléments finis. On considère différents schémas d'intégration. Dans 

la section 4 on pose le problème d'équilibre non-linéaire incompressible. On présente une 

méthode iterative qui s'appuit sur les techniques de continuation pour le résoudre. On traite 

quelques problèmes avec gradient de pression pour leaquels on connait la solution. Le but 

est de tester l'efficacité de la méthode itérative quand on rajoute la technique d'intégration 

réduite. 
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2- Etude Bibliographique 

2.1- La Position du Problème d'Incompress1blUté 

L'imcompreesibilité est un phénomène physique fié à la résistance interne d'un corps à 

changer son volume localement quand il est soumis à un champ de déformation: le volume 

du corps reste inchangé lors des déformations. Les matériaux sont dits incompressibles. Le 

caoutchouc est un exemple de matériau incompressible. 
Soit l'expression (2.1) ci-dessous, 

06 ·Vo est le volume d'un corps B dans une configaratian de référence, X, et V, le volume 

dans une configuration actueUe, x (voir Fig. 9.1). 
e F est le Temeur Déformation donné par: 

dd F représente la dilatation volumique, mesurée localement. On 

exprime la préservation de volume par. 

del F -1 = 0 (2.3) 

On peut reécrire l'expression (2.3) de façon 3 introduire une mesure de la déformation 

pure du corps: 

(det C)1/2 - l = 0 (2.4) 

où * C est le Temeur de Cauchy-Green d Droite, rapporté au tenseur F par l'expreeeion (voir 

Ciarlet 1988 ]): 
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Flg. 2.1- Déformation d'un corps. 

La relation entre la configuration actuelle , x, et la configuration de référence, X, rend 

p088ible l'introduction du champ de déplacements, u, selon l'expression (2.6): 

X=X+u (2.6) 

A l'aide dos expressions (2.6), (2.2) ot (2.6) on obtient une autre relation pour le tenseur C: 

C 1 - (ax) +dX + [dX� 0 ax (2.1) } 

où 1 est la transformation Identité eur la coafiguration de référence. 
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Cette relation, (2.7), est une mesure de la différence entre la déformation totale du corps 

et le� déplacements de corps rigide. Ceci permet d'introduire le Tenseur De/armalion de 

Green-St. Venant, E: 

E = 2(0 - 1 1) (2.8) 

Dans le cas de petites déformations, les expressions (2.7) et (2.8) permettent le rap- 

prochement saivant: 

E = Gradtu + o{2±f (2.9) 

où * �7ra�� est l'operateur Gradient Sqmmîlriqse; 

.0(') sont des termes d'ordre supérieur. 

Pour mieux comprendre l'incompreaaibilité, on va analyaer le cas d'Elaaticité Linéaire en 

Petites Déformation». n est plus facile d'identifier les termes responsables du changement de 

volume dans le problème d'équilibre. L'extension de cette analyse pour le caa non- linéaire, 

en général, est directe. 

La relation constitutive est donnée par: 

a = Air El+ 2PE (2.10) 

où (1 est le Tenaeur de Contrainte de Cavchy, 

� E est donné par l'expression (2.9); 

� A et ft sont des Constantes dc Lamé. 

Les constantes de Lamé sont liés au module d'Young, E, et au coefficient de Poisson, v, 

par 

� 
= '(1 + unI - 2v) 

(2.lla) 
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On constate qnc la résiztance à une variation de volume augmente au fnr et à mesure que la 

valeur de v me approche de 0.5. Dans ce cas là, le matériau est dit prenque-incompres8ible. 

Dans les expressions (2.11a et b), on note que lorsque o tend vers la valeur 0.5 ces 

expressions prennent la forme suivante: 

lim ,\ = +00 (2.12a) 

Hm p 

' 

(2.126) 

On voit que la valeur de v ne joue pas un rôle très important dans la valeur du Module de 

Cisaillement, p. Cependant, la valeur de À est seneible à un changement de la valeur de v 

proche de l'incompreesibilité. 

On peut reécrire l'expression (2.10) de façon â identifier une partie ephériqae, 9, qui 

depend seulement de l'expansion volumique, d'une partie déviatorique, �: 

0=8+� (2.13a) 

avec, 

11 = B(tr E)I (2.13b) 

5 = 
2p[E - �{tr E)II (2.13c) 

où B = À + lu est fe Modulé d'EzparWion Volgmiqge. 

Dans le cas limite, (v -+ 0.5), fi est donné par l'expression (2.14): 

a = -pi (2.14) 
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où p = -A(ir E) est 110�1 fonction scalaim qui prend des valeur» finira. Alors, de l'expJ"08Rion 

(Ir E) = 
-� 

= 0 (2.15) 

Donc, en petites déformations, la condition d'incompressibilité est donnée par: 

ir E = 0 (2.16) 

Quel que soit le cas, compressible ou incompressible, l'expression (2.10) peut être reécrite 

comme: 

c=-p!+2�E (2.17a) 

p -À(lr E) (2.17b) 

où .-pI eat le tenseur sphérique, o, quand v -+ O.b. 

2.2- Le Traitement du Problème 

L'approche analytique du problème d'incompreeaibilité peut être considérée de deux 

façons différentee: soit par la Théorie Constitutive, soit par des Principes Variationnela qui 

traitent le problème d'équilibre continu. Gadala, 11986 l, présente une exp9Ó général sur ce 

snjet et quelques appGcationB de la théorie pour la Mélhode des Elémenta Finis. 

Par rapport à la Théorie Constitutive, on va aborder le problème d'incornpressibilité au 

niveau de la loi de comportement d'un matériau hyper4.lastique isotrope. Sa fonction densité 

d'énergie, W, depend des trois invariante principaux du tenseur C: 

W = W(11' l'J, 13) (2.18) 



OÙ 

12 = 
�((Ir C)' - Ir (0)'] (2.106) 

/3 = det 0 (2.19c) 

Pour plus de details sur la Théorie Constitutive pour les matériaux hyper4laatiques, 

Boatty, f 1987 1, préunte une vision assez complète et iiuccincte. 

Pour traiter le problème incompressible on reécrit l'expression (2.18) comme: 

W = W(/I,/2) (2.20a) 

la = 1 (2.206) 

Ogden, ( 19?2 1, propose une expression général pour la fonction W: 

AI N 
W 

= 2:IJiI7i/2+ Ebil�II' (2.21) 

où a ai � 0, if. � !,�, � 0, 6; � 1. 

Mooney et Rivlin, [ 1940 et ( 1951 ]. proposent une forme plus simple pour la fonction 

W, basée sur des resultats experimentaux concernant le caoutchouc: 

W = 11(/1 - 3) + b(I2 - 3) (2.22) 

od /1 et b sont des constantes du matériau, determinés sur un état proche de lètat naturel 

(c'est-à-dire, l'état où X = X et a = 0). Le matériau modelisé par cette fonction eat appelé 
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Matériau de Mooney et Rivtin. On remarque que ce matériau est un cas particulier du 

matériau d'Ogden. Il suffit de mettre M = N = 1 et 1J = 6s = 2 dans l'expreasion (2.21). 

Le Matériau Neo-Hookeau est un autre exemple de matériau incompressible. Sa fonction 

W, exprimée par l'expression (2.23), est un cas particulier de l'expre�ion (2.22), puisque la 

constante 6 est égal à zero. 

W = a(h - 3) (2.23) 

n faut remarquer que ces modèle@ approchent bien le comportement de matériaux incom- 

preseiblee, type caoutchouc, en grandes déformations. Par exemple, dans 1'eaeai de traction 

simple montré dans la Fig. 2.2, le matériau de Mooney et Rivlin se comporte bien pour des 

déformations allant jusqu'à 150%, selon Beatty, 11987 J. Toutefois, il y a petites variations de 

volume negueles, par lesquelles on voit que le matériau n'est pas totalement incompress- 

ible. Alors, il est raisonnable de penser à une fonction W qui prenne en compte le troisième 

invariant, la, mais qui à la limite, le matériau soit presque-incompressible. 

Fig. 2.2- L'essai de Traction Simple. 

Ainsi, on rajoute au matériau de Mooney et Rivlin une fonction convexe, 1(6). telle que: 



- 10 - 

W = a(I, - 3) + 6(12 - 3) + T(13) (2.24a) 

Iims-o+T(6) = oo (2.24t) 

Maintenant le matériau de Mooney-Rivlin est appelé matériau compressible,. C"Jal'let et 

Geymonat, 1 lffl ], proposent pour T(6) l'expreseion suivante: 

r(13) = cIa - dlog(/a) 1 l' (2.25) 

où · e et d sont constantes à détermine proches de l'état naturel. 

On va utilieer cette forme d'énergie, exprimée par les expressions (2.24a et b), pour 

s'approcber du matériau de Mooney et R'rvlin incompressible. 

La formulation du problème d'équilibre de l'Elasticité pour un matériau incompresaible 

est posée de la façon suivante: 

Soit S = (v E (Hl (B»s ), où Lf est un espace de Hilbert, 

Problème Pi: 

» Trouver la conftguration x qui satisfait la relation u = x - X, u E S, de façon à vérifiez 

les relations suivantea: 

{k=-¡ 

sur B t2-25) 

X=X AD1 T" 

où � {f,g} E {tfXB))3 x (Ia(rf))3 sont des densités de charge volumiques et surfaciques, 

respectivement; 

� rt eat le bord de B où on impose g; 

. Tu est le bord de B où on impose x = X¡ 



. n est la normale éxterieure à B en rg; 

w p est une fonction scalaire qui représente une pression non- constitutive. Cette fonction, 

comme dans le cas linéaire, (voir expression (2.17a et b)), n'affecte pas la configuration, X, 

seulement la tension, Q. 

La formulation variationnelle classique, basée sur le champ d'une seule variable, ne surfit 

pas pour traiter le problème d'incompressibilité. On voit par l'expression (2.25c) que la 

contrainte ir est une fonction de la configuration, x, et, en plus, de la pression, p. 

Le Principe de Hellinger-Reiesner traite ce genre de problème par une formulation 

variationnelte avec deux champs de variables: le champ de déplacements et le champ des 

contraintes. Plus général, le Principe de Hu. Wa8hizu traite le problème avec quatre 

variables independantes: les déformations, les déplacements, les contraintes et les efforts 

surfaciques. 

Si d'une certaine façon, ces principes posent bien le problème d'équilibre varlatlonnel, 

ils introduisent par ailleurs un nombre excessif d'inconnues. Lorsqu'on les utilise dans la 

Méthode des Elémeiita Finis, on s'aperçoit que eUes conduisent à un système d'équations qui 

n'est pas économique à résoudre. 

Le travail de Hermann, [ 1965 ], est un des premiers efforts pour l'application de formu- 

lation mixte dans la Mèthode des Eléments Finis. Dans le contexte d'un théorème variation- 

nel, Hermann a developé une forme réduite du Principe de 8etlingor-Ii,e.issner pour traiter 

des problèmes en Elasticité Linéaire Incompressible et Presque-incompressible. Cette forme, 

connue comme Principe de Hermann, a permis la proposition des premiers éléments finis 

efficace, pour le traitement de l'incompreeeibilité. 

La formulation mixte basèe sur le Principe de Hermann utilise deux champs de variables: 

le champ de déplacements et le champ de pression. Ce dernier champ est une fonction scalaire 

de la pression moyenne sur l'élément fini. On montre que cette formulation donne des résultats 

convergents. 

On écrit la formulation mixte du problème PI en utili9ant Ia Technique du Laqrangien 

Perturbe Soit V = {v E N� (B); v = 0 sur Tu} l'ensemble des déplacements cinematiqueineut 

admissibles; on définit la fonctionnelle perturbée, La ( v, q), comme, 



, La(u, q) = �'(�) + 
�B fqL(v)I dB - 2 fa 

IIqll2dB (2.26) 

où · F(v) _ '�o(v, ir) - (f, v) est le Potentiel d'Energie Totale j 

. q E T = {q E H1(B); q = 0 sur r,)-, 

� L : V - ft; 

et � 0 est une perturbation. 

a.vec a(x tJ) - r ("W )8, lIli dB' 

Odcn et Kikuchi, 11982 ], fournissent plus de détails pour l'obtention de la fonction La et 

les conditions sons lesquels La est convexe et coercive. 

La formulation variationnelle eiroilaire au problème PI est posée pour l'Elasticité Linéaire, 

comme: 

Problème P2.' 

"Trouver le déplacement u E S et la pression p E T, de façon à vérifier les relations 

suivantes: 

4(U, tI) + (p, L(tI)) = (f,,P). VveV (2.27a) 

(L(u),�!)-Â.(p,9)=0, f19 E T (2.27b)» 

on · a(u, vl - J8 2 JJ * Crad,u : Grad.vdB 

�(p,L(v)) = 
J8 p. L(v)dR 

a L(w) = tr G'rudev 

Remarque: La constante ,1 joue le rôle de la perturbation a. 
A la suite du Principe de Hermann, d'autres formulations mixtes ont été formulés pour 

traiter plusieurs problèmes avec restrictions comme, par exemple, ceux de plaques et de 
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coques. Mais, il reste deux difficultés avec ces formulations: d'abord, le temps de calcul est 

encore grand à cause du nombre d'inconnus qu'on ajoute. Ensuite, la généralisation pour les 

problèmes non-linéaires n'est pas toujours claire. 

Alors, il fallait trouver une formulation avec un seul champ d'inconnues, qui prendrait en 

compte les avantages de la formulation mixte dans le cas de l'incompressiblité. Zienkiewicz, 

Tàylor et Too, [ 1971 ], sont les premiers à proposer une Technique d'intégration Réduite 

pour traiter le problème de plaques et coques, avec un seul champ de variables. Seulement 

avec le Théorème d'tqnhrajemce de Malkus et Hughes, ( 19'l8 1, on reussit a montrer 

que cette formulation d'integration équivaut a la formulation mixte. Les applications de ce 

théorème ont été faites dans le cas de l'elasticité incompressible et presque-incompressible, 

pour les équations de Navier-Stokes, pour la dexioa de plaques et coques et pour l'élasticité 

non-linéaire. II faut remarquer qu'on pmfiic de touie ta théorie de la formulation mizte en 

n'utilisant qu'un aeul champ de variables. 

On utilise la Méthode de Pénalisation, décrite par Oden et Kikuchi, ( 1982 ], pour trouver 

une fonctionnelle Fa(v), telle que: 

F.(.) = F(.) + 2 t a # jB(L(v))1dB 
(2.28) 

Ainsi, on peut écrire une formulation avec un sent champ de variables. On pose le 

problème variationnel équivalent au problème P2, comme: 

Problème P8: 

»Trouver le déplacement u, u 6 �, de façon à satisfaire la relation suivante: 

a(u, u) + Î * !s 
L(s)L(v)dB = (/, v); V v E V (2.29)» 

Remarque: Par le théorème d'équivalence de Malkus et Hughes, l'intégration des termes de 

pression en (2.29) doit être réalisé sur des pointe qui seraient les noeuds où on définirait lee 

fonctions de base associés à l'espace T dans la formulation mixte. 



- 14 - 

2.3- La choix de l'Elérnent Fini 

Il reste encore un problème à résoudre par rapport an choix de l'élément fini. Avant le 

developement de la formulation mixte, les formulations basées sur un seul champ de variables 

ne donnaient pas de bons résultats dans le traitement de l'incompressibilité. Plusieurs auteus 

remarquent qu'en général, la restriction directe du champ de déplacements est sensible an 

type de l'élément, à son orientation sur le maillage, au nombre total de degrés de liberté et à 

sa relation avec le nombre total de restrictions, au type de problème traité et à aa géometrie 

particulière. 

Nagtegaal, Parka et Rice [ 1974 ), proposent nn critère simple pour prevoir la possibilité 

de succ9 d'un élément fini. Il s'agit de la détermination d'une relation entre le nombre total 

de degrés de liberté, NDL, par rapport an nombre total de restrictions, Ng, quand le maillage 

est raffiné infiniment. Le critère est donne par: 

NI- (2.30) 

11 y aura convergence si NDL augmente plus vite que NR. NDL eat donné par ltexpl'ê88ion: 

NDL = NDN ! RRBF (2.31) 

où a NDN est le nombre de degrés de liberté par noeud; 

e RREF exprime le nombre de noeuds par élément quand le maillage est raffiné infiniment 

et, selon Nagtegaal, Parka et Rice, il est donné par: 

�u=� 2 (2.32) 

06 N . a x est 1a somme des angles internes de l'élément. Par exemple, soit un problème de 

déformation plane avec le domaine discretisé par des éléments unis triangulaires de deuxième 

ordre, l'élément T6, comme montré dans la Fig. 2.3. Pour cet élément la valeur de N *1' est 
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4 x, de façon qu'à la limite, le maillage aura 2 noends par élément selon l'expreeeion (2.32). 

AlOrs, pour ce prOblème NDN = 2 et NDL = 4. 

Fig. 2.3 - Domaine Diflcretisé avec l'élément T6. 

Pour calculer le nombre de restrictions on doit se rapporter à l'expression de la fonction 

de base pour l'élément consideré. Ensuite, on impose la restriction 9ur le champ des vari. 

ables approchées par cette fonction. Par exemple, dans le cas d'eluticité linéaire en petites 

déformations, on exprime l'incompn!S8ibilité par l'expreeeion (2.16) , qui est équivalent à la 

relation (2.33): 

div u = 0 (2.33) 

où « est approché par, 

. u = � Ni Oi (2.34) 

ou e t4 sont les valeurs de u aux noeuds. De nouveau, si on prend l'élément T6, sa fonction 

de base dans un système de coordonnées général, est donnée par: 
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N = 4 + 6 . s + C .1/ + d . S.1/ + e . Z2 + J . 11 (2.35) 

où a, 6, c, d, e et f sont des constantes. L'introduction de cette fonction dans l'expression 

(2.34) et (2.33) donnent les restriction sur l'élément pour que l'incompressibilité soit vérifiée. 

Dans le cas de déformations planes ces restrictions sont exprimées par les expressions (2.36a, 

b et c). 

b + c = 0 (2.38a) 

i + 2*f = 0 (2.36t) 

d + 2 * a = 0 (2.36c) 

Le nombre de restrictions par élément, Na, est 3. Finalement, par l'expression (2.30) la 

valeur de r est �. 

11 faut remarquer que Nu. dépend de la disposition des éléments finies dans le maillage. La 

manière d'arranger les éléments permetikduire le nombre total de restrictions indépendantes. 

Il est raieonable de penser que pour le cas continu il y ait aussi une relation entre le 

nombre de degrés de liberté et le nombre de restrictions. Au fur et à mesure qu'on raffine 

le maillage, la valeur de r du problème diseretisé, rD, devrait être égal à la valeur de r du 

problème continu, ro. De toutes façons, on se trouve devant les éventualités suivantes: 

� � 1, il y a peu de restrictions; 

� = I, on a le cas Idéal; 

ra � 1, il y a trop de restrictions dans le problème discret; 

ta « 1, il apparait le phénomène de locking. 

Dam le cas plan, le nombre de degrés de liberté est 2 et le nombre de restrictions est 1. 

Alors, ro = 2 et ru = pour le maillage de la Fig. 2.3. 
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Sur la base des coneideratione antérieures on peut conetruire un tableau avec quelques 

une des éléments les plus utilisés dans la disaetÎ8atioo de problèmes d'Elasticité Linéaire 

Plane. Dans ce cas on a dejà vu que rc = 2. 

(* La valeur dépend ei le bord de J'élément est 
linéaire ou quadratique, respectivement.) 

Tableau 2.1- Les Types d'Elémenta Finis. 

Avec la formulation mixte des éléments finis il faut bien choisir les fonctions qui ap- 

prochent le champ de pression. Oden, [ 1971 1. a été on des premiers auteurs à suggérer 

l'utilisation de fonctions de base pour la pression qui soient d'ordre inférieur à celles des 

déplacements. Hughes, [ 1987 1, suggère cette mesure pour adoucir l'effet de la preeaion sur 

les déplacements. 



L'ordre de cette fonction de base peut être estimé sur la nombre souhaitable de restric- 

tions par élément, lV$. On le tire de l'expression (2.30) quand rD = ro: 

La valeur de IV R donne le nombre de monôme independente pour la fonction de base. Par 

le tableau 2.1, la valeur de RR pour l'élément T6 est 2. En fait, on utilise l'élément T6 avec 

une fonction constante pour la preaeion (un seul monome). 

De toutes façons, il y a une théorie mathématique bien établie sur la convergence des 

éléments finis. Lea travaux de Ladyezbenakaya, [ 1969 1, Babuska, 1972 et ( 1973 1, et Bressi, 

[ 1974 ] fournissent une condition de stabilité, connue comme La Condition LBB. Pour lu 

éléments que satisfont cette condition, on peut écrire l'estimation de l'erreur comme: 

IIu�' - Ulll + 11p, 
- 

pllo = C(htnin(k.l+�1) (2.38) 

où, * t et 1 Bont les ordres des interpolations de déplacement et de pression. Avec ces élémens 

le phénomène de tockiag ne se produit pas. 

La condition LI3B est aussi utiliée dans l'intégration réduite avec penalieation des termes 

de pression. Oden et Kikuchi, [ 1982 ], présentent une méthode systématique pour tester la 

condition LBB. On impose des conditions aux limites de Dirichlet. Dans le cas plan avec un 

domaine rectangulaire, ils exhibent quelques éléments qui eatiafont la condition LBB, comme, 

par exemple, les éléments du tableau 2.2. 

Hughes,, [ 1087 1, présenta d'autres types d'élémenta qu'on ne va pas considérer dans ce 

travail: 

- Les éléments solides, c'est-à-dire, avec trois degrés de liberté par noeud; 

- Les éléments avec des fonctions pour le champ de pression continues sur le bord; 

- Les macro-éléments. 
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*(L« types a et b ne verifient pas la condition LBB, 
mais on peut prouver qu'ils convergent sous quelques hypothèse 
(voir Hughes, Il, et Oden et Kikuchi, [ 198Z ])) ** 

(Les types c et d convergent plus lentment que le type e.) 

Tableau 2.2- Eléments Finis pour Traiter l'Incompressibilité. 

2.4- Résultats Numériques 

Malkus et Hughes, [ 1978 1, traitent plusieurs pmblèmes avec restriction en utilisant la 

Technique d' Intégration Réduite avec Pénalisation. On fait la discretisation avec l'élément 

bi-linéaire Q4. Les termes des déplacements sont integrés avec 2x2 poiuta de Gause. Le terme 
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do restriction est integré avec 2�/ 2 et 1 points de Gauss, de façon à comparer les solutions 

quand on force l'incomprtJzl8ibiüté. Ils traitent lea problèmes de Déformation Plane, de poutre 

et de plaques. Dans tous ces cas ils arrivent aux conclusions suivantes: 

1- Les résultats avec 2x et 1 points de Gauss sont semblables quand il n'y a pas de 

restriction; 

2- Plus on force la restriction, plus les résultats avec 2x2 points de Gauss divergent de 

ceux avec 1 point seulement; 

3- La diecretieation avec l'élément Q4 à 1 point de Gauss pour la restriction approche 

bien les problèmes avec restriction. 

Sussman et Rate, 119871, utilisent une Fortnulation Mixte pour traiter un problème 

d'elasticité linéaire avec déformations planes. Ils discretisent avec les éléments Q4, Q8 et 

Q9. Différentes fonctions d'integration pour le terme de pression sont prises en compte. On 

utilise 3"3 points de Gauss pour les éléments Q8 et Q9 et 2x2 pour l'élément Q4. D'ime 

façon générale, ils arrivent aux conclusions résumées dans le tableau 2.3. 

l7ablean 2.3- Résultats en Déformation Plane. 
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Par le tableau 2.3 on conclut que la formulation basée sur les déplacements (classique) 

est la pire. Les éléments �34/1,Q8/3, et Q9/4 donnent de meiUeurw résultats. Pourtant, ils 

bloquent encore. Sans doute, le meilleur élément est le Q9/3. 

Sussman et Batne utilisent l'élément Q9/s pour traiter des problèmes de l'elasticité 

linéaire orthotrope, de rdaaticité non-linéaire, de problèmea de contact, etc,.. Ile arrivent 

toujours à obtenir de bons résultats avec cet élément. 
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3- Cas de Petites Déformation 

On va traiter le problème de l'incompressibilité dans t'LZaaticité Linéain en Petites 

Déformation, en utilisant la Technique d'intégration Réduite avec Pénalisation. Le champ 

de variables est celui des déplacements, m On ne va considérer que le caa de déformations 

planes; . est donné par ses deux composante (.1, 02). 

D'abord, on pose le problème d'équilibre. Ensuite, on fait la discretisation du problème 
avec différente types d'éléments finis. On considère quelques exemples numériques avec C88 

éléments) de façon à comparer les réaultate dana la cas compressible et presque-incompcessibla. 
On connait la solution analytique pour quelques exemples. À la fln, on applique le code sur 

un exemple presenté dans la litérature, pour lequel la solution numérique est connue. Il s'agit 
d'un problème de conditions aux limites non-linéaires traité par Malk9 et Hughes, ( 19781. 

3.1- Le Problème d'Equilibre 

Le problème d'équilibre continu en petites déformations est le cas plus simple de la 

formulation général, considéré dans le problème Pi de la section 2. On le pose comme, 

Problème Li- 

"Trouver le champ de déplacements s : B -+ R2, tel que: 

Dlw = -/ sur B; 
Divu = 0 sur B; � l) 

an = g sur F,; 

. 
on = 9 sur r,; 

et, 

or = -pl + 2teGrad, s (3.2a) 

p = -�(trGrad,n) (3.26)' 



où: � Div eet l'operateur divergence, a 

La forme variationnelle du problème LI eut posée en utilisant la Technique d'Intégration 

Réduite avec Pénalisation. On la présente dans le problème P3 de la section 2. 

Dans le cas sane restrictions, on approche l'espace solution, en utilisant la formulation 

de Galerkin (voir Hughes, 11987 De la même façon, l'espace solution 3 est approché ici 

par l'espace SA, où Sh C S,Sh =eh : B - Jl2¡.1a sur 1�, w, w* E \Hl(B))2}. On écrit la 

formulation approchée du problème d'équilibre comme: 

Problime ht 

"trouver eh E SA, tel que, quel que soit tih E Via, 

/ (2�6'rc�M*) : Grad. ,,1' dB + !s (�,Din)1 : 
Grad. via dB + 

-(la f. ,,"dB + ( g "hdI') = 0 (3.3)" 

où 9 Vh C V�Vh = (eh : B -� R2;Vh = 0 aur ru, fila E[Iff 1 (B)I) 

Pour la formulation discrète du problème L2, présentée dans le problème L3 ci-deaeoae, 

on choisit la fonction de base Ni tel que Via = apan{Ni, i = I, ..., 2n}, où 2n est le nombre 

de degrés de liberté. 

ProbJéme L9; 

"Tlouver fui, i = 1, ...,2n} R2n, tel que, 

ze 2m 

�* = g«iJVi + gi,-^ (3.4) 

et 

(Ki, + if�A = F (3.5)" 

où 
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· Ka = .1 f DivNs : Grad.NjdB (3.6a) 

� #� = 2p r Grod,N; : Grad.NidB (3.66) 

0 F = 
( /. N,dB + ( 

g - Nidr (3.7) 

avec «, j = 1, .... 2(m + n) et m, le nombre de noeuds sur ru. 

On définit la fonction Ni sur le support approché B = £�'i Be. Quel que soit et. t2. (1 � 

CI, C2 � nel), ,8C1 n Be. = 0. 

Pour chaque élément B«, on définit les matrices K;, KI, tel que, 

ned 

Ki = KI (3.86) 

nd 

Kg = 4K-0 (3.8b) 

On utilise une technique d'intégration de Gauss, (voir Hughes, ( 1987 n, telle que: 

nints 

; ,E. 1 [(DivMil)l: Grad^W1* (3.9a) 

KN 2p 10rad.N'i2 : arad.N}2IWI, (3.M) 

où * ntnt est le nombre de points d'intégration; 

· � est la fonction N du noeud i calculée sur le point 1; 

· W est le poids d'intégration; 

. les indices 1 et 2 représentent À et p, respectivement. 



- 26 - 

3.2- Présentation du Code Numérique ELIN 

L'algorithme utilisé pour la construction du code EL1N ressemble aux algorithme clas. 

siques de l'élasticité linéaire Bans restriction. Les différences apparaissent dans le calcul de 

la matrice globale de rigidité, K. Cette matrice est la somme des matrices données dans les 

expressions (3.8a et b): 

K = 64(KO À + Kue) 
(3.10) 

où � K{ et Kw sont calculée par les expressions (3.9a et b). 

L'Algorithme du Code ELIN 

1- Entrée de Données: 

Soit ninti et nini2 le nombre de pointe d'intégration de la partie dependant de À et P, 

respectivement, tel que, ninil :5 nin12. Leu valeurs pour ninii ou nin12 dependent de la 

forme de l'élément implementé. (carré on triangle). On donne dans le tableau 3.1 le nombre 

de pointa d'intégration et le nombre de noeuds possibles par type d'élément. 

Tableau 3.1- éléments Implementés dans le code ELIN. 

Dans le tableau 3.2 on donne la rote de variables d'un fichier d'entrée pour un domaine 

diecretisé avec l'élément Q4, consideré dans la Fig. 3.1. 
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2- Calcul des Fonctions de Forme lacaies 

La fonction Ni et aoe dérivées sont calculées par rapport au système (£1 , �), selon la 

Fig. 3.2: 

Mi = Ni (il, (3.11) 

où, � (6,6) est le point d'integration pour nint = nint, ou nint = nini2. 

Flg. 3.1- Dlscret1satUon avec l'élément Q4 

3- Calcul du Vecteur F (expression 3.7) 

On utilise toujours le nombre d'intégration nintz. 

9- Calcul des Fonctions de Forme Globales. 

La fonction globale et ses dérivées par rapport à un système de coordonnées général 

(xi, z2) sont données par: 

N,(Zl, :1:2) = N.({l, (2) (3.12a) 
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�..=��.� (3.12b) 

où 

a Ni,. = Ni R2 

m C _ / Cl 1X1 �t)*tt 

Tableau 3.2- Liste de Variables d'Entrée, 

(Domaine discretisé avec an seul élément Q4). 
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5- Calcul do la Matrice de Rigidité Elémontaire, K° 

où, � K{ et Kp sont calculés par les expressions (9.8a) et (3.6b). 

6- Assemblage de la Matrice de Rigidité 

L'assemblage est réalisé de façon vectorielle. 

7- Resolution du Système Linéaire 

On résout le systèroe de l'expression (3.5) par la Méthode d'Elimination de Gau88. 

Pig. 3.2- Coordonnées Localea et Globales. 

3.3- La Validation du Code 

On considère deux types de tests. D'abord, on diecrétiee un domaine avec un aenj 

éléments type Q,�. Ceci nous permet de valider le code, et également d'analyser différents 
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problèmes avec différents achémas d'intégration. Ensuite, on considère quelques problèmes, 

ttaités 3 l'aide de différente typea d'élémente. On fait l'anzlyse dana lea cas compressible 

et incompressible. On impose la condition d'incompressibilité en considérant la relation £ 

snggeré par Hughes, 11987 ]: 

le � � � 109 

On prend la valeur de p égal à 1.0 pour tous les cas. La valeur de A est 1.0 pour le cas 

compressible, (v = 0.25) et elle est 1.0 * 10*8, (v = 0.499999995), pour le cas incompressible. 

a- Diecreti8atioa avec l'élément Q4 

On traite les essais considerés dans le tableau 3.4. On ne considère qu'un seul élément 

Q4 de dimensions unitaires (voir Fig. 3.3). On impose les conditions aux limites de la façon 

indiquée sur les dessins. On donne les solutions analytiques en déplacements pour les essais 

de traction simple (cas 1 et 2), traction bi-axial (cas 3) et cisaillement simple (cas 4) dans le 

tableau 3.3. 

Tableau 3.3- Solutions Analytiques pour quelques Essais ClaBBiqo9. 

Dans le tableau 3.4 on présente les résultats numériques en déplacements pour le noeud 

'4' de la Fig. 3.3. Pour le cas 1, les valeurs anajytiques et tnunenques sont égales, sauf quand 

ni"'1 = 1 et nintz = 1. La matrice de rigidité est non inversible et aucune valeur de 1� est 

calculée. Hughes, [ 1987 j, prévoit cette anomalie comme un défaut de l'ordre de la mairite- 
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Du cas 1 an cas 4 on note que pour une même 
relation A, 

les déplacements pour ninti � 

nini2 sun6 les mêmes que pour ninit = nini-2. Les cas 5 et 6, plus sévères que les précédents, 

ne présentent pas cettes caractéristiques. Pour £ 
= 1.0, les déplacements obtenus quand 

nint, � nint, sont un petit plus grands que quand nintl = nintz. Pour - 
= 1.0 * 10*, 

les cas 5 et 6 présentent le phénomène de locling quand nini] = nints, c'est-à-dire, que les 

déplacements sont nuis. Par contre, ai nintl � ninil, ce phénomène disparait. 

Fig. 3.3- Le Domaine Unitaire Discretisé par 1 Elément Q4. 

On calcule le volume pour les cas 5 et 6 quand à 
= 108 et ninil � nini2. Le volume pour 

le cas b est 0.84 et pour le cas 6 est 1.00. Cee volumes ne sont pas représentatifs, parce qu'on 

traite un problème avec conditions aux limites non-homogènes en ntiUMni un senl élément 

pour la discretisation. Donc, il faut raffiner davantage le maillage. 
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làbleaa 3.4- Irkeultate Obtenus par la Discretisation avec an seul Elément Q4. 
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b- Discretisation avec les Eléments Q4, QU, T3 et T6 

On considère les cas 1, 5 et 6 du tableau 3.4, avec les dincretinatiorte euivantex 

. Q4: 16 éléments et 25 noeuds; _ 

� QQ: 4 élémenta et 25 noeuds; 

. T9: 32 éléments et 25 noeuds; 

. T8: 8 éléments et 25 noeuds. 

Les maillagm pour ces discretisations sont présentés sur la Fig. 3.4. Les conditions aux 

limites sont les mêmes que celles considerés auparavant. On montre les schémas d'intégration 

et les résultats numériques pour la paire (Ut. U2) dans le tableau 3.5. De nouveau, on va 

considérer les cas compressible, (v = 0.25), et incompressible, (v = 0.499999995). 

Fig. 3.4- Domaines Unitaim Diseretigeds par 

les éléments Q4, Qg, T3 et T6. 
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A partir des résultats présentes dans le tableau 3.b, on fait une analyse cas par cas et on 

tire quelques conclusione des résultats obtenus avec différents éléments et différents schémas 

d'intégration. 

Cas 1: Pour ce cas, on a les résultats analytiques présentés dans le tableau 3.4. A part 

l'élément QD avec un schéma d'intégration 1/9, tous les autres éléments donnent de résultats 

qui s'accordent avec le calcul analytique. 

Cas 5: 8 Q.�: Il apparaît le phénomène de lockinq avec le schéma 4/4 et A 
= 108. Il 

faut remarquer que dans le cas d'un seul élément, présenté dans le tableau 3.4, ce phénomène 

apparaît aussi. 
e ÇX Les résultats obtenus avec les schémas 4/9 et 9/9 sont proches les uns 

des autres, quelle que soit la relation �. Par contre, les résultats obtenus par le schéma 1/9 

présentent une différence considérable pour la norme de s, Alluil, par rapport au schéma 4/9: 

âllull N 5% quand £ 
= 1.0 

Allull 2t 20% quand £ 
= 1.0 10* 

e Tft Avec les schémas 3/6 et 6/6, on obtient les mêmes résultats. La différence 

en norme de a, âllull, quand on utilise le schéma 1/6 et 3/6 est: 

A||u|| = 0.1%, quand J 
= 1.0 

AJH) = 1.0%, quand £ 
= 1.0 108 

Cas 6: 8 Q4: Il apparait de nouveau le phenomène de locking quand ~ = 108. 
9 ÇK De nouveau, la différence en norme de u avec les schémas 1/9 et 4/9 est 

grande. De même, Allull pour les achémaa 4/9 et 9/9 augmente de façon considérable. 

Schémas 1/9 et 4/9: 

�A||u|| = 5% quand a/p = 1.0; 

�A||u|| = 14% quand 1/p = 1.0 t 108. 

Schémas 9/9 et 4/9: 

�A||u|| = 0.3% quand À/,« = 1.0; 

�A||u|| = 9% quand �./ p. = 1.0 s 108. 
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Tableau 3.5- Réanltata ObtenU!! par la Discretisation avec 

les Elemente Q4, Q9, T3 et T6. 

eT6: On obtient les mêmes résultats avec les schéma 3/6 et 6/6. La différence 

dans la norme de u par rapport au schéma 1/6 est: 

�A||u|| = 0.7% quand À/,« =1.0; 

�A||u|| = 7°6 quand Alp = 1.0 10°. 

D'une façon générale, on conclut que: 

a L'élément QD avec le schéma d'integration 1/9 n'approche pas bien l'espace des dépla- 

cements, quel que soit la 
relation A (comprC88ibiü� ou incompressibilité). 

w L'élément T3 avec les schéma 1/3 et 3/3 donnent les mêmes résultats, quel que soit les 

conditions aux limites. Hughes, [ 1987 ], prévoit que cet élément ne permet pas d'approcher 
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l'espace de déplacements dans le cas incompressible, ( � = 1.0 s 10"). 

a L'élément T6 avec les schémas 3/6 et 6/6 donnent les mêmes résultats dans tous les 

cas et pour toutes les conditions aux limites. 

a Les résultats obtenus avec les schémas 1/4 pour le Q4, 4/9 pour le Q9 et 1/6 pour le 

T8, sont proches entre eux. Selon Oden et Kiknchi, [ 1982 ], l'élément Tg avec le schéma 1/6 

eat le seul élément parmi ceux présentés auparavant qui satisfait la condition LBB. Si on le 

prend comme référence, on obeerve que la différence en norme de u, 0[�u�[, pour le cas 3 avec 

à = 1.0*10* est: 

Alluil = 2% par rapport au Q4 avec 1/4; 

Allull = 5% par rapport au Q9 avec 4/9. 

3.4- Autres exemples: 

a- Poutre en Flexion Simple: 

Hughes, ( 1987 1, présente un exemple d'une poutre en flexion simple. U utilise l'élément 

bi-quadratic, Q4, avec 2x2 pointe de Gauss pour approcher le champ de déplacement. Il traite 

les cas compressible et presque-incompressible en prenant v = 0.3 et Il = 0.499, respective- 

ment. Il utilise une technique d'intégration réduite proposée par Malkns et Hughes, [ 1978 ], 

pour prendre en compte la presque- incompressibilité. 

On montre dans la Fig. 3.6 la discretisation avec 32 éléments utilisée par Hughes. Les 

conditions de bord pour ce problème sont: 

Déplacements: 

Ut (0, 0) = u�(O, 0) = 0 

Traction: 

?t(�c)=�(�t,c)=0, z EJO,1[ 

gl (L, %2) = 0, z2 E 10, cl 

rz(L, C2) = ^(c2-»2), z2 e 10, ci 

gdO, Z2) = ffZ2), :z:� EJO, e[ 
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gz(O, e2) = -41(c2 - r), v2E]O,cl 

où 1 = 2ê/3; 

6 L = 16.0; 

a e = 2.0. 

Pig. 3.b. Le Maillage du Problème proposé par Hnghes. 

Les donnée d'entrée qu'on utilise pour la rdsolution avec le code ELIN sont celles donné 

par Hughes, sauf 1es valeurs de la charge P, et du module d'Young, E, que ne sont pas donnéea. 

Les valeurs suivantes semblent être celles qui ont été utilisés par Hughes; ce sont celles que 

nous choisissons: P = 1.0 E = 1.0. 

Le tableau 3.6 donne la valeur du déplacement vertical, uz, pour le noeud 41. Les 

valeurs obtenues par le code ELIN, «2(«)i sont plus grandes que les valeurs données par 

Hughes, U2(,U)- Néanrooins, on voit que pour une même valeur de v, la relation �2(J:) ne 

change pas beaucoup: 0.1% quand v = 0.3 et 0.2% quand v = 0.499. Cette relation change 

beaucoup, (�· 16.7%), si on compare les résultats pour des valeurs de v différentes. 

Dans le tableau 3.7, on présente des valeurs de u2(E) pour les élément Q4, Q9 et TB. 

On considère le même problème que le précédant, mais avec dilférents approches. En plus, 

on ajoute les valeurs de v = 0.498 et 0.499999. De l'analyse des tableaux 3.6 et 3.7 on tire 
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les observations suivantes: 

I Pour Y = 0.3, (cas compressible), il n'y a presque différence entre tee valeurs de u2 

calculées avec nint, = nintz on ninl. � nint2. La petite différence est due à les conditions 

de charge Don. linéaires. 

Il- Pour v = 0.400, (cas presque-incompressible), la valeur de U2 dépend de la relation 

��. Selon Hughes, ( 1987 J, le schéma d'intégration avec ninit � ninti approche mieux la 

valeur de 112. L'élément Q4 est le plus sensible au rapport ;$£� 

'Ilsbleau 3.6- Déplacements obtenus par le code ELIN et par Hughes. 

III Donnés v = 0.498, v = 0.499 et v = 0.499999, les valeurs de U2(1I) ne changent 

pas beaucoup pour ninlt � nint2, quel que soit l'élément, (Q�, Qg ou T�. La différencie 

maximum est de l'ordre de 0.42 % pour l'élément Q4. 

IV- Pour nint, � nintZ, plus v tend vers 0.5, plus as(E1 diminue. Plus v tends vers 0.30, 

PIUO U2(E) augmente. Ces tendances sont coherénte avec l'imposition de l'incompreasibilité. 

V- Des éléments considères, l'élément T6 est le seul élément qui obeit à la condition 

LBB. On prend la valeur de U2(E) calculée avec cet ét6ment, comme une valenr de référence. 

Alors, on peut écrire que , 
- 

lim��o.ao th(sl - 207.17 

Vl- Il faut bien remarquer qu'au fur et à mesure qu'on raffine la maillage avec le Q4, on 
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eet plus proche de la valeur de «2(e) obtenue avec le T6' 

tim",��" U�(J1) � 207.17, � = 0.4999999 

Donc, les résnltate obtenue avec le Q4 convergmt yen la aulation. 

Tableaa 3.7- Déplacements obtenos par le code ELIN avec 

les éléments Q,�, Q9 et T6 



- 41- 

4- Cas de Grandes Déformations 

On traite le problème de l'incompressibilité avec la Technique d'Intégration Réduite 

avec Pénalisation suggérée par Hughes, [ 1987 ]. pour le cas de l'Elasticité Non-Linéaire. La 

configuration, X, constitue le champ de variables à trouver. On ne considère que le caa de 

déformationa planes, de façon que X = (Xi X�). 

La formulation variationnelle du problème d'équilibre couduit à des équations non- 

linéaires en X. La résolution de ces équations en X est possible par l'utilisation d'une méthode 

itérative. Dans la méthode présentée, appelée la Méthode de Continuation, on cherche la 

solution x à partir d'une autre solution connue, xo, en utilisant une technique de prediction- 

correction. 

On travaille avec le matériau de Ciarlet-Ceymonat, introduit dans la section 2.2. On 

fait d'abord quelques essais numériques pour lesquels on connait la solution analytique. On 

utilise les éléments Q9 avec le schéma d'intégration 4/9 et 9/9 et l'élément T6, avec 1/6 et 

6/6. 

4.1- Le Problème d'Equilibre 
. 

On pose le problème d'équilibre continu comme: 

Problème Nl: 

"Trouver la position X : B -� R�, tel que: 

div T = -/ sur B ; 

Tn = g sur r'; 

avec 

T = 3F 0 [(ca + 6/,)I - 6C - (a + �6 + p)C-� (4.3a) 
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p = -c(la -1) (4.2t) 

où * T est le 1�' Tenaenr de Piola-Kirchhoff, obtenu de la derivation de la fonction densité 

d'énergie, W, pour le matériau de Ciarlet-Geymonat, (voir Annexe 1). W est exprimée par 

les relations (2.24a) avec (2.24b) et (2.26)), 

a div est l'operateur divergence, a 

� a, b et c sont constantes calculées su voisinage de l'état naturel Ces valeurs, par rapport 

aux valeurs de .1 et p, sont (voir Annexe ll): 

n faut remarquer que toutes les constantes dépendent de A, mais que seulement la con- 

stante c est utilisée pour impoeer l'inwmpremibifité dans le matériau, puisque limA-oo c = 

oo. Quel que soit la valeur de A on a: 

2(a + b) = p (4.4) 

L'expression (4.2a) peut être reécrite pour obtenir la relation constitutive en termes du 

tenseur de Cauchy, a: 

, a 2j-l «a + bl1)B - bB' - [(4 + 2b) + plll (4.5a) 

Dane le cas limite d'incompressibilité, la partie esphérique du tenseur de Cauchy, ira est 

donnée par, (voir Annexe Ill): 
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lim "3(f = 3J-' (a(Ii - 3) + 2b(ls - 3) - Pl (4.5) 

On remarque que, dana le cas limite, la fonction p de l'expression (4.2a) n'est pas la 

pression hydrostatique. Par l'expression (4.6), on voit que la pression hydrostatique est 

constitué de proprietés du matériau et de la fonction qui force l'incompressibilité, p. 

Soient S et V les espaces définis dans la formulation en petites déformations. La formu- 

lation variationnelle du problème Nt se pose en utilisant la technique d'intégration réduite 

dans le terme de pression. On l'écrit comme: 

Pmblime Nt 

"Trouver la configuration, x = X + u, tel que u E S satisfait les relations suivantes: 

a(XI fi) - (J, fi) = 0, V u E V (4.6)8 

ou, 

. a(x, fi) = i1(x, v) + i1(x-, fi) (4.7a) 

. 4(X,V) = -2 kW' 00-1): 8X' p = -e(7, - 1). (4.7b) 

. a(XI v) = 
2 (Y 

0 [(a + 6Idl- bC - (a + 2b)C'' j} : 
Du 

(4.7c) 

�(/,»)=//«+/ ?�» (4.8) 

Remarque: On fait l'hypothèse simplificatrice que la densité de charge volnmique, f, et sur- 

facique, g, ne dépendent que de la configuration initiaUe, X. 

Soit Vh C V l'eapace défini dans la formulation en petites déformations. On pose le 

problème approché de N2, en utilisant la Formulaiion de Galeran: 



Problème Nd' 

-Trouver Xh = Xh + fàh tel que uk E Sh satisfait la relation suivante: 

a(x", 0") - (f, V") = 0; V via e VII (4.9) 

Soit Via engendré par les fonctions de base Ni, V1* = span{N" i = 1, ..., 2n}. On écrit 

la formulation discrète du problème N3 comme: 

Problème N4: 
-Trouver {Xi,i = 1,..., 2ft} E g¡n, �eUe que Xh = xini + E,2'n Xty, X = X +ü1 

sur ry, et 

4(Xh-Nj)=(f,Ni), ViVy�V*, 
� 

(4.10) 

avec j y = 1, ..., 2(m + n), où m et n sont le nombre de noeuds sur ru et B, respectivement. 

L'expression (4.10) conduit à un système d'équations non-linéaires en xn. La résolution 

de ce système est possible par l'utilisatioa d'une technique de prédiction-corréction, à partir 

d'une solution initiade connue, xc. Pour l'implemeliter, il faut définir la fonctionneue G, à 

partir de l'expression (".6): 

Soit G : R2xR --, R une fonctionnelle telle que: 

G(X,.\) 
= { a(x, fi) - ..\(f, fi) = 0, V fi e V j 

(4.11 ) 

avec A E (a, 6) C R. On dit que À est un parameter de continuation. 

Alors, pour le problème discret on peut écrire: 
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En plus, il faut linéariser la fonctionnelle G par l'utilisation d'une derivée dirOctiOBR6110: 

G.X (XI A) 

1, VA�it�) 

�'�"�{�'�-. 1'/ X E l'vi 
z 

où est le déplacement Impose sur FM. 

Da proLlème discret on a (X�' = ��", XiNi + E'=1 XjNj): 

19, 1.% (XI 

j j'=2(K+l),...,2(tn+n); 

�'� 

où 

, 
0, eii#j; 

On reécrit l'cxpresl!ioD (4.13a) pour le matériau de ciarlet-�ymonat, de façon ü iden- 

tifier la partie qui provient du terme en p des autrw parties. Ainei, (voir Annexe IV), 

où, 

L9 /'{É.�+2F.�f6ï-tC+(�t+26)6.C.Ùt):�� 

- La(x, 
vOXI = 

18 
{F 081 + 2F 0 [cI3tr(C-1 00)1 + pC-l 0 Ó] 0 ax 
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La façon discrete: 

avec i = 1,...,2n. 

où, � Ù{ = Pr o GradNi + (GradNi)'r o F 

9 Iph âga =� �** = #» 

-S= Si +s2 

si = -2pC-., p = -c(13 - 1) 

Si = 2[(a + bir C)I - 6C - (a + 2i)C-1| 

Remarque: * On emploie l'Intégration Réduite Selective sur les termes p et ? (voir Hughes, 

[ 19871). 

4.2- Le Code Numérique ELPIN 

D'une façon générale, l'algorithme du code ELFIN ressemble au code ELIN, dejà décrit 

dans la section 3.2. On va présenter la méthode utilisée pour traiter la non-linéarité de 

l'operateur G. 

D'abord, on présente la structure générale du programme: 

1- Entrée de donnés et initialisation de variables: 

2- Calcul d'une estimation à partir d'un Pas d'Ealer. 

a- La Tangente (X,.1)i 

b- La Prediction (�, Àp); 

3. Itérations de Newtoa-Rapheon pour chercher la paire (xt� ak) qui satisfait G(x, A) = 0; 

4- Sortie de donnés. 
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Soit (Xa, Xe) une oolution connue qui satisfait G(X, A) = 0. On calcule la tangente (�, A) 

à partir de la résolution da système cniv�nt: 

IIXII' + i�l' =1 i ; 

0,, et �7,� sont donnée par les expressions (4.15) et (4.16), respectivement. 
On calcule ta prediction (Xp, Ap), (voir Fig. 4.1), comme: 

(Xp� an) _ (Xo + X�e, aa + a08) (4.21) 

Fig. 4.1- La Prediction. 

On vérifie si, 
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IIG(x, .\)11 + F Mil dX Il = 0 (4.22) 

ob, . FM est un Facteur Multiplicatif pour approcher l'espace de G et X. 

Si la relation (4.22) est satisfaite, alors (Xp, Àp) w' (Xe, Ao) et on retourne aux expressions 

(4.20a) et (4.20b). 

Sinon k = 1, (Xp, ap) z (Xk, ak) et on calcule la normalle Nfak, Ak) comme: 

�(Xt. �) = (Xk - X.) . X + (h - '\0) . i - às (4.23) 

La résolution du système matriciel linéaire (4.26) conduit à In paire (dXk,tJ..\A;), 

où: 

(OXk, �k) _ (Xkt1 - XA;, "A;+I - Afc) (4.24) 

[x A )\Uk)- (G(XI:'Àt)) 
l4�25) 

Si la paire (x1:+1, '\Hd (voir Fig. 4.2) satisfait l'expression (4.22) on fait (Xo, '\0) = 

(Xt+1,Àt+1) et on retourne aux expreeiona (4.20a) et (4.20b). Sinon, k = k + 1, et on 

retourne au calcul de N (Xk, Aà) par l'expre�sion (4.23). 

4.3- Validation du Code 

On fait l'esaai de traction simple avec déplacement imposé. On discretise un domaine 

unitaire, (voir Fig. 4.3), avec, 

.. e 49 noeuds et 9 éléments Q9 et, 

. 49 noeuds et 18 éléments T6. 

On impose des déplacements sur le bord droit, a = 1.0. On présente dans le tableau 4.2 la 

paire (xi Xz) pour le noeud 49 de la Fig. 4.3. Dans le même tableau on présente les valeurs 
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analytiques et numériques pour la composante Ti, du 1 dre tenseur de Piola-Kirchoff. En plus, 

on présente aurai la valeur du volume local, calculée aur le noeud 49 (et qui est le même pour 

tous les autres noeuds). 

Fig. 4.2- La Correction. 

Fig. 4.3- La Traction Simple avec Déplacement Imposé. 
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La valeur analytique de ru pour cet essai cet, (voir Annexe V): 

�1 t(ANAL) = 2XI (a + 6)(1- 
(YX-7) 

(�*�) 

on, 

et 

b+c c ('.25c) 

Remarque: dans le cas incompressible, la constante e tend vers l'Infini et l'expression de X2 

rente comme- 

xi 

On obtient les résultats du tableau 4.2 à partir des quatre cas présentée dans le tableau 

Dans toue les cas considerés on voit bien que les réffultats numériques @ont en accord 

avec les résultats obtaDns analytiquement. En plus, il faut remarquer qu'au fur et à mesure 

qu'on impose la condition d'incompressibilité, (c �� oo), le terme de volume, (IS)112, tend 

vers la valeur 1.0. 

Sons l'aspect numérique, il faut diminuer la valeur de l'increment àà quand c -4 oo, 

pour que la méthode iterative converge vers une solution. Cette mesure augmente le nombre 

de pas d'Euler nécessaire pour atteindre le même déplacement imposé, a. Ainsi, il faut bien 

choisir la valeur iniatiafle de Ao. 
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Tableau 4.1- Les valears des constantes s, 6 et e. 
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Tableau 4.2- Résultats Numériques et Analytiques pour Fessai de Traction Simple 
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5- Conclusion 

Le siijet de ce rapport est le traitement de l'incompressibilité dans un matériau élastique 

non-linéaire. On utilise la Technique d'Intégration Réduite avec Pénaliaation, pour obtenir 

une formulation variationnelle avec un seul champ de variables. Cette mesure diminue le 

nombre total d'inconnus par rapport à les formulations mixtes. 

On utilise la Méthode des Eléments Finis pour approcher le champ de la variable 

indépendante. On obtient un système d'équations non-linéaires qui est résolu par une tech- 

nique de Continuation type predicteur-correcteur. , 

On teste l'efficacité de quelqiten typen d'éléments finis avec différents achémaa d'inté- 

gration, pour traiter le problème d'incompreseibilité dans le cas de l'Elasticité Linéaire et 

Non-Gn6aire. Dos éléments implementéa dane la code numérique, (bi-quadratique, Qu, bi- 

linéaire, Q4, linéaire, T3 et quadratique, T6�, les éléments T6, avec 1 point d'intégration 

pour les termes de pression, et Q9, avec 4 points d'intégration pour la pression, permetnt �A«. 

traiter la restriction d'incompremibilité très bien. 

Par la suite de ce travail, on propose tester le code numérique avec un problème de 

gradient de pression qui soit connue dans le domaine du corpa. 
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ANNEXE 1 

Le Matérian de Clarlet-Geymonat 

Soit la fonction W, donnée par. 

W(C) = a(IrC) + b[tr(cofC)] + e(detC) - dllog(detC)l/2] (Al.l) 

Cette fonction exprime la densité d'énergie pour le matériau de Ciarlet-Geymonat. Sa derivée 

par rapport au tenseur C donne le 2''''' tenseur de PiotarKirchhotf, S = 2 �. De l'expreseion 
(Al.l) on doit considérer les derivées suivantes: 

8 trC = 1, 

tr(co¡C) = il(IrC)2 - lr�3»|; 

� �2l=(�rC)ï-C; (AI.2) 

9lot{dttG)ll* _ 1 c-1 

Donc, 

a = 2{aI + 6((trC)I - CJ + c(detC)C-' - ^C"1} } (Al.3) 

Dans la cvn6guration de référence on a S = 0. Alois, 

il = 2(1 + 46 + 2c (Al.4) 

Ainsi, 

a = (la + 6(�rC)j! - 6C + ic(delc - (a + 2b + cJJC"1 } (�1.5) 
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Do cette façon, on obtient l'expresaion do la relation constitutive du matériau de Ciarlet- 

Geymonat en termes du 1 er. tenseur de Piola-Kirchhoff, T = P o S: 

fi = 2P o { (a + 6(trC)II- bC + [c(detC - (a + 2b + e)]C-1 \ (Al.6) 
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ANNEXE 2 

- Le Matériau de Clarlet-Geymonat au voisinage de l'État Naturel. 

Le Matériau de Ciarlet-Geymonat: 

W(C) = a(tr C) + b(tr (co/Cn + c(,det4�7) - d(log(ddC)1/21 (À2.1) 

Proche de l'état naturel, on val'approcher par un matériau de Si. Veftcani-Kircl�Jao//, (Ciarlet, 

�V(E) = 
z (tr E)2 + p(gr E2) [+o(IIE112)1 (A2.z) 

D faut determiner la relation entre les constantes (a, b, e, d) et (A, /e). Ainsi, 

p= 1+ Hf; 

C=I+2E=I+�+�+�.�; 

Ir C = 3 + Zir E; 

treo f C) = 3 + 4ir E + 2(ir E)2 - 29r E2; 

det(C) = 1 + 21r E + 2(ir E)' _ Tir Es + o(IIEII3); 

r|(1SS|!(r^(^KrE+i('rEia-�rP1+ 

�(2c + d)(tr E)!I + o(lllill3) 
où r«dde"/2) =,cI. - dlog(la)112) 

Donc, 

1�(E) = a(3 + 21r E) + 6[3 + 4tr E + 2(gr E)2 - 21r E21+ 

c + (2c - a)[tr E + 
1(ir E)' - tr E'j + 

j(2C + d)(tr E)2 + a(IIE113) (A2.3) 
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Des expr9sio(l� (A2.2) et (A2.3) on tire les relations entre les constantes a, 6, c, d et 

a= H(4P- 2) (A2.4a) 

c = 14 (3.\ - 3,,) (A2.4c) 

d = z (2te + a) (A2Ad) 

ou, sinon, auesi: 

�l = 4(b + c) (A2.ba) 

p = 2(a + 6) (A2.5b) 

avec, d = 2(u + 26 + e). 

An voisinage de l'État Naturel, le 1 crc tenseur de Piola-Kirchhoff est donné par l'expression 

(A2.6): 

T = a(tr Grad,u)1 + 2,,(Grad,u) (A2.6) 

Par la sabatüuition des expressions (A2.5a.ei b) dansl'expr9sion (A2.6), on obtient l'equation 

constitutive pour le matériau de Ciarlet.Geymonat au voisinage de l'Etat Naturel: 

T = 4[(b + c)(tr Grad.u)l + (a + 6)(Cfa�M)) (A2.6) 



- 59 - 

ANNEXE 3 

La Partie Sphériqne do Tenaeur de Canchy (tr o) 

Le tenseur de Cauchy pour le matériau de Ciarlet-Geymonat: 

tT = J-l, 0 S 0 p-T 
(A3.I) 

oit· S = 2{(a + blt)l- b(J -I(a + 26) + pIO-l} 

op = -c(I3 

Ainsi, 

o = 2J-� { (a + bh )B - bB2 - [(a + 2b) + pjlj (A3.2) 

Si P = I on vérifie que u = 0 et p = 0, (O.K.). 

«r = _p*I + ariB + a3B3 (A8.3) 

où, p. = 2J�l [(II + 26) + p] 

ai = 2J-1 (a+ �I1) 
as = -2J-lb 

ira = -3p* + at trB + a2irB2 (A3...) 

où e IrB2 = (tr8)2 - 212 

-3- = 3 J-1 Hh - 3) + 26(12 - 3) - pi (A3.5a) 

p = -c(/a - 1) (43�Mj 
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On va considérer le cas limite sur le quel o matériau est incompressible., c'eet.à-dire, 

la=J= 1. 

Ire 
= 

2 la(Il - 3) + 2D(Iz - 3) - pi (A3.6a) 

p = -�(Is -1) (A3.6b) 
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ANNEXE4 

Déduire !xG{X, .\)[x1 pour le Matériau de Ciarlet-Geymonat 

T=2Fo{(a+bh)I-bC-(a+2b+p)C''}; p = -c(/8-i) (A4.1) 

Alors, 

DF(F)lt] = lot; 

D(trC)(P}[tl = �rC; 

DC(F)(�'J = �; 

D(deiC){¥)\t\ s (ddC)fr(C-l 0 C)¡ 

D(C-l }(P)[;] = -C-l 0 Ó 0 C-Ji 
Donc, 

BXCiX� 
�)[X) = 

( Xa(X� 
v)IXJ + 

8Xa(X� v)IX)} {A4.2a) 

^3(X, «)|X] = 
la {t 

o Si + F o |Wr6 - M'J + (a + 26)C o C o 6}) : 
X udB (�.2�) 

:x 4(X, 
v)(X) = 

k 
(t o 82 + F o [c/sMC"1 o C) o I + pC"1 o é| 0 C-1 } : 

^-t»d5 (A4.2c) 

�XG'(X� 
A)|xl = 

G,,,(l) +G'X(2) (A4.2a) 

on,·�-FT�+�oF , 
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�* = �, 8ER 

� 5 = Si + 53 

Si = -2pC-I, p = -C(Is - 1) 

S2 = 21(a + 6trC)I - bC - (a + 2b)C-11 
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. ANNEXE 5 

L'Essai de Traction Simple avec le Matériau de Ciarlet-Geymonat. 
Soit la relation constitutive donnée em termes du 1"' Tensenr de Piola-Kirchhoff, T: 

T = 2F 0 (a + Nr 0) - 6O - (a + 26 + p)0-'} 1 (�5.1.) 

p = -c{fs -1) (A�.16) 

où 1. constantes o, 6 et c sont donnée par rapport à les constantes de Lamé, J1 et �: 

Soit la paire, (XI, X2) = (kIXI, �2) les coordonnées de la configuration actueUe dans 

un essai de traction simple bi-dimensioneJ. On donne les composantes des matrices des 

tenseun p. C et C~' et les valeurs des invariante Il et fa par: 

p = (�1 �2 ) (AÓ.3ca) 

0= (� �l) (�) 

C 1 - ( KÔ K�2) (A6.3c) 
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1� = K� + Ks + 1 (A5.4a) 

13 = ¡(f ¡q (Ab.4b) 

L'introduction des expresaioae (A5.3a, b et c) et (A5.4a et b) dans J'expression (AS.la) 

permet calculer une relation de K2 par rapport à Kt, donnée par: 

KI = V K1 +e 

(AS.S) 

0...=�. 

Remarque: La limite de KI quand c tend vers l'infini est l'inverse de la valeur de Ki, 

1im«mKz = K7'. 

Pour cet essai, la matrice de T présente une seule composante non aide, Ti 1, donnée par: 

Pn = 2� + 
6)(1- ï?f(Kf+ë)1 

(A6.6) 

Dans le cas de c tendre vers l'inRni, la valeur de Tu est donnée par 

TIl = 2Kl (4 + 6)(1 - Kt) (AS.7) 
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