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1- Introduction

On présente une contribuition au traitement numérique de I'incompressibilité. Oa car-
actérise ce phénomeéne comme la presérvation locale du volume d’un corps soumis 3 un état
de déformation quelconque. Parmi les matériaux d’application industrielle qui présentent ce
comportement, on note, en particulier, les caoutchoucs.

Le traitement analytique par un modele constitutive est dejd bien établi. Mooney et
Rivlin, [ 1940 |, proposent une loi constitutive simple pour un matériau incompresible.
Un accord du modele et des résultats experimentaux est obtenu pour une large échelle de
déformation. Ogden, | 1972 |, propose un modéle plus complexe dans lequel le matérian de

Mooney et Rivlin est un cas particulier.

Dés le travail de Hellinger et Reissuer, | 1950 |, des formulations variationnelles ont
été établies pour traiter des problemes avec restrictions. On ne prend plus en compte la
formulation classique basée sur le potentiel d'energie d’un seul champ de variables. On
traite les restrictions en rajoutant des champs de variables suppleméntaires. Néanmoins, les
principes obtenus de ces formulations iniroduisent un nombre excessif d’inconnus.

Hermaan, | 1965 |, propose upe forme plus simple dans laquelle le champ suppleméntaire
d’inconnus est une fonction scalaire. On obtient avec le Principe de Hermana une formu-
lation mixte en elements finis od les variables indépqndentes soot le champ de déplacements

et le champ de pression moyenne sur chaque element.

Malkus et Hughes, | 1978 |, prouvent que ce principe est equivalent 3 la Téchnique
d’Intégration Réduste avec Pénalisalion. On traite le probléme de incompressibilité avec un
seul champ de variables, ce qui diminue le nombre total d’inconpus. On prend en compte
Yincompressibilité par une intégration réduite des termes de pression.

L'utilisation de cette téchnique dans I’Elastictté Non-Linéaire Incompressible est directe.
Malkus et Hughes présentent une extension du principe de llerrnann pour I'Elasticité Non-
Linéaire et son équivalence avec I'lutégration Réduite. De nouveau, il faut bien identifier log
termes de pression pour qu’on puisse les intégrer de maniére diﬂ'ér(;nw et adaptée.

Le travail présenté concerne le traitement du probléme de I'incompressibilité en Elasticité



Non-Lindaire ot Déformations Planes. Dans la scction 2 on présente une étude bibliographique
sur le sujel de Pincompressibilité. Dans la section 3, comme dtape intermediaire, on traite
le probldme en pétites déformations. On présente quelques exemples numériques pour tester
Pefficacité de quelques éléments finis. On considére différents schémas d’intégration. Dans
la section 4 on pose le probleme d’équilibre non-linéaire incompressible. On présente une
méthode ilerative qui s’appuit sur les techniques de continuation pour le résoudre. On traite
quelques probldmes avec gradient de pression pour lesquels on connait la solution. Le but
est de tester P'efficacité de la méthode itérative quand on rajoute la technique d’intégration
réduite.



2- Etude Bibliographique

2.1- La Position du Probléme d’Incompressibilité

L'imcompressibilité est un phénoméne physique lié & la résistance interne d’un corpe &
changer son volume localement quand il est soumis i un champ de déformation: le volume
du corps reste inchangé lors des déformations. Les matériaux sont dits incompressibles. Le
caoutchouc est un exemple de matériau incompressible.

Soit Pexpression (2.1) ci-dessous,

det F = - (2.1)

ot eV} est le volume d’un corps B dans une configuration de référence, X, et V| le volume
dans une configuration actuelle, x (voir Fig. 2.1).
o P est le Tenseur Déformation donné par:

3
P= % (2.2)

det F représente la dilatation volumique, mesurée localement. On

exprime la préservation de volume par:
det F—1=0 (2.3)

On peut reécrire 'expression (2.3) de facon A introduire une mesure de la déformation

pure du corpe:
(det C)13_1=0 (24)

ol @ C est le Tenseur de Cauchy-Green d Drosile, rapporté au tenseur F par 'expression (voir
Ciarlet | 1988 ]):



C=FToPF (2.5)

CONFIGURATION DE CONFIGURATION
REFERENCE ACTUELLE

Fig. 2.1- Déformation d’un corps.

La relation entre la configuration actuelle , x, et la configuration de référence, X, rend

possible Vintroduction du champ de déplacements, u, selon Pexpression (2.6):
x=X+u (2.6)

A P’aide des expressions §.6 , (2.2) ot (2.5) on obtient une autre relation pour le tensour C:
p p

du

7% @7

_1=(3Yyr D (Buyr
C-1=(3x)" +ax +(3x)" °

ob o I est la lransformalion Idenlsté sur la configuration de référence.
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Cette relation, (2.7}, est une mesure de la différence entre la déformation totale du corps
et les déplacements de corpe rigide. Ceci permet d’introduire le Tenseur Deformatlion de

Green-St. Venand, E:
1
E= E(C -1 (2.8)

Dans le cas de petites déformations, les expressions (2.7) et (2.8) permettent le rap-

prochement suivant:
du =
E = Grad,u + 0(5;‘7) (2.9)

ol @ Grad, est Poperateur Gradient Symmélrique;
¢ o(-) sont des termes d’ordre supérieur.

Pour mieux comprendre I'incompressibilité, on va analyser le cas d’ Elasticité Linéasre en
Petites Déformations. 1l est plus facile d'identifier les termes responsables du changement de
volume dans le probléme d’équilibre. L'extension de cette analyse pour le cas non- linéaire,
en général, est directe.

La relation constitutive est donnée par:

o = Mr El + 2uE (2.10)

oll @ 0 est le Tenseur de Contrasnte de Cauchy,
¢ E est donné par I'expression (2.9);
e ) et g sont des Constantes de Lamé.
Les constantes de Lamé sont liés au module d’Young, E, et au coeflicient de Poisson, »,

par:

vE



E

On constate que la résisiance a une variation de volume augmente au fur et 4 mesure que la
valeur de v se rapproche de 0.5. Dans ce cas |3, le matériau est dit preaque-incompresssble.
Dans les expressions (2.11a et b}, on note que lorsque o tend vers la valeur 0.5 ces

expressions prennent la forme suivante:

Nim A= +oo (2.12a)
. E
Jn b= (12

On voit que la valeur de v ne joue pas un réle Lrés important dans la valenr du Module de
Cisaillement, g. Cependant, la valeur de A est sensible & un changement de la valeur de v
proche de I'incompressibilité.

On peut reéerire 'expression (2.10) de fagon 3 identifier une partie sphérique, 3, qui

depend senlement de P’expansion volumique, d’une partie déviatorique, &:

0=3+7 (2.13a)

avec,
2 = Bitr E)I (2.139)
5= 2p[E - 1(ir E)] (2.13¢)

o B=X+ %u est le Module d’Ezpansion Volumique.

Dans le cas limite, (v — 0.5), 7 est donné par P'expression (2.14):

8=-pl (2.14)
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ol ¢ p = = A(ir E) est una fonction scalaire qui prand des valours finien. Alors, de l'exprossion
(2.14):

i (tr B) = -2 =0 (2.15)

Donc, en petites déformations, la condition d’incompressibililé est donnée par:
trE=0 (2.16)

Quel que soit le cas, compressible ou incompressible, I'expression (2.10) peut étre reécrite

comme:

o = —pl+ 2uE (2.17q)

p=-Xir E) (2.17b)

ob e-pl est le tenseur sphérique, o, quand v — 0.5.

2.2- Le Traltement du Probléme

L’approche analytique du probléeme d’incompressibilité peut étre considerée de deux
fagons différentes: soit par la Théorie Conaslitutive, soit par des Principes Varationnels qui
traitent lo probldme d’équilibre continu. Gadala, | 1986 |, présonte une exposé général sur ce
snjet et quelques applications de la théorie pour la Méthode des Elémenis Finis.

Par rapport 3 la Théorie Constitutive, on va aborder le probldme d’incompressibilité au
niveau de la loi de comportement d'un matériau hyper-élastique isotrope. Sa fonction densité

d’énergie, W, depend des irois invariants principaux du tenseur C:

W=W(1,,Iq,lg) (218)



od
L=trC (2.100)
I = 5 (tr O - tr (CY (2.199)
Iy=dd C (2.19¢)

Pour plus de details sur la Théorie Constitutive pour les matériaux hyper-lastiques,
Boatly, [ 1987 ], présenta une vision assez compléta et succincte.

Pour traiter le probi®me incompressible on reécrit I'expression (2.18) comme:

W =W(I,Is) (2.20a)

Is=1 (2.208)
Ogden, | 1972 ], propose une expression général pour la fonction W:

M N
W= &+ b7 (2.21)

=1 1=l

oiea; >0, v 21b4>0 521
" Mooney et Rivlin, [ 1940 | et | 1951 ], proposent une forme plus simple pour la fonction
W, basée sur des resultats experimentaux concernant le caoutchouc:

W = a(l, - 3) +b(I - 9) (2.22)

ot e a et b sont des constantes du matériau, determinés sur un état proche de I'état naturel
(c’est-d-dire, P'dtat ot x = X et 0 = 0). Le matériau modelisé par cette fonction est appelé
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Matériaw de Mooney et Rivin. On remarque que ce matériau est un cas particulier du
matériau d’Ogden. Il suffit de mettre M = N =1 et 43 = §; = 1 dans I'expression (2.21}.

Le Matérias Neo-Hookean est un autre exemple de matériau incompressible. Sa fonction
W, exprimée par I'expression (2.23), est un cas particulier de I'expression (2.22), puisque la
constante b est égal 3 rero.

W =aqa(l, - 3) (2.23)

I} faut remarquer que ces modéles approchent bien le comportement de matériaux incom-
pressibles, type caoutchouc, en grandes déformations. Par exemple, dans J'essai de traction
simple montré dans la Fig. 2.2, le matériau de Mooney et Rivlin se comporte bien pour des
déformationsealla.nt jusqu’3 150%, selon Beatty, | 1987 ). Toutefois, il y a petites variations de
volume negligibles, par les_quelles on voit que le matériau n’est pas totalement incompress-
ible. Alors, il est raisonnable de penser 4 une fonction W qui prenne en compte le troisiéme

invariant, 3, mais qui 3 la limite, le matériau soit presque-incompressible.

|

|

d

|

l

|

1
A

w

X1 = M X

X3 = A X3

f

|

|

t |
I X3=X3

1 |

=
=

Q]\\\\x AAAAN

Fig. 3.2- L’essai de Traction Simple.

Ainsi, on rajoute au matériau de Mooney et Rivlin une fonction convexe, 7(8), telle que:
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W =a(ly - 3) +b(1s — 3) + 7(la) (2.24)

I‘m;_,oql» 7(5) =00 (2.245)
Maintenant le matériau de Mooney-Rivlin est appelé matériau compressibla. Ciarlet et

Geymonat, | 1988 ], proposent pour 7(4) |’expression suivante:

1(I3) = ¢l3 — dlog(ly)'/? (2.25)

ol e ¢ et d sont constantes A determiner proches de ’état naturel.
On va utiliser cette forme d’énergie, exprimée par les expressions (2.24a et b), pour

s’approcher du matériau de Mooney et Rivlin incompressible.
La formulation du probléme d’équilibre de I'Elasticité pour un matérian incompressible

est posée de la fagon suivante:
Soit S = {ve (H'(B))®}, ob H' est un espace de Hilbert,

Probléme PI:
* Trouver la configuration y qui satisfait la relation u = x- X, 4 € S, de fagon 3 vérifier

les relations suivantes:

g‘;’(-:—f sur B

on=9g sur 71, »
oc=-pl+ 4B (2.25)
X=X 1)) g

ot o {f,g) € (L*(B))? x (L*(r,))? sont des densités de charge volumiques et surfaciques,

respectivement;
¢ 7, et le bord de B ot on impose g;

¢ 74 ést le bord de B ou on impose x = §;
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o 1 et la normale éxterieure & B en 74;

¢ p est une foaction scalaire qui represente une pression non- constitutive, Cette fonction,
comme dans le cas lindaire, (voir expression (2.17a et b)), n’allecte pas la configuration, y,
seulement la tension, o.

La formulation variationnelle classique, basée sur le champ d’une seule variable, ne suffit
pas pour traiter le probléme d’incompressibilité. On voit par I'expression (2.25¢) que la
contrainte o est une fonction de la configuration, x, et, en plus, de la pressiou, p.

Le Principe de Hellinger-Reissner traite ce genre de probi¢me par une formulation
variationnelle avec deux champs de variables: le champ de déplacements et le champ des
contraintes. Plus général, le Principe de Hu-Washizu traite le probléme avec quatre
variables independantes: les déformations, les déplacaments, les contraintes et les efforis
surfaciques.

Si d’une certaine facon, ces principes posent bien le probléme d’équilibre variationnel,
ils introduisent par ailleurs un nombre excessif d’inconnues. Lorsqu’on les utilise dans la
Méthode des Elémeuts Finis, on s’apergoit que elles conduisent & un systeme d’équations qui
n’est pas économique 3 resoudre.

Le travail de Hermaann, [ 1965 ], est un des premiers efforts pour I'application de formu-
lation mixte dans la Méthode des Eléments Finis. Dans le contexte d’un théoréme variation-
nel, Hermann a developé une forme réduite du Principe de Hellinger-Reissner pour traiter
des problémes en Flasticité Linéaire Incompressible et Presque-incompressible. Cette forme,
connue comme Principe de Hermann, a permis la proposition des premiers éléments finis
efficaces, pour le traitemént de I'incompressibilité.

La formulation mixle basée sur le Principe de Hermann utilise deux champs de variables:
le champ de déplacements et le chaup de pression. Ce dernier champ est une fonction scalaire
de la pression moyenne sur 'élément fini. On montre que cette formulation donne des résultats
convergents.

On écrit 1a formulation mixte du probléme P1 en utilisant la Téchnique du Lagrangien
Perturbé. Soit V = {v € H!(B);v = 0 sur 7, } 'enscimble des déplacements cinematiquemncnt

admissibles; on définit 1a fonctionnelle perturbée, Lq(v,q), corame,
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La(wg) = Fo) + [ l(o)l4B -5 [ lalPdB (2.26)

ol o F(v) = ja(v,v) — (/, v) est le Potentiel d’Energie Totale;
egeT ={ge H'(B), ¢=0surr,};
o L:V-R
o a > 0 est une perturbation.
avec ax, v) = fﬂ(%)B : g%dB;
(f,v) = fo~ udB-l—f,' g-vdS
Oden et Kikuchi, | 1982 |, fournissent plus de details pour I'obtention de la fonction L et
les conditions sous lesquels L, est convexe et coercive.
La formulation variationnelle similaire au probléme P1 est posée pour I'Elasticité Linéaire,

comme:

Probléme P2
"Trouver le déplacement # € S et Ja pression p € T, de facon 3 verifier les relations

suivantes:

a(u,0) +(p, L(v)) = (f,0), VveV (2.7q)

(L{s),q) = A+ (p,g) =0, Vq€T (2.270)°

ob e a(u,v) = [y 2+ p+Grad,u : Grad,vdB
¢ (p,L(v)) = [pp+ L{v)dB
e L(v) = ir Grudgv
*(p.9) = [pp-qdB
Remarque: La constante A joue le rdle de la perturbation a.
A la suite du Principe de Hermann, d’autres formulations mixtes ont été formulés pour

traiter plusieurs problémes avec restrictions comme, par exemple, ceux de plaques et de
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coques. Mais, il reste deux difficultés avec ces formulations: d’abord, le temps de calcul est
encore grand 3 cause du nombre d’inconnus qu’on ajoute. Ensuite, la généralisation pour les
probl®mes non-linéaires n’est pas toujours claire.

Alors, il fallait trouver une formulation avec un seul champ d’inconnues, qui prendrait en
compte les avantages de Ja formulation mixte dans le cas de I'incompressibilité. Zienkiewicz,
Taylor et Too, | 1971 |, sont les premiers 3 proposer une Technique d'Intégration Réduite |
pour traiter le probléme de plaques et coques, avec un seul champ de variables. Seulement
avec le Théordme d’Equivalence de Malkus et Hughes, [ 1978 ], on reussit 4 montrer
que cette formmlation d’integration équivaut 3 Ja formulation mixte. Les applications de ce
théoréme ont été faites dans le cas de P'elasticité incompressible et presque-incompressible,
pour les equations de Navier-Stokes, pour la flexion de plaques et coques et pour P'élasticité
non-linéaire. I faut remarquer qu’on profile de toule la théorie de la formulation mizie en

n'efilisant qu'un scul champ de varsables.
On utilise la Méthode de Pénalisation, décrite par Oden et Kikuchi, | 1982 ], pour trouver
une fonctionnelle F,(v), telle que:

Falv) = Flo) + g3+ L (L(v))*dB (2.28)

Ainsi, on peut écrire une formulation avec un seul champ de variables. On poee le

probléme variationnel équivalent au probléme P2, comme:
Probléme P
*Trouver le déplacement u,u € 9, de fagon 4 satisfaire la relation suivante:

a(u,v) + -l/\- c/ﬂ L{u)L(v)dB = (f,v); YveV (2.29)

Remarque: Par le théoréme d’équivalence de Malkus et Hughes, I'integration des termes de
pression en (2.29) doit dtre réalisé-sur des points qui seraient les noeuds od on definirait les

fonctions de base associée a I'espace T' dans la formulation mixte.



- 14 -

2.3~ La choix de PElément Fini

11 reste encore un probléme i resoudre par rapport an choix de I’éément fini. Avant le
developement de la formulation mixte, les formulations basées sur un seul champ de variables
ne donnaient pas de bons résuliats dans le traitement de I'incompressibilité. Plusieurs auteurs
remarquent qu’en général, la restriction directe do champ de déplacements est sensible an
type de P’élément, A son orientation sur le maillage, au nombre total de degrés de liberté et &
sa relation avec le nombre total de restrictions, au type de probléme traité et i sa géometrie
particulire.

Nagtegaal, Parks et Rice [ 1974 ], proposent un critere simple pour prevoir 1a possibilité
de succés d’un élément fini. Il s’agit de la determination d'une relation entre le nombre total
de degrés de liberté, Npy, par rapport au nombre total de restrictions, Ng, quand le maillage

est raffiné infiniment. Le critére est donné par:
Npr

r= N (2.30)

I y aura convergence si Np;, augmente plus vite que Ng. Np,, e6t donnd par 'axpression:

Npy = Npn # Rasr (2.31)

ot ¢ Npy est le nombre de degrés de liberté par noeud;

¢ Rrer exprime le nombre de noeuds par élément quand le maillage est raffiné infiniment
et, selon Nagtegaal, Parks et Rice, il est donné par:

Rpgr = (2.32)

N
2
ot N s 7 est la somme des angles internes de ’élément. Par exemple, soit un probltme de
déformation plane avec le domaine discretisé par des éiéments finis triangulaires de denxiéme
ordre, I'élément T6, comme montré dans la Fig. 2.3. Pour cet élément la valeur de N s x est
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4+ 7, da fagon qu'3 la limite, le maillage aura 2 noeuds par élément selon I’expression (2.32).
Alors, pour ce probléme Npy = 2 et Npg = 4.

AN élémont e

Fig. 2.3 - Domaine Discretisé avec 1’4lément T6.

Pour calculer le nombre de restrictions on doit se rapporter 4 I'expression de la fonction
de base pour I'élément consideré. Ensuite, on impose la restriction sur le champ des vari-
ables approchées par cette fonction. Par exemple, dans le cas d'elasticité linéaire en petites
déformations, on exprime I'incompressibilité par 'expression (2.16) , qui est équivalent 3 la
relation (2.33): '

divu=0 (2.33)

ot u est approché par,

u=) N;i (2.34)

ot e 4; sont les valeurs de u aux noeuds. De nouvean, si on prend I'élément T6, sa fonction

da base dans un systéme de coordonnées général, est donnée par:
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N=g+tbsztcsgtdezsytesz®+fay (2.35)

ot a, b, ¢, d, eet f sont des constantes. L’introduction de cette fonction dans I’expression
(2.34) et (2.33) donnent les restriction sur 'élément pour que I'incompressibilité soit verifiée.
Dans le cas de déformations planes ces restrictions sont exprimées par les expressions (2.36a,
b et ¢).

b+c=0 (2.38a)
d+3+f=0 (2.368)
d+2se=0 (2.36¢)

Le nombre de restrictions par élément, Ng, est 3. Finalement, par expression (2.30) la
valeur de r est 3.

1] faut remarquer que Np depend de la disposition des éléments finis dans le maillage. La
maniére d’arranger les éléments perme#%éduire le nombre total de restrictions indépendantes.

Il est raisonable de penser que pour le cas continu il y ait aussi une relation enire le
nombre de degrés de liberté et le nombre de restrictions. Au fur et & mesure qu’on raffine
le maillage, 1a valeur de r du probléme discretisé, rp, devrait étre égal & la valeur de ¢ du
probléme continu, rg. De toutes fagons, on se trouve devant les éventualités suivantes:

2 > 1, il y a peu de restrictions;

2 =1,0nalecas idéal;

R <1, il y a trop de restrictions dans le probléme discret;

& << 1, il apparait le phenoméne de locking.

Dans le cas plan, le nombre de degrés de liberté est 2 et le nombre de restrictions est 1.
Alors, rg = 2 et I2 = § pour le maillage de la Fig. 2.3.
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Sur la base des considerations anterieures on peut construire un tableau avec quelques
uns des éléments les plus utilisés dins la discretisation de probldmos d’Elasticité Lindaire
Plane. Dans ce cas on a dejd vu que r¢ = 2.

VRt T fme il gty | 70
141548 of. o (K. (] .]

1 1 1 1/2

3 4 /3 2/3

2/3 1/3
6aB?* 6 123/4 1/243/8
4 8 2 1

]

(* La valeur depend si le bord de 'élément est
linéaire ou quadratique, respectivament.)

Tableau 2.1- Les Types d’Eléments Finis.

Avec [a formulation mixte des éléments finis il faut bien choisir les fonctions qui ap-
prochent le champ de pression. Oden, [ 1971 |, a été un des premiers auteurs i suggérer
Putilisation de fonctions de base pour la pression qui soient d’ordre inferieur 3 celles des
déplacements. Hughes, [ 1987 ], suggdre cette mesure pour adoucir I'effet de la pression sur

los déplacements.
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L'ordre de cette fonction de base peut étre estimé sur le nombre souhaitable de restric-

lions par élément, Ng. On le tire de 'expression (2.30) quand rp = rg:

Me = 2ot (2.37)
La valeur de Ng donne le nombre de monomes independents pour la fonction de base. Par
le tableau 2.1, la valeur de N pour ’élément T8 est 2. En fait, on utilise 'élément T8 avec
une fonction constante pour la pression (un seul monome).

De toutes facons, il y a une théorie mathématique bien établie sur la convergence des
éléments finis. Les travaux de Ladyszhenskaya, [ 1969 |, Babuska, | 1972 ] et | 1973 ], et Brezsi,
[ 1874 | fournissent une condition de stabilité, connue comme La Condstion LBB. Pour les

éléments que satisfont cette condition, on peut écrire estimation de ’erreur comme:

llu? = ulls + llp* = pllo = O(amnki+1)) (2.38)

o, ® k et ! sont les ordres des interpolations de déplacement et de pression. Avec ces éléments
le phénomene de locking ne se produit pas.

La condition LBB est aussi utiliée dans I’integration réduite avec penalisation des termes
de pression. Oden et Kikuchi, [ 1982 |, présentent une méthode systématique pour tester la
condition LBB. On impose des conditions aux limites de Dirichlet. Dans le cas plan avec un

domaine rectangulaire, ils exhibent quelques éléments qui satisfont la condition LBB, comme,
par exemple, les é}éments du tableau 2.2.

Hughes, [ 1087 |, présante d’autres types d’éléments qu’on ne va pas considérer dans ce
travail:

- Les éléments solides, c’est-3-dire, avec trois degrés de liberté par noeud,;

- Les éléments avec des fonctions pour le champ de pression continues sur le bord;

- Les macro-¢K¥ments.
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Type de Interpol. du Interpol. de Intégration
PEKment Déplacement la Pression Réduite de Gauss

a IZI Bi-linéaire Constante Un point
o o

b ° Bi-quadratique Bi-linéaire 2x2
o o

c A Quadratique Oonstante Un point

d { 0 { Serendipydity Constante Un point
O] o]

e . Bi-quadratique Linéaire 3 points
-

*(Les types a ot b ne verifient pas la condition LBB,
mais on peut prouver qu'ils convergent sous quelques hypothéses
(voir Hughes, | ], et Oden et Kikuchi, | 1982 )))
** (Les types c et d convergent plus lentment que le type ¢.)

Tablean 2.2- Eléments Finis pour Traiter I’Incompressibilité.

2.4- Résultats Numériques

Malkus et Hughes, [ 1978 |, traitent plusieurs problémes avec restriction en utilisant la
Technique d’ Intégration Réduite avec Pénalisation. On fait la discretisation avec I’élément
bi-linéaire Q4. Les termes des déplacements sont integrés avec 2¢2 points de Gauss. Le terme
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de restriction est inlegré avec 242 et 1 points de Gauss, de fagon 3 comparer les solutions

quand on force P'incompressibilité. [ls traitent les probléemes de Déformation Plane, de poutre
et de plaques. Dans tous ces cas il arrivent aux conclusions suivantes:

1- Les résultats avec 22 et 1 points de Gauss sont semblables quand il n’y a pas de
restriction;

2. Plus on force la restriction, plus les résultats avec 2x2 points de Gauss divergent de
ceux avec 1 point seulement;

3- La discretisation avec I'élément Q4 A 1 point de Gauss pour la restriction approche
bien les problemes avec restriction.

Sussman et Rathe, | 1987 |, utilisent une Formulation Mixte pour traiter un probléme
d’elasticité linéaire avec déformations planes. Ils discretisent avec les éléments Qf, Q8 et
Q9. Différentes fonctions d’integration pour le terme de pression sont prises en compte. On
utilise 3*3 points de Gauss pour les éléments Q8 et Q9 et 2x2 pour 'éément Q4. D'une

fagon générale, ils arrivent aux conclusions résumées dans le tableau 2.3.

Type de Interpolation de Observation
I’Elément la Pression

Q4 Formulation de 11 apparait un sevére effet de
| GE— Déplacement (Q4) locking dans élément.
Constante {(Q4/1) II'y a locking,
o——L mais moins intense,
Qs: Formul. de Déplac. (Q8) Locking sevére de I'édlément.
T—o—o Cest le cas plus sevére.
° Bi-Lineéaire (Q8/4) Locking moins intense.
l Lineaire (Q8/3) Locking moins intense
» encore que Q8/4.
Qo: Formul. de Deplac. (Q9) Locking severe de ’élement.
Bi-Lineaire (Q9/4) Locting de D’élement aun
méme niveau de Q8/3.
Linéaire {(9/3) 1l n’y a pas de locking
de I’él6ment.

Tableau 2.3- Résultats en Déformation Plane.
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Par le tableau 2.3 on conclut que la formulation basée sur les déplacements (classique)
est la pire. Les éléments Q4/1,Q8/3, et @Q9/4 donnent de meilleurs résultats. Pourtant, ils
bloquent encore. Sans doute, le meilleur élément est le Q9/3.

Sussman et Bathe utilisent 1'd}ément Q9/3 pour traiter des problémes de !'elasticité
linéaire orthotrope, de P'elasticité non-linéaire, de problémes de contact, etc,.. lls arrivent
toujours A obtenir de bons résultata avec cet élément.

\on S¢j
y \&\\ 8”’/&
[S

£ st %)

\=. /

o
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8- Cas de Petites Déformations

On va traiter le probléme de V'incompressibilité dans ’Elasticité Linéaire en Peliles
Déformations, en utilisant la Technique d’Intégration Réduite avec Pénalisation. Le champ
de variables est celui des déplacements, . On ne va considérer que le cas de déformations
planes; 5 est donné par ses deux composants (w1, u2).

D’abord, on pose le probleme d’équilibre. Ensuite, on fait la discretisation du probléme

avec differents types d’éléments finis. On considére quelques exemples numériquee avec ces

éléments, de fagon 2 comparer les résultats dans le cas compressible et presque-incompressible.
On connait 1a solution analytique pour quelques exemples. Ala fin, on applique le code sur
un exemple presenté dans la litérature, pour lequel la solution numérique est connue. 11 8’agit

d’un probléme de conditions aux limites non-linéaires traité par Malkus et Hughes, | 1978 ).

3.1- Le Probléme d’Equilibre

Le probléme d’équilibre continu en petites déformations est le cas plus simple de la
formulation général, consideré dans le probléme P1 de la section 2. On le pose comme,

Probléme Lt:
*Trouver le champ de deplacements 4 : B — R3, tel que:

Dive=-f sur B;
Divu=0 sur B;

a=1 sur [y; (3.1)
an=g sur [',;
et,
o = —pl + 2uGrad,s (3.2a)

p = -A(lrGrad, ) (3.28)°
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oli: @ Div est I'operateur divergence, J%;

La forme variationnelle du problama L1 est posée en utilisant la Tachnique d’lntégratian
Réduite avec Pénalisation. On la présente dans le probléme P3 de 3 section 2.

Dans le cas sans restrictions, on approche I’espace solution, en utilisant la formulation
de Galerkin (voir Hughes, | 1987 ]). De la méme fagon, I'espace solution 3 est approché ici
par P'espace S, ol $* C 5,54 = {ub : B — R%; u? sur [y, v, v* € [H!(B)]3}. On écrit |a
formulation approchée du probldme d’équilibre comme:

Probléme L&
*Trouver s* € SA, tel que, quel que soit v* € V3,
/ (24Gradys?) : Grad,o*dB + / (\Dive)l : Gradyo*dB +
B B

_.(/Bf.o"dB-{-A g- o*dl) =0 (3.3

ol e VACV, VA= (vh: B — R3;vh =0 sur Iy, v* € [H'(B)]}

Pour la formulation discréte du probléme L2, présentée dans le probléme L3 ci-dessous,
on choisit la fonction de base N; tel que V» = span{N;,i = 1,...,2n}, ott 2n est le nombre
de degrés de liberté,

Probléme LS
*Trouver {uy,s = 1,...,2n} € R®", tel que,

n 2m
b= N Ny 3.4
g ‘Z‘:“ +JZ=;“: f (3.4)
et
(Kx+K,)uh=F (3.5)

ol
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e Ky=A / DivN, : Grad,N;dB (3.6a)
B
o K,=2 / Grad,N; : Grad,N;dB (3.65)
B
oF=ff-N,-dB+/ g- NydT (8.7
8 r,

avec f,j = 1, ..., 2(m + n) et m, le nombre de noeuds sur [',.

On définit 1a fonction N; sur le support approché B = :‘;“ B*. Quel quesoit eg, 5, (1 <
e1,62 <nel), BrnB*=0.

Pour chaque é¥ment B¢, on définit les matrices Kj, K§, tel que,

nel

K=Y KY (3.80)
net

K= ):; K (3.89)

On utilise une technique d’intégration de Gauss, (voir Hughes, { 1987 |}, telle que:

ninéy
Ki=A\ ‘E [(DiuN{)I: Grad N Wh (3.9a)
1=1
ninty
K;=2 Y [Grad,N}* : Grad Ni*|W's (3.96)
a=1

ob e nint est le nombre de points d’intégration;
o N} est la fonction N du noeud § calculée sur le point I;
o W est le poids d’intégration;
o los indices 1 et 2 représentent A et 4, respectivement.
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3.2- Présentation du Code Numérique ELIN

L’algorithme utilisé pour la construction du code ELIN ressemble aux algorithms clas-
siques de P’élasticité linéaire sans restriction. Les différences apparaissent dans le calcnl de
* la matrice globale de rigidité, K. Cette matrice est la somme des matrices données dans les

expressions (3.8a et b):

nel

K= ;(Kx +K;) (3.10)

ol e K} et K sont calculés par les expressions (3.9a et b).

L’Algorithme du Code ELIN

1- Entrée de Données:

Soit ninty et ninty le nombre de points d’intégration de la partie dependant de X et g,
respectivernent, tel que, nint; < ninéz. Les valeurs pour nint, ou ninty dependent de la
forme de I'élément implementé. (carre ou ériangle). On donne dans le tableau 3.1 le nombre

de points d’intégration et le nombre de noeuds possibles par type d’élément.

Forme Type nint

CARRE: | ¢, Bi-linéaire 1
(4 noeuds) 4et

{ Bi-quadratic

¢ {9 noeuds) 9

TRIANGLE: Linéaire I
L% {3 noeuds) 3
Quadratique 4et

( E (6 noeuds) 6

Tableau 3.1- Eléments Implementés dans le code ELIN.

Dans le tableau 3.2 on donne la liste de variables d’un fichier d’entrée pour un domaine

discretisé avec 'élément Q4, consideré dans la Fig. 3.1.
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2- Calcul dos Fonctions de Forme Locales
La fonction N; et ses derivées sont calculées par rapport au systéeme (£, £3), selon la
Fig. 3.2:

N; = Ni(€,, &) (a.11)

o, e (£, &) est le point d’integration pour nint = nint, ou nint = ninlg.

o 1,/*\4\\ ;

/
Q NEL
n-1
¥ l // [ @
i // |
3 e |
@ pad I ] 2
2
1 —_
Clobal Local

Fig. 3.1- Discretisatiion avec ’é1ément Q{

3- Calcul du Vecieur F (expression 3.7)

On utilise toujours le nombre d’integration nint;.

4- Calcul des Fonctions de Forme Globales.
La fonction globale et ses derivées par rapport & un systeme de coordonnées général

(z1, z3) sont données par:

Ni(z1,22) = Nt’(gl ) f-z) (3.124)
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N, = s Ny (3.126)
ol
= (3
[
° f;a = fl =1 fl 1z
62].1 £2|l!
%83
* CARRE" ‘a4 q DOMAINE, TYFE D'ELEMENTY ET MOEUDS/ELEM.
b 2 FOINTS [’ INTEG. INCOMFEES.
2 2 FOINTS D’ INTEG. COMFRES.
4 1 MOMBRE DE NO:sUDS ET D'ELEMENTS
1 1 MOMBRE DE INTERV. EN X ET Y
0, ODOOOLDOOD00DDO0E+OQ 0. COO0VOOVLOOOVDOOOE+OT (X:Y) 1
0. GOOONONONLOOOIOOE+00 1. 0002000COO00000 (X1 Y) 2
1. 0002LOANH0O00CO0 0. 2000000GVONCGIN0GEFDR (X1 Y) 3
1., 00030000000Q0000 1.00Q0000200Q00000 (X.Y) q
1 3 4 2 ELEM. 1
1 [« s1slnlnislelnlalslalalnielalnln’ =X Joln] Q, 000C0O0ON0ND00QCE+Q0 [ 1
1 04 QONOQVODAAQOCO0OOOE+QO 0, 0QGOOQCOOONCAQN0OE+0Q oL =
1 [alslalnnlniolalalelelalslelelnlnl S talnl Q. 00QO0QOO000N00000E+00 L 3
0 QL. O0DOVOOVOQAQRVAQOE+QO Q. 00GOO0NO00N00QONE+DO DL 4
Q (b lalelaldlalalalalolnlnlslalola] = Jo]e] [sPRaTalelelnlnlalelalelnlalelalole] pL S
Q Gy DOVOQOODVOOD0QQOE+OG G, OOQOOOODA0QN0N0COE+OD DL 4
0 0,0000000000000000E+00 0. SO0AI00000000000 oL 7
Cr 0. OOOGO0QARVOOCO0Q0E+QC G OOQOO0OQ0O0D000QCE+QT DL 3
1 2 i 2 1
7 e 4 7 2
3 4 11 16 3
o] & 2z =9 4
Q ] 27 0 S

Tableau 3.2- Liste de Variables d’Entrée,
(Domaine discretisé avec un seul élément Q4).
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5 Calcul de la Matrice de Rigidité Elémentaire, K¢

K= K§ + K},
od, » K et K} sont calculés par les expressions (3.6a) et (3.6b).

6- Assemblage de la Matrice de Rigidité
L’assemblage est réalisé de fagon vectorielle.

7- Resolution du Systéme Linéaire
On résout le systéme de Pexpression (3.5) par la Méthode d’Elimination de Gauss.

£=(z,2)
f; l /——\
1
-1 1
ft
zl
— L
I S
zi
£=(£€)

Pig. 3.2- Coordonnées Locales et Globales.

3.3- La Validation du Code

On considire deux types de tests. D’abord, on discrétise un domaine avec un seul
élément type Q4. Ceci nous permet de valider le code, et également d’analyser différents
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probldmes avec différents schémas d’intégration. Ensuite, on considére quelques probldmes,
traités 3 l'aide de differents types d’éléments. On fait 1'analyse dans les cas compressible
et Incompressible. On impose la condition d’incompressibilité en considérant la relation %
suggeré par Hughes, | 1987 |:

10" < % <10°
On prend la valeur de g égal 3 1.0 pour fous les cas. La valeur de A est 1.0 pour le cas
compressible, (v = 0.25) et elle est 1.0 « 10°8, (¥ = 0.499999995), pour le cas incompressible.

a~ Discretisation avec 'élément Q4

On traite les essais considerés dans le tableat 3.4. On ne consideré qu'un seul élément
Q4 de dimensions unitaires (voir Fig. 3.3). On impose les conditions aux limites de la fagon
indiquée sur les dessins. On donne les solutions analytiques en déplacements pour les essais
de traction simple (cas 1 et 2), traction bi-axial (cas 3) et cisaillement simple (cas 4) dans le
tablean 3.3.

CAS 1] U
Traction Simple SSn X - 50 Xs
Traction Isotrope =surnll X, =Hntnllx,
[~ Cisaillement, Simple IanXs 0

Tableau 3.3- Solutions Analytiques pour quelques Esgsais Classiques.

Dans le tableau 3.4 on présente les résultats numériques en déplacements pour le noeund
‘4’ de la Fig. 3.3. Pour le cas 1, les valeurs analytiques et numériques sont égales, sauf quand
nint; = 1 et ninig = 1. La matrice de rigidité est non inversible et aucune valeur de u est

calculée. Hughes, [ 1987 |, prevoit cette anomalie comme un défast de l’ordre de la mairice.
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Du cas | an cas 4 on note que pour une méme relation iAi' les déplacements pour ninéy <
ninly sonl les mémes que pour ninty = ninly. Les cas § et 6, plus sévéres que les précédents,
ne présentent pas ceftes caractéristiques. Pour ‘*-, = 1.0, les déplacements obtenus quand
ninly < ninty sont un petit plus grands que quand nint;, = ninl;. Pour % = 1.0 = 10%,
les cas 5 et 6 présentent le phénoméne de locking quand nint; = ninty, c’est-a-dire, que les

déplacements sont nuls. Par contre, si ninly < ninty, ce phenomene disparait.

1.0
P
7 4w
ORRE
Xa | 3 K3
—_——
X

Flg. 3.3- Le Domaine Unitaire Discretisé par 1 Elément Q4.

On calcule le volume pour les cas 5 et 6 quand % = 108 et nint; < niniz. Le volume pour
le cas 5 est 0.84 et pour le cas 6 est 1.00. Ces volumes ne sont pas représentatifs, parce qu’on
traite un probléme avec conditions aux limites non-homogénes en utilisant un seul élément

pour la discretisation. Donc, il faut raffiner davantage le maillage.
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CAS 4 mab | (g, ug)anaAL. (w1, u3)Num.
1/1 —
1 10 | 1/4 (0.750; -0.250) (0.750; -0.250)
4/4
20 9/9
1/1
10102 | 4/1 (0.500; -0.500) (0.500; -0.500)
4/4
| 3
2 . 1.0 | 4/4 | (-0.250; 0.750) (- 0.250; 0.750)
101 1.0 | 4/4 (0.626; 0.126) (0.626; 0.126)
- 171
3 2o | 1L0«10% | 4/4 (0.250; -0.250) (0.250; -0.250)
@]
10 1.0 | 4/4 (1.0; 0) (1.0; 0)
9 174
4 7 10+10° | 4/4 (1.9; 0) (1.6;0)
N 10 | 1]/4 — 0.727; -0.182]
4/4 0.722; -0.167
5 20 Ffos10* | 1/4 — (0.400; -0.400
4/4 (0.8 10-7;=0.6 ¢+ 10~7)
2.0 1.0 I/4  — 0.9562; -0.381
- 4/4 0.873; -0.327
6 1.0« 10° 1/4 —_ (0.667; -0.667
4/4 (0.7+10-7;-0.5 « 10~7)

Tableau 3.4- Résultats Obtenus par la Discretisation avec un seul Elément Q4.



- 33 -

b- Discretisation avec les Eléments @4, @0, TS ¢t T6

On consid2re les cas 1, 5 et 6 du tablean 3.4, avec les discretisations suivantes:
Q4: 16 éléments et 25 noeuds;

Q0. 4 éléments et 25 nocuds;

T3 32 éléments et 25 noeuds;

o T8 8 éléments et 25 noeuds.

Lea maillages pour ces discretisations sont présentés sur la Fig. 3.4. Les conditions aux
limites sont les mémes que celles considerés auparavant. On montre les schémas d’intégration
et les résnltats numériques pour la paire (uy, 43) dans le tablean 3.5. De nouvean, on va

considérer les cas compressible, (v = 0.25), et incompressible, (v = 0.499999995).

Q4 Q9
N\ N
=
N ‘
TS T6

Fig. 3.4- Domaines Unitaires Discretiseés par
les Eléments Q4, Q9, T8 et T6.
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A partir des résultats presentés dans le tableau 3.5, on fait une analyse cas par cas el on
tire quelques conclusions des résultats obtenus avec différents éléments et différents schémas
d’Intégration.

Cas 1: Pour ce cas, on a les résultats analytiques présentés dans le tableau 3.4. A part
I'élément QP avec un schéma d’intégration 1/9, tous les autres éléments donnent de résultats
qui g’accordent avec le calcul analytique.

Cas 5: ¢ Q4 Il apparait le phénomeéne de locking avec le schéma 4/4 et ‘5‘ =10% 1
faut remarquer que dans le cas d’un seul élément, presenté dans le tableau 3.4, ce phenomeéne
apparait aussi.

o Q% Les résultats obtenus avec les schémas 4/9 et 9/9 sont proches les uns
des autres, quelle que soit Ia relation % Par contre, les résultats obtenus par le schéma 1/9
présentent une différence considerable pour la norme de u, Aljuj|, par rapport au echéma 4/9:
Alju|| ~ 5% quand 2 = 1.0
Allull ~ 20% quand 3 = 1.0+ 10°
o T6: Avec les schémas 3/6 et 6/6, on obtient les mémes résultats. La diflérence
en norme de v, Al|ul}, quand on utilise le schéma 1/6 et 3/8 est:
Aljul} = 0.1%, quand & = 1.0
Afju|| = 1.0%, quand 2 = 1.0+ 10°

Cas 6: o Q4: 1l apparait de nouveau le phenomene de locksng quand ‘-*; =108,
¢ Q9 De nouveau, la diffeérence en norme de u avec les schémas 1/9 et 4/9 est
grande. De méme, Alju|| pour les schémas 4/9 et 9/9 augmente de fagon considérable.

Schémas 1/9 et 4/9:

oAljujl = 5% quand A/p = 1.0;

oAlluj| = 14% quand A/p = 1.0+ 108,
Schémas 9/9 et 4/9:

eAllu]| = 0.3% quand A/p = 1.0;

oAl|ull = 9% quand A/p = 1.0+ 10%.
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CAS — Type a minds (1, ma)NUN.
d’Elém.
1.0 i/1 0.750; 0.250
Q4 1.0s 10° 1/4 0.500; -0500
4/4
1.0 1/9 é ‘
4/9 07500' -0.2500
Q9 1.0 10° 1/9 0&)22 -0.3040
© 4/9 0 5000- -0 5000
~ 9/9 (*
1 1.0 1/3 {0.7500; -0. 00 ‘
T3 3/3 (* )
1.0 10° 1/3 (0.5000; -0.5000)
3/3 ( . »
1.0 1/6 (0.7500; -0. |
3/6 ( » ’ ]
T6 1/6 {0.5000; -0.25000) ‘
104 10% 3/6 ;Y ;
6/ 6 » . »
1.0 1/4 }07395 -0.1298)
Q4 4/4 0.7400; -0.1302
[ TO«10° 1/14 [0.4339;"0.25861
41/4 (01*10",—01*10"’!
1/9 (0.7863; -0.0912 '
1.0 4/9 0.7403; <0.1282
9/9 (0.7406; -0.1289
o Q9 WA 0.5308; 0.1698
~ 1.0+ 10° 41/9 0.4372; -0.2502
9/9 0.4049; -0.2508
3 1.0 1/3 (0.7400; -0.1313
T3 3/3 » o, ®
—nr-—ro!——rﬁ— ; 0.
3 / 3 » : »
1/6 (0.7406; -0.1297)
1.0 3/6 (0.7413; -0.1305)
T6 6/6 .
10105 | (/8% §0.4422; .
3/6 0.4340; -0.2581
6/6 > i)
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1.0- 1/4 0.8040; -0.3362
Q4 4/4 0.8000; -0.3335
1.0 » 10° 1/4 (0.6001; -0.5001)
4/4 (08109 —-0.8«10~°
1/9 .8496; -0.31
1.0 4/9 87954; -0.3313
Q9 9/9 0.7974; -0.3325
° 1/9 0.6510; -0.449
~ 1.0« 10% 4/9 0.4913; -0.4913
9/9 0.4501; -0.4501
6 1.0 1/3 0.7832; -0.3224
TS 3/3 (* : »
1.0« 10° /3 [0.4778; -5.177%’ |
3/3 ( » . »
1/6 {08117, 5@%]
10 3/6 (0.8052; -0.3401)
T8 6/86 > .
1/6 0.5146; -0.5146
1.0« 108 3/6 0.4793; -0.4793}
1/3 (>

Tableau 3.5- Résultats Obtenus par la Discretisation avec
les Elements Q4, Q9, T9 ¢t T6.

T6: On obtient les mémen résultats avec les schémas 3/6 et 6/6. La différence
dans la norme de u par rapport au schéma 1/6 est:

eAljul| =0.7% quand A/p = 1.0;
oAllujl = 7% quand A/p = 1.0+ 10°.

D’une fagon générale, on conclut que:

o L’élément QP avec lo schéma d’integration 1/9 n'approche pas bien I'espace des dépla-
cements, quel que soit la relation % (compressibilité ou incompressibilitd).

o L'é1ément T3 avec les schémas 1/3 et 3/3 donnent les mémes résuitats, quel que soit les

conditions aux limites. Hughes, [ 1987 ], prévoit que cet élément ne permet pas d’approcher
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Iespace de déplacement dans le cas incompressible, % = 1.0+ 108).
o L'élément T'6 avec les schémas 3/6 et 6/6 donnent les mémes résultats dans tous les
cas et pour toutes les conditions aux limites.
o Les résultats obtenus avec les schémas 1/4 pour le Q4, 4/9 pour le Q9 et 1/6 pour le
T8, sont proches entre eux. Selon Oden et Kikuchi, | 1982 ], I'élément T'6 avec le schéma 1/8
est le seul élément parmi ceux présentés auparavant qui satisfait la condition LBB. Si on le
prend comme reférénce, on obeerve que la différence en norme de u, Al|uf|, pour le cas 3 avec
% = 1.0+ 108 est:
Allu]] = 2% par rapport au Qf avec 1/4;
Ally|| = 5% par rapport au Q9 avec 4/9.

3.4- Autres exemples:

a~ Poutre en Floxion Simple:

Hughes, | 1987 ], présente un exemple d’une poutre en flexion simple. 11 utilise "4lément
bi-quadratic, Q4, avec 2x2 points de Gauss pour approcher le champ de déplacement. Il traite
les cas compressible et presque-incompressible en prenant v = 0.3 et ¥ = 0.499, respective-
ment. 11 utilise une technique d’intégration réduite proposée par Malkus et Hughes, [ 1978 ],
pour prendre en compte la presque- incompressibilité.

On montre dans la Fig. 3.5 la discretisation avec 32 éléments utilisée par Hughes. Les
conditions de bord pour ce probléme sont:

Déplacements:
41(0,0) = 44(0,0) =0
41{0,¢) =0

Traction:

gi(z,c) = @a(z1,¢) =0, z€0]]
ai{L,z2) =0, z3€[0,¢

92(L, z2) = f(c* = 2%), z2€(0,¢|
01(0,za) = Bkes), 2,4 €]0,¢[
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gz(O, ﬂz) = —{}(c’ - tz), 7 G]o, c[
ole /= 21.‘3/3; .
e [ =16.0;

ec=120.

d

L
N ——
R D | S R
=g ~ P _ ?‘_--“-“ﬁg?, . e
Noeud4l %

Pig. 3.5- Le Maillage da Probldme proposé par Hughes.

Los donnds d’entrée qu’on utilise pour la résolution avec la code ELIN sont colles données
par Hughes, sauf les valenrs de la charge P, et du module d"Young, E, que ne sont pas données.
Les valeurs suivantes semblent étre celles qui ont été utilisés par Hughes; ce sont celles que
nous choisissons: P =1.0 £ =1.0.

Le tableau 3.6 doane la valenr du déplacement vertical, ug, pour le noeud 41. Les
valeurs obtenues par le code ELIN, ug(g), sont plus grandes que les valeurs données par
Hughes, ug(y). Néanmoins, on voit que pour une méme valeur de v, la relation :—:(‘:—} e
change pas beaucoup: 0.1% quand v = 0.3 et 0.2% quand v = 0.499. Cette relation change
beaucoup, (~ 16.7%), si on compare los résultats pour des valeurs de v différentes.

Dans le tableau 3.7, on présente des valeurs de uy(g) pour les éléments Q4, @9 et T6.
On considere le méme probldme que le précédant, mais avec différents approches. En plus,
on ajoute les valeurs de v = 0.498 ot 0.400000. De 'analyse des tableaux 3.6 ot 3.7 on tire
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les observations suivantes:

I Pour v = 0.3, (cas compressible), il n’y a presque différence entre les valeurs de 4y
calculées avec nint, = ninlz ou ninl; < ninlz. La petite diflérence est due i les conditions
de charge non-linéaires.

II- Pour v = 0.499, (cas presque-incompressible), la valeur de u; dépend de la relation
%:{';}:. Selon Hughes, | 1987 |, le schéma d’intégration avec niné; < ninf3 approche mieux la
valeur de u2. L’élément Q4 est le plus sensible au rapport 2-5"{1;

Elément v AunL Y3(E) ta(x) iasl  |DIff. (%)
03 1/14 216.88 0.904 239.9 —
Q4 1/4 218.56 0.912 239.7 0.1
(32 ¢lém.) 0499 | 4/4 6757 0334 | 2023 | 167 ]
1/4 180.10 0.087 201.9 0.3

Tableaun 3.8- Déplacements obtenus par le code ELIN et par Hughes.

II- Donnés v = 0.498,v = 0.499 et v = 0.499999, les valeurs de uy(g) ne changent
pas beaucoup pour nint; < nintz, quel que soit 'élément, (Q4, Q9 ou T6). La différence
maximum est de ’ordre de 0.42 % pour P'élément Q4.

IV- Pour nént, < nintz, plus v tend vers 0.5, plus ug(x) diminue. Plus v tends vers 0.30,
plus uy(g) augmente. Ces tendances sont coherénts avec I'imposition de I'incompreasibilité.

V- Des é¥ments considerés, 1'élément T6 est le seul élément qui obeit & la condition
LBB. On prend la valour de u;(g) calculée avec cot élémeont, comme une valeur de référence.

Alors, on peut écrire que

VI- 1 faut bien remarquer qu’au fur et 3 mesure qu’on raffine la maillage avec lo @4, on
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et plus proche de la valeur de u,(g) obtenue avec le T6:

liMnsi.oo Ya(x) = 207.17, v =0.4999999

Donc, les résultats obtenus avec le @4 convergent vers la solution.

Elément v uau ug(E)
0.498 4/4 95.94
Q4 1/4 189.39
(32 éém.) 0.490999 4/4 11.90
1/4 188.99
(128 élm.) 0.499999 1/4 200.65_
0.3 9/9 244.01
4/9 U407
049 377 5.7
Q 4/9 205.70
(32 €¥m.) 0.498 9/9 205.96
1/9 205.94
0.499099 5/9 205.47
4/9 205.70
0.3 " 6/86 244.07
1/6 245.21
0.499 5/86 205.50
T6 1/6 207.41
(64 6¥m.) 0.498 6/6 205.82
1/6 207.65
0400000 | — X483 |
1/6 207.17

Tableaa 3.7- Déplacements obtenus par le code ELIN avec

les éléments Q4, Q9 et T6
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4- Cas de Grandes Déformations

On traite le probléme de I'incompressibilité avec la Technique d'Intégration Réduite
avec Pénalisation suggérée par Hughes, [ 1987 |, pour le cas de I’Elasticité Non-Linéaire. La
configuration, y, constitue le champ de variables a trouver. On ne considére que le cas de
déformations planes, de fagon que x = (x1, X3)-

La formulation variationnelle du probléme d’équilibre couduit 3 des équations non-
linéaires en x. La résolution de ces équations en x est possible par P'utilisation d’une méthode
itérative. Dans la méthode présentée, appelée la Méthode de Conlinxation, on cherche la
solution x 4 partir d’une autre solution connue, xo, en utilisant une téchnique de prediction-
correction.

On travaille avec le matériau de Ciarlet-Geymonat, introduit dans la section 2.2. On
fait d’abord quelques essais numériques pour lesquels on connait la solation analytique. On
utilise les éléments Q9 avec le schéma d’intégration 4/9 et 9/9 et 'élément T, avec 1/6 et
é/e.

4.1- Le Probldme d’Equilibre

On pose le probléme d’équilibre continu comme:

Probléme NI
*Trouver la position x : B — R, tel que:

div T=-f surB;
x=1 sur I'y; (4.1)

Ta=gyg sur I'y;

T=2F0[(a+dL)I-bC~(a+2b+p)C!) (4.24)
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p=—c(la-1) (4.2b)

. ot o T est le 1¥7* Tenseur de Pyola-Kirchhoff, obtenu de la derivation de la fonction densité
d’énergie, W, pour le matériau de Ciarlet-Geymonat, (voir Annexe I). W est exprimée par
les relations (2.24a) avec (2.24b) et (2.25)),

o div est Poperateur divergence, 2 ;

e g, b et ¢ sont constantes calculées au voisinage de I'état naturel. Ces valeurs, par rapport
aux valeurs de A et p, sont (voir Annexe II):

o= gitn-3) (430
b= i (3u+3) (1.3)
e= (- #) (434

II faut remarquer que toutes les constantes dependent de A, mais que seulemeat la con-
stante ¢ est utilisée pour imposer I'incompressibilité dans le matériau, puisque limy_ o ¢ =
00. Quel que soit la valeur de A on a:

2a+b) =p . (4.4)

L'expression {4.2a) peut éire reécrite pour obtenir 1a relation constitutive en termes du

tenseur de Canchy, o:

o =2J"{(a +b)B ~ B2 - [(a + 2b) + p}I} (4.50)

Dans le cas limite d’incompressibilité, la partie esphérique du tenseur de Cauchy, 452, est

donnée par, (voir Annexe I1I):
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tim 2% = 25 (a(1, - 3) + 28(5 ~ 3) - o (4.5)

On remarque que, dans le cas limite, la fonction p de 'expression (4.2a) n’est pas la
pression hydrostatique. Par I'expression (4.5}, on voit que la pression hydrostatique est
constitué de proprietés du matériau et de la fonction qui force I'incompressibilité, p.

Soient S et V les espaces definis dans la formulation en petites déformations. La formu-
lation variationnelle du probléme N1 se pose ea utilisant la technique d’intégration réduite

dans le terme de pression. On 'écrit comme:

Probléme N&

*Trouver la configuration, x = X + u, tel que u € S satisfait lea relations suivantes:

a9 - (/,9) =0, YveV (46"
o,

o a(x, v) = a(x, v) +a(x, v) (4.74)

o a(x, v) = =3 /H (pP 0 C~1): g—;, p=—c{ly—1), (4.78)

ei(x,v) =2 L (F o (s + b1,)I - §C — (a + 25)C1]} : g—:, (4.7¢)

U= [0t [ g0 (48)

Remarque: On fait ’hypothese simplificatrice que la densité de charge volumique, f, et sur-
facique, g, ne dependent que de la configuration initialle, X.

8oit VA C V lespace défini dans la formulation en pétites déformations. On pose le
probléme approché de N3, en utilisant la Formulalion de Galerkin:
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Probléme N®
*Trouver x» = X + u4, tel que w# € S* satisfait la relation suivante:

a(x*, ") - (/") =0; VoreVh (4.9)

Soit V* engendré par les fonctions de base N;, V* = span{N;,i = 1,...,2r}. On écrit
la formulation discrdte du probléme N3 comme:

Probléme N§:
*Trouver {X;,i = ,..., 2n} € R telle que xh = TI% x; N; +E?:l iNj, x=X+4;
sur ['y, et

a(x* Nj) =(/,Nj), ¥V N;eVvh, | (4.10)

avec § = 1,...,2(m + n), ol m et n sont le nombre de noeuds sur Iy et B, respectivement.
L’expression (4.10) conduit 3 un systéme d’équations non-linéaires en x*. La résolution
de ce systdme est possible par I'utilisation d’une technique de prédiction-corréction, i partir
d’une solution initialle connue, xo. Pour I'implementer, il faut définir la fonctionnelle G, 3
partir de 'expression (4.6):
Soit G : R3zR — R une fonctionnelle telle que:

¢(X»")-A(f,”)=0, VIIGV;
Glx, 2 ={ (4.11)

x—[Ax+(1-A)X]|=0, YVXeTL,;

avec ) € (a,b) C R. On dit que A est un parameter de continuation.

Alors,-pour le probléme discret on peut écrire:

a(xiNi, N;) = A(f,N;) =0, j=1,..,2m
Gj(xi,A) = { ) _ (4.12)
Xi — [Ms5 + (1= N)X;} =0, j=2(n+1),..,2n+m)
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En plus, il faut linéariser la fonctionnelle G par I'utilisation d’une derivée directionnelle:

9 Y .
G,x (Xl A)Ix] _ { H;(G(Xs U))[XI) YveV, (4.13)
l, VXe ru;
~-(f,v), YveV;
G (6= { (4.14)
—(X—X)=—ﬂ, VXEP,;

oh @ est le déplacement imposé sur I'y.
Du probldme discret on a (x} = E?__':, xiNi + E?ZI LiN;):

( N| M N, ) = l 2
G (X, NX] = { aelaltVx Nl 7= (4.15)
&, §=2n+1),..,2(n +m};
. -(f, Nj), j=1,...,2n;
Gy (A1 = { ) (4.16)
-8, j=2(n+1),..,2(m+n);

ot

(L, sii=3;
® &‘1 =
0, sii#j
On reéerit Pexpression (4.13a) pour le matérian de Ciarlet-Geymonat, de fagon & iden-

tifier la partie qui provient du terme en p des autres parties. Ainsi, (voir Annexe IV),

g _ a.
Gx= giﬂ(x, v) + 3‘;0()(. v)
o,

ai X9 = /{PoSg+2Fo[btrCI b+ (a+ 2)CoCo O} : 22

——d(x,v)[xl / (¥ o 5y +2F o [clstr(C~t e Q)L + pC 0 ] 0 C1} : —dB
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La facon discrete:

.‘../{aN‘ s,+2ro|btrc,1-bC.+(a+2b)¢.ococ,|}:737’43

Ke= f {m°S‘“F°|°’="(C“°Cs)l+pc-'ocdoc-‘} ?&’ds

aveci = 1,...,2n.
oll, ® C; = PT o GradN; + (GradN;)T o P

th=ﬂ§§m~ => of“"=%‘§‘x'i

oS =51 +53
S = —2p0_l, p= —C(Is - l)
Sz = 2|(a + btr C)I - bC - (a + 2b)C1]

Remarque: ¢ On emploie l’Intégratlon Réduite Selective sur les termes p et 32 {voir Hughes,
[ 1987 ).

4.2- Le Code Numérique ELFIN

D’une fagon générale, I'algorithme du code ELFIN ressemble au code ELIN, deja décrit
dans la section 3.2. On va présenter la méthode utilisée pour traiter la non-lindarité de
Poperateur G.

D’abord, on présente la structure générale du programme:

1- Entrée de donnés et initialisation de variables:

2- Calcul d’une estimation 3 partir d’'un Pas d’Fuler:

a- La Tangente (X, A);

b- La Prediction (xp, Ap);
3- Itérations de Newton-Raphson pour chercher la paire (x, Ax) qui satisfait G(x, A} =
4- Sortie de donnés.
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Sait {Xa, Ae) une solution connue qui satisfait G(x, A) = 0. On calcule la tangente (x, 1)

A partir de la résolution du systéme suivant:

CxlX]+Calll=0 ;
. (420)
- UIXIP +1A2 =1 ;
obi o (x,) = (%, %), s€R
¢ G, et (7,5 sont donnés par les expressions (4.15) et (4.16), respectivement.
Oa calcule la prediction (xp, Ap), (voir Fig. 4.1), comme:
(Xp1 2p) = (Xo + XAs, do + AAs) (421)

c |

Fig. 4.1- La Prediction.

On vérifie si,
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IO Wil + FM]| Al =0 (4.22)

od),  FM est un Facteur Multiplicatif pour approcher I'espace de G et .

8i 1a relation (4.22) est satisfaite, alors (x5, Ap) — (X0, Ao0) et on retourne aux expressions
(4.20) et (4.20D).

Sinon k = 1,{xp, Ap) = (Xk, Ax) et on calcule la normalle N(xx,As) comme:

N(xk, M) = (X& = Xo) - X + (M — X0) - A - As (4.23)

La résolution du systéme matriciel linéaire (4.25) conduit 3 I paire (Axx, A)g),
ol

(Bxk, AAk) = (Xk+3 = Xk Akt — Ak) (4.24)

Gy Ga\ [Oxe Glxr, Me)
( x A ) (AM) (N(xk,xg) 4.%)
8i la paire {xr4+1, Me+1) (voir Fig. 4.3) satisfait Pexpression (4.22) on fait (xo, o) =

(Xk+1)Ae41) et on retourne aux expressions (4.20a) et (4.20b). Sinon, k = k + 1, et on
retourne au calcul de N(xx, Ax) par ’expression (4.23).

4.3- Validation du Code

On fait P'essai de traction simple avec déplacement imposé. On discretise un domaine
unitaire, (voir Fig. 4.3), avec,
e 49 noeuds st 9 éléments Q9 et,
o 49 noeuds et 18 éléments T6.
On impose des déplacements sur le bord droit, 8 = 1.0. On présente dans le tablean 4.2 la
paire (X1, xa) pour la noeud 49 de la Fig. 4.3. Dans le méme tableau on préeento les valours
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analytiques et numériques pour la composante Tiy du 147 tenseur de Piola-Kirchoff. En plus,
on présente aussi la valeur du volume local, calculée sur le noeud 49 (et qui est le méme pour

tous les autres noeuds).

¢

\ -

T
p |
/ I
Q % |
- /]
l |
| 7 ‘
! e
1.0
}—. ]

Pig. 4.3- La Traction Simple avec Déplacement Imposé.
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La valeur analytique de Ty; pour cet eseai est, (voir Annexe V):

‘ 0
Ti(anaL) = 2xa(e + b)[1 - (5%-)’] (4.25q)
ou,
_ [ 1+e
Xa= dte (4.258)
et
a+d
¢= 3T (4.25¢)

Remarque: dans le cas incompressible, la constante ¢ tend vers I'infinj et 'expression de xa

reste comme:

lim,, = —
e— 00 X2 Xi

On obtient les résultats du tableau 4.2 A partir des quatre cas préscntés dans le tableaun
4.1.

Dans tous les cas considerés on voit bien que les résultats numériques sont en accord
avec les résultats obtenus analytiquement. En plus, il faut remarquer qu’au fur et 4 mesure
qu’on impose la condition d’incompressibilité, (¢ — o0}, le terme de volume, (I3)!/3, tend
vers la valeur 1.0. _

Sous I’aspect numérique, il faut diminuer la valeur de I'increment As quand ¢ — oo,
pour que la méthode iterative converge vers une solution. Cette mésure augmente le nombre
de pas d’Euler nécessaire pour atteindre le méme déplacement impoeé, 4. Ainsi, il faut bien

choisir la valeur iniatialle de As.
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CAS B C D E
v 0.305 0.49 0.499 0.499999
e = 5{s-3) 1.6732629 -0.3360499 -111.13361 -113093.20
b= 50e+ 5 1.0665857 12.523069 114.30239 113096.3
c = &N 0.8799629 65.580058 676.30801 678568.71 |
o 1.2786884 0.0408163 0.004008 5.6+10-% |

Tableau 4.1- Les valeurs des constantes g, b el ¢.
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TYPE | CAS | mah (x1,Xa) Pyy(rsor.) | Prnum,) THe
B 979 | (L.97119, 0.66426) | 12.720 1270 | 13054 |
/9 (*, ") » » »
C /9 {1.96315, 0.51695) 1648 160 10148 |
Q9 4/9 «(* ") ? ? ?
D 0/9 (1.99679, 0.50155) . | 11.856 11.856 1.0016
4/9 (2.02073, 0.49562) 12.038 12.036 »
"B 6/6 {1.97668, 0.66288) 12.771 12771 13103 |
1/6 (", ") » » »
C 6/6 {1.96821, 0.51563) 11.688 11.688 1.0149
1/6 (* , ") » » »
16 | D 6/6 (1.98269, 0.50512) 11.760 11.750 1.00T5
1/6 (2.02607, 0.49431) 12.076 12.076 1.0015
E 6/6 | (2.00149, 0.49063) 11.800 11.809 1.0000
1/6 (2.00001, 0.50000) 11.888 11.888 1.0000

Tableau 4.3- Résultats Numériques et Analytiques pour P’esral de Traction Simple
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5- Conclusion

Le sujet de ce rapport est le traitement de I'incompressibilité dans un matériau élastique
non-linéaire. On utilise la Technique d’Intégration Réduite avec Pénalisation, pour obtenir
une formulation variationnelle avec un seul champ de variables, Cette mesure diminue le
nombre total d’inconnus par rapport i les formulations mixtes.

On utilise la Méthode des Eléments Finis pour approcher le champ de la variable
indépendante. On obtient un systéme d’équations non-linéaires qui est résolu par une tech-
nique de Continuation type predicteur-correcteur.

On teste lefficacité de quelquens types d’éléments finis avec différents schémas d’inté-
gration, pour traiter le probléme d’incompressibilité dans le cas de PElasticité Linéaire et
Non-linéaire. Des éléments implomentds dans le code nuniérique, (bi-quadratique, @8, bi-
lindaire, @4, lindaire, T3 et quadratique, T6), les éléments T4, avec 1 point d’intégration
pour les termes de pression, et Q9, avec 4 points d’intégration pour la pression, permeént
traiter la restriction d’incompressibilité trés bien.

~ Par la suite de ce travail, on propose tester le code numérique avec un probitme de

gradient de pression qui soit connue dans le domaine du corps.

de
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ANNEXE 1

Le Matériau de Clarlet-Geymonat

Soit la fonction W, donnée par:

W (C) = a(trC) + b{tr(cofC)] + c(detC) — dlog(detC)!/3) (AL1)

Cette fonction exprime la densité d’énergie pour le matériau de Ciarlet-Geymonat. Sa derivée

par rapport au tenseur C donne le 2°™* tenseur de Piola-Kirchhoff, 8 = 24%. De 'expression
(Al.1) on doit considérer les derivées suivantes:

(4Gt =1;
tr(cofC) = k|(¢rC)? - irC?);
{ BrleofO) = (1rC)I - C; (A1.2)
dﬁc = ddCO";
log(dstC)!/? _ Jjc-y

Done,
§ = 2{al + b[(trC)I - C] + ¢(detC)C~! - gC"} (AL3)
Dans la configuration de référence on a 8 = 0. Alors,
d=2a+4b+2 (AL.4)
Ainsi,

8 = 2([a + b(rC))I — bC + [¢(deiC — (a + 2b + ¢)]C~1) (ALS)
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De cette facon, on obtient expression de la relation constitutive du matérian de Ciarlet-
Geymonat en termes du 14 tenseur de Piala-Kirchhof, T=FoS:

| 1 = 2P o {{a + b(trC)}I - bC + [c(detC — (a + 25+ ¢)]C™*} (A1.8)
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ANNEXE 2

- Le Matériau de Clarlet-Geymonat au voisinage de I’Etat Natarel,

Le Matériau de Ciarlet-Geymonat:

W(C) = a{tr C)+ftr (cof C)| + o(detC) — dllog(detC}1/3} (42.1)

Proche de I'état naturel, on vil'approcher par un matérisu de SI. Venani-Kirchhof, (Ciarlet
[ 1988 |):

W(E) = Jr BP + e BY) [hollEIRY) (422

0 faut determiner la relation entre les constantes (a,d,¢,d) et (A, g). Ainsi,

(P=1+ 83

C=I+2E=1+§8" + 8¢ + 8270 2g,
trC=3+2rE;

treofC) = 3+ 4tr E +2(tr E)2 - 2¢r E3;

det(C) =1+2tr E+2(tr EP — 2tr 7 + of|EJP);

Pl(det(C)1/2] = [(1) + I*(1)[ér B + }(tr E)? — tr E?
St e A

I'|(det(C)1/2] = c + (2c - d)|tr E + L(ir E)? - tr E?
\ ‘ %§26)+/d (trCE)} +o(|ii;);l"§) + 4(tr E) —tr E?)+

ol ¢ T((defC)'/2) = cly — dlog(l5)!/?)
Done,

W(E) = a(3 + 2tr E) + 8(3 + 4tr E +2(¢r E)? — 2ty B+

¢+ (2 d)ltr B+ 5(ir B)* —tr B + 32 +d)(tr EY? +ofE[) (42.3)
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Des expressions (A2.2) et (A2.3) on tire les relations entro les constantes a, b, ¢, d ot

A o

4= Tli(“‘ - %) - (A2.40)
b= {3+ ) (A2.48)
) (A2.40)
d= %(2;: +3) (A2.4d)
ou, sinon, aussi:
A= 4(b+0) (A2.5a)
3= 2(a + ) (A2.5b)

avec, ¢ d=2{a+ 2b+¢).
Au voisinage de I’Etat Naturel, le 1° tenseur de Piola-Kirchhoff est donné par I’expression
(A2.8):
T = Mir Grad,u)l + 2u(Gradu) (A2.6)

Par la substituition des expressions (A2.5a et b) dans I'expression (A2.6), on obtient I’equation
constitutive pour le matériau de Ciarlet-Geymonat an voisinage de I'Etat Naturel:

T = 4[(b + ¢)(tr Grad,s)I + (a + b)(Grad,s)) (A2.8)
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ANNEXE 3

La Partle Sphérique do Tenseur de Cauchy (tr o)

Le tenseur de Cauchy pour le matériau de Ciarlet-Geymonat:
o=J""FPoSoP7T (43.1)
oi e 3 =2{(a+b/)I-bC-|(a+2b)+p|C-}
op=—c(l3 - 1)
Ainsi,
0 =2""{(a+b;)B - bB3 - [(a + 20) + g1} (A3.2)

Si P = Ion vérifleque 0 =0 et p=0, (0.K.).

o =-~p'l+a;B+ a;B? (A43.3)
ob, p* = 277" [(a + 20) + ]
@ =2J"Y(a+bI;)
ag = -2J"1b
tro = ~3p* + ayirB + a3irB? (A3.4)
ot e {rB?=(irB)? -2/,
er' 2 —1
5 = 5./ [a{J1 — 3) + 25(1; - 3) - pj (A3.5a)

p==c(lh-1) (A3.58)
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On va considérer le cas limite sur le quel o matériau o8t incompressible, c’est-d~dire,
L=J=1.

T2 = dath ~3) + 201~ 9) - p) (43.60)

= —c(l3 - 1) (A3.68)
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ANNEXE 4

Déduire 2-G(x,))[x] pour le Matériau de Clarlet-Geymonat
T=2Fo{(a+bh)I-bC-(a+2b+p)C'}; p=—ec(ly~1) (A4.1)

Alors,
[ DF(F)[F) =10 F;
D(trC)(P)(¥] = 1rG;
{ DO(F)[¥] = G;
D(detC)(F)[F] = (detC)tr(C-1 o &);
| D(C-')(P)[F) = ~C1oCoC-1;

Done,

5506 NIk = (30 o) + 5200l (44.20)

%a(x, v)[x] = L {FoSy+FolbtrC -t +(a+2)CoCo )} : %vdB (A4.2b)

%&(x, v)ixl = L(P 08z + Folc/atr(C'oC)ol+pCt o CloC-1}: %vdB (A4.2¢)

d .
EYG(Xv AHXI = G)x(l) +Gux(2) (A4.2a)

oh,e C=FTF+PoP

S

¥ = B0
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Ox.=%§' 3€ER
e S=5+5

Si=-29C~', p=-c(ls-1)
S3 = 2|(a + btrC)I - bC ~ (a + 26)C~')
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ANNEXE 5

L’Essai de Traction Simple avec le Matériau de Clarlet-Geymonat.
Soit la relation constitutive donnée em termes du 1¢* Tenseur de Piola-Kirchhoff, T:

T =12F o[(a + btr O) — O - (a + 26 + p) O~ (Ab.1a)

p=—c(l3-1) (46.18)

ot les constantes a, b et ¢ sont donnés par rapport 3 les constantes de Lamé, A et g

a= %(4;; - 12\-) (A5.24)

b= L3+ ) (45.26)
3

c= TZ(A ) (A5.2¢)

Soit 1a paire, (x1,x3) = (k1.X1, k2.X2) les coordonnées de la configuration actuelle dans
un essai de traction simple bi-dimensionel. On donne les composantes des matrices des
tenseurs P, C et C—! et les valeurs des invariants /; et /3 par:

P= (’g‘ 1?2) (A5.30)
C= (’f)? 1?3) (45.35)

(3-1=(K-2 0 ) (A5.3¢)
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L=K}+K;+1 (A5.4a)

L=K{K} | (Ab.4d)

L’introduction des expressions (A5.3a, b et c) et (A5.4a et b) dans P'expression (A5.1a)
permet calculer une relation de K par rapport 3 K, donnée par:

Kq = RTTe ' (AS.5)

cuee= %:H

Remarque: La limite de K3 quand ¢ tend vers linfini est I'inverse de la valeur de K,
“'mc-.mKQ = Kl—l.

Pour cet essai, la matrice de T présente une seule composante non nule, T, donnée par:

Py = 2K {a + b)[1 - ?ﬁf"ﬁ?] (45.6)

Dans le cas de ¢ tendre vers l'infini, 1a valeur de T}, est donnée par

Ty, = 2Ky (a + b)(1 - Tlf) (45.7)
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