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RESUME – Avec les progrès de la technologie, la densité de
puissance des appareils électriques augmente, ce qui conduit à une
augmentation des interférences électromagnétiques (IEM) entre
deux systèmes d’électroniques de puissance. Ces IEM peut en-
gendrer un dysfonctionnement des appareillages. Par conséquent,
les problématiques de la compatibilité électromagnétique (CEM)
entre deux appareils est devenue une activité essentielle lors de la
conception d’un nouveau produit industriel. Afin de tenir compte
de la conformité aux normes CEM dès le début de la phase de
conception, une méthode de prédiction des couplages en champ
proche entre composants complexes a été développée [1]. Cette
méthode prédictive est basée sur le développement en harmo-
niques sphériques du champ à proximité de chaque dispositif, qui
peut alors être représenté par une source ponctuelle multipolaire
équivalente. Le couplage inductif entre dispositifs peut être
directement extrait de ces développements [2]. Cependant, cette
méthode n’est pas exacte en présence de sources induites liées à
la présence de matériaux conducteurs (boiters, plans de masse)
ou ferromagnétiques. Dans cet article, les effets de telles sources
secondaires sont étudiés et une méthode basée également sur les
harmoniques sphériques est proposée pour les compenser.

Mots-clés – CEM, harmonique sphérique, source secondaire, dé-
veloppement multipolaire.

1. INTRODUCTION

Les dispositifs utilisant l’électronique de puissance sont au-
jourd’hui omniprésents. Ils sont malheureusement sources in-
trinsèques d’interférences électromagnétiques. Afin de prendre
en compte ces problèmes de CEM dès la phase initiale de
conception, une méthode prédictive basée sur l’expansion mul-
tipolaire en harmoniques sphériques du champ proche autour
de chaque dispositif a été mise au point. Pour déterminer les
développements de base d’une source donnée, un banc de me-
sure dédié a été conçu [1] : l’expansion multipolaire d’un sous-
système est obtenue par la mesure du champ magnétique au-
tour de ce sous-système, isolé. Ces développements de chaque
source considérée comme isolée permettent ensuite, sous cer-
taines conditions, de calculer le couplage inductif entre disposi-
tifs, en fonction de leurs positions relatives [3], ce qui permet par
exemple d’optimiser le placement de sous-systèmes pour mini-
miser les couplages.

Il est possible de montrer que cette méthode est exacte
lorsque chaque sous-système, non ferromagnétique, est unique-
ment constitué de circuits où il est possible d’imposer exacte-
ment la valeur et la répartition du courant. Nous montrons en-
suite dans cet article que ce n’est plus toujours le cas lorsque
les éléments de base mesurés contiennent des induits (conduc-
teurs massifs, boucles conductrices...) ou des parties ferroma-
gnétiques. Nous proposons finalement une méthode de correc-
tion, en utilisant le même banc de mesure que précédemment,
mais pour pré-caractériser la réaction de chaque sous-système
aux champs d’excitation extérieurs typiques.

2. LE DÉVELOPPEMENT MULTIPOLAIRE EN HARMO-
NIQUES SPHÉRIQUES

Le dévelopment multipolaire en harmoniques sphériques peut
être utilisé pour une représentation du champ électromagnétique
satisfaisant les équations de Maxwell. Il permet de décomposer
un champ en une somme infinie de sources élémentaires (dipôle,
quadripolaire, octupole, etc.). Pour le champ proche (< 1m
dans la gamme de fréquences 20 kHz-20 MHz), l’approxima-
tion quasi-statique est appropriée. Pour un point en dehors de la
sphère de validité (la sphère minimale qui englobe la source), le
champ magnétique peut être exprimé à l’aide d’un développe-
ment multipolaire, comme indiqué par l’équation [2] :

B(r, θ, ϕ) =

+∞∑
n=1

+n∑
m=−n

−µ0

4π
Qnm∇

(
1

rn+1
Ynm(θ, ϕ))

)
(1)

où r est la distance de l’origine de l’expansion au point où
le champ est exprimé, Qnm sont les coefficients caractérisant la
source (ils dépendent aussi de l’origine du développement) et
Ynm est la fonction harmonique sphérique réelle de nime ordre
et mime moment :

Ynm(θ, ϕ) = Θm
n (θ) · Φm(ϕ) (2)

Θm
n (θ) =

√
(n− |m|)!
(n+ |m|)!

Pm
n (cosθ) (3)

Φm(ϕ) =


√

2cos(mϕ) m > 0
1 m = 0√

2sin(| m | ϕ) m < 0
(4)

Une fois que les coefficients harmoniques de deux systèmes
sont identifiés, on peut déterminer le couplage entre eux par le
calcul de l’inductance mutuelle [2] :

MAB =
1

µ0IAIB

+∞∑
n=1

+n∑
m=−n

(−1)m(AQ1n,−m · BQ1nm) (5)

où IA et IB sont les courants circulant dans les sources A et
B. Il est important que les deux développements en harmoniques
sphériques soient effectués dans la même repère, pour pouvoir
appliquer le "Addition Theorem for Spherical Harmonics" [3].
Ce théorème consiste à calculer les symboles Wigner 3j qui sont
souvent utilisés dans le domaine de la mécanique quantique. Il
est à noter que la précision du calcul de l’inductance mutuelle
est directement liée au choix de l’ordre maximal (Nmax) utilisé
dans la représentation. Cependant, même si le Nmax est assez
élevé, une partie de la source secondaire dans le système n’est
pas prise en compte, comme expliqué ci-dessous.



3. CALCULS THÉORIQUES

L’objectif de cette section est d’évaluer analytiquement l’er-
reur d’estimation de l’inductance mutuelle. Le théorème de ré-
ciprocité est un des outils les plus utilisés dans les problèmes
de champ et de circuit, qui peuvent être classés en trois types :
circuit pur, champ pur, et mixtes. Un théorème du second type
(champ pur) impliquant l’intensité du champ électromagnétique
a été dérivé par Lorentz sous la forme d’une intégrale de sur-
face [4] :

�
S1

(E1×H2−E2×H1)·ds =

�
S2

(E2×H1−E1×H2)·ds (6)

où surface S1 englobe le dispositif 1 et S2 entoure le dis-
positif 2. Les indices indiquent la source du champ. Rumsey a
donné le nom "reaction" à la quantité représentée par les inté-
grales qui apparaissent dans le théorème de réciprocité de Lo-
rentz [5]. Dans cette terminologie, le théorème de réciprocité de
Lorentz indique que la réaction du dispositif 1 sur le dispositif 2
est égale à la réaction du dispositif 2 sur le dispositif 1 ; cette
quantité sera appelée "inductance mutuelle" dans ce document.

3.1. Mesures en présence des deux dispositifs

Sur la Figure 1, on considère deux dispositifs constitués cha-
cun d’une source primaire qui est directement alimentée par un
générateur externe et une source secondaire qui représente l’en-
semble des conducteurs et matériaux ferromagnétiques.

Fig. 1. Schéma de principe de calcul de l’inductance mutuelle

L’étude du couplage entre les deux dispositifs A et B est
équivalente à celle du couplage entre les 4 circuits élémen-
taires notés {1 et 2} pour les sources primaires et {3 et 4} pour
les sources secondaires. Nous pouvons décrire ce système avec
quatre accès sous une forme matricielle avec des inductances
propres et des inductances mutuelles définissant les couplages
entre ces quatre éléments :

 V1
V2
V3
V4

 = jω

 L1 M12 M13 M14
M21 L2 M23 M24
M31 M32 L3 M34
M41 M42 M43 L4

 ·
 I1
I2
I3
I4

 (7)

où Li représente l’inductance propre de l’élément i et Mij
représente l’inductance mutuelle entre l’élément i et l’élément j.
En imposant que les éléments 3 et 4 sont court-circuités (V3 =
V4 = 0), on peut en déduire les relations entre I1, I2, I3 et I4.
Par exemple, en imposant :

V4 = 0 = M14 · I1 +M24 · I2 +M34 · I3 + L4 · I4 (8)

I4 = −
(
M14 · I1
L4

+
M24 · I2
L4

+
M34 · I3
L4

)
(9)

V3 = 0 = M13 · I1 +M23 · I2 + L3 · I3 +M34 · I4

=

(
M13 −

M14

L4
·M34

)
I1 +

(
M23 −

M24

L4
·M34

)
I2

+

(
L3 −

M34

L4
·M34

)
I3

(10)

En reformulant (10), nous trouvons :

I3 = −

(
M13 − M14

L4
·M34

L3 − M34

L4
·M34

)
I1 −

(
M23 − M24

L4
·M34

L3 − M34

L4
·M34

)
I2

(11)
Enfin, on peut exprimer l’inductance mutuelle entre les deux

dispositifs par MAB qui est le ratio entre V1 et I2 :

MAB =M12 −
M24

L4
·M14 −

M13

L3 − M34M34

L4

·M23

+
M24M13

L3L4 −M34M34
M34 +

M23L4 −M24M34

L3L4 −M34M34
·M14

(12)

L’inductance mutuelle MAB peut également être écrite à par-
tir du théorème de réciprocité de Lorentz :

MAB =

"
s

(EA ×HB − EB ×HA) · ds (13)

où {EA,HA} est le champ électromagnétique induit par le dis-
positif A en présence du dispositif B, mais mis hors tension.
{EB,HB} est le champ électromagnétique induit par le disposi-
tif B en présence du dispositif A hors tension. Il est nécessaire
que la surface S englobe un seul des dispositifs. Ces champs
sont déduits des champs élémentaires

{
ej

i,h
j
i

}
générés par les

éléments {i = 1, 2, 3, 4} lorsque les circuits {j = 1, 2} sont ali-
mentés.

MAB =

"
s

[(
e1

1 + e1
3 + e1

4
)
×
(

h2
2 + h2

3 + h2
4

)
−
(
e2

2 + e2
3 + e2

4
)
×
(

h1
1 + h1

3 + h1
4

)]
· ds

(14)

Il convient de noter que chaque champ élémentaire est dans
l’environnement où les deux dispositifs sont présents. Afin d’ex-
primer (14) en fonction de l’inductance propre et de l’induc-
tance mutuelle, le développement de

{
ej

i,h
j
i

}
devrait être fait

comme suit en partant de l’équation 11 (nous prenons
{

e1
3,h

1
3

}
comme exemple) :

e1
3 =

(
M13 − M14

L4
·M34

L3 − M34

L4
·M34

)
· e3 ·

I1
I

(15)

h1
3 =

(
M13 − M14

L4
·M34

L3 − M34

L4
·M34

)
· h3 ·

I1
I

(16)

où I représente le courant unitaire (1A) et {e3,h3} représente
le champ électromagnétique généré par l’élément 3 seul par-
couru par un courant de 1 A. Ensuite, en répétant la même ap-
proche pour chaque source élémentaire, il pourrait être prouvé
que les équations 12 et 14 sont strictement équivalentes.



3.2. Mesures séparées avec un seul dispositif

Comme décrit ci-dessus, l’inductance mutuelle peut être cal-
culée si les champs électromagnétiques pour chacun des disposi-
tifs sont connus en présence de l’autre. Idéalement, ces champs
sont mesurés ou calculés dans l’environnement réel, avec tous
les autres dispositifs présents, mais pas excités. Cependant, ce
n’est pas toujours possible, et on souhaiterait même pouvoir cal-
culer les couplages a posteriori, en n’utisant que le développe-
ment harmonique de chaque dispositif caractérisé tout seul. Si
nous suivons la même approche que dans 3.1, nous pouvons ob-
tenir :

M ′AB =

"
s

(E’
A ×H’

B − E’
B ×H’

A) · ds (17)

où
{

E’
A,H

’
A

}
est le champ électromagnétique généré par le

dispositif A seul et
{

E’
B,H

’
B

}
par le dispositif B seul. L’équa-

tion 17 pourrait être associée à l’équation 2, ce qui signifie que
tous les calculs et mesures sont effectués en séparant les deux
dispositifs. Cela équivaut à ignorer

{
e1

4,h
1
4

}
et
{

e2
3,h

2
3

}
. Donc

l’équation 14 devient :

M ′AB =

"
s

[(
e1

1 + e1’
3
)
×
(

h2
2 + h2’

4

)
−
(
e2

2 + e2’
4
)
×
(

h1
1 + h1’

3

)]
· ds

(18)

Cette fois, contrairement à l’équation 15, e1’
3 ne sera pas af-

fecté par l’élément 4, donc si nous reformulons comme dans
l’équation 15, il deviendra :

e1’
3 =

M13

L3
· e3 ·

I1
I

(19)

Idem pour h1’
3 , e2’

4 et h2’
4 . Par conséquent, l’inductance mu-

tuelle entre les dispositifs A et B peut être exprimée comme
suit :

M ′AB = M12−
M24

L4
·M14−

M13

L3
·M23+

M24M13

L3L4
·M34 (20)

Il est à noter que l’inductance mutuelle calculée dans (20) ne
correspond pas à la formule théorique donnée dans (12).

3.3. Mesure avec la méthode de Richmond

La méthode proposée par Richmond [4] pour calculer l’induc-
tance mutuelle utilisant des champs électromagnétiques entre
deux dispositifs est effectuée en 2 étapes. La première étape
consiste à mesurer ou à calculer le champ du dispositif A sur
une surface qui englobe un seul dispositif (A ou B) en présence
de l’autre (dans ce cas, le milieu de propagation n’est pas né-
cessairement homogène). La deuxième étape consiste à mesurer
ou à calculer le champ de l’autre dispositif sur la même surface
que dans la première étape, mais en l’absence du dispositif A.
En appliquant le théorème de réciprocité, on obtient :

MAB =

"
s

(EA ×H’
B − E’

B ×HA) · ds

=

"
s

[(
e1

1 + e1
3 + e1

4
)
×
(

h2
2 + h2’

4

)
−
(
e2

2 + e2’
4
)
×
(

h1
1 + h1

3 + h1
4

)]
· ds

(21)

Il convient de noter que, par rapport à la méthode de me-
sures séparées, seulement

{
e2

3,h
2
3

}
est ignoré. Avec exactement

la même approche, nous pouvons obtenir le même résultat que
dans (12).

D’une part, cela signifie que pour la caractérisation des
sources de rayonnement, un seul dispositif doit être identifié en
présence de l’autre. D’autre part, on peut montrer aussi que la
méthode de mesure séparée est correcte lorsque la source secon-
daire apparaît dans un seul dispositif. En supposant que l’élé-
ment 4 n’existe pas, ce qui signifie que

{
e1

4,h
1
4, e2

4,h
2
4

}
sont

nuls, on obtient :

M ′AB = MAB =

"
s

[(
e1

1 + e1
3
)
× h2

2 − e2
2 ×

(
h1

1 + h1
3

)]
· ds

= M12 −
M13

L3
·M23

(22)

Cette méthode étant simple, nous allons dans ce texte la prendre
comme référence pour la méthode des éléments finis (FEM :
Finite Element Method).

4. CAS CONDUCTEUR

Dans cette section et la suivante, certains résultats de modéli-
sation avec la FEM seront présentés afin de vérifier les conclu-
sions analytiques obtenus au §3 et de quantifier l’erreur relative
pour quelques exemples réels.

Fig. 2. Cas conducteur

Le premier cas que nous traitons est celui d’une source se-
condaire de type conducteur métallique. Deux dispositif iden-
tiques avec une spire de courant placée au-dessus d’une plaque
de cuivre sont montrés dans la figure 2. La bobine circulaire qui
est considérée comme la source primaire est alimentée par une
source externe. Elle est coaxiale avec la plaque de cuivre qui a
un rayon de 15 cm. La sphère représente les positions de me-
sures de l’induction magnétique. Ce modèle peut être associé à
une situation réelle où deux cartes électroniques sont placées à
proximité l’une de l’autre et le couplage entre les composants
électroniques sur les cartes doit être déterminé.

La méthode de mesure séparée et la méthode de Richmond
sont comparées. L’erreur relative sur l’inductance mutuelle est
calculée en fonction de la distance entre deux dispositifs (Ta-
bleau I).

Tableau 1. Erreur en fonction de la distance entre les deux plaques de cuivre
d Richmond Séparé Erreur relative

1cm 1, 77 · 10−12 1, 13 · 10−12 36, 2%
2cm 1, 15 · 10−12 9, 7 · 10−13 18, 5%
3cm 8, 98 · 10−13 8, 35 · 10−13 7, 6%
5cm 7, 43 · 10−13 7, 30 · 10−13 1, 8%

10cm 6, 06 · 10−13 5, 97 · 10−13 1, 5%
15cm 3, 93 · 10−13 3, 90 · 10−13 0, 8%

On constate que l’erreur relative devient importante lorsque
les deux dispositifs sont très proches l’un de l’autre (dans cet



exemple pour d ≤ 2 cm) et il diminue très vite avec la distance
entre les deux dispositifs. Les mêmes conclusions ont été obte-
nues avec des dimensions géométriques différentes.

5. CAS FERROMAGNÉTIQUE

Dans la section précédente, la source secondaire était un
conducteur. Nous considérons maintenant le cas d’un matériau
ferromagnétique tel que le fer, le nickel ou le cobalt, qui s’ai-
mante en présence du champ magnétique créé par les courants
circulant dans le dispositif dont il fait partie, ou dans le dispositif
voisin.

Fig. 3. Cas férromagnétique

La modélisation FEM d’une situation réelle est représentée à
la figure 3. Le modèle peut être associé à deux transformateurs
placés à proximité l’un de l’autre. Le rayon de la bobine circu-
laire est 5 cm et un cylindre en fer se trouve au centre. La même
étude que dans le cas conducteur est faite.

Tableau 2. Erreur en fonction de distance entre dispositifs
d Richmond Séparé Erreur relative

1cm 7, 79 · 10−8 6, 37 · 10−8 18, 2%
2cm 4, 79 · 10−8 4, 49 · 10−8 6, 3%
3cm 3, 18 · 10−8 3, 10 · 10−8 2, 5%
5cm 1, 77 · 10−8 1, 75 · 10−8 1, 1%
10cm 6, 38 · 10−9 6, 37 · 10−9 0, 2%

Les conclusions sont également très similaires. L’erreur re-
lative sur l’inductance mutuelle est importante lorsque les deux
dispositifs sont très proches et elle diminue très rapidement avec
la distance entre composants.

6. COMPENSATION DE L’ERREUR

Comme montré aux sections §4 et §5, le procédé de mesures
séparées possède une erreur lorsque les sources secondaires ap-
paraissent dans les deux dispositifs. Cette erreur est due au fait
qu’on néglige le champ magnétique généré par la source secon-
daire.

Une approche est proposée ici pour compenser cette erreur.
L’idée est de caractériser le rayonnement de la source secondaire
en fonction du champ magnétique externe qui sera représenté en
Qnm.

Un exemple est proposé sur la figure 4. Les deux sources sont
toujours identiques, mais chaque dispositif possède non seule-
ment un conducteur métallique mais aussi un matériau ferroma-
gnétique. Pour simplifier cet exemple, nous avons mis les deux
dispositifs suivant l’axe z. En raison de la symétrie suivant l’axe
z, le modèle harmonique équivalent possède seulement les com-
posantes de moment nul.

Dans la modélisation FEM, nous constatons que :

Mtheoritical = Mrichmond = 4.22 · 10−8H (23)

Fig. 4. Cas mixte avec conducteur et un matériau ferromagnétique

La Mtheoritical est calculée à partir du flux magnétique à tra-
vers la spire non alimentée :

Mtheoritical =
Φ12

I1
(24)

Dans la méthode de Richmond, le dispositif du dessus est ca-
ractérisé correctement, ce qui signifie que le champ magnétique
est mesuré en présence des deux dispositifs. Afin d’obtenir une
bonne précision, l’expansion multipolaire est considérée jusqu’à
l’ordre 12 (Nmax = 12). Les composantes harmoniques asso-
ciées au champ magnétique sont différentes dans la méthode de
mesure séparée et la méthode de Richmond. Les six premières
composantes sont présentés dans le Tableau 3 :

Tableau 3. Coefficients harmoniques
degree 1 2 3 4 5 6
Qrichmon 1020 356 34.3 0.142 0.141 0.0025
Qsm 955 326 29.1 0.67 0.18 0.0053

Plus intuitivement, si l’on observe le champ magnétique le
long de la ligne rouge pointillée sur la figure 4, la différence
entre les résultats des deux méthodes est plus évidente (figure 5).
Plus le point d’observation est proche de la source du dessous,
plus l’induction magnétique est loin de sa valeur théorique.

Fig. 5. Champ magnétique le long de la ligne rouge de la Fig. 4

L’inductance mutuelle calculée par la méthode de mesures sé-
parées est 3, 66 · 10−8H avec une erreur relative de 13, 4% par
rapport à la valeur théorique. L’erreur n’est pas très importante,
mais il est toujours possible de la compenser par la mesure du



champ magnétique. L’idée de l’approche est de déterminer la ré-
ponse de la source secondaire à chaque composante harmonique
(N = 1, 2, 3, 4...) comme indiqué dans la matrice suivante :


Q1
Q2
...
Qn


′

·


S11 S21 . . . Sn1
S12 S22 . . . Sn2

...
...

. . .
...

S1n S2n . . . Snn

 =


Q′1 −Q1

Q′2 −Q2
...

Q′n −Qn


′

Q S Q’−Q

Dans cet exemple test axi-symétrique, seules les composantes
de moment zéro ont besoin d’être considérées. S représente la
réponse de la source secondaire à chaque composante harmo-
nique. Sij est la composante d’ordre i engendrée dans un envi-
ronnement d’ordre j. Le vecteur Q est considéré comme connu
pour chacune des n sources pures. On mesure le champ autour
de cette source en présence de la source secondaire, ce qui donne
le vecteur Q’. En répétant la même procédure n fois avec dif-
férentes sources canoniques, la matrice S peut être construite.
Via cette matrice, le champ magnétique induit généré par la
source secondaire pourra être pris en compte. En pratique, les
sources canoniques choisies sont toutes des sources “pures",
avec une composante harmonique prépondérante. Expérimen-
talement, ces sources pourront être approchées par des assem-
blages de spires de courant (figure 6).

Fig. 6. Source harminiques “pures"

Grâce à la méthode de Richmond, seule la source secondaire
du dispositif du bas a besoin d’être identifiée. La caractérisation
est effectuée en FEM de façon itérative à partir du premier ordre.
Le champ magnétique engendré par les composantes harmo-
niques corrigées est présenté en figure 5. Nc représente l’ordre
maximal considéré pour compenser l’erreur. Nous pouvons voir
que plus l’ordre considéré est grand, plus le champ magnétique
le long de la ligne rouge s’approche de la valeur de référence, et
plus l’inductance mutuelle est précise (tableau 4).

Tableau 4. Inductance mutuelle corrigée en fonction of Nc

Nc Inductance mutuelle corrigée Erreur relative
2 3, 92 · 10−8 7, 1%
3 4, 07 · 10−8 3, 6%
4 4, 16 · 10−8 1, 4%
5 4, 21 · 10−8 0, 3%

Nous avons arrêté la compensation à l’ordre Nc = 5, pour
lequel la précision est déjà excellente.

7. CONCLUSION

Dans cet article, nous étudions l’impact de sources induites
(courants induits, milieux ferromagnétiques) sur la précision
des couplages inductifs entre sous-systèmes, directement ex-
traits des développements multipolaires des champs de ces sous-
systèmes considérés comme isolés. Nous avons montré que cette
méthode est valide lorsque ces sources secondaires ne sont pré-
sentes que dans un des dispositifs considérés. Si elles sont pré-
sentes dans les deux dispositifs, leurs effets ne peuvent pas être
pris en compte par les mesures séparées des deux dispositifs :

l’inductance mutuelle calculée ainsi est alors imprécise. L’er-
reur relative commise diminue très vite avec la distance entre les
deux dispositifs considérés. La méthode prédictive basée sur des
mesures séparées ne peut donc être appliquée si les deux dispo-
sitifs sont trop proches. Il est possible de compenser cette erreur
par une méthode appelée “Approximation de Born étendue"[6],
mais cette méthode nécessite la connaissance de la forme de la
source secondaire, ce qui est contradictoire avec l’objectif pour-
suivi. Nous avons en conséquence proposé une autre méthode
pour compenser cette erreur, basée sur des mesures complémen-
taires des dispositifs séparés, cette fois-ci excités par des com-
posantes harmoniques extérieures, qui permettent une caractéri-
sation partielle des sources induites.

8. PERSPECTIVES
Un nouveau banc de mesure du champ magnétique sur une

surface sphérique autour d’un dispositif, entièrement automa-
tisé, a été conçu au Laboratoire Ampère. Il va permettre de vé-
rifier expérimentalement les résultats et les conclusions de ce
papier, qui sont jusqu’ici uniquement fondés sur des considéra-
tions théoriques et sur des expériences numériques.
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