
南⾮贫⺠窟中结核病和艾滋病毒合并流⾏的建模

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01358623

，法国邦迪
nicolas.bacaer@ird.fr

， 

SACEMA，DST / NRF 
南⾮斯泰伦博斯⼤学 流⾏病学建模和分析卓越中⼼

南⾮开普敦⼤学 传染病和分⼦医学研究所Desmond Tutu HIV中⼼

世卫组织遏制结核病司，瑞⼠⽇内⽡

摘要

提出了⼀个具有六个部分的简单数学模型，⽤于HIV和结核病流⾏之间的相互作⽤。根据南⾮开普敦附近⼀个贫⺠窟的数据，那⾥的艾滋病毒感染率
超过20％，每年的结核病通报率接近每100,000⼈中有2000例，因此估算了该模型的参数。我们正在研究各种预防措施如何改变这些流⾏病的进程。推
⼴安全套，增加结核病的检测和预防结核病显然具有积极作⽤。抗逆转录病毒药物对艾滋病毒的影响尚不清楚，取决于其减少性传播的能⼒。这些抗
逆转录病毒药物将⼤⼤降低结核病报告率。

1.简介

    在南⾮，有550万⼈感染了艾滋病毒，占总⼈⼝的12％（联合国艾滋病规划署，2006年，第455页）。每年报告约270,000例活动性肺结核病例
（WHO，2007，p.137）。⼤约60％的活动性结核病成年⼈感染了艾滋病毒；的确，共感染与HIV和 结核分枝杆菌（缩写为结核分枝杆菌）显着地增加
从潜伏结核病发展为活动性结核病的概率。

    （Lawn et al。，2006a; Wood et al。，2007）在开普敦附近的贫⺠窟中详细研究了这些流⾏病。表1显⽰了结核病报告率的估计值，假定在这两年之
间⼈⼝呈线性变化，则根据1996年和2004年进⾏的年度报告数和两次⼈⼝普查得出。该表还显⽰了艾滋病毒的患病率，根据产前诊所的数据进⾏了估
算。

表1.每年每100,000⼈中的结核病通报；艾滋病毒感染率（％）。数据来⾃
（Lawn等⼈，2006a，表1）。

年 1996年 1997年 1998年 1999年 2000 2001 2002年 2003年 2004年

结核 580 653 913 897 982 1410 1366 1472 1468

艾滋病病毒 6.3 8.9 11.6 14.2 16.5 18.4 19.9 21.1 21.9

    2005年，成年⼈（≥15岁）中有259例活动性结核病例报告（Wood等，2007）；接受艾滋病毒检测的⼈中有66％是艾滋病毒呈阳性。估计成年⼈⼝为
10400，总⼈⼝为13000。因此，该⼈群的结核病通报率为 每年每⼗万居⺠中 此外，在由762名成年⼈组成的⼈⼝样本中，有12名未
确诊的活动性肺结核（3例⾎清阴性和9例⾎清阳性）。样本中⼤约23％（174/762）的⼈是HIV阳性。接受治疗的涂⽚阳性结核病例中有80％以上已治
愈。

    医学⽂献中有许多研究集中在开普敦附近或附近的贫⺠窟中HIV与结核病合并流⾏的特定⽅⾯（Badri等，2002； Lawn等， 2005a，2006a和2006b；
Lawn和Wood，2006a，2006b和2007； Wood等，2007）。在这⾥，我们建⽴了⼀个整合结核病和HIV数据的数学模型，以更好地了解这些流⾏病。我
们保留与可⽤数据⼀致的最简单模型；该模型不是按年龄构造的。主要⽬的是研究各种预防措施的影响。考虑到在这种情况下极⾼的艾滋病毒和结核
病发病率，必须知道哪种措施最有效。正在准备控制该贫⺠窟中艾滋病毒和结核病的重要项⽬。该模型可以帮助计划⼲预措施。此外，该模型及其预
测可以作为评估⼲预措施成败的框架。

    第2节回顾了结合艾滋病毒和结核病的数学模型。第3节介绍了我们的模型，我们试图使其尽可能简单。第四部分分析了该模型的⼀些数学特性。第5
节回顾了医学⽂献中发现的参数值。第6节使⽤南⾮贫⺠窟的数据估算了⼏个参数。第7节提出了⼀个分叉图，该图定性和定量地显⽰了模型的平衡状
态如何取决于参数的某些值。该⽅法是必需的，因为某些参数仅是近似已知的。第8节研究了各种⼲预措施如何影响HIV和TB的流⾏。我们特别研究瞬
态动⼒学，因为收敛到平衡状态需要数⼗年的时间。主要问题是抗逆转录病毒药物对结核病报告率的影响；答案并不明显。实际上，与抗逆转录病毒
药物共同感染的⼈患活动性结核病的风险降低了80％，但他们的预期寿命也更长。由于他们患活动性结核病的风险仍然是艾滋病毒阴性⼈群的⼏倍，
因此可能会增加结核病的传播。我们的数值结果表明，情况恰恰相反：即使艾滋病毒的患病率增加，抗逆转录病毒药物也可能⼤⼤降低结核病的通报
率。

2.审查艾滋病毒和结核病流⾏模型
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    表2列出了艾滋病毒和结核病的流⾏模型。研究基本上分为两种类型：对现实的但复杂的模型的瞬态⾏为进⾏计算机模拟，或者对较简单和不太现实
的模型中的平衡状态及其稳定性进⾏数学研究。这些模型着眼于撒哈拉以南⾮洲，美国，俄罗斯，印度和巴⻄监狱的局势。⼀些模型试图通过考虑世
卫组织的所有五个区域来提供概述。其他模型与特定区域⽆关。这些模型结合了 i 类艾滋病毒和j 类结核病。因此，该模型有望具有 i × j隔室。⼀些模
型汇总了⼏个隔离专区，⽽其他模型则添加了更多隔离专区以考虑特定的⼲预措施。这就是为什么表2以i × j ± k的形式表⽰隔室的数量。⼀些模型采⽤
微分⽅程组的形式。其他⼤多数在离散时间使⽤差分⽅程。最后，我们提到了Lungu（2007）正在进⾏的⼯作。其他⼏种模型也普遍研究了两种感染同
⼀⼈群的疾病。但是他们要么没有⼀个单独的区域供共同感染的⼈使⽤（Moghadas和Gumel，2003年），要么没有⼀个潜伏期（Blyuss等⼈，2005
年），这是结核病的重要特征。

表2. HIV和肺结核模型的时间顺序回顾。
（Bermejo et al。，
1992）

撒哈拉以南⾮洲的静态模型，带有2×2−2 = 2个隔室。结核病的发病率与艾滋病毒的流⾏之间存在仿射关系。

（Schulzer et al。，
1992）

在撒哈拉以南⾮洲地区进⾏了20年的模拟。（Schulzer等⼈，1994）中的细节。艾滋病毒流⾏率的假定增加对结核病发病
率的影响。

（海曼，1993年） 乌⼲达2×4 = 8个车厢的仿真历时10年。预防结核病⽐治疗更有效。

（Massad et al。，1993） 16个微分⽅程的数学分析。平衡稳定性的数值研究。

（Schulzer等，1994） 在撒哈拉以南⾮洲和加拿⼤进⾏了20年的模拟。⾃感染HIV或结核分枝杆菌以来的年龄结构和时间。艾滋病毒流⾏率的假
定增加对结核病发病率的影响。

（Brewer等，1996）
在美国进⾏了10年的模拟，其中有3×5−2 = 13个隔室，3个年龄组和耐药性结核病。结合预防结核病和实现当前⽬标所必需
的治疗。

（West and Thompson，
1997年）

在美国进⾏了25年的模拟，使⽤了30个微分⽅程，其中包括同性恋，吸毒者和移⺠。需要更多有关结核病例⾎清阳性的数
据。

（Dye等，1998） 具有年龄结构的全世界超过22年的仿真。期刊⽹站上提供了更多详细信息。世卫组织结核病战略对死亡的影响。

（Murray和Salomon，
1998年）

使⽤2×19 = 38个微分⽅程对整个世界进⾏32年的仿真。结核病问题的估计⼤⼩。

（Debanne等，2000） 在美国进⾏了30年的模拟。按年龄，性别，种族和地区划分的结构。结核病的14个隔室。

（Porco等，2001） 美国的5年×6 = 30隔室的2年随机模拟。结核病流⾏的⼤⼩对治疗率⾮常敏感。

（Raimundo et al。，
2002）

巴⻄的3×3−1 = 8个微分⽅程式的数学分析。平衡的分叉图。结核病的传播在监狱中发⽣。

（Currie et al。，2003） 在肯尼亚，乌⼲达和南⾮进⾏了20年的模拟，使⽤了3×6 = 18格。⽐其他⼲预措施更有效地提⾼结核病的发现和治疗。

（Raimundo et al。，
2003）

巴⻄的3×3−2 = 7个微分⽅程式的数学分析。平衡态的稳定性。

（Schinazi，2003年） 东南亚3个微分⽅程和⼀个空间随机模型的数学分析。艾滋病毒⽆法侵染患有⼤量结核病的⼈。

（Guwatudde et al。，
2004）

⽤2×5 +1 = 11个微分⽅程对乌⼲达进⾏20年的模拟。HIV，BCG疫苗的持续流⾏。预防艾滋病毒抗体阳性⼈群的结核病影
响不⼤。

Atun等。（2005年） 在俄罗斯进⾏了20年的仿真，使⽤3×18 = 54个车厢。耐药结核病治愈率对死亡⼈数的影响。

（Williams等，2005） 在印度进⾏了40年的模拟。详细信息不可⽤。需要抗逆转录病毒药物来达到结核病的千年发展⽬标。

（Currie et al。，2005） 在肯尼亚进⾏的20年模拟，具有2×6 = 12个隔层。⽐抗逆转录病毒药物更有效地改善结核病的检测和治疗。

（Naresh和Tripathi，2005
年）

4个微分⽅程的数学分析。平衡态的稳定性。

（Cohen et al。，2006） 撒哈拉以南⾮洲地区30年的模拟量为2×22 +1 = 45个微分⽅程。预防会加速耐药结核的出现。

（Dowdy et al。，2006） 模拟直到南⾮达到3×8 = 24格。与其他结核病⼲预措施相⽐，更好的诊断技术的影响。

（Hughes等，2006） 津巴布韦3×6 = 18格的70年随机模拟。10,000⼈在家中。⼯作正在进⾏中。

Atun等⼈，2007年 在俄罗斯进⾏的10年模拟，具有3×18 = 54个隔室，如（Atun等⼈，2005）。耐药结核病需要⾼⽔平的抗逆转录病毒药物。

（Sharomi et al。，
2008）

带有重新感染的4×4-1 = 15个微分⽅程的数学分析。平衡态的稳定性。亚临界结核分叉。

    所有这些模型都包含许多未知参数，但基于的数据很少。例如，似乎（Currie等，2003； Currie等，2005； Hughes等，2006； Raimundo等，2003；
West和Thompson，1997）是唯⼀可以将参数调整为艾滋病毒或艾滋病的流⾏以及结核病的通报。对于我们研究中的南⾮贫⺠窟，我们还有两个额外的
信息：报告的结核病病例中艾滋病毒阳性患者的百分⽐和某⼀⽇期的结核病患病率。这两个附加约束将使我们对参数的估计更加可靠。此外，贫⺠窟
肯定⽐整个国家（美国的（West和Thompson，1997年），肯尼亚的（Currie等⼈，2003年）和美国的更单⼀。Currie等⼈，2005年），津巴布韦
（Hughes等⼈，2006年），⽽且没有⼥性监狱那么特殊（Raimundo等⼈，2003年）。此外，我们专注于最简单的模型之⼀，具有最少的隔离专区和参
数。即使这样，我们的模型仍包含22个参数。

3.模型

    我们模型的各个部分将艾滋病毒的两种状态（⾎清阴性和⾎清阳性）与结核病的三种状态（健康，潜伏性结核和活动性结核）结合在⼀起
（Moghadas和Gumel，2002； Moghadas和Alexander，2004； Singer和Kirschner ，2004）。表3列出了六个隔室。索引1适⽤于HIV阴性⼈群，索引2适
⽤于HIV阳性⼈群。车厢⾥的⼈ ， ，  和 是那些感染了结核分枝杆菌的⼈。E1 E2 I1 I2



表3.模型的六个部分和⼀些符号

未感染结核分枝杆菌的 HIV阴性⼈群 

未感染结核分枝杆菌的艾滋病毒阳性⼈群

潜在结核病的HIV阴性⼈群

潜在结核感染者

患有活动性结核病的HIV阴性⼈群

患有活动性结核的艾滋病毒阳性患者

总⼈⼝： 

艾滋病毒感染率： 

    表4显⽰了模型的参数。全世界或⾄少对于居住在撒哈拉以南⾮洲地区的⼈们来说，⽣理参数⼤致相同：这些是死亡率  和 ，肺结核参数 ， 
， ， ， ， ，  和 。相反，“社会”参数取决于研究区域，特别是

⼈⼝密度和⽣活条件（传染率  和 ），
进⼊医院（检出率  和 ），
治疗的质量（  和 ），
当地的性习惯和艾滋病毒传播的辅助因素，例如其他性传播疾病和割礼（ ），
有关艾滋病毒的信息传播的速度（ ）
流⾏病的历史（ ）。

在医学⽂献中可以找到⼤多数⽣理参数的估计值。所有社交参数都必须根据本地数据估算。

表4.模型的22个参数和⼀些符号（HIV阴性的索引1，HIV阳性
的索引2）。

出⽣

， ⽆活动性结核病的死亡率

， 最⾼结核病传播率

， 快速发展为活动性肺结核的新感染⽐例

， 快速发展的再感染⽐例

， 从潜伏性结核病发展为活动性结核病的速度

， 未经治疗的活动性结核治愈率

， 活动性肺结核病例的检出率

， 发现结核病病例成功治疗的可能性

， 活动性结核病死亡率

艾滋病最⼤传播率

代表⾏为变化的参数

引⼊艾滋病毒的⽇期

， 结核病进展缓慢的⽐例： ， 

， 结核病治愈率： ， 

降低艾滋病毒传播率： 

    我们模型的⽅程是

对于艾滋病毒阴性的⼈和

对于艾滋病毒感染者。图1显⽰了不同隔室之间的流动。
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图1.模型隔室之间的流动。这⾥，  和 。

    表5显⽰了我们在医学词汇和模型之间使⽤的对应关系。TB通知率是活动的TB隔间中有⼈的检测率。只有⼀⼩部分  要么 这些实际上返回到潜在
的结核病隔间。结核病的发病率是⼈们进⼊活动性结核区室的⽐率除以总⼈⼝，通常以“每年每100,000⼈”的⽐例给出。感染的发⽣率结核分枝杆菌，
这是感染的年度风险的连续时间模拟，是⼈们在车厢⽽不结核病进⼊潜在的或活动性结核病的车厢率。结核分枝杆菌的患病率  是潜伏性或活动性结核
病区室中总⼈⼝的⽐例。结核病的患病率是活动性结核病区室中总⼈⼝的⽐例。这包括活动性结核病，⽆论尚未诊断出或已被检测出，但治疗均未成
功。

    术语“ Styblo商”⽤于表⽰结核病的发⽣率与结核分枝杆菌的感染率之间的商。，再乘以1000。在医学⽂献中，此商数通常仅限于涂⽚阳性结核病的
通报（约占所有通报的⼀半），对于HIV阴性⼈群，该值被假定为恒定且等于50。换句话说，每年1％的感染率对应于每年每100,000例50例涂⽚阳性结
核病的发⽣率，或每年每100,000例约100例涂⽚阳性或阴性结核病的发⽣率。这种假设称为“ Styblo规则”（Borgdorff，2002年）。但是，如表7所⽰，
在艾滋病毒⾼发地区，不再认为Styblo商是相同的。这句话使⼈们对（Schulzer等，1992）所使⽤的⽅法产⽣了怀疑。

    内源性重新激活是由潜伏性结核区隔以恒定速率引起的对结核发⽣率的贡献  要么 。外源性再感染是潜伏性结核病区隔的贡献，其发⽣率取决于
活动性结核病的病例数。原发性结核病是直接来⾃⽆结核病的区室的贡献。

表5.医学词汇和模型之间的对应关系
通知率

感染率

总发⽣率

发病率

结核分枝杆菌的 患病率
结核病患病率

Styblo的商 1000 （发⽣率）/（感染率）

内源性再活化百分⽐

外源性再感染的百分⽐

原发性肺结核百分⽐

    有⼏点要注意的要点：

假定最初将HIV阳性者引⼊结核病流⾏的固定⽆HIV⼈群。我们选择将第⼀个艾滋病毒感染者放在隔间 。的公式 ，  和  结核病的流⾏平
衡见第4.1节。
不考虑年龄和性别。特别是，该模型⽆法区分艾滋病毒传播的不同途径，例如性传播途径和⺟婴传播途径。肺结核和肺外结核之间⽆区别，涂⽚
呈阳性（传染性），涂⽚呈阴性（⾮传染性），以最⼤程度地减少隔室的数量。
在我们研究的南⾮贫⺠窟中，耐药结核病仍然⾮常有限。卡介苗的有效性尚不清楚。我们没有在模型中包括这些⽅⾯。
在等式（1）中，假定死于艾滋病或结核病死亡的⼈数是恒定的。因此，我们的模型考虑了出⽣时固定年龄群的演变。仅使⽤数据并不太合理

艾滋病毒感染率，即艾滋病毒感染⼈⼝的百分⽐（不是感染的总⼈数），
每年每10万⼈的结核病通报率（⽽不是每年通报的病例总数）。

如果假定死亡由新移⺠代替，则必须明确他们的结核病和艾滋病毒状况。很难获得有关此主题的信息。另⼀⽅⾯，如果我们假设出⽣与⼈⼝成正
⽐，那么我们将⽆法再研究均衡。贫⺠窟的⼈⼝统计学实际上⾮常复杂。在过去⼗年中，⼈⼝⼤量增长。年龄⾦字塔存在偏见，年轻⼈较多，⽽
⼉童和⽼⼈较少。⼈⼝中也有流⼊和流出。
在公式（1）和（4）中，选择“标准形式”⽤于结核感染和再感染（Feng等，2000； Sharomi等，2008； Singer和Kirschner，2004）。 。我们没有
选择在（Gomes等⼈，2004年； Moghadas和Gumel，2002年； Moghadas和Alexander，2004年）中使⽤的“⼤规模⾏动定律”。有了恒定的出⽣，
随着艾滋病流⾏的发展，总⼈⼝减少了。如果将“质量作⽤定律”⽤于结核病的传播，传播速度将下降，这将⼈为地减缓结核病的流⾏。
在等式（1）-（3）中，我们还选择了“标准形式”来传播HIV，例如（Sharomi等，2008）。它是性传播疾病最常⽤的形式。与（Williams等，
2006）⼀样，但与（Sharomi等，2008）不同，我们假设传播速度是艾滋病病毒感染率呈指数下降的函数。这包括⾏为改变，因为有关艾滋病的
知识在整个⼈群中传播。（Williams等⼈，2006，增补）表明，这⼀特殊功能⾮常适合南⾮另⼀项调查中的HIV感染数据。
所有其他项都是线性的。实际上，活动性结核病的发病率是感染后时间的函数：在最初的两年中发病率很⾼，⽽在余下的时间中发病率很低
（Vynnycky and Fine，1997）。当然，可以将其放⼊⽅程中（Feng等，2001）。但是，为了使模型参数的数量尽可能少，可以假定新感染的⼀定

i = (k1I1 + k2I2)/P g(H) = f(H) H

ε1 ε2

a1 a2

(γ1I1 + γ2I2)/P

(k1I1 + k2I2)/P

T = a1E1 + a2E2 + (p1S1 + p2S2 + q1E1 + q2E2)(k1I1 + k2I2)

T/P

(E1 + I1 + E2 + I2)/P

(I1 + I2)/P

×

(a1E1 + a2E2)/T

(q1E1 + q2E2)(k1I1 + k2I2)/T

(p1S1 + p2S2) (k1I1 + k2I2)/T

S2 S1 E1 I1



⽐例的⼈会⽴即发展为活动性结核病，⽽其余的进⼊潜伏状态则以恒定的速率发展为活动性结核病。 ，例如（Gomes等⼈，2004； Moghadas和
Gumel，2002； Moghadas和Alexander，2004； Porco和Blower，1998； Singer和Kirschner，2004）。同样，假设 ⼀定⽐例的再感染会⽴即导致活
动性肺结核（Feng等，2000； Gomes等，2004； Moghadas和Gumel，2002； Moghadas和Alexander，2004； Singer和Kirschner，2004）。由于⼈
们已经患有潜伏性结核病，其他的再感染是“失去的”。
注意⽅程式如何为治疗失败的⼈建模。在活动性结核病例中，它们被报告为通报率，并且导致较低的治愈率。但是它们并不放在单独的隔间中。

4.数学分析

    没有结核和没有HIV的平衡状态由下式给出  和 。

4.1单独的结核病

    上下⽂。患有结核病但没有艾滋病毒的模型只有三个部分 。⽅程为（1）-（3） ，  和 

除了符号外，这些⽅程与（Singer and Kirschner，2004，§3）相同。（Feng et al。，2000）研究了⼀个模型，该模型具有四个隔室（对已治愈的⼈⽽⾔
还有⼀个隔室），并且具有再感染但没有原发进展的模型。另请参阅（Castillo-Chavez and Song，2004，§4.5）的评论。（Lipsitch和Murray，2003）对
（Feng等，2000）的模型进⾏了评论。（Singer and Kirschner，2004）试图证明包含导致结核病的三种途径（主要进展，再激活和再感染）的模型，如
果再感染参数⾜够⼤，则会发⽣亚临界分叉，如（ Feng et al。，2000）注意到了这⼀点。但是，该参数太⼤，难以实现（如Lipsitch和Murray，2003
年）。

    我们认为，在（Singer and Kirschner，2004，§3）的分析中存在两个弱点。第⼀点是，根据（Lipsitch and Murray，2003）的想法，实际参数必须验
证不等式 ，因为潜伏性结核病可防⽌在再次感染时迅速发展为活动性结核病（Vynnycky and Fine，1997）。在（Singer and Kirschner，2004）
中没有出现这种不平等。第⼆个弱点是（Singer和Kirschner，2004，公式（7））给出的阈值是使⽤参数的拉丁超⽴⽅体采样估计的。使⽤这种⽅法，
结论是可能的但不确定，并且可能取决于参数的选择。下⾯我们将说明亚临界分叉发⽣在  超过阈值 ，始终⼤于 。这表明对于参数的实际值不会
发⽣亚临界分叉。最后，（Singer和Kirschner，2004年）没有给出均衡分析的细节，仅给出了结论。对于我们的研究，我们仅需要结核病的地⽅平衡公
式，因为它可以作为结核病和HIV完整模型的初始条件。

    我们在这⾥还应该提到在类似于（7）-（9）的模型上的⼯作（Moghadas和Gumel，2002； Moghadas和Alexander，2004），但具有质量作⽤定律⽽
不是标准形式。他们的模型还隐含地假设，从结核病中康复的⼈终⽣受到保护（他们不会恢复潜伏期），这有点不切实际。正式地，这对应于情况

在我们的模型中。尽管有（Lipsitch和Murray，2003）的评论，（Moghadas和Alexander，2004）声称对于参数的实际值可能会发⽣亚临界分叉。
但是请注意，（Moghadas和Alexander，2004）中使⽤的参数值 ，  和产品  不符合不平等 。因此，这些价值似乎是不现实的。

    最近，在分析HIV和结核病的模型中，（Sharomi等，2008）研究了由Feng等⼈介绍的再感染四室模型的扩展（Feng等，2000）。作者研究了商数时
发⽣的亚临界分叉。 ⾼于某个阈值。但是此阈值可以⾼于1（很难说是否总是这样，因为具有四个隔间的模型的公式⾮常复杂）。实际上，作者
选择了不切实际的商  说明他们的结果。

    分析。在没有疾病的平衡状态附近线性化系统（7）-（9）。我们获得

因此，如（Diekmann and Heesterbeek，2000）所定义，结核病的再现性是基质的光谱半径

这很容易计算：

由于该公式不依赖于再感染参数，因此与（Murphy等⼈，2003，公式（10））相同。如果（Feng et al。，2000，§1）中的公式相同  和 。
获得（10）的⼀种更直观的⽅法是，可重复性是指在没有疾病的⼈群中，由感染病例产⽣的继发病例数量的期望。第⼀例将结核分枝杆菌传播给  每
单位时间的⼈，并且平均保持感染 时间单位。此外，每个新感染的⼈都有可能⽴即感染  仅在重新激活后才具有传染性 

。最后，第⼀种情况在治愈（可能数次）后可能再次变得具有传染性，其概率为  和的 。以下公式的确与
（10）得到相同的结果

因为通过重新激活发展为活动性结核的可能性  很⼩，我们⽤（11）中的⽆穷项的第⼀项代替等于1来获得可再现性的良好近似值。

    让我们寻找⼀种结核病的地⽅平衡状态

S0
1 = B/μ1 E1 = I1 = S2 = E2 = I2 = 0
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在系统（1）-（6）中 ，  和 ，也就是说⾮平凡的平衡 系统（7）-（9）。为了⽅便起见，我们定义

经过艰苦的计算，从（7）-（9）可以看出，活动性结核病例的⽐例  必须是⼆次⽅程的正根

另外，我们有

从中我们可以计算

在（Feng et al。，2000，公式（A.1））和（Moghadas and Gumel，2002，公式（5.3））中发现了类似于公式（13）的⼆次⽅程。我们定义

和

给定（10），我们有 。所以我们有  如果 和  如果 。让我们研究参数空间中（7）-（9）的平衡态 
。在附录中，我们表明：

与 ，系统（7）-（9）
当没有地⽅均衡 ，
有地⽅性的平衡 。

当参数为  从0增加到 。
与 ，还有另⼀个门槛 和

系统（7）-（9）在以下情况下没有地⽅均衡状态 ，
系统具有两个地⽅均衡状态，当 ，
该系统只有⼀个地⽅均衡状态，当 。

有⼀个亚临界分叉。

    请注意，（17）中的第⼀个分数⼤于1，第⼆个分数⼤于 。  因此总是⼤于 。但是对于  必然⼩于 ，如前所述。这表明具有亚临界分叉的
参数区域是数学上的好奇⼼，实际上并不存在。这证实了（Lipsitch和Murray，2003年）的⾔论以及（Singer和Kirschner，2004年）提出的结论。请注
意，公式（17）为  如果表达式（16）表⽰（Singer and Kirschner，2004）  已被（Singer and Kirschner，2004）的等式（7）插⼊。

4.2仅艾滋病毒

    没有结核病，系统（1）-（6）变为

与 。（Hethcote和van den Driessche，1991； Wang，2006）等⼈研究了类似的流⾏病模型，其接触率⾮线性地依赖于感染⼈数。
（Williams et al。，2006）使⽤更复杂的HIV传播模型，其接触率⾮线性地取决于患病率。⾸先，让我们将（18）中的第⼆个⽅程线性化为⽆病平衡附
近  和 ，

因此，HIV的可复制性由

通过使⽤（18）可以很容易地验证，艾滋病毒但没有结核的地⽅性平衡状态由

处于稳定状态的艾滋病毒流⾏率。这是⽅程式的解

（19）的左侧是递减函数，其取值为  如果  如果为0，则值为0 。所以等式（19）在  如果  也是⼀个解决⽅案 
如果 。

4.3艾滋病毒和肺结核
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μ1(1 − Ĥ) + μ2 Ĥ
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    HIV可以侵⼊结核病平衡的地⽅性流⾏状态。在该平衡附近线性化系统（4）-（6）并使⽤（12）的表⽰法。我们获得

所以重现性  引⼊地⽅性结核病⼈群的艾滋病毒是基质的光谱半径

该矩阵的等级为1，因此其光谱半径等于其迹线。所以我们得到

，  和 是具有简单解释的复杂表达式。例如，  是⼀个⼈进⼊车厢后的预期寿命 （在线性模型中）。特别是， ，  和  都严格⼩于
 如果 （应该是这样）。所以我们有

毫不奇怪，对地⽅性结核病⼈群中的“平均” HIV阳性患者产⽣继发病例的期望低于对没有结核病⼈群的期望，因为活动性结核病会缩短该⼈群的寿
命。

    同样，结核病也会侵袭艾滋病毒的地⽅性平衡。在附近线性化⽅程（2）-（3）-（5）-（6） 。我们定义

我们获得

所以重现性  引⼊艾滋病毒的地⽅性结核病的流⾏是矩阵的光谱半径 ，带有

和

这好像是  可能⼤于或⼩于  根据参数的数值。

    现实地假设 ，因此对于没有结核病但没有HIV的模型，没有亚临界分叉。该线性稳定性分析表明以下猜想：

没有任何疾病的平衡状态是系统的整体吸引⼦（1）-（6）  和 ，
稳定的地⽅性HIV流⾏是全球性的吸引者  和 ，
地⽅性结核的平衡状态是⼀个整体吸引⼦，如果  和 ，
在其他情况下，艾滋病毒和结核病处于地⽅性的平衡状态，必须通过数字进⾏计算，这是全球性的诱因。

因为 ，第四种情况实际上仅提供两种可能性：

， ，  和 。存在仅具有HIV和仅具有结核病的平衡状态，但是每个平衡状态都是⼀个鞍点。
，  和 。仅存在与HIV的平衡状态，但这是⼀个障碍。肺结核没有平衡状态。

5.根据医学⽂献的参数值

5.1⼈⼝统计参数
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−f(Ĥ) Ĥ 0  a2 + μ2 −b2
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    我们⾃然死亡 例如（Cohen et al。，2006），这相当于50岁的预期寿命。即使在像我们所研究的南⾮贫⺠窟那样的极端贫困地区，⼈们也
有些悲观。（Heymann，1993）的年死亡率为0.0064，（Guwatudde等，2004）的年死亡率为0.0081，（Raimundo et al。，2002）的年死亡率为
0.0167。注意（Guwatudde等⼈，2004； Heymann，1993）中的死亡率与预期寿命过⾼相对应。

    我们选择出⽣B来使总⼈⼝达到平衡⽽没有疾病（ ）（约10,000），即贫⺠窟的⼤致规模（Lawn等，2006a）。因此B =每年200。

5.2未感染结核分枝杆菌的⼈的HIV参数

    我们考虑了艾滋病毒阳性者的死亡率 （Cohen et al。，2006）中的平均每年⽣存时间为10年。根据在乌⼲达的⼀项研究（Nunn等，
1997），在（Heymann，1993）和（Guwatudde等，2004）中，该死亡率为每年0.13。Schulzer等。（1992年）假设固定的⼗年⽣存时间。

5.3艾滋病毒阴性⼈群的肺结核参数

    进展为活动性肺结核的参数，  和 。已经提到，发展为活动性TB的速率是⾃感染以来时间的递减函数。根据荷兰1951-1970年的数据
（Sutherland等，1982），男性在感染后的五年内每年患上原发性结核病的风险为5％，⽽每年为0.025％。五年后每年重新激活的风险。对于⼥性，这
⼀数字分别为6％和0.002％。（Vynnycky and Fine，1997）⽤来⾃英格兰和威尔⼠的1953-1988年的数据进⾏了类似的研究。对于20岁以上的⼈，前五
年的累积风险估计为14％，第⼀年的风险约为8％，第⼆年的风险为3％，第三年为1％。此后每年重新激活的风险为0.03％。对于10岁以下和15岁以下
的个⼈，前五年的累积风险分别为4％和9％，⽽每年重新激活的风险接近0和0.015％。注意，（Sutherland等，1982）在头五年中的累积风险约为
25％，⼤⼤⾼于（Vynnycky和Fine，1997）的14％。

    我们的模型不包括⾃感染以来的时间，但假设⼀定⽐例的新感染会⽴即发展为结核病，⽽其余部分则进⼊潜伏期，在此期间，向活动性结核病的进
展速度是恒定的。像最近对（Vynnycky和Fine）的估计⼀样，  （前两年累积风险的估算值）和  每年。

    鉴于⾃然死亡率  先前选择的这些参数值对应于从潜伏性结核病向活动性结核病发展的可能性

和显影活动性结核的感染后总概率的结核分枝杆菌

但是，尚不确定英国对结核病进展参数的估计是否适⽤于⽣活在⾮常不同条件下的⾮洲⼈。我们需要有关此主题的更多数据。

    相⽐之下，迅速发展为活动性结核病的HIV阴性⼈群的百分⽐为

5％（Schulzer et al。，1992）（第⼀年；⽆参考⽂献），
5％（West and Thompson，1997）（经过短短约⼀年的滞后；⽆参考），
（Guwatudde et al。，2004）中的5％（进展很快；⽆参考⽂献），
每年5％（Raimundo et al。，2002）（恒定风险；⽆参考），
（Dowdy et al。，2006）（⽴即进展；摘⾃（Veening，1968））中的7％，
（Cohen et al。，2006）中的14％（在短短的滞后⼀年后；根据（Sutherland et al。，1982）和其他参考⽂献），
（Hughes et al。，2006）（前五年；之后（Sutherland et al。，1982; Vynnycky and Fine，1997）和其他参考⽂献）为14％。

重新激活率为

（Cohen et al。，2006）（来⾃（Vynnycky and Fine，1997）和其他参考⽂献）中每年0.01％，
每年0.074％（Guwatudde et al。，2004），
每年0.1％（Dowdy等，2006）
（Hughes et al。，2006）（感染5年后，根据（Vynnycky and Fine，1997）每年0.1％）。

（Schulzer et al。，1992）和（West and Thompson，1997）使⽤更复杂的模型，考虑了感染后的时间。注意参数值之间的差异。

    感染和再感染： 。（Sutherland et al。，1982）认为结核分枝杆菌潜伏感染  可使HIV阴性男性和HIV阴性⼥性再感染后的疾病风险降低63％，
降低81％。（Vynnycky和Fine，1997年）发现，艾滋病毒阴性⻘少年的风险降低了16％，艾滋病毒阴性成年⼈的风险降低了41％。根据（Sutherland
等，1982； Vynnycky和Fine，1997）的模型，（Cohen等，2006）模型假设HIV阴性⼈群的风险降低了65％。根据（Sutherland等，1982）的观点
（Dowdy等，2006），HIV阴性和最近呈HIV阳性的⼈群减少了72％。这两项研究遵循的是（Sutherland et al。，1982）的结果，⽽不是（Vynnycky and
Fine，1997）的最新结果。我们更喜欢在这⾥使⽤的平均值（Vynnycky and Fine，1997）。我们认为 。这相当于使HIV阴性⼈群的风险降低
了30％。

    死亡  和⾃然治愈率 。未经治疗的结核病死亡率的数据可以追溯到20世纪初没有有效治疗的时间。死亡的可能性[ 则约为50％。这
是（Murray等，1990）中报道的估计值。（Corbett等⼈，2003b，表1）估计，该疾病针对未经结核病治疗的HIV阴性⼈群[ ]持续⼤约2年。
这两个估计  和  给  每年和 每年。这些是我们为模型所采⽤的价值。另⼀种模型假设⼀年后死亡率为
35％（Heymann，1993，p。407）。在未治疗的传染性或⾮传染性结核病例中，死亡率不同的模型中，死亡率分别为每年0.3和0.2（Cohen等，
2006），或35％和10⼀年后的百分⽐（Dowdy等，2006）。（Cohen et al。，2006）假设未经治疗的HIV阴性病例返回潜伏期的速度[ ]为每年0.2。所
有这些价值与我们选择的价值相距不远。

5.4涉及艾滋病毒和结核病的参数

    传染性商 。HIV阳性的结核病感染率平均低于HIV阴性的结核病，因为肺外结核在HIV感染者中更常见。模型通常将活动性结核病例的隔室分
为两个部分（⽆论是HIV阴性还是HIV阳性），其中⼀个⼦室⽤于传染性结核病，另⼀个⼦室⽤于⾮传染性结核病。HIV阴性和HIV阳性结核病感染者

μ1 = 0,02

S1 = B/μ1

μ2 = 0,1

p1 a1

p1 = 11% a1 = 0,03%
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的百分⽐在（Schulzer等，1992）为50％和40％，在（Guwatudde等，2004）为57％和50％，在2002年为45％和30％。 （Cohen et al。，2006）。在我
们的模型中，我们没有将传染性结核病例与⾮传染性结核病例区分开。我们使⽤平均传染性  适⽤于所有⾎清阴性结核病例和中等感染性 适⽤于
所有HIV阳性结核病例。给定我们模型的结构，可以通过为商选择合适的值来考虑传染性的差异 。⽤（Cohen et al。，2006）的数值，假定

。

    进步速度  感染艾滋病毒的活跃结核病。与HIV阴性⼈群⼀样，发展为活动性TB的速度取决于感染后的时间，还取决于HIV感染的阶段。但是，我
们的模型⽆法区分HIV感染的阶段。因此，我们会对所有阶段的平均值感到满意。对于美国的HIV阳性吸毒者，（Selwyn等⼈，1989和1992）发现每年
的平均进展率为0.079⾄0.097。在开普敦，（Badri等⼈，2002年）发现，结核病的平均发病率（包括再活化，快速进展和再感染）每年为0.097。但
是，根据第三阶段和第四阶段，艾滋病毒感染者的结核病每年达到0.24。世卫组织（Badri等⼈，2002年）。随后（Selwyn等，1989和1992），我们假
设模型的重新激活速率为 每年，这似乎也与来⾃（Badri等，2002）的数据⼀致。（Heymann，1993）在他的模型中也使⽤了（Selwyn等，
1989和1992）的估计。其他研究每年使⽤0.0074（Guwatudde等，2004）（假设与HIV阴性⼈群相⽐增加了⼗倍），每年0.05（Raimundo等，2002）或
0.17。每年（Cohen等，2006）（⽆参考⽂献）。（Schulzer等，1992）使⽤了更复杂的模型来区分结核分枝杆菌感染是在感染HIV之前还是之后。再次
注意参数值之间的分歧。

    感染和再感染： 。 关于HIV阳性⼈群再感染的数据很少。在（Di Perri et al。，1989）研究的结核病流⾏中，结核菌素试验阳性的四个⼈中没
有⼀个患有结核病。（Cohen等⼈，2006年，增补，表2）假设HIV阳性⼈群的风险降低了25％（⽆参考）。（Dowdy等，2006）假设艾滋病患者的感
染率降低了25％（之后（Currie等，2003））。这⾥假设（Cohen等，2006） 。但是需要更多数据进⾏确认。回想⼀下，我们假设

 对于艾滋病毒阴性的⼈。

    死亡  和⾃然治愈率 。 艾滋病毒阳性结核病例的死亡率[ （Guwatudde et al。，2004）每年0.325（在Elliott et al。，1995之后）和（Cohen et
al。，2006）（在（Nunn et al。，2006之后） 1997）），⽤于传染性和⾮传染性结核病。未经治疗和艾滋病毒呈阳性的结核病患者回到潜伏期的速度[

]（Cohen et al。，2006）是每年0.1。对于我们的模型，我们仍然使⽤来⾃（Corbett等，2003b，表1）的数据：未经治疗的HIV阳性病例的平均病程[
]是0.5年。在同⼀参考⽂献中，死亡的可能性[ ]对于传染性结核病是81％（占所有病例的35％），对于⾮传染性结核病是76％

（在所有病例中的65％）：使⽤加权平均值，接近80％。这两个估计  和  给  每年和  每年。

6.根据南⾮数据估算其他参数

    治疗成功的⽐例，  和 。成功治疗的⽐例约为80％（Wood等，2007）。我们将这个值⽤于  和 。

    检出率  和 。 （Wood et al。，2007）指出，2005年成年⼈（≥15岁）中报告了259例结核病； 2005年，这⼀数字在1989年为15例。接受艾滋病毒
检测的⼈中有66％是艾滋病毒呈阳性。那年的成年⼈⼝约为10,400，此外，在762名成年⼈⼝的样本中，有12例未经诊断的结核病（3例HIV阴性和9例
HIV阳性）。因此，以下关系是正确的：

这给出了估计  每年和 每年。但请注意，由于3/762和9/762商较⼩，因此不确定性较⼤：3/762和9/762商在95％的⼆项式置信区间分别
为[0.08％1.15 ％]和[0.54％2.23％]。对于（22）-（23），置信区间为  每年[0.74 10.6]，⽽ 每年[0.74 3.0]。（Corbett et al。，2004）建议 。
对于我们的模型，我们选择了

的置信区间的下限 ，  每年，
的置信区间的上限 ，  每年。

⼀种动机来⾃最近未公开的数据，该数据表明，结核分枝杆菌的感染率近年来仅略有增加。在我们的模拟中，我们发现只有在以下情况下才有可能 
⽐⼤⼏倍 。事实上，在这些通报的结核病病例数的⼤量增加必须⽤更短的时间传染病进⾏补偿，以保持由感染率结核分枝杆菌在⼀个相对较低的⽔
平。

    有了这些选择，我们得到了  每年和 每年。相⽐之下，...的价值  和  （Guwatudde et al。，2004）中所
有乌⼲达的年均收⼊均为0.3。但是，案例发现可能不如我们研究的南⾮贫⺠窟那么好。

    我们还注意到，发现结核病的概率为

虽然死亡率  艾滋病毒/艾滋病的阳性率很⾼，因为艾滋病毒/艾滋病的⾼价值 在这⾥使⽤。回想⼀下，WHO为检测概率设定的⽬标是70％。疾病
的平均持续时间为

年份。相⽐之下，（Corbett等⼈，2004年）估计了在南⾮矿⼭⼯作的⼈在诊断之前的疾病持续时间（涂⽚阳性）：HIV阴性⼈群为1.15年，0.17岁艾滋
病毒感染者的⼀年。

    结核分枝杆菌的传播率 。南⾮在1995年之前的⼗年中，即在艾滋病病毒感染率上升之前，平均结核病报告率约为每年每100,000⼈中200例；见
（Williams和Maher，2007）和（WHO，2007，p.184）。鉴于表1中的数据，这也是对我们研究的贫⺠窟的合理估计。在我们的模型中，没有HIV时结
核病的报告率是 。结合式（13） ，我们可以估计剩下的唯⼀未知参数： 。我们获得 每年的通知率，相当于每年每100,000个通知率
203。根据（Murray等⼈，1990年），每个未诊断为涂⽚阳性结核病的HIV阴性⼈⼠每年感染10⾄14⼈。如果涂⽚阳性病例占所有病例的⼀半，那么⼀
例⾎清阴性结核病每年平均会引起5到7例感染。这个值范围与我们的估计相符 每年在完全健康的⼈群中获得最⾼感染率。例如，如果x =
60％的⼈⼝已经感染了结核分枝杆菌，那么⼀例活动性结核病⼤约会感染  健康⼈⼀年。
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    设定 ，  和 艾滋病毒。 让我们将HIV阴性⼈群的三个⽅程（1）-（3）和HIV阳性⼈群的三个⽅程（4）-（6）相加。我们定义
 和 。 是艾滋病的流⾏。我们得到系统

为了获得d，λ和 的第⼀估计 ，我们忽略了包含  和 因为活跃的结核病病例仅占⼈⼝的⼀⼩部分。结果系统仅涉及  和 ，它在形式上与没有
结核病的HIV系统（18）相同。让我们来  和 。我们对表1中的艾滋病毒流⾏率进⾏了很好的调整， /年，  和

引发艾滋病流⾏。三个参数是必需的，并且通常⾜以满⾜任何近似于逻辑曲线的递增数字集，例如此处的情况。回想⼀下 d，λ和  不能来
⾃其他地区或地区的研究。

    参数 在艾滋病毒呈阳性的⼈中迅速发展为结核病。 （Di Perri et al。，1989）研究了HIV阳性⼈群中的结核病流⾏情况：在第⼀例病例后，有8个
⼈迅速发展为结核病，另有6个⼈进⾏了新的结核菌素阳性检测，表明 新感染艾滋病毒抗体阳性的⼈会发展为原发性结核病。1992年
（Daley et al。1992）研究了类似的流⾏病，发现⽐例等于 。但是有可能只研究了主要的流⾏病，⽽原发性结核病例较少的流⾏病却未被
发现或不是出版的好对象。如果我们对艾滋病毒阴性⼈群快速进展的可能性的估计是基于流⾏病的报告，例如（Kline et al。，1995），则表明存在类
似的偏见。 原发性肺结核。因此，我们倾向于改变  调整表4中有关通知率的数据。为此，从初始条件开始模拟系统（1）-（6）

请注意，在此阶段，表1中的所有参数均已设置，除了 。调整给出  （图2a中的实线），⼏乎是值的3倍 对于艾滋病毒阴性的⼈。请注
意，此值⽤于 甚⾄⽐通过研究艾滋病毒呈阳性⼈群的结核病流⾏所获得的结果还要低（Daley等，1992； Di Perri，1989）。鉴于死亡率  艾滋病毒
感染者的数量，  和  对应于从潜伏性结核病向活动性结核病缓慢发展的可能性

和显影活动性结核的感染后的概率的结核分枝杆菌

相⽐之下，在（Guwatudde等，2004）（⽆参考⽂献）中，迅速（⽴即或在⼀年内）发展为活动性结核的HIV阳性患者所占的百分⽐为20％，
（Schulzer等，2004）为42％。 （1992年）（⽆参考⽂献），占67％（科恩等⼈，2006年）（之后（达利等⼈，1992年））和100％（⻄和汤普森，
1997年）。根据（Dowdy et al。，2006）这样的模型，在没有单独的AIDS隔离区的模型中，对于没有AIDS的HIV阳性⼈群（与HIV阴性⼈群相同）和
AIDS的⽐例为56％。 （Daley等，1992； Di Perri，1989）。

图2.（a）结核病通报率的数据和模拟。虚线表⽰艾滋病毒感染者的贡献（仅⼀个数据点）。（b）艾滋病毒流⾏率的数据和模拟。（c）模
拟活动性结核病例的患病率。具有⼆项式置信区间为95％的数据与成年⼈中未诊断的结核病患病率相对应，⾼于⼀般⼈群。（d）结核分枝
杆菌的感染率。

    所有参数值均已固定，并在表6中列出。

表6.模型参数的数值
死亡 /年 （Cohen et al。，2006） /年 （Cohen et al。，2006）

d λ t0

X1 = S1 + E1 + I1 X2 = S2 + E2 + I2 H = X2/(X1 + X2)

dX1

dt
= B − μ1 X1 − f(H)HX1 + (μ1 − m1) I1 ,

dX2

dt
= −μ2 X2 + f(H)HX1 + (μ2 − m2) I2 .

(24)

(25)

t0 I1 I2 X1 X2

X1(t0) = B/μ1 X2(t0) = 1 d = 0,7 λ = 5,9

t0 = 1984 t0

p2

8/14 ≃ 57%

11/15 ≃ 73%

14/41 = 34% p2

S1(t0) = S∗
1 , E1(t0) = E∗

1 , I1(t0) = I ∗
1 , S2(t0) = 1 , E2(t0) = I2(t0) = 0 .

p2 p2 = 30% p1

p2 μ2

a2 p2

a2/(a2 + μ2) ≃ 44%

p2 + a2/(a2 + μ2) ≃ 74% .

(a) (b)

(c) (d)

μ1
0,02 μ2

0,1



超额死亡率 /年 （Corbett et al。，2003b） /年 （Corbett et al。，2003b）

感染 /年 调整 （Cohen et al。，2006）

主 11％ （Vynnycky和Fine，1997年） 30％ 调整

重新激活 /年 （Vynnycky和Fine，1997年） /年 （Badri等，2002； Selwyn等，1989和1992）

再感染 （Vynnycky和Fine，1997年） （Cohen et al。，2006）

康复 /年 （Corbett et al。，2003b） /年 （Corbett et al。，2003b）

检测 /年 （Corbett等，2004； Wood等，2007） /年 （Corbett等，2004； Wood等，2007）

治疗 80％ （Wood et al。，2007） 80％ （Wood et al。，2007）

出⽣ 200 /年 （Lawn et al。，2006a）

联络⼈ /年 调整

预防 调整

开始 1984年 调整

    艾滋病毒呈阳性的结核病通报百分⽐。图2a中的虚线显⽰了HIV阳性⼈群对结核病报告率的贡献，这是通过模拟具有表6的参数的完整模型（1）-
（6）得出的。该曲线在唯⼀数据附近通过（2005年报告的结核病例中有66％的HIV阳性患者（Wood等，2007））。这表明我们的参数估计值并⾮不合
理。

    验证⽤于估计艾滋病毒参数的假设 ，  和 。我们可以检查是否忽略这些条款是否合理，包括  和 在（24）-（25）中。图2b确实显⽰，使⽤
表6中的参数对完整模型（1）-（6）进⾏的仿真仍然⾮常适合HIV数据。请注意，图2b中⼆项式置信区间为95％的数据对应于2005年⼈群样本中23％的
HIV患病率（174/762）（Wood等，2007）。

    其他曲线。图2c显⽰了通过使⽤表6中的参数模拟完整模型（1）-（6）计算出的未诊断结核病患病率。⼆项式置信区间为95％的数据对应于结核病
患病率在成年⼈中未被诊断出（12/762），该数字必须⼤于整个⼈群中的数字。因此，图2c也表明我们对参数的估计并⾮不合理。最后，我们还显⽰
了结核分枝杆菌的感染率（图2d），最近已收集了该数据，但尚未发布。但是请记住，我们对结核病检出率的选择，  和 受到感染率未达到报告率
的迅速增长这⼀认识的影响。

7.平衡态对参数值的敏感性

    所有参数均已确定或估算（表6），我们观察到了第4节数学公式给出的平衡态数值结果。⾸先，没有艾滋病毒和没有结核病的平衡状态是
。我们也得到

估计 接近（Murray et al。，1990）中提到的间隔[0.6 1.2]。根据全国产前诊所艾滋病毒流⾏率的数据（Williams和Gouws，2001； Williams
等，2006），发现了类似的结果 。另请注意 ：新感染结核分枝杆菌的“普通”⼈，如果将其引⼊没有艾滋病毒流⾏的⽆结核
⼈群，则⽐完全健康的⼈群产⽣更多的继发病例。这是因为这个``普通''⼈很可能是HIV阳性，所以发展为活动性TB和感染其他⼈的可能性很⾼（这取
决于⼏个参数的数值，包括 ，但不是模型的结构）。最后， ，如第4.3节所述。在某种程度上，可以说结核病正在减缓艾滋病毒的流
⾏。

    在以下各节中，我们将研究不同平衡状态对模型最重要参数（即那些进⼊系统（1）-（6）⾮线性项的参数）的敏感性：结核  和 ，再感染参数 
 和 ，以及参数  和  艾滋病毒。

7.1图中平衡状态的整体视图 

    图3显⽰了参数空间中平衡态的分叉图  使⽤表6中的数值，当然 和d，并且商是常数 。结核报告率的线2000附近的黑点（每100,000每
年）对应于 和表6中的d。通过求解这四个⽅程，可以得出分叉图的四个区域（“⽆疾病”，“ HIV”，“结核”和“ HIV +结核”）之间的边界。
， ，  和  就......⽽⾔ 和d。  不依赖  和 不依赖于d。所以线  是⽔平的，线 是垂直的。线

分隔“结核”和“ HIV +结核”两个域。线  分隔“ HIV”和“ HIV +结核”域。
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图3.平⾯中的分叉图  稳定状态下的结核病通报率⽔平线（带有⼤破折号的线，每年500意味着每100,000⼈中有500条）和HIV感染率
（虚线）。

    请注意，在图3中，TB通知率的等⾼线越过线是如何扭曲的 从“结核”区到“ HIV +结核”区。报告率接近4.1节中提到的``再感染阈值''（例如
1000和2000⽔平线），在没有HIV的情况下这似乎完全不现实，现在发⽣在较⼩值的情况下。传输速率 如果艾滋病毒的流⾏率⾜够⾼。⽤ 
如表6所⽰，每年的稳态结核病报告率从每年每100,000例200例增加到2,000例，⽽HIV感染率从0％上升到约25％。

7.2结核病但⽆艾滋病毒的平衡状态

    表7的左侧显⽰了有结核但没有HIV的平衡状态。这是在具有HIV和结核的完整模型的模拟中⽤作初始条件的平衡。请注意，“ Styblo商”（对于阳性
和阴性涂⽚病例）约为100，这是HIV阴性⼈群普遍接受的值。

表7.仅结核病（4.1节）以及结核病和HIV（4.3节）的地⽅
性平衡特征。

肺结核 肺结核和艾滋病毒

总⼈⼝ 9695 4161

健康（艾滋病毒阴性） 3904 1112

潜伏性结核（⾎清阴性） 5764 2029年

活动性结核病（⾎清阴性） 27 30

健康（艾滋病毒阳性） 0 208

潜伏性结核病（HIV阳性） 0 762

活动性肺结核（HIV阳性） 0 20

艾滋病毒流⾏ 0 24％

结核病通报率（/ 100,000 /年） 203 2005年

艾滋病毒阳性通知 0 74％

结核分枝杆菌的 患病率 60％ 68％

结核病患病率 0.27％ 1.2％

结核分枝杆菌 感染率（/年） 3.1％ 12％

结核病发病率（/ 100,000 /年） 299 2945年

“ Styblo商” 96 222

重新激活（在结核病例中） 6％ 50％

再感染（在结核病例中） 48％ 32％

主要进展（在结核病例中） 46％ 18％

    图4显⽰了如果您进⾏更改，则仅结核病的稳定状态如何发⽣变化  和 。它还显⽰了结核病通报率的⽔平线。每年每100,000的⽔平线200上的黑
点对应于  和 在表6中。在（Feng等⼈，2000，图3）中发现了类似的图，该图是⼿⼯绘制的，没有⽔平线。某些线在图4的区域中具有两个正解。
这些是在尺⼨为3的具有折叠的表⾯上绘制的线在平⾯上的投影。

图4.单独的结核病。参数空间中系统（7）-（9）的⾮平凡平衡态的数量 。垂直线的右侧只有⼀个解决⽅案，左侧为0或2。还显⽰了
结核病通报率的⽔平线（每年每100,000，带短划线的线）。两条线在该区域内交叉穿过2个解决⽅案。

    在数值上，可以存在两个⾮平凡平衡的阈值是 ，当我们选择 。另⼀个阈值将只有0个或2个平凡解的区域与只有⼀个解的区域
分开  每年，当我们选择 每年。图4中的轮廓线表明，稳态结核病报告率对 。这意味着我们在参数第6节中的估算  应谨慎对待。

    如前所述（Gomes等，2004； Singer和Kirschner，2004），对于⼀个略有不同的模型，结核病报告率对 甚⾄⾼于某个“再感染阈值”。有关该术语
的讨论，请参见附录末尾的注释和（Breban和Blower，2005； Gomes等，2005）。请注意，例如，图4中的2000和10,000⽔平线之间的接近度。但是，
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如我们的研究贫⺠窟（患有HIV），每年的通报率接近每100,000的2000个。在社区报告。因此，如（Gomes et al。，2004; Singer and Kirschner，
2004）中所建议的那样，在⼀个⽆HIV的社区中结核病的参数值似乎不太可能超过``再感染阈值''。

    图5显⽰了由于再感染导致的新结核病例的百分⽐与  和 。请注意，垂直标尺与图4不同。黑点表⽰的数值  和 表6; 在新的结核病例中，它对
应于45％的再感染。

图5.单独的结核病。参数空间中因再感染⽽导致的新结核病例百分⽐的⽔平线 。

7.3有艾滋病毒但⽆结核的平衡状态

    在我们的模型中，有艾滋病毒但没有结核病的平衡状态为 ，  和 。处于艾滋病毒平衡状态的总⼈⼝少于没有疾病的平
衡状态的⼀半 ，因为我们考虑的是每年B胎的队列，⽽不是总的实际⼈⼝及其投⼊和产出。图6显⽰了相对于λ和d的变化，HIV流⾏对平衡的敏感
性。右上⾓的黑点对应于表6中的λ和d的数值 。

图6.仅艾滋病毒。参数空间中的分叉图  和平衡的HIV流⾏⽔平线。

7.4艾滋病毒和结核病的平衡状态

    艾滋病毒和结核病的平衡流⾏状态可以通过数值计算。表7列出了特性。这些是如果继续图2中的模拟直到达到平衡为⽌所获得的结果。与仅结核病
的地⽅平衡相⽐（表7左侧），结核病报告率和结核病发⽣率乘以10，即结核病的患病率和患病率4. 结核分枝杆菌的流⾏率仅略有增加。重新激活已成
为活跃结核病的最重要途径。图3已经显⽰出HIV结核病稳态的敏感性。

    与艾滋病相关的结核病流⾏是否会导致⼈群中尤其是艾滋病毒阴性⼈群中结核感染的风险增加？这个问题是医学⽂献中辩论的主题（Egwaga等，
2006； Lawn和Wood，2006a； Williams和Maher，2007）。（Egwaga等⼈，2006年）发现，尽管艾滋病毒相关结核病的⼈⼝发病率不断上升，但坦桑
尼亚1983年⾄2003年间6⾄14岁⼉童的感染风险有所降低。同样，（Corbett et al。，2003a）并未发现南⾮HIV阴性矿⼯的结核病发病率增加。相反，
（Lawn和Wood，2006a）指出，在我们研究的南⾮贫⺠窟中，近年来，艾滋病毒阴性⻘少年的结核病报告率显着提⾼；因此，感染的风险也可能增加
了。这就是我们模型中发⽣的情况：随着艾滋病毒的流⾏率从0增加到平衡的24％，结核分枝杆菌乘以4。

8.控制措施

8.1使⽤避孕套

    注意带有（20）-（21）

 与...成正⽐  （艾滋病毒最⼤传播率）
 与...成正⽐  （结核病的最⼤传播率），商 。
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因此，如果d⾄少除以  如果其他参数保持不变，则新 将会少于1，并且从长远来看，艾滋病将会消失。同样，如果  被⾄少除以 ，然后
是新 会⼩于1，从长远来看，结核病将会消失。在图3中，从代表实际情况的黑点开始，我们可以验证  除以 ，然后我们从“ HIV +肺结
核”区域移⾄仅携带HIV的区域。如果d 除以 ，然后我们从“ HIV +结核”区域移⾄仅患有肺结核的区域。减少 ，我们必须改善⽣活条件。
如果使⽤更多的避孕套，则参数d减⼩。

    图7显⽰了从最初的d值到新的值，艾滋病毒传播率突然下降的影响。 ，艾滋病毒的流⾏率（图7b）以及结核病的报告率间接（图7a）。影响是单
调函数 ，正如您所期望的。我们可以检查这些模拟结果，除⾮长期来看，HIV不会消失 ，也就是说在两个模拟中  和 

 但是不是 ，  要么 。在第⼀种情况下，结核病的报告率最终恢复到引⼊艾滋病毒之前的1980年代初的⽔平。结核病报告
率和艾滋病毒流⾏率的渐近⾏为也可以在图3的⽔平线上直接读取。但是，仅在该图中可以看到达到这些平衡状态的速度。 7。

图7.突然增加使⽤避孕套在2008：传输的最⼤速率 d变 。不同的曲线从上到下分别对应 ， ， ，  和 
。（a）结核病通报率。（b）艾滋病毒的流⾏。

    在没有⼲预的情况下（图7， ），请注意在模拟中，艾滋病毒感染率的峰值与结核病报告率的峰值⼤约同时出现。这似乎与肯尼亚的数据并不
⽭盾（Currie等，2005，图1），这表明HIV上升与结核病上升之间存在数年的延迟。延误的⼀个原因可能是在HIV感染的晚期阶段，活动性结核病例的
出现频率更⾼。但是，来⾃南⾮贫⺠窟的数据并未显⽰出明显的延迟。我们的模型只有两个艾滋病毒隔离区（⾎清阴性/⾎清阳性），尽管没有延误，
但它与肺结核和艾滋病毒的数据⾮常吻合。

    最后，应该提到的是，2006年底在南⾮开始了⼤规模的使⽤避孕套的宣传运动。原则上，应该有可能检索有关贫⺠窟居⺠购买的避孕套数量的数
据，并检查⾏为是否已改变。

8.2结核病的检测

    现在正在考虑增加结核病检出率的可能性（  和 ）和治疗成功的可能性（  和 ）。对于贫⺠窟，这可以通过积极寻找结核病例⽽不是等待他们
来诊所来实现。以上四个参数仅通过组合进⼊微分⽅程（1）-（6）的系统  和 。但是，您必须要⼩⼼，因为  和  属
于肺结核报告率的表达范围（ ）。如果增加  要么 ，只有在以下情况下，稳态结核病通知率才可能上升并开始下降  要么 ⾜够⼤。
当检测率发⽣变化时，将结核病通报率作为衡量情况严重性的度量是不合适的。相反，将使⽤结核病发病率。

    图8a显⽰了参数空间中结核病发病率的分叉图和等⾼线 ，其他参数的表6的数值。  和  不要⼲预以下公式 。因此，地⽅性艾滋
病毒的平衡状态仍然存在。肺结核可以侵⼊这种平衡状态吗？答案由等式给出 ，对于  和 在图8a的左下⾓⽤黑⾊粗线分隔了“ HIV”和“ HIV
+结核”。的价值观  和  表6中的对应于图中的黑点。

    图8b显⽰了结核病检出率突然增加的影响 对于艾滋病毒感染者。这⼏乎对艾滋病毒流⾏率曲线没有影响。所以我们不显⽰它。当然，随着检出率
的提⾼，结核病的发病率会单调降低。

图8.增加的结核病检测率：（a）分叉图 和结核病发病率⽔平线。（b）结核病的发病率随时间的变化，2008年艾滋病毒呈阳性
的⼈的结核病检出率突然增加。  由上⾄下由 ， ，  要么 。

8.3异烟肼的预防性治疗

    这种治疗减少了
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 如果应⽤于艾滋病毒阴性⼈群
 如果应⽤于艾滋病毒感染者。

这些参数不是以下公式的⼀部分 。因此，HIV仍然存在，问题是在存在HIV的情况下是否可以停⽌结核病：阈值由 。相应的曲线在图9a的
底部找到，为⽔平线0。图中的TB通知率⽔平线 ⼏乎是⽔平的（图9a）。因此，对艾滋病毒感染者的预防对结核病报告率的影响远⼤于对艾滋
病毒感染者的预防。的价值观  和  表6中的“黑点”对应于图9a中的黑点，在2000年的⽔平线附近，每年100,000。

    图9b显⽰了进展速度突然下降的影响 因异烟肼的预防性治疗⽽感染艾滋病毒的⼈。这⼏乎对艾滋病毒流⾏曲线没有影响。所以我们不显⽰它。在
以下情况下，稳态结核病报告率单调下降  减少。

图9.异烟肼对HIV感染者的预防性治疗，减少了  ：（a）参数空间中的分叉图 和结核病通报率的⽔平线，处于稳定状态。（b）结
核病通报率随时间变化。假设：⾃2008年起，  从上到下 ， ， ，  或0。

8.4抗逆转录病毒药

    现在，我们正在考虑抗逆转录病毒治疗（尤其是三联疗法）的可能影响。它们降低了病毒载量，因此也降低了HIV 的d传播参数。但是它们也通过降
低艾滋病毒感染者的预期寿命  和  （当然不能低于⾃然死亡率 ），从⽽增加了艾滋病毒感染者的数量并促进了艾滋病毒的传播。这两个作⽤是
相反的。因此，在⼈群⽔平上对艾滋病毒的影响并不明显，并且取决于在抗逆转录病毒药物的作⽤下三个参数变化的幅度。平均⽽⾔，抗逆转录病毒
药物还降低了合并感染⼈群发展为活动性结核的速度，但与艾滋病毒阴性的结核感染者不同（Badri等，2002； Wilson； Lawn等，2005a和2005b；
2005）。 Lawn and Wood，2006b），即使“免疫重建”疾病可能反⽽会增加 在抗逆转录病毒疗法的头⼏个⽉（Lawn等，2008）。再次，抗逆转录病
毒药物对结核病的作⽤并不明显，因为艾滋病毒携带者在抗逆转录病毒药物上的寿命更长。在南⾮（Badri等，2002； Lawn等，2005b）和巴⻄
（Miranda等，2007）的定量研究表明，抗逆转录病毒药减少了80％ ，也就是说，他们分裂  由5。  每年没有抗逆转录病毒药物，

每年使⽤抗逆转录病毒药物。仍然是50倍 每年⽤于艾滋病毒阴性⼈群。另⼀份报告（Lawn等⼈，2006年）提到抗逆转录病毒
药物治疗三年后的风险⽐艾滋病毒阴性的⼈⾼5⾄10倍。进⼀步假设

 在抗逆转录病毒药物的作⽤下被2除  每年⽽不是  每年，总是⾼于⾃然死亡率 每年; 艾滋病毒感染者使⽤抗逆转录病毒
药物的新预期寿命为20岁；

 在抗逆转录病毒药的作⽤下除以2：  每年，⽽  每年。

考虑到⼏种情况下的HIV传播参数d（图10），假设从2008年起100％的HIV阳性⼈群⽴即服⽤抗逆转录病毒药物，⽽与CD4计数⽆关（该变量未包含在
CD4中）。我们的模型）。这种假设当然⾮常乐观，要求对贫⺠窟的整个成年⼈群进⾏艾滋病毒检测。还应注意，在实践中和更实际的模型中，某些
因素可能会延迟抗逆转录病毒药物的启动（Lawn和Wood，2007年）。通过我们的参数值，即使抗逆转录病毒药物对参数没有影响，我们也发现结核病
的报告率有所下降 d  （图10a，从顶部开始的连续曲线）。这种情况将导致艾滋病毒的患病率增加（图10b，从顶部开始的连续曲线）。的情况下

 和 可能更现实，因为如果每个⼈都知道⾃⼰的HIV状况，则有望减少HIV传播。在这些情况下，并假设已正确选择其他参数值，则当
 但不是 （图10b，第⼆和第三条连续曲线从顶部开始）。因此，艾滋病流⾏的未来是不确定的。但是进展速度  减少80％和预期寿

命  乘以2，似乎抗逆转录病毒药物会⼤⼤降低结核病的报告率，即使HIV阳性⼈群的再激活率⽐HIV阴性⼈群⾼⼏倍。

图10.抗逆转录病毒药。（a）结核病通报率是时间的函数。（b）艾滋病毒流⾏率是时间的函数。假设：⾃2008年起，有100％的HIV感染者
使⽤了抗逆转录病毒药物。  被替换为 ，  通过 ，  通过 ，⽽参数  被替换为 ， ， ， 或0（从上到下）。
虚线表⽰没有⼲预的情况。
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    ⾃2006年以来，在贫⺠窟中越来越多地使⽤抗逆转录病毒药物。但是，了解其对艾滋病毒和结核病流⾏的影响还为时过早。

9.结论

    这项⼯作是⾸次尝试在南⾮开普敦附近的贫⺠窟中模拟艾滋病毒和结核病同时流⾏的情况，为此可获得⼤量数据。主要困难来⾃模型中的⼤量参
数，这使得估计和数学分析变得困难。我们已确保此数字尽可能⼩。因此，有可能对仅使⽤HIV或单独使⽤结核病的模型进⾏⽐较完整的研究。

    我们已经表明，仅凭结核病的模型就⽆法在我们的模型中使⽤参数的实际值进⾏亚临界分叉，因为结核分枝杆菌对再次感染后迅速发展为活动性结
核病提供了⼀定程度的保护（ ）。据我们所知，尽管在关于结核病的数学⽂章中所有强调这种可能性的⽅法，但没有任何⼀种结核病模型曾呈
现出具有实际参数值的亚临界分叉（Feng et al。，2000; Moghadas和Alexander，2004； Sharomi等，2008）。在这⼀点上，我们同意（Lipsitch和
Murray，2003年）和（Singer和Kirschner，2004年）。

    对于同时具有艾滋病毒和结核病的完整模型（1）-（6），研究了结核病或艾滋病毒的地⽅平衡的线性稳定性。在这种情况下 ，我们推测
（1）-（6）没有亚临界分叉。但是，这⼀点仍需进⾏数学检查。⽤HIV感染率和结核病报告率的⽔平线绘制了分叉图。最有趣的图如图3所⽰。该图显
⽰了对于固定的结核病传播率，稳态时结核病的报告率如何从200增⾄每100,000个2000每年艾滋病毒流⾏率从0％上升到25％左右。

    （Gomes等，2004； Gomes等，2005； Gomes等，2007）强调了“再感染阈值”在⽆HIV结核病模型中的作⽤。在（Gomes等，2004，图3）和
（Gomes等，2007，图2）中，当⼤约1％的⼈⼝患有活动性结核病时，达到了此阈值。在南⾮的贫⺠窟中，2005年样本中有12 /762≈1.6％的⼈患有活动
性结核病，但仍未得到诊断。这可能表明确实有⼀些⼈⼝超出了“再感染阈值”。但是，对于地⽅性结核病但艾滋病毒感染率低的⼈群，是否可以达到
活动性结核病的1％的患病率却是⼀个疑问。换⼀种说法，

    即使在艾滋病毒感染率很⾼的⼈群中，“再感染阈值”似乎也没有发挥重要作⽤。表7表明，与单独感染结核病相⽐，HIV和结核病再感染的百分⽐更
低。

    在已研究的⼲预措施中，⼤多数⼲预措施对限制HIV和结核病的流⾏具有明显的积极影响：使⽤避孕套，检测结核病和进⾏预防性治疗就是这种情
况。抗逆转录病毒药物的情况更为复杂。然⽽，尽管未来艾滋病毒流⾏率尚不确定，但似乎⼴泛获得抗逆转录病毒药物将导致结核病报告率显着下
降。确实，我们从南⾮和巴⻄的研究中知道，抗逆转录病毒药物可以使潜伏性结核病向活动性结核病的发病率降低约80％，或者降低5倍。如果使⽤抗
逆转录病毒药物的HIV阳性患者的寿命是未获得抗逆转录病毒药物的HIV阳性⼈群10年平均存活时间的两倍，那么结核病的发病率预计将增加2/5。减
少了60％。

    如果抗逆转录病毒药物增加了艾滋病毒的流⾏率并间接增加了结核病的发病率，那么这个简单的论点可能是错误的。我们的数值结果表明事实并⾮
如此。即使在最坏的情况下，由于引⼊了抗逆转录病毒药物，艾滋病毒的流⾏也增加了（图10b顶部的实线），结核病报告率也⼤⼤下降了（图10a顶
部的实线）。

    很难说从该模型中得出的参数与南⾮的贫⺠窟相适应的参数是否适⽤于艾滋病毒感染率较⾼的⼈⼝密度较低的地区。我们可以尝试使⽤相同的模型
并使参数适应本地数据。不幸的是，关于艾滋病毒和结核病的可靠数据很少。例如，津巴布韦的艾滋病毒流⾏率可能未如Hughes等⼈（2006年，图5）
所⽰[J. Hargrove，个⼈交流]。

补充证据

     和  是等式（13）的两个可能复数根，形式为

我们只对具有⽣物学意义的唯⼀根感兴趣。正根的存在尤其取决于（26）系数的符号。我们必须区分⼏种情况：

案⼦ 。因为 ， 我们有 。仅当  和 。因此，（13）只有⼀个正根。
案⼦  和 ，带有

在这种情况下，我们有 。所以我们有 。但 。所以这种情况只有在  和  都是负数还是  和 是共轭复数，其实
部为负。因此，没有（13）的正根。注意  只有当 ，定义（17）  正是为此⽽选择的。
案⼦  和  （这意味着 ）。Δ是（13）的判别式。通过编写来强调对参数的依赖 。有了（13），  是...的
⼆次多项式 ，所以等式  半线最多有两个根 。我们有

，
 如果 
 如果 。

我们有  和 。所以等式  在间隔中⾄少有⼀个根 。该⽅程不能有两个根，因为该函数 必
须在此间隔内将符号更改奇数次。我们定义 ，唯⼀的根。然后我们有  如果 ：在这种情况下，等式（13）在
实数之间没有解。在这种情况下 ， 我们有 ， 和  ：在这种情况下，⽅程式（13）
具有两个正解。

    我们仍然必须检查（13）是否具有正根 ，然后是三元组的所有组件 （14）-（15）给出的是正数。为此，⾜以表明  和 。
但是通过添加（8）和（9），我们发现 。所以只显⽰ ， 也就是说 。（27）的第⼀个⾳符表明，如果
（13）的根为正 ，那么我们必然有 。我们定义 ，（13）左侧的⼆次多项式，因此 。简单计算显⽰
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这意味着 。这样就完成了证明。

    总⽽⾔之，在以下情况下，我们的模型对“再感染阈值”的概念有⼀些评论（Breban和Blower，2005； Gomes等，2004； Gomes等，2005）。 
。相当于  还有 。（26）的唯⼀正解是

考虑特殊情况 是⼩。事实证明，这种情况在整个地区都得到了数字化的满⾜  图4中的曲线沿⼀条窄带除外 ，其等式可以写成

然后我们可以证明

的近似  是忽略⽅程（26）中的⼆次项，⽽对于 等于忽略了常数项。注意，因为  假设很⼩，该表达式  ⽐ 。因此，当
 ⽽且当 。但是，正如（Breban和Blower，2005年； Gomes等⼈，2005年）指出，对于⼀个略有不同的模型，我们刚刚获得

的“再感染阈值”在数学上并没有很好地定义（例如，当在物理学中定义“边界层”的宽度时，会发⽣类似情况。
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