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resumo

Um modelo matematico simples, com seis compartimentos, ¢ apresentado para a interagdo entre as epidemias de HIV e tuberculose. Com dados de uma favela perto
da Cidade do Cabo, na Africa do Sul, onde a prevaléncia do HIV excede 20% e onde a taxa de notificagio anual de TB ¢é proxima de 2000 por 100.000, os
parametros do modelo sdo estimados. Estamos estudando como varias medidas preventivas podem mudar o curso dessas epidemias. A promog¢ao do preservativo, o
aumento da deteccdo da tuberculose ¢ a profilaxia da TB tém claramente um efeito positivo. O impacto dos anti-retrovirais na incidéncia do HIV nio ¢é claro e
depende de sua capacidade de reduzir a transmissdo sexual. Esses anti-retrovirais reduziriam bastante a taxa de notificagdo de TB.

1. Introducio

Na Africa do Sul, 5,5 milhdes de pessoas vivem com HIV, ou 12% da populagdo total (UNAIDS, 2006, p. 455). Cerca de 270.000 casos de tuberculose ativa sio
relatados a cada ano (OMS, 2007, p. 137). Cerca de 60% dos adultos com tuberculose ativa estdo infectados pelo HIV; de fato, a co-infecgdo com HIV e
Mpycobacterium tuberculosis (abreviada como M. tuberculosis ) aumenta consideravelmente a probabilidade de progredir da tuberculose latente para a tuberculose
ativa.

(Lawn et al., 2006a; Wood et al., 2007) estudaram essas epidemias em detalhes em uma favela perto da Cidade do Cabo. A Tabela 1 mostra as estimativas da taxa
de notifica¢do de tuberculose, calculadas a partir do nimero anual de notificagdes e de dois censos populacionais realizados em 1996 e 2004, assumindo uma
evolugdo linear da populagao entre esses dois anos. A tabela também mostra a prevaléncia do HIV, estimada com dados de uma clinica pré-natal.

Tabela 1. Notificagdes de tuberculose por 100.000 pessoas por
ano; Prevaléncia de HIV (%). Dados de (Lawn et al., 2006a,
Tabela 1).

ano 1996][1997][1998[[1999]2000/2001[2002][2003]2004
tuberculose][580 653 913 [[s97 [Jos2 [1410][1366]1472[1468
HIV lo.3. 8.9 |16 142 [16,5][18,4 [19,9 [21.1 21,9

Em 2005, houve 259 casos de TB ativos relatados entre adultos (>15 anos de idade) (Wood et al., 2007); 66% dos testados para o HIV eram HIV positivos. A
populagéo adulta foi estimada em 10400 e a populag@o total em 13000. Portanto, a taxa de notificagdo de tuberculose na populagdo foi 259/13 000 ~ 1 992 por
100.000 habitantes por ano. Além disso, em uma amostra da populagédo composta por 762 adultos, 12 pessoas ndo diagnosticaram tuberculose ativa (3 soronegativas
e 9 soropositivas). Cerca de 23% (174/762) das pessoas da amostra eram HIV positivas. Mais de 80% dos casos de tuberculose com esfregago positivo que
receberam tratamento foram curados.

Existem muitos estudos na literatura médica focando aspectos particulares das epidemias combinadas de HIV e tuberculose nesta favela ou em outras proximas a
Cidade do Cabo (Badri et al., 2002; Lawn et al., 2005a, 2006a e 2006b; Lawn e Wood, 2006a, 2006b e 2007; Wood et al., 2007). Aqui construimos um modelo
matematico que integra dados sobre tuberculose e HIV para entender melhor essas epidemias. Mantemos o modelo mais simples, consistente com os dados
disponiveis; o modelo néo esta estruturado por idade. O objetivo principal ¢ estudar o impacto de varias medidas de prevengdo. Dados os niveis extremamente altos
de HIV e TB neste contexto, ¢ essencial saber quais medidas sdo mais eficazes. Um projeto importante para controlar o HIV e a tuberculose nesta favela esta sendo
preparado. O modelo pode ajudar a planejar intervengdes. Além disso, 0 modelo e suas previsdes podem servir como uma estrutura para avaliar o sucesso ou
fracasso das intervengdes.

A Segdo 2 revisa os modelos matematicos que combinam HIV e tuberculose. A Sec@o 3 apresenta nosso modelo, que tentamos manter o mais simples possivel. A
secdo 4 analisa algumas propriedades matematicas desse modelo. A se¢do 5 revisa os valores dos parametros encontrados na literatura médica. A Segéo 6 estima
varios pardmetros usando dados da favela sul-africana. A Se¢do 7 propde um diagrama de bifurcag¢do que mostra qualitativa e quantitativamente como os estados de
equilibrio do modelo dependem de certos valores dos parametros. Essa abordagem ¢ necessaria porque alguns parametros sdo conhecidos apenas aproximadamente.
A Secdo 8 examina como varias intervengdes podem afetar as epidemias de HIV e TB. Estudamos em particular a dindmica transitoria, pois a convergéncia para um
estado de equilibrio leva varias décadas. A principal questdo ¢ o impacto dos anti-retrovirais na taxa de notificagdo da TB; A resposta ndo ¢ evidente. De fato, as
pessoas co-infectadas com anti-retrovirais t€m um risco 80% reduzido de desenvolver tuberculose ativa, mas sua expectativa de vida também ¢ maior. Como o risco
de desenvolver tuberculose ativa ainda ¢ varias vezes maior do que o das pessoas soronegativas, isso pode aumentar a transmissdo da tuberculose. Nossos resultados
numéricos sugerem o contrario: os anti-retrovirais podem diminuir consideravelmente a taxa de notificacdo da tuberculose, mesmo se a prevaléncia do HIV for
aumentada.

2. Revisiao de modelos epidémicos com HIV e tuberculose

A tabela 2 revisa os modelos epidémicos com HIV e tuberculose. Os estudos sdo essencialmente de dois tipos: simulagdes em computador do comportamento
transitorio de modelos realistas, porém complexos, ou estudos matematicos de estados de equilibrio e sua estabilidade em modelos mais simples e menos realistas.
Esses modelos focavam a situagdo na Africa subsaariana, nos Estados Unidos, na Russia, na India e nas prisdes brasileiras. Alguns modelos tentaram apresentar uma
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visdo geral considerando todas as cinco regides da OMS. Outros modelos ndo se relacionavam com uma regido especifica. Os modelos combinam i classes para HIV
e j classes para tuberculose. Portanto, espera-se que o modelo tenha i x j compartimentos. Alguns modelos agregaram varios compartimentos, enquanto outros
adicionaram mais compartimentos para levar em conta intervengdes especificas. E por isso que a tabela 2 indica o nimero de compartimentos na forma i x j % k.
Alguns modelos assumem a forma de um sistema de equacdes diferenciais. A maioria dos outros usa equagdes de diferenga em tempo discreto. Por fim,
mencionamos o trabalho em andamento de Lungu (2007). Varios outros modelos estudaram genericamente duas doengas que infectam a mesma populagdo; mas eles
ndo tinham um compartimento separado para pessoas co-infectadas (Moghadas e Gumel, 2003) ou ndo incluiam um periodo de laténcia (Blyuss et al., 2005), que é
uma caracteristica importante da tuberculose.

Tabela 2. Revisdo cronologica dos modelos com HIV e tuberculose.

(Bermejo et al.,
1992)

Modelo estético para a Africa Subsaariana com 2 x 2—2 = 2 compartimentos. Relagio afim entre a incidéncia de tuberculose e a prevaléncia do
HIV.

(Schulzer et al.,
1992)

Simulagio de mais de 20 anos para a Africa Subsaariana. Detalhes em (Schulzer et al., 1994). Impacto de um suposto aumento da prevaléncia do
HIV na incidéncia de tuberculose.

H . - . . . .

(1 9;;];113““’ Simulagdo acima de 10 anos para Uganda com 2 x 4 = 8 compartimentos. Profilaxia contra tuberculose mais eficaz que tratamento.
Massad et al. . . - .. L e s

(1 9 9335)5 adetals | Analise matematica de 16 equagdes diferenciais. Estudo numérico da estabilidade dos equilibrios.

(Schulzer et al.,
1994)

Simulagio ha mais de 20 anos para a Africa Subsaariana e o Canada. Estrutura etaria e tempo desde a infecgdo pelo HIV ou M. tuberculosis .
Impacto de um suposto aumento da prevaléncia do HIV na incidéncia de tuberculose.

(Brewer et al.,
1996)

Simulagao acima de 10 anos para os Estados Unidos com 3 x 5-2 = 13 compartimentos, 3 faixas etarias e tuberculose resistente. Combine a
prevengao contra a tuberculose e o tratamento necessario para alcangar os objetivos atuais.

Salomon, 1998)

West e . [ . R L . . . . ~ .
(Thom son Simulag@o ha mais de 25 anos nos Estados Unidos com 30 equagdes diferenciais, incluindo homossexuais, usuarios de drogas e imigragdo. Mais
19 97)p ’ dados sdo necessarios sobre a soropositividade dos casos de tuberculose.

(Dye et al., Simulac¢@o ha mais de 22 anos para o mundo inteiro com estrutura etaria. Mais detalhes disponiveis no site da revista. Impacto da estratégia de

1998) tuberculose da OMS nas mortes.

(Murray e

Simulacdo ao longo de 32 anos para o mundo inteiro com 2 x 19 = 38 equagdes diferenciais. Tamanho estimado do problema com tuberculose.

(Debanne et al.,
2000)

Simulac@o de mais de 30 anos para os Estados Unidos. Estrutura por idade, sexo, etnia e regido. 14 compartimentos para tuberculose.

(Porco et al.,

Simulagao estocastica de 2 anos para os Estados Unidos com 5 x 6 = 30 compartimentos. Tamanho das epidemias de tuberculose muito sensiveis

2001) a taxa de tratamento.

(Raimundo et  ||Analise matematica para o Brasil de 3 x 3—1 = 8§ equagdes diferenciais. Diagrama de bifurcagdo dos equilibrios. A transmissao da tuberculose
al., 2002) ocorre na prisao.

(Currie et al.,  ||Simulagdo de mais de 20 anos para o Quénia, Uganda e Africa do Sul com 3 x 6 = 18 compartimentos. Aumentar a detecgdo e o tratamento da
2003) tuberculose de forma mais eficaz do que outras intervengdes.

Rai t . . . . .. .- e

gl alzrggg;i O ¢t || Analise matematica para o Brasil de 3 x 3—2 = 7 equagdes diferenciais. Estabilidade dos estados de equilibrio.

(Schinazi, 2003)

Analise matematica de trés equagdes diferenciais e de um modelo estocastico espacializado para o Sudeste Asiatico. O HIV ndo pdde invadir
pessoas com muita tuberculose.

(Guwatudde et ||Simulagdo acima de 20 anos para Uganda com 2 x 5+ 1 = 11 equagdes diferenciais. Prevaléncia constante de HIV, vacinagdo BCG. A profilaxia
al., 2004) da TB para pessoas HIV positivas teria pouco impacto.

Atun et al. . N . . . . |

(2005) Simulac@o de mais de 20 anos para a Russia com 3 x 18 = 54 compartimentos. Impacto da taxa de cura da TB resistente no numero de mortes.

(Williams et al.,
2005)

Simulag@o ha mais de 40 anos para a India. Detalhes ndo disponiveis. Seriam necessarios anti-retrovirais para cumprir as metas de
desenvolvimento do milénio para a tuberculose.

(Currie et al.,

Simulag@o de mais de 20 anos para o Quénia com 2 x 6 = 12 compartimentos. Melhorar a detecgdo e o tratamento da tuberculose mais eficazes

2005) que os anti-retrovirais.

(Naresh e Analise matematica de 4 equagdes diferenciais. Estabilidade dos estados de equilibrio

Tripathi, 2005) quag : q :

(Cohen etal., ||Simulagdo acima de 30 anos para a Africa Subsaariana de 2 x 22 + 1 = 45 equacdes diferenciais. A profilaxia acelera o surgimento de tuberculose
2006) resistente.

(Dowdy et al., ||Simulagdo até o equilibrio para a Africa do Sul com 3 x 8 = 24 compartimentos. Impacto de melhores técnicas de diagnostico em comparagio
2006) com outras intervengdes em TB.

(Hughes et al., . N . . .

2006) Simulagao estocastica de 70 anos para o Zimbabue com 3 x 6 = 18 compartimentos. 10.000 pessoas em casas. Trabalho em progresso.

Atun et al., Simulag@o acima de 10 anos para a Russia com 3 x 18 = 54 compartimentos, como em (Atun et al., 2005). Alto nivel de anti-retrovirais

2007 necessarios com TB resistente.

(Sharomi et al.,
2008)

Analise matematica de 4 x 4-1 = 15 equagdes diferenciais com reinfec¢do. Estabilidade dos estados de equilibrio. Bifurcagdo subcritica para
tuberculose.

Todos esses modelos contém muitos parametros desconhecidos, mas sdo baseados em poucos dados. Por exemplo, parece que (Currie et al., 2003; Currie et al.,
2005; Hughes et al., 2006; Raimundo et al., 2003; West ¢ Thompson, 1997) sdo os Unicos que ajustam seus parametros aos parametros prevaléncia de HIV ou AIDS
e notificagdes de tuberculose. Para a favela sul-africana de nosso estudo, temos duas informagdes adicionais: a porcentagem de pessoas HIV-positivas entre os casos
de TB notificados e a prevaléncia de TB em uma data. Essas duas restri¢des adicionais devem tornar nossas estimativas para os parametros mais robustas. Além
disso, a favela ¢ certamente mais homogénea que paises inteiros (Estados Unidos em (West e Thompson, 1997), Quénia em (Currie et al., 2003; Currie et al., 2005),
Zimbabue em (Hughes et al., 2006)) e menos excepcional que uma prisdo feminina (Raimundo et al., 2003). Além disso, focamos em um dos modelos mais simples,
com um minimo de compartimentos e parametros. Mesmo assim, nosso modelo contém 22 parametros.

3. O modelo




Os compartimentos do nosso modelo combinam dois estados para HIV (soronegativo e soropositivo) com trés estados para tuberculose (tuberculose saudavel,
latente e tuberculose ativa), como em (Moghadas e Gumel, 2002; Moghadas e Alexander, 2004; Singer e Kirschner 2004). A tabela 3 mostra os seis compartimentos.
O indice 1 € para pessoas soronegativas e o indice 2 ¢ para pessoas soropositivas. Pessoas em compartimentos E1, Fs, I e I sdo aqueles infectados com M.
tuberculosis .

Tabela 3. Os seis compartimentos do modelo e algumas
anotagoes.

S
S:

—

Pessoas seronegativas nio infectadas com M. tuberculosis

[N

Pessoas HIV positivas nio infectadas com M. tuberculosis

E ||Pessoas HIV negativas com tuberculose latente

5

Pessoas HIV positivas com tuberculose latente

I |[Pessoas HIV negativas com TB ativa

I> |[Pessoas HIV positivas com tuberculose ativa
P |populagdo total: P = S1 + E1 + 1 + So + Ex + I»
|H |Prevaléncia de HIV: H= (S2+ E2 + I,)/P

A tabela 4 mostra os pardmetros do modelo. Os parametros fisiologicos sdo praticamente os mesmos em todo o mundo ou pelo menos para as pessoas que vivem
na Africa Subsaariana: estas sdo as mortalidades p11 e p2, parametros para tuberculose p1, p2, g1, g2, a1, a2, m1 € ma. Pelo contrario, os parametros “sociais”
dependem da regido do estudo, em particular

densidade populacional e condigdes de vida (taxa de transmissdo k1 e k2),

acesso a hospitais (taxa de detecgdo v e 72),

a qualidade do tratamento (&1 € €2),

habitos sexuais locais e cofatores para transmissao do HIV, como outras doengas sexualmente transmissiveis e circuncisio (d),
a velocidade com que as informagdes sobre o HIV se espalham ()

a historia da epidemia (o)

Estimativas para a maioria dos parametros fisiolégicos podem ser encontradas na literatura médica. Todos os parametros sociais devem ser estimados a partir de
dados locais.

Tabela 4. Os 22 parametros do modelo e algumas anotagdes (indice 1 para HIV
negativo, 2 para HIV positivo).

B nascimentos

M1, K2 |\mortalidade sem tuberculose ativa

k1, k2 ||taxa maxima de transmissdo da TB

P1, P2 ||proporg¢ao de novas infecg¢des com rapida progressdo para tuberculose ativa

1, 92 ||proporg¢do de re-infec¢des com progressao rapida

a1, a2 |taxa de progressao da TB latente para a TB ativa

51, B2 ||taxa de cura da TB ativa sem tratamento

Y1, Y2 |[taxa de detecgdo de casos de tuberculose ativa

€1, €2 |probabilidade de sucesso do tratamento para casos de TB detectados

M1, M2 (mortalidade com tuberculose ativa

d taxa maxima de transmissdo do HIV
A pardmetro que representa mudangas no comportamento
to data de introdugdo do HIV

IPh, P proporgdo com progressao lenta para tuberculose: Pi=1-ppy=1-p
b1, b2 ||taxa de cura da tuberculose: b1 = B1 +71€1, b2 = B2 + 262
f(H) ||taxa reduzida de transmissio do HIV: f(H) = de ¥

As equagdes do nosso modelo sdo

dd—?:B—Sl(k111+k212)/P7msl7f(H)H51’ W
% =@ S —qB) (kL + ke I)/P— (a1 + ) EBr+ b I — f(H)HE,, @)
% = S1+q B (ki I + ky L) /P — (by + my) I + a1 By — f(H)H I, @)
para pessoas seronegativas e

dSo

T =S (kih + k2 I.)/P— 2 S> + f(H)H Sy, @
% = (03 Sy — @2 Bo)(ky I + sy 1) /P — (ag + o) By + by I + f(H) HEy , 5)
% =282+ @ E) (ki1 + ka I,)/P — (bo + ma) s +as Es + f(H)H I, 6)

para pessoas com HIV. A Figura 1 mostra os fluxos entre os diferentes compartimentos.
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Figura 1. Fluxo entre os compartimentos do modelo. Aqui, s = (k1I; + koIo)/Pe g(H) = f(H) H.

A Tabela 5 mostra a correspondéncia que usamos entre o vocabulario médico e nosso modelo. A taxa de notificacdo de TB ¢ a taxa na qual as pessoas nos
compartimentos ativos de TB sdo detectadas. Apenas uma fragdo €; ou &5 destes retornam aos compartimentos latentes de TB. A incidéncia de tuberculose ¢ a taxa
na qual as pessoas entram nos compartimentos ativos de TB divididos pela populagdo total, geralmente dada "por 100.000 pessoas por ano". A taxa de infecgdo por
M. tuberculosis , que é o analogo continuo do risco anual de infecgdo, € a taxa pela qual as pessoas nos compartimentos sem tuberculose entram nos compartimentos
da tuberculose latente ou ativa. A prevaléncia de M. tuberculosis ¢ a proporgao da populagio total nos compartimentos com tuberculose latente ou ativa. A
prevaléncia de tuberculose ¢ a propor¢ao da populagao total nos compartimentos com tuberculose ativa. Isso inclui tuberculose ativa, se ndo foi diagnosticada ou foi
detectada, mas tratada sem sucesso.

O termo "quociente de Styblo" é utilizado para o quociente entre a incidéncia de tuberculose e a taxa de infecgdo por M. tuberculosis., multiplicado por 1000. Na
literatura médica, esse quociente ¢ geralmente restrito a notificagdes de tuberculose com esfregago positivo (aproximadamente metade de todas as notificagdes), com
um valor assumido como constante e igual a 50 para populagdes HIV negativas. Em outras palavras, uma taxa de infec¢do de 1% ao ano corresponde a uma taxa de
incidéncia de 50 casos de tuberculose com baciloscopia por 100.000 por ano, ou aproximadamente 100 casos de tuberculose com baciloscopia ou negativos por
100.000 por ano. Essa suposicdo ¢ chamada de "regra de Styblo" (Borgdorff, 2002). No entanto, como sera visto na Tabela 7, o quociente Styblo ndo pode mais ser
considerado o mesmo em regides com alta prevaléncia de HIV. Essa observagdo pde em diivida o método usado por (Schulzer et al., 1992).

A reativag@o endogena € a contribuigdo para a incidéncia de tuberculose proveniente dos compartimentos latentes de tuberculose com taxas constantes a; ou as.
Reinfecgdo exdgena € a contribuigdo que vem dos compartimentos da tuberculose latente com uma taxa que depende do nimero de casos de tuberculose ativa.

Tuberculose primaria ¢ a contribui¢do que vem diretamente dos compartimentos sem tuberculose.

Tabela 5. Correspondéncia entre o vocabuldrio médico e o modelo.

taxa de notificagdo H(’lel +vDL)/P ‘
taxa de infecgdo (k11 + koIo) /P

incidéncia total T =a1E| + ay By + (011 + p2So + 1 E1 + @ Eo) (ki Iy + ko Io)
taxa de incidéncia T/P

prevaléncia de M. tuberculosis||(Ey + I, + E, + I,)/ P

prevaléncia de tuberculose (I +1)/P

quociente de Styblo 1000 *(taxa de incidéncia) / (taxa de infecgdo)

% de reativagao endogena (a1E1 + a2 E,) /T
% de reinfec¢do exogena (@ Br + @B (kr Ly + ko Ip) /T
% de tuberculose priméria (P151 + p2Ss) (ki 1y + ko Ip) /T

Ha varios pontos importantes a serem observados:

» Supde-se que uma pessoa HIV positiva seja inicialmente introduzida em uma populagdo livre de HIV estaciondria onde a tuberculose ¢ endémica. Optamos
por colocar essa primeira pessoa com HIV no compartimento Ss. As formulas para Sy, E; e I; no equilibrio endémico da tuberculose pode ser encontrado na
segdo 4.1.

¢ Idade e sexo ndo sdo levados em considera¢do. Em particular, o modelo ndo pode distinguir entre as diferentes rotas de transmissao do HIV, como transmissao
sexual e transmissdo de mae para filho. Nao ha distingdo entre tuberculose pulmonar e extra-pulmonar, com esfregaco positivo (infeccioso) e negativo (ndo
infeccioso), de modo a minimizar o niimero de compartimentos.

o A TB resistente ainda ¢ bastante limitada na favela sul-africana de nosso estudo. A eficacia do BCG ndo ¢ clara. Nao incluimos esses aspectos em nosso
modelo.

¢ Na equagdo (1), presume-se que os nascimentos sejam constantes, independentemente do niimero de pessoas que morrem de AIDS ou tuberculose. Assim,
nosso modelo considera a evolugdo das coortes de tamanho fixadas no nascimento. Ndo ¢ muito irracional se vocé usar apenas dados

o Prevaléncia do HIV, ou seja, a porcentagem da populagdo que vive com o HIV (ndo o numero total de pessoas infectadas),

o sobre a taxa de notificag@o de tuberculose por 100.000 pessoas por ano (e ndo o numero total de casos notificados por ano).
Se fosse assumido que as mortes foram substituidas por novos imigrantes, sua condigdo de TB e HIV teria que ser especificada. E dificil ter informagdes sobre
esse assunto. Se, por outro lado, assumimos que os nascimentos eram proporcionais a populagdo, ndo poderiamos mais estudar os equilibrios. A demografia da
favela é realmente bastante complexa. A populagdo cresceu consideravelmente na tltima década. A piramide etaria tem um viés com mais jovens adultos e
menos criangas e idosos. Também existem entradas e saidas na populagéo.

» Nas equagdes (1) e (4), a “forma padrao” foi escolhida para infecg@o e reinfecgdo por tuberculose (Feng et al., 2000; Sharomi et al., 2008; Singer e Kirschner,

2004) . Nao escolhemos a “lei da agdo de massa” usada por exemplo em (Gomes et al., 2004; Moghadas e Gumel, 2002; Moghadas e Alexander, 2004). Com

nascimentos constantes, a populagao total diminui a medida que a epidemia de HIV se desenvolve. Se a "lei da agdo em massa" fosse usada para a transmissao

da tuberculose, a taxa de transmissdo diminuiria e isso retardaria artificialmente a epidemia de tuberculose.

Nas equagdes (1) - (3), também escolhemos a “forma padrdo” para a transmissdo do HIV, como por exemplo (Sharomi et al., 2008). E a forma mais utilizada

para doengas sexualmente transmissiveis. Como em (Williams et al., 2006), mas diferente de (Sharomi et al., 2008), supde-se que a taxa de transmissio seja

uma fungdo exponencialmente decrescente da prevaléncia do HIV. Isso inclui mudangas comportamentais a medida que o conhecimento sobre o HIV se
espalha pela populagdo. (Williams et al., 2006, suplemento) mostrou que essa fungao especial fornece um bom ajuste aos dados de infecgdo por HIV em outra
pesquisa na Africa do Sul.

¢ Todos os outros termos sdo lineares. Na realidade, a taxa de progressao para tuberculose ativa ¢ uma fun¢éo do tempo desde a infecgdo: a taxa ¢ alta durante os
primeiros dois anos e baixa para o resto da vida (Vynnycky e Fine, 1997). Obviamente, ¢ possivel colocar isso em equagdes (Feng et al., 2001). Mas, para
manter o nimero de pardmetros do modelo o menor possivel, presume-se que uma certa fragao dos recém-infectados desenvolva tuberculose ativa



imediatamente, enquanto o restante entra no estado latente com uma taxa constante de progressdo para tuberculose ativa , como em (Gomes et al., 2004;
Moghadas e Gumel, 2002; Moghadas e Alexander, 2004; Porco e Blower, 1998; Singer e Kirschner, 2004). Da mesma forma, assume-se que uma certa fragao
de reinfecgdes imediatamente leva a tuberculose ativa como em (Feng et al., 2000; Gomes et al., 2004; Moghadas e Gumel, 2002; Moghadas ¢ Alexander,
2004; Singer e Kirschner, 2004). As outras reinfec¢des estdo "perdidas", pois as pessoas ja estdo com tuberculose latente.

¢ Observe como as equagdes modelam pessoas cujo tratamento falhou. Eles sdo contados na taxa de notificagdo e induzem menores taxas de cura entre os casos
de tuberculose ativa. Mas eles ndo sdo colocados em um compartimento separado.

4. Analise matematica
O estado de equilibrio sem tuberculose e sem HIV ¢ dado por Sf =B/ueE =1,=8 =E,=1,=0.

4.1 Tuberculose sozinha

Contexto. O modelo com tuberculose, mas sem HIV, possui apenas trés compartimentos (S1, E1, I1). As equagdes sdo (1) - 3) comI, =0, H=0¢
P=Si1+E+1

ds

d—tl =B—kiS1h/P — 151, (7)
B,

o = @S- aB)kL/P— (a1 +m) By + by, (8)
dI

d_tl:(plsl +q E)kii/P— (b1 +mi1) i + a1 B . (9)

Essas equagdes sdo, exceto as nota¢des, as mesmas de (Singer e Kirschner, 2004, §3). (Feng et al., 2000) estuda um modelo com quatro compartimentos (mais um
compartimento para pessoas curadas) e com reinfecgéo, mas sem progressdo primaria. Veja também a revisdo de (Castillo-Chavez e Song, 2004, §4.5). (Lipsitch e
Murray, 2003) comentaram o modelo de (Feng et al., 2000). (Singer e Kirschner, 2004) tentaram mostrar para um modelo que compreende as trés rotas que levam a
tuberculose (progressdo primaria, reativagao e reinfec¢ao) que uma bifurcagao subcritica ocorre se o parametro de reinfec¢o for grande o suficiente, como ( Feng et
al., 2000) observaram isso. Mas esse pardmetro ¢ muito grande para ser realista, como (Lipsitch e Murray, 2003) observou.

Em nossa opinido, existem dois pontos fracos na analise de (Singer e Kirschner, 2004, §3). O primeiro ponto ¢ que, de acordo com a idéia de (Lipsitch e Murray,
2003), os parametros realistas devem verificar a desigualdade g1 < p;, uma vez que a tuberculose latente protege contra a rapida progressdo para tuberculose ativa
em caso de reinfec¢do (Vynnycky e Fine, 1997). Essa desigualdade ndo aparece em (Singer e Kirschner, 2004). O segundo ponto fraco € que o limiar dado por
(Singer e Kirschner, 2004, equagéo (7)) ¢ estimado usando uma amostra de hipercubo latino dos parametros. Com esse método, a concluséo ¢ provavel, mas nao
certa, e pode depender da escolha dos parametros. Mostraremos abaixo que a bifurcagdo subcritica ocorre quando g; esta acima de um limite g7, que ¢ sempre maior
que p;. Isso mostra que a bifurcag@o subcritica ndo ocorre para valores realistas dos parametros. Por fim, (Singer e Kirschner, 2004) ndo apresentaram os detalhes da
analise dos estados de equilibrio, apresentando apenas as conclusdes. Para o nosso estudo, precisamos da formula do equilibrio endémico apenas com tuberculose,
pois ela serve como condi¢do inicial para o modelo completo com tuberculose e HIV.

Também devemos mencionar aqui os trabalhos (Moghadas e Gumel, 2002; Moghadas e Alexander, 2004) em um modelo semelhante a (7) - (9), mas com uma lei
de acdo em massa em vez da forma padrdo. Seu modelo também pressupde implicitamente que as pessoas que se recuperaram da TB estdo protegidas pelo resto de
suas vidas (elas ndo retornam a laténcia), uma suposi¢do um tanto irrealista. Formalmente, isso corresponde ao caso by = 0no nosso modelo. Apesar das
observagdes de (Lipsitch e Murray, 2003), (Moghadas e Alexander, 2004) afirma que a bifurcagéo subcritica pode ocorrer para valores realistas dos pardmetros.
Observe, no entanto, que os valores dos parametros utilizados em (Moghadas e Alexander, 2004) para k1, p1 e o produto k1g1 ne satisfont pas 1'inégalité g1 < ps.
Esses valores, portanto, parecem irreais.

Recentemente, na analise de um modelo com HIV e tuberculose (Sharomi et al., 2008) estudou uma extensdo do modelo de quatro compartimentos para
tuberculose com reinfecgdo introduzido por (Feng et al., 2000). Os autores estudaram a bifurcagio subcritica que ocorre quando o quociente g /pi estd acima de um
certo limite. Mas esse limite pode ser maior que 1 (¢ dificil dizer se esse ¢ sempre o caso, porque as formulas para os modelos com quatro compartimentos s3o muito
complicadas). E, de fato, os autores escolheram o quociente irrealista g1 /p1 = 7, = 3 para ilustrar seus resultados.

Anailise. Linearize o sistema (7) - (9) proximo ao estado de equilibrio sem doenca. Nos obtemos

dEl

dr
e kipil — (a1 + m) By + bily,  —+ ~kapiy — (by +ma) [ + a1 By .

dt

Portanto, a reprodutibilidade para tuberculose, conforme definida em (Diekmann e Heesterbeek, 2000), € o raio espectral da matriz
(0 klp/l) (a1 + p1 —b ) -1
0 kipy —a1 by +my ’

ki(a1 + p1 )
aymy +maypiy + by

que ¢ facilmente calculado:

TB _
Ry” =

(10)

Como essa formula ndo depende do pardmetro de reinfecgdo, é idéntica a (Murphy et al., 2003, equacio (10)). E a mesma formula que em (Feng et al., 2000, §1) se
b1 = 0 e p1 = 0. Uma maneira um pouco mais intuitiva de obter (10) é escrever que a reprodutibilidade ¢ a expectativa do niimero de casos secundarios produzidos
por um caso infectado em uma populagéo livre de doengas. Este primeiro caso transmite M. tuberculosis para ki pessoas por unidade de tempo e permanece
infectado em média 1/(by + m1) unidades de tempo. Além disso, cada pessoa recém-infectada sera imediatamente infecciosa com uma probabilidade p; e infeccioso
somente apos reativagdo com probabilidade (1 — p1) a1/(a1 + p1). Finalmente, o primeiro caso pode se tornar infeccioso novamente depois de curado
(possivelmente vérias vezes), com uma probabilidade que é o produto de b1 /(b1 + p1) e de a1 /(a1 + p1). A formula a seguir d4 o mesmo resultado que (10)

REB—L[pﬁ(l—pl) 4 ]i( b, o )n (11)

b+ ar g\ +my a

Porque a probabilidade de desenvolver TB ativa por reativagdo a;/(a; + p1) € pequeno, obtemos uma boa aproximagdo para reprodutibilidade substituindo a soma
infinita em (11) pelo seu primeiro termo, que é igual a 1.

Vamos procurar um estado endémico de equilibrio para tuberculose
(81, B{,11,0,0,0)
no sistema (1) - (6) com S} > 0, Ef > 0e I] > 0, isto ¢, um equilibrio ndo trivial (ST, Ef, I}') do sistema (7) - (9). Por conveniéncia, definimos

P =S{+E;+1I, s =5/P", € =Ej/P", ii=1I/P". (12)



Ap6s calculos trabalhosos, pode-se demonstrar de (7) - (9) que a fragéo de casos de tuberculose ativa i} deve ser uma raiz positiva da equagéo quadratica

b 1— b
() + [t P tpyn ), o i Eiab (g gy g, (13)
aiky ky qik;
Além disso, temos
% " kl—ml—kli* * B
&1=1n T L, 1= 70 ) (14)
p1 + kit 19 +
a partir do qual podemos calcular
si=1-¢ —i, P'=S!/s], Ei—eP*, I =iP". (15)

Equagdes quadraticas semelhantes a equagdo (13) sdo encontradas em (Feng et al., 2000, equacdo (A.1)) e (Moghadas e Gumel, 2002, equagao (5.3)). Nos definimos

armi + mip + pibr
a1 + pip '

K = (16)

o= a1+ b+ (1 —p1) mi + piyu ! + P (17)
! by 4+ (1 —p1)my 1

Dado (10), temos RI® = ki /k}. Entdo nés temos RE2 < 1 E se k1 < ke RT® > 1 E se k1 > k}. Vamos estudar os estados de equilibrio de (7) - (9) no espago de
parametros (k1, g1). No apéndice, mostramos que:

e comq; < qj, o sistema (7) - (9)
o ndo possui equilibrio endémico quando 0 < ki < k7,
o tem um equilibrio endémico quando k; > k7.
Existe uma bifurcagao transcritica quando o pardmetro k; aumenta de 0 a +oo.
e com q; > g}, ha outro limite k1(q1) < kie
o o sistema (7) - (9) ndo possui um estado de equilibrio endémico quando 0 < k; < l}l(ql),
o o sistema possui dois estados de equilibrio endémico quando I;:l(ql) < ki1 <kj,
o o sistema possui apenas um estado de equilibrio endémico quando k; > kJ.
Existe uma bifurcagdo subcritica.

Observe que a primeira fragdo em (17) ¢ maior que 1 e que a segunda fragdo ¢ maior que p;. g{ ¢é, portanto, sempre maior que p;. Mas um valor realista para q; ¢
necessariamente menor que p;, como ja mencionado. Isso mostra que a area de parametros com uma bifurcagao subcritica ¢ uma curiosidade matematica que nao
ocorre na pratica. Isso confirma as observagdes de (Lipsitch e Murray, 2003) e a conclusdo sugerida por (Singer e Kirschner, 2004). Observe que a férmula (17) para
g; poderia ter sido obtido em (Singer e Kirschner, 2004) se a expressao (16) para kj foram inseridos na equagéo (7) de (Singer e Kirschner, 2004).

4.2 HIV sozinho

Sem tuberculose, o sistema (1) - (6) torna-se

ds
d—tl =B-mS — f(H)HS1,

ds,

72*#252+f(H)H51 (18)

com H = S5/(S1 + S2). (Hethcote e van den Driessche, 1991; Wang, 2006), entre outros, estudaram modelos epidémicos semelhantes com uma taxa de contato que
depende ndo linearmente do numero de pessoas infectadas. (Williams et al., 2006) usaram um modelo mais complicado para transmissdo do HIV com uma taxa de
contato que depende ndo linearmente da prevaléncia. Primeiro, vamos linearizar a segunda equagdo em (18) perto do equilibrio livre de doenga S; = S¥ e Sy = 0,

dSs
T —p2 82 + £(0) Sa.

Portanto, a reprodutibilidade para o HIV ¢ dada por

RY™ = £(0)/pz -

E facil verificar usando (18) que o estado de equilibrio endémico com o HIV, mas sem tuberculose, é dado por

g,__ BO-H g, BH

m(l—H)+p A pm(—H)+ph
B=5 s/ (§ 1+ g 2) € a prevaléncia do HIV no estado estacionério. Esta ¢ a solugdo para a equagdo
(1—H) f(H) = pa, H€)0,1]. (19)

O lado esquerdo de (19) ¢ uma fungéo decrescente, que assume o valor f(0) = d E se H =0eovalor0se H = 1. Portanto, a equacdo (19) ndo tem solugdo em
]0,1[E se R{™ < 1 e exatamente uma solugdo em ]0,1[ E se RY™ > 1.

4.3 HIV e tuberculose

O estado endémico de equilibrio com tuberculose pode ser invadido pelo HIV. Linearize o sistema (4) - (6) proximo a este equilibrio e use as nota¢des de (12).
Noés obtemos

dS " «

—p = k1Sl = Sy + £(0) 1 (S2 + By + Do),

dE.

d—tz >k (py S2 — @ B2) i} — (a2 + p2) B2 + by b + f(0) €5 (S2 + B2 + 1),
dr,

v =~ ky (p2 S2 + @2 B2) 4] — (by + m2) Lo + ay By + f(0) 47 (Sy + Bz + Ip) .



Entdo a reprodutibilidade TXIH para o HIV introduzido em uma populagido com tuberculose endémica ¢ o raio espectral da matriz

-1

78t s1\ (Rl +pe 0 0
fO) e e e —kiphyiy  kiga i+ as + pe —by . (20)
l{ Z; Z; 7](71172 ZT 7](31(]2 ZT — Qg b2 + mgy

Esta matriz é de grau 1, portanto, seu raio espectral é igual ao seu trago. Entdo nds temos

TXIH = f(O) ('5916 TS, t 6916 TE, t+ 7‘; 772) .

Ts,, TE, € TI, S80 expressdes complexas com uma interpretagdo simples. Por exemplo, 75, ¢ a expectativa de vida de uma pessoa a partir do momento em que ela
entra no compartimento Sz (no modelo linearizado). Em particular, 7s,, g, € 71, sdo estritamente inferiores a 1/u2 E se ma > po (como deveria ser). Entdo nos
temos

VIH VIH
ro < Ry

Nao ¢ de surpreender que a expectativa do numero de casos secundarios produzidos por uma pessoa HIV-positiva "média" em uma populagdo com tuberculose
endémica seja menor do que em uma populag@o sem tuberculose, uma vez que a tuberculose ativa diminui a vida dessa pessoa.

Da mesma forma, o equilibrio endémico com o HIV pode ser invadido pela tuberculose. Linearize as equagdes (2) - (3) - (5) - (6) proximas (§ 1,0,0,5,,0, 0).
Nos definimos

ﬁ:§1+§2, §1:§1/}3:17ﬁ, §2:§2/ﬁ:ﬁ.

Nos obtemos

% ~ P&kl + ko D) — (a1 + ) B+ by L — f(H) BBy,
W pisiali + ko )~ (b ma) I o1 By~ () AL
% ~ phs (kily + ko In) — (az + p2) Bz + bo I + f(H) HEy
% o pasi Ol + ko o) — (b + ) 0 B () AL .

Entdo a reprodutibilidade rOTB para tuberculose introduzida em uma populagdo com HIV endémica é o raio espectral da matriz M N ~'com

0 pikisi 0 plke &l
0 pikisi 0 pik2 sy
M= o~ P (21)
0 pykisa 0 pyka s
0 D2 kls/i 0 P2 kZSE
e
a1 +wm + FE)H —b 0 0
N— —a1 by +mi+ f(H)H 0 0
—f(ﬁ)ﬁ 0 as + p2 —by
\ 0 ~f(H)H —az  by+me

Parece que 712 pode ser maior ou menor que RI® de acordo com os valores numéricos dos pardmetros.
0 0

Suponha realisticamente que g1 < p1, para que nao haja bifurcagao subcritica para o modelo com tuberculose, mas sem HIV. Esta analise de estabilidade linear
sugere a seguinte conjectura:

¢ o estado de equilibrio sem nenhuma doenga ¢ um atrator global do sistema (1) - (6) se RXIH <le ROTB <1,

» estado estaciondrio com HIV endémico é um atrator global se RY™ > 1er{® < 1,

* 0 estado de equilibrio com tuberculose endémica ¢ um atrator global se Rf> > 1ery ™ < 1,

¢ 1nos outros casos, ha um estado endémico de equilibrio com o HIV e a tuberculose, que deve ser calculado numericamente e que é um atrator global.

Porque R(YIH > T[YIH , 0 quarto caso oferece apenas duas possibilidades:

. R(YIH > 1, r(rfB > 1, REB >1le rOVIH > 1. Os estados de equilibrio somente com HIV e tuberculose existem, mas cada estado de equilibrio ¢ um ponto de
sela.

. R(\)’IH > 1, TOTB >1le REB < 1. O estado de equilibrio somente com o HIV existe, mas ¢ um ponto de sela. Nao ha estado de equilibrio apenas com
tuberculose.

5. Valores dos parametros de acordo com a literatura médica

5.1 Parametros demograficos

Tiramos uma mortalidade natural g1 = 0,02 por ano, como por exemplo em (Cohen et al., 2006), 0 que corresponde a uma expectativa de vida de 50 anos. E um
pouco pessimista, mesmo em uma 4rea onde os habitantes vivem em uma pobreza muito grande, como a favela da Africa do Sul do nosso estudo. A mortalidade é de
0,0064 por ano em (Heymann, 1993), 0,0081 por ano em (Guwatudde et al., 2004) e 0,0167 por ano em (Raimundo et al., 2002). Observe que as mortalidades em
(Guwatudde et al., 2004; Heymann, 1993) correspondem a expectativas de vida muito altas.

Escolhemos os nascimentos B para ter uma populagdo total em equilibrio sem doenga (S; = B/p;) de 10.000, o tamanho aproximado da favela (Lawn et al.,
2006a). Entdo B =200 por ano.

5.2 Parametros do HIV para pessoas nio infectadas com M. tuberculosis

Tomamos pela mortalidade de pessoas HIV positivas p2 = 0,1 por ano como em (Cohen et al., 2006) para ter uma sobrevida média de 10 anos. Essa mortalidade
foi de 0,13 por ano em (Heymann, 1993) e em (Guwatudde et al., 2004), de acordo com um estudo em Uganda (Nunn et al., 1997). Schulzer et al. (1992) assumiram



um tempo de sobrevivéncia fixo de dez anos.
5.3 Parametros de tuberculose para pessoas seronegativas

Os pariametros para progressio para tuberculose ativa, p; e a;. Ja foi mencionado que a taxa de progressdo para TB ativa ¢ uma fungao decrescente do tempo
desde a infecgdo. Usando dados da Holanda para o periodo 1951-1970 (Sutherland et al., 1982) estimaram que os homens tém um risco anual de 5% de desenvolver
tuberculose priméria durante os cinco anos apos a infec¢ao e 0,025% risco anual de reativagdo apos cinco anos. Para as mulheres, os niimeros foram de 6% e
0,002%. (Vynnycky e Fine, 1997) fizeram um estudo semelhante com dados da Inglaterra e do Pais de Gales para o periodo 1953-1988. Para individuos acima de 20
anos, a estimativa para o risco acumulado durante os primeiros cinco anos foi de 14%, com um risco de cerca de 8% no primeiro ano, 3% no segundo ano, 1% no
terceiro ano. O risco de reativagdo a seguir foi de 0,03% ao ano. Para individuos com menos de 10 anos e com 15 anos, o risco acumulado nos primeiros cinco anos
foi de 4% e 9%, respectivamente, enquanto o risco de reativagdo foi proximo de 0 e 0,015% ao ano. Observe que o risco cumulativo durante os primeiros cinco anos
em (Sutherland et al., 1982) ¢ de cerca de 25%, significativamente superior aos 14% em (Vynnycky e Fine, 1997).

Nosso modelo néo inclui o tempo desde a infec¢do, mas supde que uma certa fragdo de novas infecgdes desenvolva tuberculose imediatamente, enquanto o
restante entra em uma fase latente em que a taxa de progressao para tuberculose ativa € constante. Supde-se, como nas estimativas mais recentes de (Vynnycky e
Fine), que p1 = 11% (a estimativa para o risco acumulado durante os primeiros dois anos) € a; = 0,03% por ano.

Em vista da mortalidade natural p; escolhidos anteriormente, esses valores de parametros correspondem a uma probabilidade de evoluir da tuberculose latente
para a tuberculose ativa

a1/(a1 + p1) = 1,5%,
e uma probabilidade total de desenvolver tuberculose ativa apos infecgdo por M. tuberculosis
p1+ai/(a; + p) ~12,5%.

Nao ¢€ certo, no entanto, que estimativas de parametros para a progressio da tuberculose nos britanicos sejam aplicaveis aos africanos que vivem em condigdes muito
diferentes. Precisamos de mais dados sobre este assunto.

Em comparagdo, a porcentagem de pessoas HIV negativas que progridem rapidamente para a TB ativa foi

5% em (Schulzer et al., 1992) (o primeiro ano; sem referéncia),

5% em (West e Thompson, 1997) (apds um curto periodo de atraso de cerca de um ano; sem referéncia),

5% em (Guwatudde et al., 2004) (progressdo imediata; sem referéncia),

5% ao ano em (Raimundo et al., 2002) (risco constante; sem referéncia),

7% em (Dowdy et al., 2006) (progressao imediata; de (Veening, 1968)),

14% em (Cohen et al., 2006) (ap6s um curto periodo de atraso de cerca de um ano; de acordo com (Sutherland et al., 1982) e outras referéncias),
14% em (Hughes et al., 2006) (nos primeiros cinco anos; depois (Sutherland et al., 1982; Vynnycky e Fine, 1997) e outras referéncias).

A taxa de reativagdo foi

¢ 0,01% ao ano em (Cohen et al., 2006) (de (Vynnycky e Fine, 1997) e outras referéncias),

¢ 0,074% ao ano em (Guwatudde et al., 2004),

¢ 0,1% ao ano em (Dowdy et al., 2006)

¢ 0,1% ao ano em (Hughes et al., 2006) (apos cinco anos de infecgdo, de acordo com (Vynnycky e Fine, 1997)).

(Schulzer et al., 1992) e (West e Thompson, 1997) usam modelos mais complexos que levam em consideragido o tempo desde a infecg¢do. Observe o desacordo entre
os valores dos parametros.

Infec¢do e reinfecgfio: g; /p;. (Sutherland et al., 1982) acredita que a infecgdo latente por M. tuberculosis reduz o risco de doenga apds reinfecgdo em 63% para
homens HIV negativos e em 81% para mulheres HIV negativas. (Vynnycky e Fine, 1997) encontram uma redugdo de risco de 16% entre adolescentes HIV negativos
¢ 41% entre adultos HIV negativos. O modelo de (Cohen et al., 2006) assume uma redugéo de risco de 65% para pessoas HIV-negativas, de acordo com (Sutherland
et al., 1982; Vynnycky e Fine, 1997). (Dowdy et al., 2006) assume uma redugéo de 72% para pessoas HIV-negativas e recentemente HIV-positivas, de acordo com
(Sutherland et al., 1982). Esses dois estudos seguem os resultados de (Sutherland et al., 1982) e ndo os mais recentes de (Vynnycky e Fine, 1997). Preferimos aqui
usar uma média dos valores de (Vynnycky e Fine, 1997). Supomos que g; /p; = 0,7 . Isso corresponde a uma redugdo de 30% no risco para pessoas HIV negativas.

Mortalidade m; e a taxa de cura natural 3;. Os dados sobre a mortalidade por tuberculose néo tratada remontam a época em que néo havia tratamento eficaz,
no inicio do século XX. A probabilidade de morrer [m1/(m1 + B1)] era entdo de cerca de 50%. Essa é a estimativa relatada em (Murray et al., 1990). (Corbett et al.,
2003b, Tabela 1) estima que a doenga para pessoas HIV negativas néo tratadas para tuberculose [1/(m1 + (1)] dura aproximadamente 2 anos. Essas duas
estimativas paral/(mi + f1) e mi1/(m1 + B1) dar m; = 0,25 por ano e 81 = 0,25 por ano. Estes séo os valores que adotamos para o nosso modelo. Outro modelo
assumiu 35% de mortalidade apos um ano (Heymann, 1993, p. 407). Entre os modelos que adotaram diferentes mortalidades para casos de tuberculose nao tratados,
infecciosos ou ndo infecciosos, as mortalidades foram de 0,3 e 0,2 por ano, respectivamente (Cohen et al., 2006), ou 35% e 10. % apds um ano (Dowdy et al., 2006).
(Cohen et al., 2006) assumiram que a taxa na qual os casos de tuberculose ndo tratada HIV negativos retornam ao estagio latente [31] foi de 0,2 por ano. Todos esses
valores ndo estdo muito longe daqueles que escolhemos.

5.4 Parametros que envolvem o HIV e a tuberculose

O quociente de infectividade k,/k;. Os casos de tuberculose que sdo HIV positivos sdo, em média, menos infecciosos do que aqueles que sdo HIV negativos,
uma vez que a tuberculose extrapulmonar ocorre com mais frequéncia em pessoas com HIV. Os modelos geralmente dividem os compartimentos para casos ativos
de TB em dois (sejam negativos ou HIV positivos), com um subcompartimento para TB infecciosa e um subcompartimento para TB néo infecciosa. As percentagens
de casos de TB seropositivos e negativos para o VIH que sdo infecciosos foram de 50% e 40% em (Schulzer et al., 1992), 57% e 50% em (Guwatudde et al., 2004),
45% e 30% em (Cohen et al., 2006). Em nosso modelo, ndo distinguimos casos de tuberculose infecciosa daqueles que nao sdo. Usamos infecciosidade média kq
para todos os casos de tuberculose soronegativa e infecciosidade moderada ks para todos os casos de tuberculose HIV positivos. Dada a estrutura do nosso modelo, a
diferenga de infectividade pode ser levada em consideragdo ao se escolher um valor apropriado para o quociente. ky/k;. Com os valores numéricos de (Cohen et al.,
2006), assume-se que ko /k; = 30/45 = 2/3.

A taxa de progressio as para TB ativa em pessoas com HIV. Tal como acontece com pessoas seronegativas, a taxa de progressao para TB ativa depende do
tempo desde a infecgdo, mas também do estagio da infec¢@o pelo HIV. No entanto, nosso modelo ndo distingue entre os estagios da infecgdo pelo HIV. Portanto,
ficaremos satisfeitos com as estimativas que sdo médias em todas as etapas. Para usuarios de drogas HIV positivo nos Estados Unidos (Selwyn et al., 1989 e 1992)
encontraram uma taxa de progressdo média entre 0,079 e 0,097 por ano. Na Cidade do Cabo (Badri et al., 2002) encontrou uma incidéncia média de tuberculose
(incluindo reativagdo, rapida progressao e reinfec¢do) de 0,097 por ano. Mas a incidéncia de tuberculose atingiu 0,24 por ano entre as pessoas com HIV nos estagios
3 e 4, de acordo com o OMS (Badri et al., 2002). A seguir (Selwyn et al., 1989 e 1992), assumimos que a taxa de reativagdo do nosso modelo ¢ az = 0,08 por ano, o
que também parece ser consistente com os dados de (Badri et al., 2002). (Heymann, 1993) também utilizou a estimativa de (Selwyn et al., 1989 e 1992) em seu
modelo. Outros estudos usaram 0,0074 por ano (Guwatudde et al., 2004) (assumindo um aumento de dez vezes em comparagdo com pessoas HIV-negativas), 0,05
por ano (Raimundo et al., 2002) ou 0,17 por ano (Cohen et al., 2006) (sem referéncia). (Schulzer et al., 1992) usaram um modelo mais complicado que distingue se a
infec¢@o por M. tuberculosis ocorreu antes ou depois da infecgdo pelo HIV. Observe novamente o desacordo entre os valores dos pardmetros.



Infecgiio e reinfecgio: g2 /p2. Existem poucos dados sobre reinfecgio para pessoas HIV positivas. Na epidemia de tuberculose estudada em (Di Perri et al., 1989),
nenhum dos quatro individuos que ja tinham um teste tuberculinico positivo desenvolveu tuberculose. (Cohen et al., 2006, suplemento, Tabela 2) pressupde uma
redugdo de risco de 25% para pessoas HIV positivas (sem referéncia). (Dowdy et al., 2006) assume uma redugdo de 25% para pessoas com AIDS (depois (Currie et
al., 2003)). Assume-se aqui como em (Cohen et al., 2006) que g2 /p2 = 0,75. Mas seriam necessarios mais dados para confirmagdo. Lembre-se de que assumimos
que g;/p; = 0,7 para pessoas seronegativas.

Mortalidade m; e a taxa de cura natural 3. Mortalidade por casos de tuberculose HIV positivos [ms] foi de 0,325 por ano em (Guwatudde et al., 2004) (apos
Elliott et al., 1995) e 1,0 por ano em (Cohen et al., 2006) (depois (Nunn et al., 1997)) para tuberculose infecciosa e ndo infecciosa. A taxa na qual os casos de TB ndo
tratados e HIV positivos retornam ao estagio latente [(5] foi de 0,1 por ano em (Cohen et al., 2006). Para o nosso modelo, ainda usamos os dados de (Corbett et al.,
2003Db, tabela 1): a duragdo média da doenga para casos soropositivos de tuberculose ndo tratada [1/(mq + B2)] é de 0,5 anos. Na mesma referéncia, a probabilidade
de morrer [my/(mgy + B2)] € de 81% para tuberculose infecciosa (35% de todos os casos) e 76% para tuberculose ndo infecciosa (65% de todos os casos): é usada a
média ponderada, que é proxima a 80%. Essas duas estimativas para1/(ma + B2) e ma/(m2 + 2) dar ma = 1,6 por ano ¢ 82 = 0,4 por ano.

6. Estimativa dos outros parametros a partir de dados sul-africanos

Proporgdes de sucesso do tratamento, £; e 5. A propor¢do de tratamentos bem-sucedidos ¢ de cerca de 80% (Wood et al., 2007). Tomamos esse valor parae; e
9.

Taxas de deteccdo vy, e v5. (Wood et al., 2007) indica que 259 casos de tuberculose foram notificados entre adultos (idade >15) em 2005; 66% dos testados para o
HIV eram HIV positivos. A populagio adulta naquele ano era de aproximadamente 10.400. Além disso, em uma amostra da populacdo de 762 adultos, 12 tinham
tuberculose ndo diagnosticada (3 HIV negativo e 9 HIV positivo). Portanto, espera-se que os seguintes relacionamentos sejam verdadeiros:

yp IRt ~ 349 259, T2t ~ 10400 x 3/762, (22)
Ay I3 ~ 66% x 259, T2 ~ 10400 x 9/762. (23)

Isso fornece as estimativas y; ~ 2,2 por ano e v, ~ 1,4 por ano. Mas observe que, como os quocientes 3/762 ¢ 9/762 sdo pequenos, a incerteza é grande: os
intervalos de confianca binomial em 95% para os quocientes 3/762 e 9/762 sdo respectivamente [0,08% 1,15 %] e [0,54% 2,23%]. Com (22) - (23), o intervalo de
confianga para-y; ¢ [0,74 10,6] por ano, e para 2 é [0,74 3,0] por ano. (Corbett et al., 2004) sugerey2 > 1. Para o nosso modelo, escolhemos

* o limite inferior do intervalo de confianga para 7;, y; = 0,74 por ano,
« 0 limite superior do intervalo de confianga para 7z, y2 = 3,0 por ano.

Uma motivagdo vem de dados recentes ndo publicados, que mostram que a taxa de infecgdo por M. tuberculosis aumentou apenas um pouco nos ultimos anos. Em
nossas simulagdes, descobrimos que isso so € possivel se v, € varias vezes maior que 7y;. De fato, o grande aumento no nimero de casos de tuberculose notificados
deve ser compensado por uma menor duragdo infecciosa para manter a taxa de infec¢@o por M. tuberculosis em um nivel relativamente baixo.

Com essas opgdes, obtemos by = f1 + yi1e1 ~ 0,84 por ano e by = B2 + Y262 ~ 2,8 por ano. Em comparagio, os valores de b; e by para todo o Uganda
(Guwatudde et al., 2004) eram ambos 0,3 por ano. Mas a detecc¢do de casos provavelmente ndo ¢ tdo boa quanto na favela sul-africana de nosso estudo.

Também observamos que as probabilidades de detectar tuberculose sdo

" ~ 60%, 72

_ — ~60%.
mi+ B +m ma + B2+ 72 ’

Embora a mortalidade m,, ¢ alta, a probabilidade de deteccdo de casos de tuberculose soropositiva ¢ a mesma das pessoas soronegativas, devido ao alto valor da 7,
usado aqui. Lembre-se de que a meta estabelecida pela OMS para a probabilidade de detecgdo ¢ de 70%. A duragdo média da doenga ¢ de

1

1
b o092, —1  ~o023
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anos. Em comparagio, (Corbett et al., 2004) estimaram a duragdo da doenga (com esfregago positivo) antes do diagndstico para pessoas que trabalham em minas da
Africa do Sul: 1,15 anos para pessoas HIV negativas, 0,17 ano para pessoas com HIV.

Taxa de transmissio de M. tuberculosis k;. A taxa média de notificagio de TB na década anterior a 1995 na Africa do Sul, isto &, antes do aumento da
prevaléncia do HIV, era de cerca de 200 por 100.000 por ano; ver (Williams e Maher, 2007) e (OMS, 2007, p. 184). Também ¢é uma estimativa razoavel para a favela
do nosso estudo, dados os dados da Tabela 1. Em nosso modelo, a taxa de notificagdo de tuberculose quando ndo ha HIV ¢ y; 4]. Com a equagdo (13) paraij,
podemos estimar o Unico pardmetro desconhecido que permanece: k1. Nos obtemos k; = 11,4 por ano, o que corresponde a uma taxa de notificagdo de 203 por
100.000 por ano. De acordo com (Murray et al., 1990), cada pessoa seronegativa com tuberculose baciloscopica ndo diagnosticada infecta entre 10 e 14 pessoas por
ano. Se os casos positivos para a baciloscopia representam metade de todos os casos, um caso de tuberculose soronegativa causa em média 5 a 7 infecgdes por ano.
Esse intervalo de valores é compativel com nossa estimativa k; = 11,4 por ano para a taxa maxima de infec¢do em uma populagdo completamente saudavel. Se, por
exemplo, x = 60% da populagdo ja esta infectada com M. tuberculosis , um caso de tuberculose ativa infecta aproximadamente k1 pessoas saudaveis por ano.

As configuragdes d, A e to para o HIV. Vamos somar as trés equagdes (1) - (3) para pessoas HIV positivas e as trés equagdes (4) - (6) para pessoas HIV positivas.
Nos definimos X1 = S1+ E1 + I1 e Xo = So+ E» + Ib. H = X5/(X1 + X3) é a prevaléncia do HIV. Temos o sistema

X,

5 S B-mX - fH)HX + (m—m) L, (29)
dX2
e = —[LzXz-‘rf(H)HX] +(/L2 —mz)Iz . (25)

Para obter uma primeira estimativa de d , A e ¢y, negligenciamos os termos que contém I; e I porque os casos ativos de tuberculose representam apenas uma
pequena proporg¢ao da populacdo. O sistema resultante envolve apenas X; e X», ¢ formalmente idéntico ao sistema (18) para o HIV sem tuberculose. Vamos levar
Xi1(to) = B/p1 e Xa(to) = 1. Obtemos um bom ajuste a prevaléncia de HIV apresentada na tabela 1 comd = 0,7/ano, A = 5,9 e to = 1984 para o inicio da
epidemia de HIV. Trés parametros sdo necessarios e frequentemente suficientes para ajustar-se a qualquer conjunto de numeros crescentes que seguem
aproximadamente uma curva logistica, como ¢ o caso aqui. Lembre-se de que d , A ety ndo pode vir de estudos sobre outras localidades ou regides.

O pardmetro p, rapida progressao para tuberculose em pessoas HIV positivas. (Di Perri et al., 1989) estudaram uma epidemia de tuberculose entre pessoas
HIV positivas: apds o primeiro caso, oito pessoas desenvolveram tuberculose rapidamente e seis tiveram um novo teste positivo de tuberculina, sugerindo que
8/14 ~ 57% pessoas infectadas pelo HIV recém-infectadas desenvolvem TB primaria. Em 1992 (Daley et al. 1992) estudaram uma epidemia semelhante e
encontraram uma propor¢do igual a 11/15 ~ 73%. Mas ¢ possivel que apenas grandes epidemias sejam estudadas e que epidemias com menos casos de tuberculose
primaria ndo sejam notadas ou ndo sejam um bom assunto para publica¢do. Um viés semelhante teria ocorrido se nossa estimativa da probabilidade de rapida
progressdo entre pessoas soronegativas tivesse sido baseada em relatos de epidemias como (Kline et al., 1995), o que indica 14/41 = 34% tuberculose primaria.
Portanto, preferimos variar p, para ajustar os dados referentes a taxa de notificagdo na tabela 4. Para esse fim, o sistema (1) - (6) foi simulado a partir da condigado
inicial

S1(t0) = Sl*, El(to) = Er, I1(t(]) = Il*, Sz(to) =1, Eg(to) = Iz(to) =0.



Observe nesta fase que todos os pardmetros na tabela 1 foram definidos, exceto pa. O ajuste dd ps = 30% (linha s6lida na Figura 2a), quase 3 vezes o valor p; para
pessoas seronegativas. Observe que esse valor para p, ¢ ainda menor do que os obtidos pelo estudo de epidemias de tuberculose entre pessoas soropositivas (Daley et
al., 1992; Di Perri, 1989). Em vista da mortalidade 5 de pessoas com HIV, as estimativas para a, e p, correspondem a uma probabilidade de progredir lentamente

da tuberculose latente para a tuberculose ativa

az/(az + p2) ~ 44%

e probabilidade de desenvolver tuberculose ativa apds infecgdo por M. tuberculosis

P2+ az/(az + po) ~ 74%.

Em comparagdo, a porcentagem de pessoas HIV positivas que progridem rapidamente (imediatamente ou dentro de um ano) para TB ativa foi de 20% em
(Guwatudde et al., 2004) (sem referéncia), 42% em (Schulzer et al., 1992) (sem referéncia), 67% em (Cohen et al., 2006) (depois (Daley et al., 1992)) e 100% em
(West e Thompson, 1997). Em modelos com compartimento separado para AIDS, como (Dowdy et al., 2006), o percentual foi de 7% para pessoas HIV positivas
sem AIDS (o mesmo que para pessoas HIV negativas) e 56% com AIDS, segundo (Daley et al., 1992; Di Perri, 1989).
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Figura 2. (a) Dados e simulagdo para a taxa de notificagdo de TB. A curva pontilhada mostra a contribuicdo das pessoas vivendo com HIV (apenas um
ponto de dados). (b) Dados e simulagéo para a prevaléncia do HIV. (¢) Simulagéo da prevaléncia de casos ativos de tuberculose. Dados com intervalo de
confianga binomial de 95% correspondem a prevaléncia de tuberculose ndo diagnosticada em adultos, maior do que na populagdo em geral. (d) Taxa de

infecgdo por M. tuberculosis .

Todos os valores dos pardmetros foram fixados e sdo apresentados na Tabela 6.

Tabela 6. Valores numéricos para pardmetros do modelo.

mortalidade w1 |{0,02/ano  ||(Cohen et al., 2006) 12 |[0,1/ano ||(Cohen et al., 2006)

excesso de mortalidade|[m1/(0,25/ano  ||(Corbett et al., 2003b) ma2|[1,6/ano ||(Corbett et al., 2003b)

infeccdes k1 (|11,4/ano  |ajustamento ko ||k1 x 2/3|[(Cohen et al., 2006)

primario p1 ||11% (Vynnycky e Fine, 1997) P2 (130% ajustamento

reativagio ay (|0,0003/ano||(Vynnycky e Fine, 1997) az (|0,08/ano (|(Badri et al., 2002; Selwyn et al., 1989 ¢ 1992)
reinfecgdo q1 (0,7 p1 (Vynnycky e Fine, 1997) g2 (|0,75p2 ||(Cohen et al., 2006)

cura 51 (0,25/ano  ||(Corbett et al., 2003b) B2 ||0,4/ano ||(Corbett et al., 2003b)

detecgdo 1 (0,74/ano (Corbett et al., 2004; Wood et al., 2007) |72 3,0/ano (Corbett et al., 2004; Wood et al., 2007)
tratamento €1 ||180% (Wood et al., 2007) €2 180% (Wood et al., 2007)

nascimentos B (200 /ano |[(Lawn et al., 2006a)

Contatos d |[0,7/ano ||ajustamento

prevengdo A 5,9 ajustamento

|come<;ar |t0 I 1984 |aj ustamento

A porcentagem de notificacdes de TB que sdo HIV positivas. A linha pontilhada na Figura 2a mostra a contribui¢do das pessoas HIV positivas para a taxa de
notificac¢@o de tuberculose, produzida pela simulagdo do modelo completo (1) - (6) com os parametros da Tabela 6. A curva passa perto dos tinicos dados disponivel
(66% das pessoas seropositivas entre os casos notificados de tuberculose em 2005 (Wood et al., 2007)). Isso sugere que nossas estimativas de pardmetros nio sao

irracionais.

Verificacio da hipotese usada para estimar os parametros para o HIV d, ) e ty. Podemos verificar se era razoavel ignorar os termos, incluindo I; e I> em (24)
- (25). A Figura 2b mostra de fato que a simulagdo do modelo completo (1) - (6) com os pardmetros na Tabela 6 sempre se ajusta bem aos dados de HIV. Observe



que os dados com um intervalo de confianga binomial de 95% na Figura 2b correspondem a prevaléncia de HIV de 23% (174/762) na amostra populacional tomada
em 2005 (Wood et al., 2007).

Outras curvas. A Figura 2c mostra a prevaléncia de tuberculose ndo diagnosticada, calculada simulando o modelo completo (1) - (6) com os pardmetros da
Tabela 6. Os dados com um intervalo de confian¢a binomial de 95% correspondem a prevaléncia de tuberculose ndo diagnosticada entre adultos (12/762), que deve
ser maior que a de toda a populagdo. Assim, a Figura 2¢ também sugere que nossas estimativas para os pardmetros ndo sao irracionais. Por fim, também mostramos a
taxa de infecc¢@o por M. tuberculosis (Figura 2d), na qual dados foram coletados recentemente, mas ainda nio publicados. Lembre-se, no entanto, que nossas

escolhas para taxas de detecgdo de tuberculose, y; € 72, foram influenciados pelo conhecimento de que a taxa de infec¢do ndo havia crescido tdo rapido quanto a taxa
de notificacao.

7. Sensibilidade dos estados de equilibrio em relacio aos valores dos parametros

Com todos os parametros fixados ou estimados (tabela 6), observamos os resultados numéricos fornecidos pelas formulas matematicas da secdo 4 para os estados
de equilibrio. Primeiro de tudo, o estado de equilibrio sem HIV e sem tuberculose ¢ S? = 10000. No6s também recebemos

RI®~13, RXIH ~70, rP~17, TXIH ~5,8.

A estimativa R3® ~ 1,3 esta proximo do intervalo [0,6 1,2] mencionado em (Murray et al., 1990). Com dados nacionais sobre a prevaléncia do HIV em clinicas pré-
natais, (Williams e Gouws, 2001; Williams et al., 2006) encontraram um resultado semelhante RXIH ~ 6,4 + 1,6. Observe também rOTB > ROTB: Uma pessoa
"média" recém-infectada com M. tuberculosis produz mais casos secundarios se for introduzida em uma populagéo sem tuberculose onde o HIV ¢ endémico do que
se for introduzido em uma populagdo completamente saudavel. Isso ocorre porque essa pessoa "média" provavelmente ¢ HIV positiva; portanto, a probabilidade de
progredir para TB ativa e infectar outras pessoas ¢ alta (depende dos valores numéricos de varios pardmetros, incluindo as, mas néo a estrutura do modelo).
Finalmente, TXIH < Réﬂv, conforme explicado em §4.3. De certa forma, pode-se dizer que a tuberculose esta retardando a epidemia de HIV.

Nas segdes seguintes, estudamos a sensibilidade dos diferentes estados de equilibrio em relagéo aos parametros mais importantes do modelo, a saber, aqueles que
inserem os termos ndo lineares do sistema (1) - (6): as taxas de transmissdo de tuberculose k; e kopardmetros de reinfecgdo g; e go € 0s pardmetros d e A para o HIV.

7.1 Visio global dos estados de equilibrio no diagrama (k;, d)

A Figura 3 mostra um diagrama de bifurcagdo dos estados de equilibrio no espago de pardmetros (k1, d) usando os valores numéricos na Tabela 6, exceto ¢ claro
para k1 e d e com uma constante quociente kz/ki. O ponto preto proximo a linha 2000 para a taxa de notificagdo de tuberculose (por 100.000 por ano) corresponde
aos valores de kje d na Tabela 6. Os limites entre as quatro areas do diagrama de bifurcacdo ("livre de doenga", "HIV", "tuberculose" e "HIV + tuberculose") sdo
obtidos através da resolugdo das quatro equagdes Ry = 1, ryH = 1, RTB = 1 e 7B = 1 em termos de k; e d . RY™ néo depende de k; e RT® nio depende de d .

Entdo a linha RB’IH =1 ¢ horizontal e a linha ROTB = 1¢ vertical. Linha r(YIH = 1separa os dominios "tuberculose" ¢ "HIV + tuberculose". Linha r%ﬂB = 1 separa os
dominios “HIV” e “HIV + tuberculose”.
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Figura 3. Diagrama de bifurcagdo no plano (k1, d) e linhas de nivel da taxa de notificagdo de TB (linhas com grandes tragos, 500 significa 500 por
100.000 por ano) e prevaléncia de HIV (linhas pontilhadas), em estado estacionario.

Observe na Figura 3 como as linhas de contorno da taxa de notificacio de TB sdo torcidas a medida que cruzam a linha 7Y™ = 1 da zona “tuberculose” para a
zona “HIV + tuberculose”. As taxas de notificagdo proximas ao “limiar de reinfec¢ao” mencionado na se¢do 4.1 (por exemplo, as linhas de nivel 1000 e 2000), que
pareciam totalmente irrealistas na auséncia do HIV, agora ocorrem para valores menores do taxa de transmissdo k; se a prevaléncia do HIV for alta o suficiente. Com

ky = 11,4 por ano, como na Tabela 6, a taxa de notificacao de TB no estado estacionario aumenta de 200 para 2.000 por 100.000 por ano, a medida que a
prevaléncia do HIV aumenta de 0 a cerca de 25%.

7.2 Estado de equilibrio com tuberculose, mas sem HIV

O estado de equilibrio com tuberculose, mas sem HIV, ¢ indicado no lado esquerdo da tabela 7. Esse ¢ o equilibrio usado como condi¢ao inicial nas simula¢des do

modelo completo com HIV e tuberculose. Note que o "quociente de Styblo" (para casos de esfregago positivo e negativo) ¢ de aproximadamente 100, o valor
geralmente aceito para populagdes HIV negativas.

Tabela 7. Caracteristicas do equilibrio endémico apenas com tuberculose (se¢do 4.1) e com
tuberculose e HIV (segdo 4.3).

tuberculose sozinhal[tuberculose e HIV

populagio total 9695 4161

saudavel (HIV negativo) S1 3904 1112

tuberculose latente (soronegativa) E1 5764 2029

tuberculose ativa (soronegativa) L 27 30

saudavel (HIV positivo) 52 00 208

tuberculose latente (HIV positivo) E2 00 762

|tuberculose ativa (HIV positivo) 12 00 20




Prevaléncia de HIV

00 24%
Taxa de notificagdo de TB (/ 100.000 / ano) 203 2005
Notificagdes positivas para o HIV 00 74%
prevaléncia de M. tuberculosis 60% 68%
prevaléncia de tuberculose 0,27% 1,2%
Taxa de infecgdo por M. tuberculosis (/ ano) 3,1% 12%

taxa de incidéncia de tuberculose (/ 100.000 / ano) ||299

2945
"Quociente de estilete" 96 222
reativagdo (entre casos de tuberculose) 6% 50%
reinfeccdo (entre casos de tuberculose) 48% 32%
progressao primaria (entre os casos de tuberculose)| 46% 18%

A Figura 4 mostra como o estado estacionario apenas com TB muda se vocé alterar k; e ¢;. Também mostra as linhas de nivel da taxa de notificacdo de TB. O
ponto preto na linha de nivel 200 por 100.000 por ano corresponde aos valores numéricos de k; e gina Tabela 6. Uma figura semelhante, desenhada a méo e sem as

linhas de nivel, ¢ encontrada em (Feng et al., 2000, Figura 3). Certas linhas cruzam-se na zona da figura 4 com duas solugdes positivas. Estas sdo as projecdes no
plano de linhas desenhadas em uma superficie na dimensdo 3 com uma dobra.
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Figura 4. Tuberculose sozinha. Numero de estados de equilibrio ndo triviais do sistema (7) - (9) no espago de pardmetro (k1, g;). Existe apenas uma

solucdo a direita da linha vertical, 0 ou 2 a esquerda. As linhas de nivel da taxa de notificagdo de TB também sdo mostradas (por 100.000 por ano, linhas
com tragos). Algumas linhas cruzam a 4rea com 2 solugdes.

Numericamente, o limiar acima do qual dois equilibrios ndo triviais podem existir ¢ ¢; ~ 12,5%, quando escolhemos ¢; = 7,7%. O outro limite, que separa a area
onde existem 0 ou 2 solugdes ndo triviais da area em que ha apenas uma solugdo, é k] ~ 8,8 por ano, quando escolhemos k1 = 11,4 por ano. As linhas de contorno

na Figura 4 mostram que a taxa de notificagio de TB em estado estacionario ¢ sensivel a mudangas na g;. Isso significa que nossa estimativa na se¢éo 6 do
parametro k; deve ser visto com cautela.

Como observado (Gomes et al., 2004; Singer e Kirschner, 2004) para um modelo ligeiramente diferente, a dependéncia da taxa de notificagdo da TB ¢ ¢ ainda
maior acima de um certo "limiar de reinfec¢@o". Veja as observagdes no final do apéndice e (Breban e Blower, 2005; Gomes et al., 2005) para uma discussao dessa
terminologia. Observe, por exemplo, a proximidade entre as linhas de nivel 2000 e 10.000 na Figura 4. No entanto, as taxas de notificagdo proximas a 2000 por
100.000 por ano, como na favela do nosso estudo (com HIV), ja estdo entre as mais altas de todos os tempos relatado em uma comunidade. Portanto, parece

improvavel que os valores dos pardmetros para tuberculose em uma comunidade livre de HIV estejam acima do “limiar de reinfec¢do”, conforme sugerido em
(Gomes et al., 2004; Singer e Kirschner, 2004).

A Figura 5 mostra a porcentagem de novos casos de TB devido a reinfec¢do em fungio da k; e g1. Observe que a escala vertical ndo ¢ a mesma da Figura 4. Um
ponto preto indica os valores numéricos de k; e ¢; da tabela 6; corresponde a 45% de reinfecg¢@o entre novos casos de tuberculose.
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Figura 5. Tuberculose sozinha. Linhas de nivel da porcentagem de novos casos de tuberculose devido a reinfec¢do no espago de pardmetros (ky, q).

7.3 Estado de equilibrio com o HIV, mas sem tuberculose



Em nosso modelo, o estado de equilibrio com o HIV, mas sem tuberculose, ¢ dado por §1 ~ 3450, §2 ~ 1310 ¢ H ~ 28%. Populagao total em equilibrio com o
HIV é menos da metade do equilibrio sem doenga S?, porque consideramos coortes de nascimentos B por ano e niio a populagio real total com seus insumos e
produtos. A Figura 6 mostra a sensibilidade da prevaléncia do HIV ao equilibrio em relagdo as variagdes em A e d . O ponto preto no canto superior direito
corresponde aos valores numéricos de A e d na Tabela 6.

disease—free
0.0 T T T T r A
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Figura 6. HIV sozinho. Diagrama de bifurcagdo no espago de pardmetros (), d) e linhas de nivel de prevaléncia de HIV de equilibrio.
7.4 Estado de equilibrio com HIV e tuberculose

O estado endémico de equilibrio com o HIV e a tuberculose pode ser calculado numericamente. A tabela 7 mostra as caracteristicas. Estes sdo aqueles que teriam
sido obtidos se as simula¢des na Figura 2 tivessem continuado até o equilibrio ser alcangado. Comparado com o equilibrio endémico apenas com tuberculose (lado
esquerdo da tabela 7), a taxa de notificag@o de tuberculose e a incidéncia de tuberculose foram multiplicadas por 10, a prevaléncia de tuberculose ¢ a taxa de
infecgdo com 4. A prevaléncia de M. tuberculosis aumentou apenas ligeiramente. A reativa¢do tornou-se o caminho mais importante para a TB ativa. A Figura 3 ja
mostrou a sensibilidade do estado estacionario da tuberculose por HIV.

A epidemia de TB associada ao HIV leva a um risco aumentado de infec¢do por TB na populagio, especialmente em pessoas HIV negativas? Esta questao é
objeto de debate na literatura médica (Egwaga et al., 2006; Lawn e Wood, 2006a; Williams e Maher, 2007). (Egwaga et al., 2006) descobriram que o risco de
infec¢@o diminuiu entre 1983 e 2003 na Tanzénia entre criangas de 6 a 14 anos, apesar da crescente incidéncia populacional de tuberculose relacionada ao HIV . Da
mesma forma, (Corbett et al., 2003a) ndo encontraram aumento na incidéncia de tuberculose em mineiros sul-africanos HIV negativos. Pelo contrario, (Lawn e
Wood, 2006a) observaram que na favela sul-africana, objeto de nosso estudo, a taxa de notificagdo de TB entre adolescentes HIV negativos aumentou
significativamente nos altimos anos; portanto, o risco de infecgdo provavelmente também aumentou. E o que acontece em nosso modelo: a taxa de infecgio porO M.
tuberculosis ¢ multiplicado por 4, a medida que a prevaléncia do HIV aumenta de 0 para o seu equilibrio de 24%.

8. Medidas de controle

8.1 Uso de preservativo

Observe com (20) - (21)

. TXIH ¢ proporcional a f(0) = d (a taxa maxima de transmisséo do HIV)
. rgB ¢ proporcional a k; (taxa maxima de transmissdo da tuberculose), com um quociente constante ko/k;.

Portanto, se d ¢ dividido pelo menos por 7, e se os outros pardimetros permanecerem constantes, 0 NOvo 'I'XIH sera menor que 1 e o HIV desaparecera a longo

prazo. Da mesma forma, se k; ¢ dividido pelo menos por TOTB , entdo o novo TOTB sera menor que 1 e a tuberculose desaparecera a longo prazo. Na figura 3, partindo
do ponto preto que representa a situagéo real, podemos verificar que, se k; ¢ dividido por TDTB ~ 1,7, passamos da zona “tuberculose HIV +” para a zona somente
com HIV. Se d ¢ dividido porry ™ =~ 5,8 , ento passamos da zona "tuberculose HIV +" para a zona somente com tuberculose. Diminuir ki , temos que melhorar as
condicdes de vida. O parametro ¢ diminui se mais preservativos forem usados.

VIH
0

A Figura 7 mostra o impacto de uma queda repentina na taxa de transmissdo do HIV, de um valor inicial de d para um novo valord’, na prevaléncia de HIV
(Figura 7b) e também indiretamente na taxa de notificagdo de TB (Figura 7a). O impacto é uma fun¢do monotona de d’, como seria de esperar. Podemos verificar
nessas simulagdes que o HIV ndo desaparece a longo prazo, a menos que d’' < d/ry ™ ~ d/5,8, ou seja, nas duas simulagdes d’ = d/8 e d’ = 0 mas ndo tio d’ = d,
d = d/2 oud' = d/4. No primeiro caso, a taxa de notificagdo da tuberculose finalmente retorna ao seu nivel no inicio dos anos 80, antes da introdugéo do HIV. O
comportamento assintotico da taxa de notificagdo da TB e a prevaléncia do HIV também podem ser lidos diretamente nas linhas de nivel da Figura 3. Mas a
velocidade na qual esses estados de equilibrio s@o alcangados € vista apenas na figura. 7)
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Figura 7. Aumento repentino no uso de preservativos em 2008: a taxa méaxima de transmissdo d se tornad’. As diferentes curvas correspondem de cima
para baixo comd' =d,d = d/2,d = d/4,d = d/8 ed = 0. a) Taxa de notificagdo de tuberculose. (b) Prevaléncia do HIV.



8.3 Tratamento profilitico com isoniazida

parametro 7y ¢ substituido de cima para baixo por 72, 2y2, 42 ou 8v».

Na auséncia de intervengdo (Figura 7, d’ = d), observe na simulagdo que o pico da prevaléncia do HIV ocorre aproximadamente ao mesmo tempo que o pico da
taxa de notificacdo da TB. Isso ndo parece ser incompativel com os dados do Quénia (Currie et al., 2005, Figura 1), o que sugere um atraso de varios anos entre o
aumento do HIV e o da tuberculose. Uma razao para esse atraso pode ser que os casos de tuberculose ativa apare¢am com mais frequéncia nos estagios finais da
soropositivo) ajusta os dados para tuberculose e HIV razoavelmente bem, embora ndo haja atraso.

8.2 Deteccio de tuberculose

Finalmente, deve-se mencionar que uma campanha de promogio em larga escala para o uso de preservativos comegou na televisio no final de 2006 na Africa do

infec¢do pelo HIV. No entanto, os dados da favela sul-africana ndo mostram atraso 6bvio. Nosso modelo com apenas dois compartimentos para HIV (soronegativo /
Sul. Em principio, deve ser possivel recuperar dados sobre o niimero de preservativos comprados pela populagdo da favela e verificar se o comportamento mudou.

A possibilidade de aumentar as taxas de detecg@o de tuberculose esta agora sendo considerada (y; € 7ys) e a probabilidade de sucesso de um tratamento (g7 € €3)

Para as favelas, isso pode ser alcangado procurando ativamente os casos de tuberculose, em vez de esperar que eles cheguem a clinica. Os quatro pardmetros acima
s6 entram no sistema de equagdes diferenciais (1) - (6) através de combinagdes by = 81 + 1 €1 € by = B2 + 72 £2. No entanto, vocé deve ter cuidado porquey; € 2
abrangidos pela expressdo da taxa de notificacdo da tuberculose (y; I3 + 7, I) Se aumentarmos 7; ou 7y, , a taxa de notificagdo de TB em estado estaciondrio pode
da situag@o quando a taxa de detecgdo ¢ alterada. Em vez disso, a taxa de incidéncia de TB sera usada.

figura.

aumentar e comegar a diminuir somente se -y; ou -y ¢ grande o suficiente. Nao ¢ apropriado considerar a taxa de notificagdo de TB como uma medida da gravidade
A Figura 8a mostra o diagrama de bifurcag@o e as linhas de contorno da taxa de incidéncia de tuberculose no espago de parametros (1/71,1/vs) , com os valores

numéricos da tabela 6 para os outros pardmetros. 7; € 7y, ndo intervenha na férmula para RXIH. O estado de equilibrio com o HIV endémico ainda esta 1a. Esse
estado de equilibrio pode ser invadido pela tuberculose? A resposta ¢ dada pela equagao rOTB = 1, uma equagao implicita para -y; e 2 representado por uma linha

preta grossa que separa "HIV" da "tuberculose HIV +" no canto inferior esquerdo da Figura 8a. Os valores de «y; e 2 na tabela 6 correspondem ao ponto preto na

(b)
TB incidence (per 100,000 per year)
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A Figura 8b mostra o impacto de um aumento repentino na taxa de detecgdo de tuberculose -y, para pessoas com HIV. Isso quase ndo tem impacto na curva para a
1

prevaléncia do HIV. Entdo ndo mostramos. Obviamente, a incidéncia de tuberculose diminui monotonicamente a medida que a taxa de detec¢do aumenta.
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Figura 8. Taxa de detecgéio de TB aumentada: (a) diagrama de bifurcagdo (1/v1,1/72) e linhas de nivel de taxa de incidéncia de tuberculose. (b) Taxa de
incidéncia de tuberculose em fung¢do do tempo, com um aumento repentino na taxa de detecgdo de tuberculose em pessoas HIV positivas em 2008. O

¢ a; se aplicado a pessoas seronegativas
¢ ay se aplicado a pessoas com HIV.

de 2000 para 100.000 por ano.

quando a, diminui.

(a)

Esses parametros ndo fazem parte da formula para R(YIH. Portanto, o HIV ainda esta presente e a questdo ¢ se a tuberculose pode ser interrompida na presenga do

HIV: o limiar ¢ dado por rOTB = 1. A curva correspondente ¢ encontrada na parte inferior da Figura 9a, como uma linha de nivel 0. As linhas de nivel da taxa de
notificagdo de TB no diagrama (a;, ay) sdo quase horizontais (Figura 9a). Portanto, a profilaxia para pessoas com HIV tem um impacto muito maior na taxa de

notificagdo de TB do que a profilaxia para pessoas com HIV. Os valores de a; € ay na Tabela 6 correspondem ao ponto preto na Figura 9a, proximo a linha de nivel

A Figura 9b mostra a influéncia de uma queda repentina na taxa de progressao a, para pessoas HIV positivas devido ao tratamento profilatico com isoniazida. Isso

quase ndo tem influéncia na curva de prevaléncia do HIV; entdo ndo mostramos. A taxa de notificagdo de TB no estado estacionario diminui monotonicamente
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Figura 9. Tratamento profilatico com isoniazida para pessoas com HIV, que diminui as : (a) diagrama de bifurcagdo no espago de pardmetros (ay, az) e

linhas de nivel da taxa de notificacdo de TB, em estado estacionario. b) Taxa de notificagdo da tuberculose em fungdo do tempo. Suposigdo: a partir de



8.4 Antirretrovirais

Agora estamos considerando o possivel impacto do tratamento anti-retroviral, mais especificamente a terapia tripla. Eles reduzem a carga viral e, portanto,
também o parametro de transmissdo d para o HIV. Mas eles também aumentam a expectativa de vida das pessoas vivendo com HIV, diminuindo p2 e ma (¢ claro
que ndo abaixo da mortalidade natural p;), que aumenta o numero de pessoas vivendo com HIV e promove a transmissdo do HIV. Esses dois efeitos estao em
oposi¢do. O impacto no HIV no nivel da populagdo, portanto, ndo é 6bvio e depende da amplitude com a qual os trés parametros mudam sob o efeito dos anti-
retrovirais. Os anti-retrovirais também reduzem em média a taxa na qual as pessoas co-infectadas desenvolvem TB ativa, mas ndo no mesmo nivel das pessoas HIV
negativas infectadas com TB (Badri et al., 2002; Wilson; Lawn et al., 2005a e 2005b; Lawn e Wood, 2006b), e mesmo que uma doenga de "reconstituigdo
imunologica" possa, pelo contrario, aumentar az durante os primeiros meses de terapia anti-retroviral (Lawn et al., 2008). Mais uma vez, o efeito dos anti-retrovirais
na tuberculose no ¢ Obvio, uma vez que as pessoas que vivem com o HIV com anti-retrovirais vivem mais. Quantitativamente, estudos na Africa do Sul (Badri et
al., 2002; Lawn et al., 2005b) e no Brasil (Miranda et al., 2007) mostraram que os anti-retrovirais reduzem em 80% azou seja, eles dividem ap por 5. Com az = 0,08
por ano sem anti-retrovirais, isso da az = 0,016 por ano com anti-retrovirais. Ainda é 50 vezes mais do que a; = 0,0003 por ano para pessoas seronegativas. Outro
relatorio (Lawn et al., 2006) menciona um risco 5 a 10 vezes maior apds trés anos de anti-retrovirais em comparagido com pessoas HIV-negativas. Supde-se ainda
que

e o ¢ dividido por 2 sob o efeito de anti-retrovirais, o que da u2 = 0,05 por ano em vez de 0,1 por ano, sempre acima da mortalidade natural 7 = 0,02 por
ano; a nova expectativa de vida de pessoas HIV positivas em uso de anti-retrovirais ¢ de 20 anos;
* my ¢ dividido por 2 sob o efeito de anti-retrovirais: mg = 0,8 por ano, enquanto m; = 0,25 por ano.

Varios casos sdo considerados para o pardmetro d de transmissao do HIV d (Figura 10), assumindo que 100% das pessoas com HIV recebem imediatamente anti-
retrovirais a partir de 2008, independentemente do numero de CD4 (uma varidvel que ndo esta incluida no nosso modelo). Essa hipotese ¢ obviamente muito
otimista e requer que toda a populagdo adulta da favela seja testada para o HIV. Observe também que, na pratica e em modelos mais realistas, certos fatores podem
favorecer o inicio tardio dos anti-retrovirais (Lawn e Wood, 2007). Com nossos valores de pardmetro, encontramos uma queda na taxa de notificagdo de tuberculose,
mesmo no caso em que os anti-retrovirais ndo influenciam o parametro d (Figura 10a, curva continua a partir do topo). Este caso levaria a um aumento na
prevaléncia do HIV (Figura 10b, curva continua a partir do topo). Os casos em que d’ = d/2 e d’ = d/4 provavelmente s3o mais realistas, uma vez que se espera
uma redugdo na transmissdo do HIV se todos souberem seu status de HIV. Nestes casos, € assumindo que os outros valores dos pardmetros foram escolhidos
corretamente, a prevaléncia do HIV diminui quando d’ = d/4 mas no para d' = d/2 (Figura 10b, 2* ¢ 3 curva continua a partir do topo). Portanto, o futuro da
prevaléncia do HIV ¢é incerto. Mas com uma taxa de progressdo as reduzido em 80% e uma expectativa de vida 1/us multiplicado por 2, parece que os anti-
retrovirais reduziriam consideravelmente a taxa de notificagéo da tuberculose, mesmo que a taxa de reativagdo de pessoas HIV-positivas seja varias vezes maior que
a de pessoas HIV-negativas.
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Figura 10. Antirretrovirais. a) Taxa de notifica¢do de tuberculose em fung¢do do tempo. (b) Prevaléncia do HIV em fung¢do do tempo. Hipotese: 100%
das pessoas com HIV recebem anti-retrovirais a partir de 2008. O pardmetro ua ¢ substituido por pa/2, ma de ma/2, as de a2 /5, enquanto o pardmetro
d ¢é substituido por d, d/2, d/4, d/8 ou 0 (de cima para baixo). A linha pontilhada mostra o caso sem intervengao.

Os anti-retrovirais estdo cada vez mais disponiveis na favela desde 2006. Mas ainda ¢ cedo para entender qual foi o impacto nas epidemias de HIV e tuberculose.

9. Conclusao

Este trabalho é uma primeira tentativa de modelar as epidemias simultaneas de HIV e tuberculose em uma favela perto da Cidade do Cabo, na Africa do Sul, para
a qual muitos dados estdo disponiveis. A principal dificuldade vem do grande numero de parametros no modelo, o que dificulta a estimativa e a andlise matematica.
Garantimos que esse nimero seja 0 menor possivel; assim, foi possivel fazer um estudo relativamente completo do modelo somente com HIV ou tuberculose.

Mostramos que a bifurcagio subcritica em nosso modelo somente com tuberculose era impossivel com valores realistas dos parametros, porque M. tuberculosis
oferece um certo grau de prote¢@o contra uma rapida progressao para tuberculose ativa apos reinfec¢do (g1 < p1) Até onde sabemos, nenhum modelo de tuberculose
jamais apresentou uma bifurcagao subcritica com valores realisticos dos pardmetros, apesar de toda a énfase dada a essa possibilidade nos artigos matematicos sobre
tuberculose (Feng et al., 2000; Moghadas e Alexander, 2004; Sharomi et al., 2008). Nesse ponto, concordamos com (Lipsitch e Murray, 2003) e (Singer e Kirschner,
2004).

Quanto ao modelo completo (1) - (6) com HIV e tuberculose, foi estudada a estabilidade linear do equilibrio endémico com tuberculose ou HIV. Dentro do estojo
q1 < p1, conjeturamos que nao havia bifurcagdo subcritica para (1) - (6). No entanto, esse ponto ainda precisa ser verificado matematicamente. Diagramas de
bifurcagdo foram desenhados com linhas de nivel para prevaléncia de HIV e taxa de notificagdo de TB. O diagrama mais interessante ¢ mostrado na Figura 3. Ele
mostra como, para um valor fixo da taxa de transmissao da tuberculose, a taxa de notificag@o da tuberculose no estado estacionario pode aumentar de 200 para 2000
por 100.000 por ano, quando a prevaléncia do HIV aumenta de 0 a cerca de 25%.

(Gomes et al., 2004; Gomes et al., 2005; Gomes et al., 2007) enfatizaram o papel do "limiar de reinfec¢ao" em modelos de tuberculose livre de HIV. Em (Gomes
et al., 2004, Figura 3) e (Gomes et al., 2007, Figura 2), esse limiar foi atingido quando aproximadamente 1% da populaco apresentava tuberculose ativa. Na favela
sul-africana, 12 / 762-1,6% da amostra da populagdo ndo diagnosticou tuberculose ativa em 2005. Isso pode sugerir que realmente existem populagdes que estao
além do “ limiar de reinfecgdo ”. No entanto, ¢ questionavel se as populagdes com tuberculose endémica, mas com baixa prevaléncia de HIV, podem realmente
atingir 1% de prevaléncia de tuberculose ativa. Em outras palavras,

Mesmo em populagdes com alta prevaléncia de HIV, o "limiar de reinfec¢do" ndo parece desempenhar um papel importante. A Tabela 7 sugere que a porcentagem
de reinfec¢do por HIV e tuberculose ¢ menor do que quando a tuberculose esta sozinha.

Entre as intervengdes estudadas, a maioria tem um 6bvio impacto positivo na limitagdo das epidemias de HIV e tuberculose: ¢ o caso do uso de preservativos,
detecgao de tuberculose e tratamento profilatico. A situagdo dos anti-retrovirais ¢ mais complicada. No entanto, embora o futuro para a prevaléncia do HIV seja
incerto, parece que o amplo acesso aos anti-retrovirais levaria a uma queda significativa na taxa de notificagio da TB. De fato, sabemos de estudos na Africa do Sul
e no Brasil que os anti-retrovirais podem reduzir a taxa de progressdo da TB latente para a TB ativa em cerca de 80%, ou uma divisdo em 5. Se as pessoas HIV



positivas em uso de anti-retrovirais vivem cerca de duas vezes o tempo médio de sobrevivéncia de 10 anos de pessoas HIV positivas sem acesso a anti-retrovirais,
espera-se que a incidéncia de TB aumente em 2/5. E uma redugéo de 60%.

Este argumento simples pode ser falso se os anti-retrovirais aumentarem a prevaléncia do HIV e indiretamente a incidéncia de tuberculose. Nossos resultados
numéricos sugerem que esse ndo ¢ o caso. Mesmo no pior cendrio em que a prevaléncia do HIV aumenta devido a introdugdo de anti-retrovirais (linha sélida na
parte superior da Figura 10b), a taxa de notificagdo de TB cai significativamente (linha solida na parte superior da Figura 10a).

E dificil dizer se as observagdes extraidas deste modelo com pardmetros adaptados a essa favela na Africa do Sul se aplicam a regides menos densas e com alta
prevaléncia de HIV. Poderiamos tentar usar o mesmo modelo e adaptar os pardmetros aos dados locais. Infelizmente, dados confiaveis sobre HIV e TB séo escassos.
Por exemplo, a prevaléncia do HIV no Zimbabue provavelmente nao foi estimada com a mesma frequéncia que sugere (Hughes et al., 2006, Figura 5) [J. Hargrove,
comunicagdo pessoal].

Evidéncia adicional
zf e, sdo as duas raizes possivelmente complexas da equagdo (13), da forma
(i) + 18} +co=0. (26)

Estamos interessados apenas em raizes positivas, as tinicas com significado biologico. A existéncia de raizes positivas depende, em particular, dos sinais dos
coeficientes de (26). Devemos distinguir varios casos:

o Ocaso k1 > kj. Porquecy < 0, temos 47 x 47 < 0. Isso s6 acontece seif > 0ed; < 0. Portanto, existe apenas uma raiz positiva de (13).
e Ocaso0 < k1 <k} e0 < k1 < k1(g1)com

ay +by + (1 —p1)my +piu
+m

Ei(aq) = o

(27)

Nesse caso, temos c¢; > 0. Entdo nos temos zf +1i; < 0.Mas zf x 4, > 0. Portanto, este caso ocorre apenas se zf € i, sdo negativos ou se zf e, sdo
ntmeros complexos conjugados cuja parte real ¢ negativa. Portanto, ndo h raiz positiva de (13). Observe que k1(g1) < k} apenas quando g1 > ¢, a defini¢ao
(17) de g7 tendo sido escolhido precisamente para esse fim.
e Ocaso0 < ky <k:ek; >k (q1) (o que implica que g1 > g;) A é o discriminante de (13). Enfatize a dependéncia de um parametro escrevendo A(ki). Com

(13), A(ky) € um polindmio quadratico em 1/k;, entdo a equagdo A(k;) = 0 tem no maximo duas raizes na meia-linha k; > 0. N6s temos

o A(kl) = C% — 460,

o Cc = 0E se kl = ]:71(111)

o co=0Esek: =kj.
Nos temos A(ki1(q1)) < 0 e A(k}) > 0. Entdo a equagio A(k1) = 0 tem pelo menos uma raiz no intervalo |k1(q1), k;[ . A equagio ndo pode ter duas raizes
porque a fungio k; — A(k;) deve alterar o sinal um niimero impar de vezes neste intervalo. Nos definimos & (q;), a tnica raiz. Nés temos entdo A(k;) < 0 E
sek1(q1) < k1 < El(ql): neste caso, a equagdo (13) ndo tem solugdo entre os niimeros reais. Dentro do estojo El(ql) < k1 < ki, temos A(k1) > 0,
cp =14 x iy > 0ec; = —(if +4;) < 0: neste caso, a equagdo (13) tem duas solugdes positivas.

Ainda temos que verificar se (13) tem uma raiz positiva ¢}, todos os componentes do trigémeo (S5, Ef, IT) dados por (14) - (15) sdo positivos. Para fazer isso,
basta mostrar que s; > 0 ¢ e > 0. Mas adicionando (8) e (9), encontramos s} = (uq€] + mqi})/(k;4]). Entdo apenas mostre e > 0, isto &, i} < 1 —my /k;.
Primeira nota com (27) que se (13) tiver uma raiz positiva ¢} , entdo nds necessariamente temos k1 > my. Nos definimos x(%1) , o polindmio quadratico no lado
esquerdo de (13), para que x(¢}) = 0. Célculos simples mostram

[br + (1 = pi) ma] (k1 —ma + 1)
ak}
a;+b+(1—p)m; +
X1 —m k) =122 AT A—p)m tom o

ky aik

x(1—my/k) =

>0,

que implica i} < 1 —my/k;. Isso completa a prova.

Para concluir, aqui estdo algumas obsqwa@ées sobre a nogdo de “limiar de reinfec¢do” (Breban e Blower, 2005; Gomes et al., 2004; Gomes et al., 2005) para o
nosso modelo no caso em que k; > kj. E equivalente a RT® > 1 e também para ¢y < 0. A Unica solugio positiva para (26) &

it = [7c1+\/c%74co}/2.

Considere o caso especial em que 4|co|/c? ¢ pequeno. Este caso acaba por ser satisfeito digitalmente em toda a 4rea k; > kj na Figura 4, exceto em uma faixa
estreita ao longo da curva ¢; = 0, cuja equacdo pode ser escrita

ay +b; + (1 —p)m; +piy
ki —my '

q = Qi(k1) =

Podemos entdo mostrar que

A aproximagao para ¢; > 0 ¢é negligenciar o termo quadratico na equagdo (26), enquanto a aproximagao para ¢c; < 0 equivale a negligenciar o termo constante. Note
que desde 4|cy|/c? foi considerado pequeno, a expressdo —cy/c; ¢ muito menor que —c;. Portanto, a prevaléncia de tuberculose ¢ alta quando g; > Q1 (k1) e muito
menor quando ¢; < Q1(k;). Porém, como (Breban e Blower, 2005; Gomes et al., 2005) apontaram para um modelo ligeiramente diferente, o “limiar de reinfecgdo”
que acabamos de obter ndo esta bem definido matematicamente (um situagdo semelhante ocorre, por exemplo, quando se define a largura de uma “camada limite” na
fisica).
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