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Résumé

On présente un modele mathématique simple avec six compartiments
pour linteraction entre les épidémies de VIH et de tuberculose. Avec les
données d’un bidonville prés du Cap en Afrique du Sud, ou la prévalence
du VIH dépasse 20% et ou le taux annuel de notification de la tubercu-
lose est proche de 2000 pour 100 000, on estime les parametres du modele
et I'on étudie comment diverses mesures préventives pourraient changer
le cours de ces épidémies. La promotion des préservatifs, une détection
accrue de la tuberculose et la prophylaxie contre la tuberculose ont clai-
rement un effet positif. L'impact des antirétroviraux sur 'incidence du
VIH n’est pas évident et dépend de leur capacité a réduire la transmission
sexuelle. Notre analyse suggere cependant qu’ils réduiraient grandement
le taux de notification de la tuberculose.

1 Introduction

En Afrique du Sud, 5,5 millions de personnes vivent avec le VIH, soit 12% de
la population totale [66], p. 455]. Environ 270000 cas de tuberculose active sont
notifiés chaque année [76], p. 137]. Environ 60% des adultes avec une tuberculose
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active sont porteurs du VIH; en effet, la coinfection avec le VIH et Mycobac-
terium tuberculosis (abrégé en M. tuberculosis) augmente considérablement la
probabilité de progresser d’une tuberculose latente a une tuberculose active.
[35, [75] ont étudié en détail ces épidémies dans un bidonville pres de la
ville du Cap. Le tableau 1 montre les estimations du taux de notification de la
tuberculose, calculé & partir du nombre annuel de notifications et de deux recen-
sements de la population conduits en 1996 et 2004, en supposant une évolution
linéaire de la population entre ces deux années. Le tableau montre aussi la
prévalence du VIH, estimée avec les données d’une clinique prénatale.

TABLE 1 — Notifications de la tuberculose pour 100000 personnes et par an;
prévalence du VIH (%). Données de [35, Tableau 1].

année 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

tuberculose 580 653 913 897 982 1410 1366 1472 1468

VIH 63 89 11,6 142 165 184 199 21,1 21,9

En 2005, il y a eu 259 cas de tuberculose active notifiés parmi les adultes
(d’age > 15 ans) [75]; 66% de ceux qui ont été testés pour le VIH étaient
séropositifs. La population adulte était estimée a 10400 et la population totale
a 13000. Donc le taux de notification de la tuberculose dans la population
était de 259/13000 ~ 1992 pour 100000 habitants par an. De plus, dans un
échantillon de la population constitué de 762 adultes, 12 personnes avaient une
tuberculose active non diagnostiquée (3 séronégatifs et 9 séropositifs). Environ
23% (174/762) des personnes de 1’échantillon étaient séropositives. Plus de 80%
des cas de tuberculose a frottis positif ayant regu un traitement furent guéris.

Il y a eu dans la littérature médicale de nombreuses études focalisées sur des
aspects particuliers des épidémies conjuguées de VIH et de tuberculose dans ce
bidonville ou d’autres pres de la ville du Cap [3], 34 [35] 37, [38] B9, [40] [75]. On
construit ici un modele mathématique intégrant les données sur la tuberculose et
le VIH pour mieux comprendre ces épidémies. On garde le modele le plus simple
qui soit cohérent avec les données disponibles ; le modele n’est pas structuré par
age. L’objectif principal est d’étudier I'impact de diverses mesures de prévention.
Vus les niveaux extrémement élevés de VIH et de tuberculose dans ce contexte, il
est essentiel de savoir quelles mesures sont les plus efficaces, d’autant plus qu'un
projet important pour controler le VIH et la tuberculose dans ce bidonville est
en cours de préparation. Le modele peut aider & planifier les interventions. En
outre, le modele et ses prédictions peuvent servir de cadre pour évaluer le succes
ou ’échec des interventions.

La section 2 passe en revue les modeles mathématiques combinant VIH et
tuberculose. La section 3 introduit notre modele, que 'on a essayé de garder le
plus simple possible. La section 4 analyse quelques propriétés mathématiques de
ce modele. La section 5 passe en revue les valeurs des parametres que 1’on trouve
dans la littérature médicale. La section 6 estime plusieurs parametres en utilisant



les données du bidonville sud-africain. La section [0 propose un diagramme de
bifurcation qui montre qualitativement et quantitativement comment les états
d’équilibre du modele dépendent de certaines valeurs des parametres. Cette
approche est nécessaire car certains parametres ne sont connus qu’approximati-
vement. La section [§] étudie comment diverses interventions pourraient affecter
les épidémies de VIH et de tuberculose, avec une attention particuliere pour la
dynamique transitoire puisque la convergence vers un état d’équilibre prend plu-
sieurs décennies. La question principale est celle de 'impact des antirétroviraux
sur le taux de notification de la tuberculose; la réponse n’est pas évidente.
En effet, les personnes coinfectées sous antirétroviraux ont un risque réduit de
80% de développer une tuberculose active, mais leur espérance de vie est aussi
plus longue. Comme leur risque de développer une tuberculose active est encore
plusieurs fois supérieur a celui des personnes séronégatives, cela pourrait aug-
menter la transmission de la tuberculose. Nos résultats numériques suggerent
le contraire : les antirétroviraux pourraient diminuer considérablement le taux
de notification de la tuberculose méme si la prévalence du VIH s’en trouve aug-
mentée. Cette conclusion doit étre considérée avec précaution car il y a des
incertitudes non seulement sur les valeurs des parametres mais aussi sur la va-
lidité de la structure du modele.

2 Revue des modeles épidémiques avec VIH et
tuberculose

Le tableau [2] passe en revue les modeles épidémiques avec VIH et tubercu-
lose. Les études sont essentiellement de deux types : soit des simulations in-
formatiques du comportement transitoire de modeles réalistes mais complexes,
soit des études mathématiques des états d’équilibre et de leur stabilité dans des
modeles plus simples et moins réalistes. Ces modeles ont porté sur la situation
en Afrique sub-saharienne, aux Etats—Unis, en Russie, en Inde ou dans les pri-
sons brésiliennes. Certains modeles ont essayé de présenter une vue globale en
considérant toutes les cing régions de ’'OMS. D’autres modeles ne portaient pas
sur une région particuliere. Les compartiments ont combiné un certain nombre
d’états pour le VIH (notons le i) et un nombre éventuellement différent d’états
pour la tuberculose (notons le j). Ainsi on s’attendrait & ce que le modele ait
1xj compartiments. Certains modeles ont agrégé plusieurs compartiments tandis
que d’autres ont ajouté plus de compartiments pour tenir compte d’interventions
spécifiques. C’est pourquoi le tableau2indique le nombre de compartiments sous
la forme i x j + k. Certains modeéles prennent la forme d’un systeme d’équations
différentielles ordinaires (EDO). La plupart des autres utilisent des équations
aux différences en temps discret. On mentionne enfin le travail en cours de Lungu
[43]. Plusieurs autres modeles ont étudié de maniere générique deux maladies
infectant une méme population ; mais soit ils n’avaient pas de compartiment
séparé pour les personnes coinfectées [47], soit elles n’incluaient pas de période
de latence [B], qui est une caractéristique importante de la tuberculose.



TABLE 2 — Revue par ordre chronologique des modeles avec VIH et tuberculose.
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Modele statique pour I’Afrique sub-saharienne avec 2 X 2 — 2 = 2 compartiments. Relation affine entre
I'incidence de la tuberculose et la prévalence du VIH.

Simulation sur 20 ans pour I’Afrique sub-saharienne (détails dans [60]). Impact d’un accroissement
supposé de la prévalence du VIH sur 'incidence de la tuberculose.

Simulation sur 10 ans pour ’Ouganda avec 2 X 4 = 8 compartiments. Prophylaxie contre la tuberculose
plus efficace que le traitement.

Analyse mathématique de 16 EDO. Etude numérique de la stabilité des équilibres.

Simulation sur 20 ans pour I’Afrique sub-saharienne et le Canada. Structure par age et par temps écoulé
depuis l'infection avec le VIH ou M. tuberculosis. Impact d’un accroissement supposé de la prévalence
du VIH sur I'incidence de la tuberculose.

Simulation sur 10 ans pour les Etats-Unis avec 3 x 5 — 2 = 13 compartiments, 3 groupes d’age et tu-
berculose résistante. Combiner prévention contre la tuberculose et traitement nécessaire pour atteindre
les objectifs actuels.

Simulation sur 25 ans pour les Etats-Unis avec 30 EDO y compris les homosexuels, les utilisateurs de
drogues et 'immigration. Plus de données néessaires sur le séropositivité des cas de tuberculose.
Simulation sur 22 ans pour le monde entier avec structure par age. Détails plus disponibles sur le site
du journal. Impact de la stratégie contre la tuberculose de ’'OMS sur les déces.

Simulation sur 32 ans pour le monde entier avec 2 x 19 = 38 EDO. Estimation de la taille du probléme
que pose la tuberculose.

Simulation sur 30 ans pour les Etats-Unis. Structure par age, sexe, ethnie et région. 14 compartiments
pour la tuberculose.

Simulation stochastique sur 2 ans pour les Etats-Unis avec 5 x 6 = 30 compartiments. Taille des
épidémies de tuberculose tres sensible au taux de traitement.

Analyse mathématique pour le Brésil de 3 x 3 — 1 = 8 EDO. Diagramme de bifurcation des équilibres.
La transmission de la tuberculose se produit en prison.

Simulation sur 20 ans pour le Kenya, I’Ouganda et I’Afrique du Sud avec 3 x 6 = 18 compartiments.
Augmenter la détection et le traitement de la tuberculose plus efficace que d’autres interventions.
Analyse mathématique pour le Brésil de 3 x 3 — 2 =7 EDO. Stabilité des équilibres.

Analyse mathématique de 3 EDO et d’un modéle stochastique spatialisé pour 1’Asie du sud-est. Le VIH
ne pourrait envahir les populations avec beaucoup de tuberculose.

Simulation sur 20 ans pour I’Ouganda avec 2x5+1 = 11 EDO. Prévalence constante du VIH, vaccination
BCG. La prophylaxie contre la tuberculose pour les séropositifs aurait un impact faible.

Simulation sur 20 ans pour la Russie avec 3 x 18 = 54 compartiments. Impact du taux de guérison pour
la tuberculose résistante sur le nombre de déces.

Simulation sur 40 ans pour I'Inde. Détails non disponibles. Les antirétroviraux seraient nécessaires pour
atteindre les objectifs du millénaire pour la tuberculose.

Simulation sur 20 ans pour le Kenya avec 2 x 6 = 12 compartiments. Améliorer la détection et le
traitement de la tubercullose plus efficace que les antirétroviraux.

Analyse mathématique de 4 EDO. Stabilité des équilibres.

Simulation sur 30 ans pour I’Afrique sub-saharienne de 2 x 22 + 1 = 45 EDO. La prophylaxie accélere
I’émergence de la tuberculose résistante.

Simulation jusqu’a ’équilibre pour I’ Afrique du Sud avec 3x8 = 24 compartiments. Impact de meilleures
techniques de diagnostic comparé & d’autres interventions pour la tuberculose.

Simulation stochastique sur 70 ans pour le Zimbabwe avec 3 X 6 = 18 compartiments. 10 000 personnes
dans des foyers. Travail en cours.

Simulation sur 10 ans pour la Russie avec 3 x 18 = 54 compartiments comme dans [I]. Haut niveau
d’antirétroviraux nécessaire avec la tuberculose résistante.

Analyse mathématique de 4 x 4 — 1 = 15 EDO avec réinfection. Stabilité des équilibres. Bifurcation
sous-critique pour la tuberculose.
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Tous ces modeles contiennent de nombreux parametres inconnus mais re-
posent sur peu de données. Par exemple, il semblerait que [14l, 15, [32], [57, [70]
soient les seuls a ajuster leurs parametres aux séries temporelles de la prévalence
du VIH (des cas de SIDA dans [70]) et des notifications de la tuberculose. Pour le
bidonville sud-africain de notre étude, on a deux informations supplémentaires :
le pourcentage de personnes séropositives parmi les cas de tuberculose notifiés et
la prévalence de la tuberculose a une date. Ces deux contraintes supplémentaires
devraient rendre nos estimations pour les parametres plus robustes. De plus, le
bidonville est certainement plus homogene que des pays entiers (les Etats-Unis
dans [70], le Kenya dans [14] [I5], le Zimbabwe dans [32]) et moins exceptionnel
qu'une prison pour femmes [57]. Par ailleurs, on s’est concentré sur I'un des
modeles les plus simples, avec un minimum de compartiments et de parametres.
Méme ainsi, notre modele contient 22 parametres.

3 Le modeéle

Les compartiments de notre modele combinent deux états pour le VIH
(séronégatif et séropositif) avec trois états pour la tuberculose (état suscep-
tible, tuberculose latente et tuberculose active comme dans [46], 48] [64]). Le
tableau [3] montre les notations pour les six compartiments. L’indice 1 est pour
les personnes séronégatives et l'indice 2 pour les personnes séropositives. Les
personnes dans les compartiments E7, Fo, I1 et Is sont celles infectées par M.
tuberculosis.

TABLE 3 — Les six compartiments du modele et quelques notations.

S1  personnes séronégatives non infectées par M. tuberculosis
So  personnes séropositives non infectées par M. tuberculosis
FE1 personnes séronégatives avec une tuberculose latente

FE> personnes séropositives avec une tuberculose latente

I;  personnes séronégatives avec une tuberculose active

I, personnes séropositives avec une tuberculose active

P population totale : P = Sl + El + Il + SQ + EQ + IQ
H prévalence du VIH : H = (So + E2 + I1)/P

Le tableau (] montre les parametres du modele. Les parameétres physiolo-
giques sont a peu pres les mémes a travers le monde ou au moins pour les
personnes vivant en Afrique sub-saharienne : ce sont les mortalités u; et uso, les
parametres pour la tuberculose p1, p2, q1, q2, a1, a2, m1 et mo. Au contraire, les
parametres < sociaux > dépendent de la région de 1’étude, en particulier de la
densité de population et des conditions de vie (taux de transmission k; et ks),
de l'acces aux hopitaux (taux de détection 1 et v2), de la qualité du traitement
(g1 et e2), des habitudes sexuelles et des cofacteurs locaux pour la transmission
du VIH tels que les autres maladies sexuellement transmissibles et la circonci-
sion (d), de la vitesse & laquelle les informations sur le VIH diffusent (A) ou de



Ihistorique de ’épidémie (tp). On peut trouver des estimations pour la plupart
des parametres physiologiques dans la littérature médicale. Tous les parametres
sociaux doivent étre estimés a partir des données locales.

TABLE 4 — Les 22 parametres du modele et quelques notations (indice 1 pour
les séronégatifs, 2 pour les séropositifs).

B naissances

L1, 2 mortalité sans tuberculose active

ki, ko taux maximum de transmission de la tuberculose

P1, P2 proportion des nouvelles infections avec progression rapide vers
la tuberculose active

Q, 92 proportion des réinfections avec progression rapide

ai, as taux de progression de la tuberculose latente vers la tuberculose
active

51, B2 taux de guérison de la tuberculose active sans traitement

Y1, Vo taux de détection des cas de tuberculose active

€1, €2 probabilité de succes d’un traitement pour les cas de tuberculose
détectés

m1, mo mortalité avec une tuberculose active

d taux maximum de transmission du VIH

A parametre qui représente les changements de comportement

to date d’introduction du VIH

Y, Py proportion avec une progression lente vers la tuberculose : pj =

L—p1,ph=1-po

by, b taux de guérison de la tuberculose : by = 81 + 11 €1, bo = B2 +
Y2 €2

f(H) taux de transmission réduit du VIH : f(H) = de M

Les équations de notre modele sont

ds

d—tlZB—Sl(klfl-f-/@b)/P—MlSl—f(H)Hsla (1)

dE

d—tl:(P’151—Q1E1)(k111+k212)/P—(a1 +p) By +b1 1y — f(H)H Eq,
(2)

drl

d—tl:(P151+Q1E1)(k1[1+k212)/P—(b1 +mi) L +a By — f(H)H I,

(3)



pour les personnes séronégatives et

dsS

d—tz=—52(k111+/€2[2)/P—M252+f(H)H51, (4)

dFE:

d—tz:(P’zsz—(hEz)(klh+k212)/P—(a2+M2)Ez+b212+f(H)HE17
(5)

dl

d—tg:(P252+Q2E2)(k111+k212)/P—(bz+m2)12+a2E2+f(H)H11,

(6)

pour les personnes séropositives. La figure 1 montre les flots entre les différents
compartiments.
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FIGURE 1 — Flots entre les compartiments du modele. Ici, i = (k111 + kol2)/P
et g(H) = f(H) H.

Le tableau [ montre la correspondance que I'on utilise entre le vocabulaire
médical et notre modele. Le taux de notification de la tuberculose est le taux
auquel les personnes dans les compartiments I; et Iy sont détectées; seule une
fraction €1 ou 5 de celles-ci retournent réellement aux compartiments latents
FE4 et E5. L’incidence de la tuberculose est le taux auquel les personnes entrent
dans les compartiments I et I» divisé par la population totale, donné d’habitude
< pour 100000 personnes et par an ». Le taux d’infection par M. tuberculosis,
analogue en temps continu du risque annuel d’infection, est le taux auquel les
personnes dans les compartiments Sy (resp. Sz) entrent dans les compartiments
E; ou I (resp. E2 ou I). La prévalence de M. tuberculosis est la proportion de
la population totale dans les compartiments F1, I, Fs ou Is. La prévalence de la
tuberculose est la proportion de la population totale dans les compartiments Iy
ou I5. Elle inclut les tuberculoses actives, qu’elles n’aient pas été diagnostiquées
ou qu’elles aient été détectées mais traitées sans succes. On utilise I’expression



< rapport de Styblo > pour le rapport entre 'incidence de la tuberculose et
le taux d’infection par M. tuberculosis (x1000). Dans la littérature médicale,
ce rapport est en général restreint aux notifications de la tuberculose a frottis
positif (environ la moitié de toutes les notifications), avec une valeur supposée
constante et égale & 50 pour les populations séronégatives. Autrement dit, un
taux d’infection de 1% par an correspond & un taux d’incidence de 50 cas a frot-
tis positif pour 100000 par an, soit environ 100 cas a frottis positif ou négatif
pour 100000 par an. Cette hypothese est appelée la < regle de Styblo > [6]. Ce-
pendant, comme on le verra dans le tableau[l le rapport de Styblo ne peut plus
étre supposé le méme dans les régions avec une prévalence élevée du VIH. Cette
remarque met en doute la méthode utilisée par [59]. La réactivation endogene
est la contribution a l'incidence de la tuberculose venant des compartiments E
ou F> aux taux constants a; ou as; la réinfection exogene est la contribution
venant des compartiments F; ou Fy a un taux qui dépend des nombres de cas
de tuberculose active I7 et Is. La tuberculose « primaire > est la contribution
venant directement des compartiments S; et Sy apres infection.

TABLE 5 — Correspondance entre le vocabulaire médical et le modele.

taux de notification (I +7212)/P
taux d’infection (k1Ih + ko I2)/ P
incidence totale T =a1F 4+ asFr+
(P1S1 4+ p2S2 + 1 E1 + @2 E2) (k1 1y + ko)
taux d’incidence T/P

prévalence de M. tuberculosis (E1+ 1L + B2+ )/ P
prévalence de la tuberculose (I + L)/ P

< rapport de Styblo > 1000x (taux d’incidence)/(taux d’infection)
% de réactivation endogene (a1 By + asF)/T
% de réinfection exogene (1 E1 + q2E2)(k1Ih + kol2)/T

% de tuberculose < primaire >  (p1.S1 + p2S2) (k111 + kols)/T

Notons un certain nombre de points importants :

— Au temps £, on suppose qu'une personne séropositive est introduite dans
une population stationnaire sans VIH ou la tuberculose est endémique.
On a choisi de mettre cette premieére personne avec le VIH dans ’état Ss.
Les formules pour Si, E1 et I7 a1’équilibre endémique pour la tuberculose
se trouvent dans la section 4.1

— L’age et le sexe ne sont pas pris en compte. En particulier, le modele ne
peut distinguer les différentes routes de transmission du VIH, telles que
la transmission sexuelle et la transmission de la mere a ’enfant. On ne
distingue pas les tuberculoses pulmonaires et extra-pulmonaires, a frot-
tis positif (infectieuse) et & frottis négatif (non-infectieuse) de maniere a
reduire au minimum le nombre de compartiments.

— La tuberculose résistante est encore assez limitée dans le bidonville sud-
africain de notre étude. L’efficicacité du BCG n’est pas claire. Nous n’avons
pas inclus ces aspects dans notre modele.



— Dans ’équation (dJ), les naissances sont supposées constantes indépen-
damment du nombre de personnes qui meurent du SIDA ou de la tubercu-
lose. Ainsi, notre modele considere I’évolution de cohortes de tailles fixées
a la naissance. Ce n’est pas trop déraisonnable si I'on n’utilise que des
données sur la prévalence du VIH, c’est-a-dire le pourcentage de la popu-
lation vivant avec le VIH (et non le nombre total de personnes infectées),
et sur le taux de notification de la tuberculose pour 100000 personnes et
par an (et non le nombre total de cas notifiés par an). Si I'on supposait
que les déces étaient remplacés par de nouveaux immigrants, il faudrait
spécifier leur statut vis-a-vis de la tuberculose et du VIH; or il est diffi-
cile d’avoir des informations a ce sujet. Si par contre on supposait que les
naissances étaient proportionnelles a la population, alors on ne pourrait
plus étudier les équilibres. La démographie du bidonville est en réalité
assez complexe. La population a grandi considérablement au cours de la
derniere décennie. La pyramide des ages a un biais avec plus de jeunes
adultes et peu d’enfants et de personnes agées. Il y a aussi des entrées et
des sorties dans la population.

— Dans les équations () et @), on a choisi la < forme standard » pour
Pinfection et la réinfection par la tuberculose comme dans [24] [63] 64],
et non la <« loi d’action de masse > utilisée par exemple dans [20, 40
48]. Avec des naissances constantes, la population totale décroit & mesure
que 1’épidémie de VIH de développe. Si 'on utilisait la < loi d’action de
masse > pour la transmission de la tuberculose, le taux de transmission
baisserait et cela ralentirait artificiellement 1’épidémie de tuberculose.

— Dans les équations ([I)-(B]), on a aussi choisi la <« forme standard > pour
la transmission du VIH comme par exemple dans [63]. C’est la forme la
plus utilisée pour les maladies sexuellement transmissibles. Comme dans
[73] mais contrairement & [63], on suppose que le taux de transmission est
une fonction exponentiellement décroissante de la prévalence du VIH pour
refléter les changements comportementaux a mesure que les connaissances
sur le VIH se répandent dans la population. [73] supplément] a montré que
cette fonction spéciale donne un bon ajustement aux données d’infection
par le VIH dans une autre enquéte en Afrique du Sud. Il est essentiel de
garder la prévalence du VIH a des niveaux réalistes dans un modele sans
hétérogénéité dans les comportements sexuels.

— Tous les autres termes sont linéaires. En réalité, le taux de progression
vers la tuberculose active est fonction du temps écoulé depuis l'infection :
le taux est élevé pendant les deux premieres années et faible pour le reste
de la vie [68]. Bien stir, il est possible de mettre cela en équations [25].
Mais pour garder le nombre de parametres du modele aussi petit que pos-
sible, on suppose comme dans [26 [46], 48] 54 [64] qu’une certaine fraction
des nouveaux infectés développe une tuberculose active immédiatement,
tandis que le reste entre dans I’état latent avec une taux constant de pro-
gression vers la tuberculose active. De méme, on suppose qu’'une certaine
fraction des réinfections conduisent immédiatement a une tuberculose ac-
tive comme dans [24, 26, 40, 48, 64]. Les autres réinfections sont <« per-



dues > puisque les personnes sont déja avec une tuberculose latente.

— Noter comment les équations modélisent les personnes dont le traitement
est un échec. Ils sont comptés dans le taux de notification v; I1 + v2 Io, et
induisent des taux de guérisons plus faibles by = 81471 €1 et by = Bo+7y2 €2
parmi les cas de tuberculose active. Mais ils ne sont pas mis dans un
compartiment séparé.

4 Analyse mathématique

L’équilibre sans tuberculose et sans VIH est donné par SY = B/u; et By =
11252:E2:I2:0.

4.1 Tuberculose seule

Contexte. Le modele avec la tuberculose mais sans VIH n’a que trois com-
partiments (S1, F1, 1) qui vérifient les équations ([I)-@)) avec Io = 0, H = 0 et
P = Sl + E1 + Il :

dsS

—dtl =B - k13111/P — ,Ulslv (7)
dEl !

W:(plsl—qlEl)klll/P—(a1+,U1)El+b1]17 (8)
dI

d_t1 =P S1+q E1)kili /P~ (bi+mi) 1 +ai1kr. (9)

Ces équations sont, aux notations pres, les mémes que celles de [64] §3]. Suite a
[24] et son modele & quatre compartiments (un compartiment de plus pour les
personnes guéries) avec réinfection mais pas de progression primaire (voir aussi
la revue de [9, §4.5]), et suite aux remarques de [42] sur le modele de [24], Iarticle
[64] a essayé de montrer pour un modeéle comprenant les trois routes condui-
sant & la tuberculose (progression primaire, réactivation et réinfection) qu’'une
bifurcation sous-critique se produit si le parametre de réinfection ¢; est assez
grand (comme [24] l’a remarqué), mais trop grand pour étre réaliste (comme
[42] V’a remarqué). A notre avis, il y a deux points faibles dans l'analyse de
[64, §3]. Le premier point est que, suivant I'idée de [42], les parametres réalistes
doivent vérifier I'inégalité ¢; < p;, puisque la tuberculose latente tend a protéger
contre la progression rapide vers la tuberculose active en cas de réinfection [68].
Cette inégalité n’apparait pas dans [64]. Le second point faible est que le seuil
donné par [64, équation (7)] est estimé en utilisant un échantillonage par hyper-
cube latin d’un ensemble de valeurs de parametres. Avec une telle méthode, la
conclusion est probable mais non certaine, et peut dépendre du choix de ’en-
semble des valeurs des parametres. On va montrer ci-dessous que la bifurcation
sous-critique se produit quand g; est supérieur a un seuil g7, qui est toujours
supérieur a p;. Ceci prouve que la bifurcation sous-critique ne se produit pas
pour des valeurs réalistes des parametres. Enfin, [64] n’a pas présenté les détails
de 'analyse des équilibres, ne présentant que les conclusions. Pour notre étude,
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on a besoin de la formule pour I’équilibre endémique avec la tuberculeuse seule,
car il sert de condition initiale pour le modele complet avec la tuberculose et le
VIH.

On doit aussi mentionner ici les travaux [46] [48] sur un modele semblable
a ([@-@) mais avec une < loi d’action de masse > au lieu de la < forme stan-
dard ». Leur modele suppose aussi implicitement que les personnes qui ont guéri
de la tuberculose sont protégés pour le reste de leur vie (ils ne retournent pas
dans Pétat latent), une hypothese quelque peu irréaliste. Formellement, cela
correspond au cas by = 0 dans notre modele. En dépit des remarques de [42],
[48] prétend que la bifurcation sous-critique peut se produire pour des valeurs
réalistes des parametres. Noter cependant que les valeurs des parametres uti-
lisées dans [48] pour k1, p1 et le produit k1¢1 ne vérifient pas I'inégalité ¢1 < p; ;
elles semblent donc irréalistes.

Récemment, dans l’analyse d’'un modele avec VIH et tuberculose, [63] ont
étudié une extension du modele & quatre compartiments pour la tuberculose avec
réinfection introduit par [24]. A nouveau, I'attention est portée sur la bifurcation
sous-critique, qui se produit lorsque le rapport g1 /p1 est au-dessus d’un certain
seuil. Mais ce seuil peut étre supérieur a 1 (il est difficile de dire si tel est
toujours le cas car les formules pour les modeles & quatre compartiments sont
tres compliquées). Et en effet, les auteurs ont choisi la rapport irréaliste g1 /p1 =
3 (noté n, dans [63]) pour illustrer leurs résultats.

Analyse. Linéarisons le systéme ()-(@) prés de I’équilibre sans maladie. On
obtient

dE dl
d—tl ~ kipii — (a1 + pa) Er + b1 1y, d_tl ~kipilh — (b +ma) L + a1 Er .

Donc la reproductivité nette RI® pour la tuberculose, telle que definie dans
[18], est le rayon spectral de la matrice

—1
0 Fkip) a1+ p1 —by
0 Fkip —aq by +my ’

qui se calcule facilement :

ki(ar + p1 )

RTB _
0 b .
ai1my + map1 + (1101

(10)

Comme cette formule ne dépend pas du parametre de réinfection ¢, elle est
identique & [49], équation (10)]. Lorsque by = 0 et p; = 0, c’est la méme formule
que celle dans [24, §1]. Une manieére quelque peu plus intuitive d’obtenir (0]
consiste & écrire que RE® est espérance du nombre de cas secondaires produits
par un cas infecté dans une population autrement sans maladie. Ce premier cas
transmet M. tuberculosis a ki personnes par unité de temps et reste infecté en
moyenne 1/(b; + mq) unités de temps. De plus, chaque personne nouvellement
infectée sera immédiatement infectieuse avec une probabilité p; et infectieuse
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seulement apres réactivation avec une probabilité (1—p1) a1 /(a1 + p1). Enfin, le
premier cas peut redevenir infectieux apres avoir guéri (éventuellement plusieurs
fois), avec une probabilité qui est le produit de by /(b1 + p1) et de a1 /(a1 + p1).
On peut vérifier que la formule

o0

kq ay b ai "
RIB—=_ L 1- 13°( ) 11
0 by +my P pl)al+M1 Z bl-i-mlxal'i‘ﬂl ()

n=0

donne en effet le méme résultat que (I0). Comme la probabilité a; /(a1 + p1)
de développer une tuberculose active par réactivation est petite, on obtient une
bonne approximation pour R}® en remplagant la somme infinie dans (1] par
son premier terme, qui est égal a 1.

Cherchons un équilibre endémique pour la tuberculose de la forme

(ST7ET7I{F7O7070)

dans le systeme ([@)-(6) avec ST > 0, Ef > 0 et IT > 0, c’est-a-dire un équilibre
non trivial (ST, EY, IT) du systéme ([@)-(@). Par commodité, posons :

P =S+ E+1F, st =87/P*, ei=E/P*, it=I/P*. (12

Apres des calculs laborieux, on peut montrer en partant de ({)-[@) que la frac-
tion des cas de tuberculose active ¢} doit étre une racine positive de I’équation
quadratique

w2, a1 +bi+ (1 —p)mi+pipr .
11
(Zl) +[ q1k1 * k1 “
b
L am + My + p101 (1-R™) = 0. (13)

Q1k%

De plus, on a

% x kl —my — kllsf % B
G =T T 1= 7 % 0 (14)
p1+ klll klll +
a partir desquels on peut calculer
s=1—e] —ij, P*=87/s7, Ej=ejP", If=4P". (15)

Des équations quadratiques semblables & I’équation (I3) se trouvent dans [24]
équation (A.1)] et [46, équation (5.3)]. Posons

I — aymi +maip + pibr (16)
! a1 + pip '

et
. a1+b1—|—(1—p1)m1 + p1pa « ai; + pip

b by + (1 =p1)m o
Vu (), on a RFB = kq/k}. Donc RIB < 1 lorsque ki < ki, et R4B > 1 lorsque
k1 > k3. Etudions les équilibres de (7)-(@) dans l'espace des parametres (k1, ¢1).
Dans 'appendice, on montre que :

(17)
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— pour q1 < ¢i, le systeme ([@)-([@) n’a pas d’équilibre endémique lorsque
0 < k1 < kf, et un équilibre endémique lorsque k1 > k} (< bifurcation
transcritique > quand k; croit de 0 & +00);

— pour q; > ¢j, il existe un autre seuil %1 (q1) < K}, qui dépend de g1, tel que
le systeme ([7)-([@) n’ait pas d’équilibre endémique lorsque 0 < k1 < /k\:l(ql),
deux équilibres endémiques lorsque @1 (1) < k1 < ki, et un équilibre
endémique lorsque k1 > k7 ; il y a < bifurcation sous-critique >.

Noter que la premiere fraction dans ([IT) est supérieure a 1 et que la seconde
fraction est supérieure & p;. Donc ¢} est toujours supérieur a p;. Mais une valeur
réaliste pour ¢; est nécessairement inférieure a p;, comme on ’a déja mentionné.
Ceci montre que la zone des parametres avec une bifurcation sous-critique est
une curiosité mathématique qui ne se produit pas dans la pratique ; ceci confirme
les remarques de [42] et la conclusion suggérée par [64]. Noter que la formule
(@) pour ¢ aurait pu étre obtenue dans [64] si expression (6] pour k} avait
été insérée dans la condition [64] équation (7)].

4.2 VIH seul

Sans la tuberculose, le systeme ([d)-(@]) se réduit &

dSl_ dSQ
E_B pS1— f(H)H S , 7

avec H = Sy/(S1452). [30,[69], entre autres, ont étudié des modeles épidémiques
similaires avec un taux de contact qui dépend de maniére non linéaire du nombre
de personnes infectées. [73] a utilisé un modele plus compliqué pour la trans-
mission du VIH avec un taux de contact qui dépend de maniere non linéaire de
la prévalence. Tout d’abord, linéarisons la seconde équation dans (8] pres de
I’équilibre sans maladie S; = S et S2 =0 :

dSs

W ~ —ILLQSQ—I—f(O)SQ.

Ainsi, la reproductivité nette pour le VIH est donnée par
Ry™ = f(0)/pz.

On vérifie facilement en utilisant ([I8)) que 1’équilibre endémique avec VIH mais
sans tuberculose est donné par

=—puSa+ f(H)HS:  (18)

~

3 B(1-H) ~ BH
1= — = 2 = =~ -~
pi(l—H)+ pe H pr(1—H)+po H

ott H est la prévalence a 1’équilibre du VIH, §2/(§1 + §2) ; elle est solution de
I’équation

(1 —H) f(H) = p2 (19)
dans lintervalle ]0, 1[. Noter que le c6té gauche de (I9) est une fonction décroissante
de fl, qui prend la valeur f(0) = d lorsque H =0 et la valeur 0 lorsque H=1.
Donc I'équation ([A) n’a pas de solution dans ]0, 1] lorsque Ry™ < 1 et exacte-
ment une solution dans 0, 1] lorsque Ry™ > 1.
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4.3 VIH et tuberculose

L’équilibre endémique avec la tuberculose peut étre envahi par le VIH.
Linéarisons le systeme ([@))-([@) pres de cet équilibre et utilisons les notations
de ([I2). On obtient

dS o *

d—t2 ~ —kySoi] — pe Sa + f(0) s7 (S2 + Es + I2),

dE . *

d—tz ~ kq (pl252 —qa E2) i} — (ag + p2) Ea + ba Is + f(0) e] (S2 + Eo2 + 1),
dl. . .

d_t2 ~ ki (p2 S2 + g2 E2) i} — (bg—i-mg)fg—l—azEz-i-f(O)zl (SQ+E2+IQ>.

Donc la reproductivité nette 7y pour le VIH introduit dans une population

avec la tuberculose endémique, qui est différente de Ry™, est le rayon spectral
de la matrice
-1

57 st s8] k117 + pe 0 0
f(O) e’{ e’{ e’{ —klp/z ZT k1QQ ZT + ag + 125) —b2 . (20)
i i —kip2 1} —k1g2 1] — a2 by + mg

Noter que cette matrice est de rang 1, donc son rayon spectral est égal a sa
trace. Ainsi on obtient

TBIIH = f(O) (ST TS, + GT TE, + ZT TIQ) )

ol Ts,, TE, €t 71, sont des expressions complexes avec une interpretation simple.
Par exemple, 7g, est I'espérance de vie d'une personne a partir du moment ot
elle entre dans I’état Sa (dans le modele linéarisé). En particulier, 7s,, 7g, et
71, sont tous strictement inférieur & 1/pg si mg > po (comme il se doit). Donc

VIH VIH
ro o < Ry

Sans surprise, ’espérance du nombre de cas secondaires produits par une per-
sonne séropositive < moyenne > dans une population avec la tuberculose endé-
mique est inférieure a celle dans une population sans tuberculose, puisque la
tuberculose active raccourcit la vie d’une telle personne.

De méme, I'équilibre endémique avec le VIH peut étre envahi par la tu-
berculose. Linéarisons les équations ([2))-(B)-(E)-(6) pres de (571,0,0,S52,0,0) et
posons L o R o

P=S1+S5, s51=5/P=1-H, s3=5/P=H.
On obtient

% ~pisi(kili + ko Io) = (a1 + ) By + b1 [y —f(ﬁ)ﬁEh
U pisilhals 4 b 1) = by 4 m) I+ s By — f(H) H
% 2/pl2SA2(k1[1+k212)_(‘12‘f'/iz)Ez-1-1?212-i‘f(lf.\[)ﬁEl7
% >~ P252 (k1[1+k212)—(b2+m2)12+a2E2+f(f[)f[[1,
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Donc la reproductivité nette r4 © pour la tuberculose introduite dans une popu-
lation avec le VIH qui est endémique est rayon spectral de la matrice M N1,
ou

0 p/lklf?l 0 pllsz?l
_ 0  piki51 0 pik2 s
M=10 pts 0 phhos 1)
0 pokisa 0 pokasy
et
ay +p + f(H)H ~b 0 0
N = —9\1 b1+m1+f(H)H 0 0
—f(H)H 0o ag + p2 —bo
O —f(H)H —as b2 —|—m2

Il semblerait que rd® puisse étre supérieur ou inférieur & R} " selon les valeurs
numériques des parametres.

Supposons de maniere réaliste que ¢ < pi, de sorte qu’il n’y a pas de
bifurcation sous-critique pour le modele avec tuberculose mais sans VIH. Cette
analyse de stabilité linéaire suggere la conjecture suivante :

— lorsque Ry™ < 1 et RJ® < 1, I'équilibre sans aucune maladie est un

attracteur global du systéeme ([)-(@) ;

— lorsque RY™ > 1 et 7B < 1, I'équilibre avec le VIH endémique est un
attracteur global;

— lorsque RIB > 1 et ry™ < 1, I'équilibre avec la tuberculose endémique
est un attracteur global ;

— dans les autres cas, il y a un équilibre endémique avec & la fois le VIH et la
tuberculose, qui doit étre calculé numériquement, et qui est un attracteur
global.

Puisque Ry™ > ry™ le quatriéme cas offre en réalité seulement deux possibi-
lités :

= RYM > 1, rfB > 1, R{B > 1 et ry™ > 1. Les équilibres avec le VIH seul
et avec la tuberculose seule existent mais ce sont des points selles.

— RY™M > 1, rfB > 1 et RE® < 1. L’équilibre avec le VIH seul existe mais
c’est un point selle. Il n’y a pas d’équilibre avec la tuberculose seule.

5 Valeurs des parametres selon la littérature mé-
dicale

5.1 Parametres démographiques

On a pris une mortalité naturelle y; = 0,02 par an comme par exemple
dans [10], ce qui correspond & une espérance de vie de 1/u; = 50 ans. C’est
un peu pessimiste méme dans une zone ou les habitants vivent dans une tres
grande pauvreté comme le bidonville sud-africain de notre étude. La mortalité
est 0,0064 par an dans [31], 0,0081 par an dans [29] et 0,0167 par an dans [56].
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Noter que les mortalités dans [29] [31] correspondent & des espérances de vie bien
trop élevées.

On a choisi les naissances B pour avoir une population totale dans 1’équilibre
sans maladie (S; = B/u1) de 10000, la taille approximative du bidonville [35].
Ainsi B = 200 par an.

5.2 Parametres du VIH pour les personnes non infectées
par M. tuberculosis

On a pris pour la mortalité des personnes séropositives pus = 0,1 par an
comme dans [I0] pour avoir une survie moyenne de 10 ans. Cette mortalité était
0,13 par an dans [31] et dans [29] (d’apres une étude en Ouganda [53]). Schulzer
et al. [59] ont supposé une durée fixe de survie de dix ans.

5.3 Parametres de la tuberculose pour les personnes séro-
négatives

Parametres p; et a; modélisant la progression vers la tuberculose
active. On a déja mentionné que le taux de progression vers la tuberculose
active est une fonction décroissante du temps écoulé depuis I'infection. A partir
de données des Pays-Bas pour la période 1951-1970, [65] a estimé que les hommes
ont 5% de risque annuel de développer une tuberculose primaire pendant les
cing années suivant U'infection et 0,025% de risque annuel de réactivation apres
cing années. Pour les femmes, les chiffres étaient 6% et 0,002%. [68] a fait une
étude similaire avec des données de I’Angleterre et du Pays de Galles pour
la période 1953-1988. Pour les individus agés de plus de 20 ans, I'estimation
pour le risque cumulé pendant les cinq premiéres années était de 14%, avec
un risque d’environ 8% pendant la premiere année, 3% pendant la deuxieéme
année, 1% pendant la troisitme année. Le risque de réactivation par la suite
était de 0,03% par an. Pour les individus de moins de 10 ans et ceux de 15
ans, le risque cumulé pour les cing premieres années était respectivement de 4%
et de 9%, tandis que le risque de réactivation était proche de 0 et de 0,015%
par an. Noter que le risque cumulé durant les cinq premieéres années dans [65]
est d’environ 25%, nettement plus que les 14% de [68]. Notre modéle n’inclut
pas le temps écoulé depuis l'infection mais suppose qu’une certaine fraction des
nouvelles infections développe la tuberculose immédiatement tandis que le reste
entre dans une phase latente ou le taux de progression vers la tuberculose active
est constant. On suppose, comme dans les estimations plus récentes de [68], que
p1 = 11% (Pestimation pour le risque cumulé lors des deux premiéres années)
et a; = 0,03% par an.

Vue la mortalité naturelle p; choisie précédemment, ces valeurs de para-
metres correspondent & une probabilité ai/(a; + p1) ~ 1,5% de progresser
de la tuberculose latente a la tuberculose active et a une probabilité totale
p1+ai/(ar+p1) ~ 12,5% de développer une tuberculose active apres une infec-
tion par M. tuberculosis. Il n’est cependant pas certain que des estimations de
parametres pour la progression de la tuberculose chez des Britanniques soient
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applicables a des Africains qui vivent dans des conditions tres différentes. On
aurait besoin de plus de données sur ce sujet.

En comparaison, le pourcentage de personnes séronégatives qui progressent
rapidement vers une tuberculose active était de 5% dans [59] (la premiere année;
pas de référence), 5% dans [70] (apres une courte période de latence d’environ un
an; pas de référence), 5% dans [29] (progression immédiate ; pas de référence),
5% par an dans [56] (risque constant; pas de référence), 7% dans [20] (pro-
gression immédiate ; d’apres [67]), 14% dans [10] (apres une courte période de
latence d’environ un an; d’apres [65] et d’autres références), 14% dans [32] (au
cours des cinq premieres années; d’apres [65] [68] et d’autres références). Le
taux de réactivation était de 0,01% par an dans [I0] (d’apres [68] et d’autres
références), 0,074% par an dans [29], 0,1% par an dans [20] et 0,1% par an dans
[32] (apres cing années d’infection, d’apres [68]). [59] et [70] utilisent des modeles
plus complexes qui prennent en compte le temps écoulé depuis 'infection. Noter
le désaccord entre les valeurs des parametres.

Infection et réinfection : g1 /p;. [65] estime qu’'une infection latente avec M.
tuberculosis réduit le risque de maladie aprés réinfection de 63% pour les hommes
séronégatifs et de 81% pour les femmes séronégatives. [68] trouve une réduction
du risque de 16% parmi les adolescents séronégatifs et de 41% parmi les adultes
séronégatifs. Le modele de [I0] suppose une réduction de risque de 65% pour
les personnes séronégatives (d’apres [65] 68]). [20] suppose une réduction de
72% pour les personnes séronégatives et pour les personnes séropositives depuis
peu (d’apres [65]). Ces deux études suivent les résultats de [65] plutét que ceux
plus récents de [68]. On préfere ici utiliser une moyenne des valeurs de [68]. On
suppose que ¢q1/p1 = 0,7, ce qui correspond & une réduction de 30% du risque
pour les personnes séronégatives.

La mortalité m; et le taux de guérison naturelle 5,. Les données sur
la mortalité due a la tuberculose sans traitement remontent a I’époque ou il
n’y avait pas de traitement efficace, au début du XXe siéecle. La probabilité de
mourir [mq/(mq + B1)] était alors d’environ 50%. C’est I'estimation mentionnée
dans [50]. [13, tableau 1] estime que la durée moyenne de la maladie pour les
personnes séronégatives non traitées pour la tuberculose [1/(m; + B1)] est ap-
proximativement 2 ans. Ces deux estimations pour 1/(m1+ 1) et m1/(m1+ 1)
correspondent a my = 0,25 par an et 81 = 0,25 par an. Ce sont les valeurs que
l’on prend pour notre modele. Un autre modele a supposé 35% de déces apres
un an [3I, p. 407]. Parmi les modeles qui ont pris des mortalités différentes
pour les cas de tuberculose non traitée qui sont infectieux ou non infectieux, les
mortalités étaient 0,3 et 0,2 par an respectivement [10], ou 35% et 10% apres
un an [20]. [10] a supposé que le taux auquel les cas séronégatifs de tuberculose
non traitée retournent au stade latent [8;] était 0,2 par an. Toutes ces valeurs
ne sont pas trop éloignées de celles que 1'on a choisies.
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5.4 Parametres impliquant a la fois le VIH et la tubercu-
lose

Le rapport d’infectiosité ks/k;. Les cas de tuberculose qui sont séropositifs
sont en moyenne moins infectieux que ceux qui sont séronégatifs, car la tuber-
culose extrapulmonaire se produit plus souvent chez les personnes séropositives.
Les modeles ont souvent séparé les compartiments pour les cas de tubercu-
lose active en deux (qu’ils soient séronégatifs ou séropositifs), avec un sous-
compartiment pour la tuberculose infectieuse et un sous-compartment pour la
tuberculose non infectieuse. Les pourcentages des cas de tuberculose séronégatifs
et séropositifs qui sont infectieux étaient de 50% et 40% dans [59], 57% et 50%
dans [29], 45% et 30% dans [10]. Dans notre modele, on ne distingue pas les cas
de tuberculose infectieuse de ceux qui ne le sont pas. On utilise une infectio-
sité moyenne k1 pour tous les cas de tuberculose séronégatifs et une infectiosité
moyenne ko pour tous les cas de tuberculose séropositifs. Vue la structure de
notre modele, la différence d’infectiosité peut étre prise en compte en choisis-
sant une valeur appropriée pour le rapport ko /k;. Avec les valeurs numériques
de [10], on suppose que ks /k; = 30/45 = 2/3.

Le taux de progression as vers la tuberculose active pour les personnes
séropositives. Comme pour les personnes séronégatives, le taux de progres-
sion vers la tuberculose active dépend du temps écoulé depuis l'infection mais
aussi du stade d’infection par le VIH. Cependant, notre modele ne distingue pas
les stades d’infection par le VIH. On se contentera donc d’estimations qui sont
des moyennes sur tous les stades. Pour des utilisateurs de drogue séropositifs
aux Etats-Unis, [61, [62] a trouvé un taux de progression moyen entre 0,079 et
0,097 par an. Dans la ville du Cap, [3] a trouvé une incidence moyenne de la
tuberculose (comprenant & la fois la réactivation, la progression rapide et la
réinfection) de 0,097 par an. Mais l'incidence de la tuberculose atteignait 0,24
par an parmi les personnes séropositives dans les stades 3 et 4 selon POMS [3].
A la suite de [61] [62], on suppose que le taux de réactivation de notre modele
est az = 0,08 par an, ce qui semble aussi compatible avec les données de [3].
Heymann [31] a aussi utilisé lestimation de [61), [62] dans son modele. D’autres
études ont utilisé 0,0074 par an [29] (en supposant une multiplication par dix
par rapport aux personnes séronégatives), 0,05 par an [56] ou 0,17 par an [10]
(sans référence). [59] a utilisé un modele plus compliqué qui distingue si 1'in-
fection par M. tuberculosis s’est produite avant ou apres l'infection par le VIH.
Noter a nouveau le désaccord entre les valeurs des parametres.

Infection et réinfection : ¢o/p2. Il y a peu de données sur la réinfection
pour les personnes séropositives. Dans 1’épidémie de tuberculose étudiée dans
[19], aucun des quatre individus qui avaient déja un test tuberculinique positif
n’a développé la tuberculose. [10, supplément, tableau 2] suppose une réduction
du risque de 25% pour les personnes séropositives (sans référence). [20] sup-
pose une réduction de 25% pour les personnes avec le SIDA (d’apres [14]). On
suppose ici comme dans [I0] que g2/p2 = 0,75. Mais plus de données seraient
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nécessaires pour confirmation. Rappelons qu’on a supposé que ¢ /p1 = 0,7 pour
les personnes séronégatives.

La mortalité ms et le taux de guérison naturelle §,. La mortalité des
cas de tuberculose séropositifs [ms] était 0,325 par an dans [29] (d’apres [23])
et 1,0 par an dans [I0] (d’apres [53]) & la fois pour la tuberculose infectieuse et
la tuberculose non infectieuse. Le taux auquel les cas de tuberculose non traités
et séropositifs retournent au stade latent [S2] était 0,1 par an dans [I0]. Pour
notre modele, on utilise encore les données de [I3] tableau 1] : la durée moyenne
de la maladie pour les cas séropositifs de tuberculose non traitée [1/(mz + B2)]
est 0,5 an. Dans la méme référence, la probabilité de mourir associée [mg/(mse +
B2)] est 81% pour la tuberculose infectieuse (35% de tous les cas) et 76% pour
la tuberculose non infectieuse (65% de tous les cas) : on utilise la moyenne
pondérée, qui est proche de 80%. Ces deux estimations pour 1/(mq + B2) et
ma/(ma + B2) correspondent & mg = 1,6 par an et S2 = 0,4 par an.

6 Estimation des autres parametres a partir des
données sud-africaines

Proportions ¢; et €2 de succes des traitements. La proportion de succes
des traitements est d’environ 80% [75]. On prend cette valeur pour £; et es.

Les taux de détection v, et . [75] indique que 259 cas de tuberculose
ont été notifiés parmi les adultes (Age > 15) en 2005; 66% de ceux qui ont été
testés pour le VIH étaient séropositifs. La population adulte était cette année-1a
d’environ 10400. De plus, dans un échantillon de la population de 762 adultes,
12 avaient une tuberculose non diagnostiquée (3 séronégatifs et 9 séropositifs).
On s’attend donc a ce que les relations suivantes soient vraies :

yi P9I~ 349% x 259, Ip9ulte ~ 10400 x 3/762, (22)
- I2adultc ~ 66% x 259, ]gd“m ~ 10400 x 9/762. (23)

Ceci donne les estimations 1 ~ 2,2 par an et 75 ~ 1,4 par an. Mais noter
que puisque les rapports 3/762 et 9/762 sont petits, 'incertitude est grande :
les intervalles de confiance bindmiaux & 95% pour les rapports 3/762 et 9/762
sont respectivement [0,08%, 1,15%)] et [0,54%, 2,23%)]. Avec (22)-(23), l'intervalle
de confiance pour v; est [0,74,10,6] par an, et celui pour o est [0,74,3,0] par
an. [I2] suggere que 72 est plus grand que ;. Pour notre modele, on a choisi la
borne inférieure de I'intervalle de confiance pour v; (71 = 0,74 par an) et la borne
supérieure de 'intervalle de confiance pour 2 (2 = 3,0 par an). Une motivation
vient des données récentes non publiées qui montrent que le taux d’infection par
M. tuberculosis n’a que peu augmenté au cours des dernieres années. Dans nos
simulations, on a trouvé que ceci n’est possible que si 2 est plusieurs fois plus
grand que 7. En effet, la forte augmentation du nombre de cas de tuberculose
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qui sont notifiés doit étre compensée par une durée infectieuse plus courte pour
garder le taux d’infection par M. tuberculosis a un niveau relativement bas.

Avec ces choix, on obtient by = f1+7v161 =~ 0,84 par an et by = Ba+7y2e2 ~ 2,8
par an. En comparaison, les valeurs de b; et bs utilisées pour tout I’Ouganda
dans [29] étaient toutes les deux 0,3 par an. Mais la détection des cas n’est
probablement pas aussi bonne que dans le bidonville sud-africain de notre étude.

On remarque aussi que les probabilités pour que la tuberculose soit détectée
sont

M e0%, — 2~ 60%.

mi+ B +m ma + B2 + 72
Quoique la mortalité mso soit élevée, la probabilité de détection des cas de tu-
berculose séropositifs est le méme que celui des personnes séronégatives a cause
de la valeur élevée de 7o utilisée ici. Rappelons que l'objectif fixé par 'OMS
pour la probabilité de détection est 70%. La durée moyenne de la maladie est

1 1
— ~092an, — ~0,23 an.
b1 +my ba + ma
En comparaison, [12] estime la durée de la maladie (avec frottis positif) avant le
diagnostic & 1,15 an pour des mineurs sud-africains séronégatifs et 0,17 an pour
ceux qui sont séropositifs.

Le taux de transmission de M. tuberculosis k1. Le taux moyen de notifica-
tion de la tuberculose dans la décennie avant 1995 en Afrique du Sud, ¢’est-a-dire
avant la montée de la prévalence du VIH, était d’environ 200 pour 100000 et
par an (voir [T4] et [76, p. 184]). C’est aussi une estimation raisonnable pour le
bidonville de notre étude, vues les données du tableau [Il Dans notre modele, le
taux de notification de la tuberculose quand il n’y a pas de VIH est 7; i}. Avec
léquation ([I3]) pour i}, on peut estimer le seul parametre inconnu qui reste :
k1. On obtient k; = 11,4 par an, ce qui correspond a un taux de notification de
203 pour 100000 et par an. D’apres [50], chaque personne séronégative avec une
tuberculose non diagnostiquée a frottis positif infecte entre 10 et 14 personnes
par an. Si les cas a frottis positif représentent la moitié de tous les cas, un cas
de tuberculose séronégatif povoque en moyenne 5 a 7 infections par an. Cette
plage de valeurs est compatible avec notre estimation k; = 11,4 par an pour
le taux maximum d’infection dans une population completement susceptible. Si
par exemple z = 60% de la population est déja infectée par M. tuberculosis,
alors un cas de tuberculose active infecte environ z k; personnes susceptibles
par an.

Les parameétres d, A\ et {3 pour le VIH. Faisons la somme des trois
équations (I)-([B) pour les personnes séronégatives et des trois équations (H)- (@)
pour les personnes séropositives. Posons X1 = S1+FE1+ 11 et Xo = So+ FEo+ Io.

20



Notons H = X5/(X; + X3) la prévalence du VIH. On obtient le systéme

dx
d—tl:B—ule—f(H)HX1+(u1—m1)11, (24)
dx
d_t? = —po Xo+ f(H)H Xy + (g —ma) I . (25)

Pour obtenir une premiere estimation de d, A et tg, on néglige les termes conte-
nant I; et I, car les cas de tuberculose active ne forment qu'une petite pro-
portion de la population. Le systeme résultant ne fait intervenir que X; et X5 ;
il est formellement identique au systeme ([I8) pour le VIH sans la tuberculose.
Prenons X;(tg) = B/u1 et Xa(tp) = 1. On obtient un bon ajustement & la
prévalence du VIH donnée dans le tableau [l en choisissant d = 0,7/an, A = 5,9
et 'année ty5 = 1984 pour le début de I’épidémie de VIH. Trois parametres
sont nécessaires et souvent suffisants pour ajuster un ensemble quelconque de
nombres croissants qui suivent a peu pres une courbe logistique, comme c’est
le cas ici. Rappelons que d, A\ et ty ne peuvent provenir d’études concernant
d’autres localités ou régions.

Le parametre p; pour la progression rapide vers la tuberculose chez
les personnes séropositives. En 1989, [19] a étudié une épidémie de tuber-
culose parmi des personnes séropositives : apres le premier cas, huit personnes
ont développé la tuberculose rapidement et six avaient un nouveau test tuber-
culinique positif, ce qui suggere que 8/14 ~ 57% des personnes séropositives
nouvellement infectées développent une tuberculose primaire. En 1992, [16] a
étudié une épidémie semblable et a trouvé une proportion égale & 11/15 ~ 73%.
Mais il est possible que seules les épidémies importantes soient étudiées et que les
épidémies avec moins de cas de tuberculose primaire ne soient pas remarquées
ou ne soient pas un bon sujet de publication. Un biais similaire se serait produit
si 'on avait basé notre estimation de la probabilité d’une progression rapide
parmi les personnes séronégatives sur des rapports d’épidémies tels que [33], qui
indique 14/41 = 34% de tuberculose primaire. Par conséquent, on préfere faire
varier po pour ajuster les données concernant le taux de notification dans le
tableau[dl Dans ce but, on a simulé le systéme ({I)-(@]) en partant de la condition
initiale

Si(to) =57, Ei(to) =By, ILi(to) =1y, Sa(to) =1, FEa(to) = I2(to) =0.

Noter & ce stade que tous les parametres du tableau[Ilont été fixés sauf ps. On a
obtenu un ajustement assez bon avec p; = 30% (ligne continue de la figure 2h),
soit presque 3 fois la valeur p; pour les personnes séronégatives. Noter que cette
valeur pour ps est encore inférieure a celles obtenues par 1’étude d’épidémies
de tuberculose parmi les personnes séropositives [16, [19]. Vue la mortalité us
des personnes séropositives, les estimations pour as et ps correspondent a une
probabilité as/(az + p2) ~ 44% de progresser lentement du stade latent & la
tuberculose active et & une probabilité ps + az/(as + p2) ~ 74% de développer
une tuberculose active apres une infection avec M. tuberculosis. En comparai-
son, le pourcentage de personnes séropositives qui progressent rapidement (soit
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immédiatement soit avant un an) vers la tuberculose active était de 20% dans
[29] (sans référence), 42% dans [59] (sans référence), 67% dans [10] (d’apres [10])
et 100% dans [70]. Dans les modeles avec un compartiment séparé pour le SIDA
tels que [20], le pourcentage était de 7% pour les personnes séropositives sans
SIDA (le méme que pour les personnes séronégatives) et 56% au stade du SIDA
(d’apres [16] [19]).

TB notification rate (per 100,000 per year) HIV prevalence (%,
2500 (P per year) - p (%)

2000 251

20
15001
154
1000+
10

500

0 T T T T T T 0 T T T T T T
1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
(a) (b)
TB prevalence (%) MTB infection rate (per year)
3 0.15
2 0.10
(adults)
1 0.05
0 T T T T T T 0.00: T T T T T T
1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

() (d)

FIGURE 2 — (a) Données et simulation pour le taux de notification de la tubercu-
lose. La courbe en pointillé montre la contribution des personnes séropositives
(un seul point de donnée). (b) Données et simulation pour la prévalence du
VIH. (c¢) Simulation de la prévalence des cas de tuberculose active. Les données
avec 'intervalle de confiance binémial & 95% correspondent & la prévalence de
tuberculose non diagnostiquée parmi les adultes, qui est plus élevée que dans
P’ensemble de la population. (d) Taux d’infection par M. tuberculosis.

Toutes les valeurs des parametres ont été fixées et sont présentées dans le
tableau [6

Le pourcentage de notifications de la tuberculose qui sont séropositives.
La ligne en pointillé dans la figure Bh montre la contribution des personnes
séropositives au taux de notification de la tuberculose, produite par simulation
du modele complet ([{)-([@) avec les parametres du tableau [fl La courbe passe
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TABLE 6 — Valeurs numériques pour les parametres du modele.

| séronégatif | séropositif
mortalité u1 0,02/an  [10] pz  0,1/an  [10]
surmortalité | m;  0,25/an  [13] my  1,6/an  [13]
infections k1 114/an  ajustement | ks k1 x2/3 [10]
primaire p1 11% [68] p2 30% ajustement
réactivation a;  0,0003/an [68] az  0,08/an [3, 61l 62]
réinfection g 0,7p1 [68] g2 0,75ps  [10]
guérison B1 0,25/an  [13] B2 04/an  [13]
détection v 0,74/an  [12,[75] v2  3,0/an  [12,[75]
traitement g1 80% [75] g2 80% [75]
naissances B 200/an  [35]
contacts d 0,7/an  ajustement
prévention A 5,9 ajustement
début to 1984 ajustement

pres de la seule donnée dont on dispose (66% de personnes séropositives parmi
les cas notifiés de tuberculose en 2005 [75]). Ceci suggere que nos estimations
de parametres ne sont pas déraisonnables.

Vérification de ’hypothése utilisée pour estimer les paramétres pour
le VIH d, \ et 3. On peut vérifier si le fait de négliger les termes comprenant
I et Iy dans (24))-([25) était raisonnable. La figure @b montre en effet que la
simulation du modele complet ([)-(@]) avec les parametres du tableau [6] s’ajuste
toujours bien aux données sur le VIH. Noter que la donnée avec un intervalle de
confiance binémial & 95% dans la figure Bb correspond & la prévalence de 23%
(174/762) du VIH dans 1’échantillon de la population pris en 2005 [75].

Autres courbes. La figure Pk montre la prévalence de la tuberculose non
diagnostiquée, calculée en simulant le modele complet ({)-(6]) avec les parametres
du tableaul@l La donnée avec un intervalle de confiance bindémial & 95% corres-
pond a la prévalence de la tuberculose non diagnostiquée parmi les adultes
(12/762), qui doit étre supérieure & celle dans la population entiere. Ainsi la
figure 2k suggere aussi que nos estimations pour les parameétres ne sont pas
déraisonnables. Enfin on montre aussi le taux d’infection par M. tuberculosis
(figure 2H), sur lequel des données ont été collectées récemment mais pas en-
core publiées. Rappelons cependant que nos choix pour les taux v; et 72 de
détection de la tuberculose étaient influencés par la connaissance du fait que
taux d’infection n’avait pas cri aussi vite que le taux de notification.
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7 Sensibilité des équilibres par rapport aux va-
leurs des parametres

Tous les parametres ayant été fixés ou estimés (tableau [f), on observe les
résultats numériques donnés par les formules mathématiques de la section @ pour
les équilibres. Tout d’abord, I’équilibre sans VIH ni tuberculose est S{ = 10000.
On obtient aussi

RIB~13, RM™M~70, rIB~17, 7™M ~58.

L’estimation RI® =~ 1,3 est proche de la plage 0,6-1,2 mentionnée dans la
revue [50]. Avec les données nationales de prévalence du VIH dans les cliniques
prénatales, |71} [73] ont trouvé un résultat semblable pour RY™, & savoir 6,4 +
1,6. Noter aussi que rg® > R{B : une personne « moyenne > nouvellement
infectée par M. tuberculosis produit plus de cas secondaires si elle est introduite
dans une population sans tuberculose ou le VIH est endémique que si elle est
introduite dans une population completement susceptible. C’est parce que cette
personne < moyenne » est probablement séropositive, donc sa probabilité de
progresser vers une tuberculose active et d’infecter d’autres personnes est élevée
(cela dépend des valeurs numériques de plusieurs parameétres, y compris as, mais
pas de la structure du modele). Enfin, ry™ est inférieur & R{!Y, comme cela est
expliqué dans le §4.31 D’une certaine maniere, on peut dire que la tuberculose
ralentit I’épidémie de VIH.

Dans les sections suivantes, on étudie la sensibilité des différents états d’équi-
libre par rapport aux parametres les plus importants du modele, a savoir ceux
qui entrent dans les termes non linéaires du systéeme ([{)-(@) : les taux de trans-
mission de la tuberculose ki et ko, les parametres de réinfection g1 et go, et les

parametres d et A pour le VIH.

7.1 Vue globale des équilibres dans le diagramme (k;,d)

La figure Bl montre un diagramme de bifurcation des équilibres dans 1’espace
des parametres (k1, d) en utilisant les valeurs numériques du tableau[d] sauf bien
stir pour k; et d, et en supposant que le rapport ko/k1 est fixé. Le point noir
pres de la ligne de niveau 2 000 pour 100000 par an du taux de notification de la
tuberculose correspond aux valeurs de k; et d dans le tableaul[6l Les limites entre
les quatre domaines du diagramme de bifurcation (<« sans maladie >, < VIH >,
< tuberculose » et « VIH+tuberculose ») s’obtiennent en résolvant les quatre

équations Ry™M = 1, oy = 1, RI® = 1 et rJB = 1 par rapport a k; et
d. Puisque RY™ ne dépend pas de k1 et RI® ne dépend pas de d, la ligne

RY™ = 1 est horizontale et la ligne RFEZ = 1 est verticale. La ligne ry™ = 1

sépare les domaines < tuberculose > et « VIH+tuberculose ». La ligne ra © = 1
sépare les domaines < VIH > et <« VIH+tuberculose >.
Noter dans la figure Bl comment les lignes de niveau pour le taux de noti-

fication de la tuberculose sont tordues lorsqu’elles traversent la ligne ry ™ = 1
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FIGURE 3 — Diagramme de bifurcation dans le plan (ki,d) et lignes de niveau
du taux de notification de la tuberculose a I’équilibre (lignes avec des tirets, 500
signifie 500 pour 100000 par an) et de la prévalence du VIH & I’équilibre (lignes
en pointillé).

de la zone < tuberculose > vers la zone « VIH+tuberculose >. Les taux de no-
tification proches du < seuil de réinfection » mentionné dans la section 1] (par
exemple les lignes de niveau 1000 et 2000), qui semblaient tout & fait irréalistes
en I’absence du VIH, se produisent maintenant pour des valeurs plus petites du
taux de transmission k; si la prévalence du VIH est assez élevée. Avec k1 = 11,4
par an comme dans le tableau [G] le taux de notification de la tuberculose &
I’équilibre croit de 200 a 2000 pour 100000 par an a mesure que la prévalence
du VIH croit de 0 & environ 25%.

7.2 L’équilibre avec la tuberculose mais sans VIH

L’équilibre avec la tuberculose mais sans VIH est indiqué dans le co6té gauche
du tableau [l C’est ’équilibre utilisé comme condition initiale dans les simula-
tions du modele complet avec a la fois le VIH et la tuberculose. Noter que le
< rapport de Styblo » (a la fois pour les cas a frottis positif et ceux a frottis
négatif) est environ de 100, la valeur communément admise pour les populations
séronégatives. La figure [l montre comment 1’équilibre avec la tuberculose seule
change si 'on modifie k; et g;. Elle montre aussi les lignes de niveau du taux
de notification de la tuberculose. Le point noir sur la ligne de niveau 200 pour
100000 par an correspond aux valeurs numériques de ki et ¢; dans le tableau[6l
Une figure semblable, tracée a la main et sans les lignes de niveau, se trouve
dans [24] figure 3]. Certaines lignes de niveau se croisent dans la zone de la fi-
gure[d] avec deux solutions positives. Ce sont les projections sur le plan de lignes
de niveau tracées sur une surface en dimension 3 avec un pli.
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TABLE 7 — Caractéristiques de 1’équilibre endémique avec la tuberculose seule-
ment (section 1)) et avec & la fois la tuberculose et le VIH (section E.3).

tuberculose seule tuberculose et VIH

population totale 9695 4161
susceptible (séronégatif) Sp 3904 1112
tuberculose latente (séronégatif) E; 5764 2029
tuberculose active (séronégatif) Iy 27 30
susceptible (séropositif) Sy 0 208
tuberculose latente (séropositif) Ea 0 762
tuberculose active (séropositif) Io 0 20
prévalence du VIH 0 24%
taux de notification de la tuberculose (/100000/an) 203 2005
notifications séropositives 0 74%
prévalence de M. tuberculosis 60% 68%
prévalence de la tuberculose 0,27% 1,2%
taux d’infection par M. tuberculosis (/an) 3,1% 12%
taux d’incidence de la tuberculose (/100000/an) 299 2945
< rapport de Styblo > 96 222
réactivation (parmi les cas de tuberculose) 6% 50%
réinfection (parmi les cas de tuberculose) 48% 32%
progression primaire (parmi les cas de tuberculose)  46% 18%

0.25 al

‘sol. | 1 solution
0.20-
0.15- 0 solution
(disease—free)

0.101

0.054

0.00

0

FIGURE 4 — Tuberculose seule. Nombre d’équilibres non triviaux du systeme
[@- @) dans 'espace des parametres (k1,¢1). Il n’y a qu'une solution a droite de
la ligne verticale, 0 ou 2 & gauche. On montre aussi les lignes de niveau du taux
de notification de la tuberculose (pour 100000 par an, lignes avec des tirets).
Certaines lignes de niveau se croisent dans la zone avec 2 solutions.
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Numériquement, le seuil au-dessus duquel deux équilibres non triviaux peu-
vent exister est ¢f ~ 12,5%, alors qu’on a choisi ¢; = 7,7%. L’autre seuil, qui
sépare la zone ou il y a 0 ou 2 solutions non triviales de la zone ou il n’y a
qu’une solution, est ki ~ 8,8 par an, alors qu’on a choisi k&1 = 11,4 par an. Les
courbes de niveau dans la figure @ montrent que le taux de notification de la
tuberculose a ’équilibre est sensible aux variations de ¢;. Ceci signifie que notre
estimation dans la section 6l du parametre k1 (g1 étant fixé) doit étre considérée
avec précaution.

Comme lont remarqué [26] [64] pour un modele légerement différent, la
dépendance du taux de notification de la tuberculose par rapport a g; est encore
plus grande au-dessus d’un certain < seuil de réinfection > (voir les remarques a
la fin de 'appendice et [7},[27] pour une discussion au sujet de cette terminologie).
Noter par exemple la proximité entre les lignes de niveau 2 000 et 10000 dans la
figure @ Cependant, des taux de notification proches de 2000 pour 100000 par
an comme dans le bidonville de notre étude (avec le VIH) sont déja parmi les
plus élevés jamais rapportés dans une communauté. Donc il semble improbable
que les valeurs des parametres pour la tuberculose dans une communauté sans

VIH soient au-dessus du < seuil de réinfection >, comme suggéré dans [26], [64].

La figure [l montre le pourcentage des nouveaux cas de tuberculose dis a
une réinfection en fonction de k; et q;. Noter que 1’échelle verticale n’est pas la
méme que dans la figure @ Un point noir indique les valeurs numériques de k;

et ¢; du tableau [fl; il correspond & 45% de réinfection parmi les nouveaux cas
de tuberculose.
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FIGURE 5 — Tuberculose seule. Lignes de niveau du pourcentage des nouveaux
cas de tuberculose dis a la réinfection dans 'espace des parametres (ki,q1).
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7.3 L’équilibre avec VIH mais sans tuberculose

Dans notre modele, Iéquilibre avec VIH mais sans tuberculose est donné par
Sy ~ 3450, Sy ~ 1310 et H ~ 28%. La population totale a 1’équilibre avec le
VIH est inférieure & la moitié de 1’équilibre sans maladie S?, car on considere
des cohortes de B naissances par an et non la population totale réelle avec ses
entrées et sorties. La figure [60l montre la sensibilité de la prévalence a ’équilibre
du VIH par rapport aux variations de A et d. Le point noir dans le coin en haut
a droite correspond aux valeurs numériques de A et de d dans le tableau
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FIGURE 6 — VIH seul. Diagramme de bifurcation dans ’espace des parametres
(A, d) et lignes de niveau de la prévalence du VIH a 1’équilibre.

7.4 L’équilibre avec a la fois le VIH et la tuberculose

L’équilibre endémique avec a la fois le VIH et la tuberculose peut étre calculé
numériquement. Le tableau [7] en montre les caractérictiques. Ce sont celles qui
auraient été obtenues si on avait continué les simulations de la figure 2] jusqu’a
atteindre un équilibre. Comparé avec ’équilibre endémique avec la tuberculose
seule (coté gauche du tableau [7), le taux de notification de la tuberculose et
I'incidence de la tuberculose ont été multipliés par 10, la prévalence de la tu-
berculose et le taux d’infection par 4. La prévalence de M. tuberculosis n’a que
légerement augmenté. La réactivation est devenue la voie de progression vers la
tuberculose active la plus importante. La figure [ a déja montré la sensibilité
de I’équilibre avec a la fois le VIH et la tuberculose par rapport aux variations
de k1 et de d.

La question de savoir si I’épidémie de tuberculose associée au VIH conduit &
un risque accru d’infection par M. tuberculosis dans la population (et en parti-
culier chez les personnes séronégatives) fait I’objet de débats dans la littérature
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médicale [22] 38, [74]. [22] a trouvé que le risque d’infection avait baissé entre
1983 et 2003 en Tanzanie chez les enfants agés de 6 a 14 ans malgré I'accroisse-
ment dans la population de I'incidence de la tuberculose liée au VIH. De méme,
[11] n’a pas trouvé d’accroissement de l'incidence de la tuberculose chez des
mineurs sud-africains séronégatifs. Au contraire, [38] a remarqué que dans le bi-
donville sud-africain qui est I'objet de notre étude, le taux de notification de la
tuberculose chez les adolescents séronégatifs avaient considérablement augmenté
ces dernieres années ; donc le risque d’infection a probablement aussi augmenté.
C’est ce qui se passe dans notre modele : le taux d’infection par M. tuberculosis
est multiplié par 4 a mesure que la prévalence du VIH croit de 0 a son équilibre
de 24%.

8 Mesures de controle

8.1 Accroitre 'usage des préservatifs

Noter avec (20)-(ZI) que ry ™ est proportionnel a f(0) = d (le taux maximum
de transmission du VIH) et que rg ® est proportionnel & k; (le taux maximum de
transmission de la tuberculose), le rapport ks /k; étant fixé. Donc si d est divisé
au moins par ry ! les autres parametres restant constants, alors le nouveau
ry™ sera inférieur & 1 et le VIH disparaitra a long terme. De méme, si k1 est
divisé au moins par ¢ B, alors le nouveau r4 © sera inférieur a 1 et la tuberculose
disparaitra & long terme. Dans la figure[l en partant du point noir qui représente
la situation réelle, on peut vérifier que si k; est divisé par rf® ~ 1,7, alors on se
déplace de la zone <« VIH+tuberculose > vers la zone avec le VIH seul. Si d est
divisé par ry '™ ~ 58, alors on se déplace de la zone « VIH-+tuberculose > vers la
zone avec la tuberculose seule. Pour diminuer le parametre k1, il faut améliorer
les conditions de vie. Le parametre d décroit si 'on utilise plus de préservatifs.

La figure [7l montre I'impact d’une baisse soudaine du taux de transmission
du VIH, d’une valeur initiale d jusqu’a une nouvelle valeur d’, sur la prévalence
du VIH (figure[b) et aussi indirectement sur le taux de notification de la tuber-
culose (figure[Th). L’impact est une fonction monotone de d’, comme on pourrait
s’y attendre. On peut vérifier sur ces simulations que le VIH ne disparait a long
terme que si d’ < d/ry™ ~ d/5,8, c’est-a-dire dans les deux simulations d’ = d/8
et d’ = 0 mais pas lorsque d’ = d, d’ = d/2 ou d’ = d/4. Dans le premier cas,
le taux de notification de la tuberculose retourne finalement & son niveau du
début des années 1980, avant I'introduction du VIH. Le comportement asymp-
totique du taux de notification de la tuberculose et de la prévalence du VIH
peut aussi se lire directement sur les lignes de niveau de la figure Bl Mais la
vitesse & laquelle ces équilibres sont atteints ne se voit que sur la figure [7

En Pabsence d’intervention (figure[ll d’ = d), noter dans la simulation que le
pic pour la prévalence du VIH se produit a peu preés en méme temps que le pic
pour le taux de notification de la tuberculose. Cela ne semble pas incompatible
avec les données du Kenya [I5] figure 1], qui suggerent un retard de plusieurs

années entre la montée du VIH et celle de la tuberculose. Une raison pour un tel
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FIGURE 7 — Accroissement soudain de 'utilisation des préservatifs en 2008 :
le taux maximum de transmission d devient d’. Les différentes courbes corres-
pondent de haut en bas & d' =d, d = d/2, d =d/4,d = d/8 et d = 0. (a)
Taux de notification de la tuberculose. (b) Prévalence du VIH.

retard pourrait étre que les cas de tuberculose active apparaissent avec une plus
grande fréquence aux stades avancés de 'infection par le VIH. Noter cependant
que les données du bidonville sud-africain ne montrent aucun retard évident.
Notre modele avec seulement deux compartiments pour le VIH (séronégatif /
séropositif) s’ajuste assez bien aux données pour la tuberculose et le VIH bien
qu’il ne contienne pas de retard. Les contextes au Kenya et dans le bidonville
sud-africain sont probablement assez différents puisque pour des prévalences du
VIH similaires, le taux de notification de la tuberculose au Kenya n’est qu’un
tiers de celui dans le bidonville sud-africain.

Enfin, il faut mentionner qu’'une campagne de promotion de grande ampleur
pour 'utilisation des préservatifs a commencé a la télévision a la fin de 2006 en
Afrique du Sud. En principe, il devrait étre possible de récupérer des données
concernant le nombre de préservatifs achetés par la population du bidonville et
vérifier si les comportements ont changé.

8.2 Accroitre la détection de la tuberculose

On considere maintenant la possibilité d’accroitre les taux de détection de
la tuberculose 1 et 5 et les probabilités €1 et €5 de succes d’un traitement.
Pour le bidonville, on pourrait y parvenir en cherchant activement les cas de
tuberculose plutét que d’attendre qu’ils viennent a la clinique. Noter que les
quatre parametres ci-dessus n’entrent dans le systeme d’équations différentielles
@D-@) qu’a travers les combinaisons by = B1 + y1 €1 et by = B2 + Y2 2. 1l faut
cependant faire un peu attention parce que y; et v, entrent dans I’expression
du taux de notification de la tuberculose (1 I; + 72 I2). Si Pon augmente +; ou
2, le taux de notification de la tuberculose a 1’équilibre peut augmenter et ne
commencer a baisser que si 1 ou ¥y est assez grand. Il n’est pas convenable de
prendre le taux de notification de la tuberculose comme mesure de la sévérité
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de la situation lorsque le taux de détection change. Ala place, on utilisera le
taux d’incidence de la tuberculose.

La figure Bh montre le diagramme de bifurcation et les lignes de niveau du
taux d’incidence de la tuberculose dans 'espace des parametres (1/v1,1/72),
avec les valeurs numériques du tableau[6] pour les autres parametres. Puisque 1
et 2 n’entrent pas dans la formule pour Ry'™, I'équilibre avec le VIH endémique

est toujours la. La question est : quand peut-il étre envahi par la tubercu-

lose? La réponse est donnée par I'équation rIB = 1, une équation implicite
pour 7y et 7o représentée par une épaisse ligne noire qui sépare < VIH > de

< VIH+tuberculose > dans le coin en bas & gauche de la figure Bh. Les valeurs
de 71 et 2 dans le tableau [l correspondent au point noir dans la figure.

La figure®8b montre I'impact d’un accroissement soudain du taux de détection
de la tuberculose v pour les personnes séropositives. Ceci n’a presque aucun
impact sur la courbe pour la prévalence du VIH; on ne la montre donc pas.

Bien sir, l'incidence de la tuberculose décroit de maniere monotone a mesure
que croit le taux de détection.
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FIGURE 8 — Accroissement du taux de détection de la tuberculose : (a) Dia-

2060 2080

gramme de bifurcation dans le plan (1/v1,1/72) et lignes de niveau du taux
d’incidence de la tuberculose. (b) Taux d’incidence de la tuberculose en fonction
du temps, avec un accroissement soudain du taux de détection de la tuberculose

pour les personnes séropositives en 2008. Le parametre - est remplacé de haut
en bas par 7z, 272, 472 ou 87s.

8.3 Traitement prophylactique avec l’isoniazide

Ce traitement réduit le parametre a; s’il est appliqué aux personnes séro-
négatives et le parametre as s’il est appliqué aux personnes séropositives. Ces
parametres n’entrent pas dans la formule pour RY™. Donc le VIH est toujours

présent et la question est savoir si la tuberculose peut étre arrétée en présence
du VIH : le seuil est donné par 7i® = 1. La courbe correspondante se trouve
en bas de la figure Oh, comme ligne de niveau 0. Les lignes de niveau du taux

de notification de la tuberculose dans le diagramme (aq, as) sont presque hori-
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zontales (figure @h). Donc la prophylaxie pour les personnes séropositives, qui
réduit as, a un impact sur le taux de notification de la tuberculose bien plus
grand que celle pour les personnes séronégatives, qui réduit a;. Les valeurs de
a1 et as dans le tableau [f] correspondent au point noir dans la figure @, pres de
la ligne de niveau 2000 pour 100000 par an.

La figure[@b montre I'influence d’une baisse soudaine du taux de progression
as pour les personnes séropositives due a un traitement prophylactique avec
Iisoniazide. Cela n’a presque pas d’influence sur la courbe de prévalence du
VIH; on ne la montre donc pas. Le taux de notification de la tuberculose a
I’équilibre décroit de maniere monotone quand as décroit.

0.10 a2 TB notification rate (per 100,000 per year) 2500 T8 notfication rate (per 100,000 per year)
HIV+TB
_________________________ 2000 | 2000 .
_________________________ 1500 | 15001
0.05
_________________________ 000 | 10001
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0

0.00 T T T al 0 T T T v
0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 1980 2000 2020 2040 2060 2080

(a) (b)

FIGURE 9 — Traitement prophylactique avec l'isoniazide pour les personnes
séropositives, qui diminue as : (a) diagramme de bifurcation dans ’espace des
parametres (a1, az) et lignes de niveau du taux de notification de la tuberculose
a 1’équilibre. (b) Taux de notification de la tuberculose en fonction du temps.
Hypothese : & partir de 2008, ag est remplacé de haut en bas par as, as/2, as/4,
az/8 ou 0.

8.4 Antirétroviraux

On considere maintenant I'impact possible des traitements antirétroviraux,
plus exactement des trithérapies. Ils réduisent la charge virale et donc aussi le pa-
rametre de transmission d pour le VIH. Mais ils augmentent aussi ’espérance de
vie des personnes séropositives en abaissant po et mo (bien siir pas en dessous de
la mortalité naturelle 1), ce qui augmente le nombre de personnes vivant avec le
VIH et favorise la transmission du VIH. Ces deux effets s’opposent. L’impact sur
le VIH au niveau de la population n’est donc pas évident et dépend de I’ampli-
tude avec laquelle les trois parametres changent sous l'effet des antirétroviraux.
Les antirétroviraux réduisent par ailleurs en moyenne le taux as auquel les per-
sonnes coinfectées développent une tuberculose active, mais pas au méme niveau
a1 que les personnes séronégatives infectées par M. tuberculosis [3, [34, [36] [39],
et méme si une maladie de < reconstitution immunitaire > peut au contraire
augmenter ap pendant les premiers mois de traitement antirétroviral [41]. A
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nouveau, 'effet des antirétroviraux sur la tuberculose n’est pas évident car les
personnes séropositives sous antirétroviraux vivent plus longtemps. Quantitati-
vement, des études en Afrique du Sud [3, [36] et au Brésil [45] ont montré que les
antirétroviraux réduisent as de 80% , c’est-a-dire qu’ils divisent as par 5. Avec
az = 0,08 par an sans antirétroviraux, cela donne as = 0,016 par an avec les
antirétroviraux. C’est toujours 50 fois plus que le parametre a; = 0,0003 par an
pour les personnes séronégatives. Un autre rapport [37] mentionne un risque 5
a 10 fois supérieur apres trois ans d’antirétroviraux par rapport aux personnes
séronégatives. On suppose de plus que
— g est divisé par 2 sous l'effet des antirétroviraux, ce qui donne po = 0,05
par an au lieu de 0,1 par an, toujours au-dessus de la mortalité natu-
relle 41 = 0,02 par an; la nouvelle espérance de vie pour les personnes
séropositives sous antirétroviraux est 20 ans;
— mg est divisé par 2 sous effet des antirétroviraux (le nouveau mqy est 0,8
par an, alors que m; = 0,25 par an).
On envisage plusieurs cas pour le parametre de transmission du VIH d (fi-
gure[ITl), en supposant que 100% des personnes séropositives soient mises immé-
diatement sous antirétroviraux a partir de 2008, indépendamment du nombre
de CD4 (une variable qui n’est de toute fagon pas incluse dans notre modele).
Cette hypothese est bien str trés optimiste et requiert que toute la population
adulte du bidonville soit testée pour le VIH. Noter aussi qu’en pratique et dans
des modeles plus réalistes, certains facteurs peuvent favoriser un démarrage re-
tardé des antirétroviraux [40]. Avec notre choix des valeurs des parameétres, on
trouve une baisse du taux de notification de la tuberculose méme dans le cas
extréme ou les antirétroviraux n’auraient pas d’influence sur le parametre d
(figure [[Ok, courbe continue du haut), un cas qui conduirait & une augmenta-
tion de la prévalence du VIH (figure [[0b, courbe continue du haut). Les cas ot
d" = d/2 et d = d/4 sont probablement plus réalistes, puisque on s’attend &
une réduction de la transmission du VIH si tout le monde connait son statut
sérologique. Dans ces cas, et en supposant que les autres valeurs des parametres
ont été correctement choisies, la prévalence du VIH décroit lorsque d' = d/4
mais non pour d' = d/2 (figure [[b, 2e et 3e courbe continue en partant du
haut). Donc Pavenir de la prévalence du VIH est incertain. Mais avec un taux
de progression ag réduit de 80% et une espérance de vie 1/us multipliée par
2, il semblerait que les antirétroviraux réduiraient considérablement le taux de
notification de la tuberculose méme si le taux de réactivation pour les personnes
séropositives est plusieurs fois supérieur a celui des personnes séronégatives.
Les antirétroviraux sont de plus en plus disponibles dans le bidonville depuis
2006. Mais il est encore trop to6t pour comprendre quel a été son impact sur les
épidémies de VIH et de tuberculose.

9 Conclusion

Ce travail est une premiere tentative pour modéliser les épidémies simul-
tanées de VIH et de tuberculose dans un bidonville pres du Cap en Afrique du
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FIGURE 10 — Antirétroviraux. (a) Taux de notification de la tuberculose en
fonction du temps. (b) Prévalence du VIH en fonction du temps. Hypothese :
100% des personnes séropositives sont mises sous antirétroviraux a partir de
2008. Le parametre o est remplacé par pus/2, mo par ma/2, as par as/5, tandis
que le parametre d est remplacé par d, d/2, d/4, d/8 ou 0 (de haut en bas). La
ligne en pointillé montre le cas sans intervention.

Sud, pour lequel beaucoup de données sont disponibles. La difficulté principale
vient du grand nombre de parametres dans le modele, ce qui rend difficile les
estimations et I'analyse mathématique. On a fait en sorte que ce nombre soit
aussi petit que possible; on a ainsi pu faire une étude relativement complete du
modele avec le VIH seul ou la tuberculose seule.

On a montré que la bifurcation sous-critique dans notre modele avec la tu-
berculose seule était impossible avec des valeurs réalistes des parametres car M.
tuberculosis donne un certain degré de protection contre une progression rapide
vers la tuberculose active apres réinfection (¢ < p). A notre connaissance, au-
cun modele pour la tuberculose n’a jamais présenté de bifurcation sous-critique
avec des valeurs réalistes des parametres, malgré toute ’emphase mise sur cette
possibilité dans les articles mathématiques sur la tuberculose [24] 48| 63]. Sur
ce point, on est d’accord avec [42] et [64].

Quant au modele complet ([II)-(@]) avec & la fois le VIH et la tuberculose, on a
étudié la stabilité linéaire de 1’équilibre endémique avec la tuberculose ou le VIH.
On a conjecturé qu’il n’y avait toujours pas de bifurcation sous-critique pour
(@- @) lorsque g1 < p1. Ce point reste néanmoins a vérifier mathématiquement.
On a tracé numériquement des diagrammes de bifurcation avec des lignes de
niveau pour la prévalence du VIH et le taux de notification de la tuberculose.
Le diagramme le plus intéressant se trouve dans la figure Bl Il montre comment,
pour une valeur fixée du taux de transmission de la tuberculose ki, le taux
de notification de la tuberculose a ’équilibre peut croitre de 200 a 2000 pour
100000 par an quand la prévalence du VIH croit de 0 & environ 25%.

[26], 27, 28] ont insisté sur le role du < seuil de réinfection > dans les modeles
de tuberculose sans VIH. Dans [26] figure 3] et [28] figure 2], ce seuil était at-
teint lorsqu’environ 1% de la population avait une tuberculose active. Dans
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le bidonville sud-africain, 12/762 ~ 1,6% d’un échantillon de la population
avait une tuberculose active non diagnostiquée en 2005. Ceci pourrait suggérer
qu’il y a effectivement des populations qui se trouve au-dela du < seuil de
réinfection ». Cependant, on peut se demander si des populations avec une
tuberculose endémique mais une faible prévalence du VIH peuvent réellement
atteindre 1% de prévalence pour la tuberculose active. Autrement dit, on peut se
demander si de telles populations ne sont pas systématiquement sous le < seuil
de réinfection >, et si ce seuil peut toujours étre utilisé pour expliquer certains
probléemes dans 1’épidémiologie de la tuberculose tels que I'inefficacité du vaccin
BCG [26]. Méme dans les populations avec une prévalence du VIH élevée, le
< seuil de réinfection > ne semble pas jouer un réle important. Le tableau [7]
suggere que le pourcentage de réinfection avec le VIH et la tuberculose est
inférieur a celui lorsque la tuberculose est seule.

Parmi les interventions que l'on a étudiées, la plupart ont un impact po-
sitif évident pour limiter les épidémies de VIH et de tuberculose : c’est le cas
pour l'utilisation de préservatifs, la détection de la tuberculose et le traitement
prophylactique. La situation pour les antirétroviraux est plus compliquée. Ce-
pendant, bien que I'avenir pour la prévalence du VIH soit incertain, il semblerait
qu’'un acces généralisé aux antirétroviraux conduirait a une baisse significative
du taux de notification de la tuberculose. En effet, on sait d’apres des études
menées en Afrique du Sud et au Brésil que les antirétroviraux peuvent réduire le
taux de progression de la tuberculose latente vers la tuberculose active d’environ
80%, soit une division par 5. Si les personnes séropositives sous antirétroviraux
vivent environ 2 fois plus longtemps que les 10 années de survie moyenne des
personnes séropositives sans acces aux antirétroviraux, alors on s’attend a ce que
l'incidence de la tuberculose soit multipliée par 0,4 = 2/5, soit une réduction
de 60%. Ce simple argument peut étre faux si les antirétroviraux augmentent la
prévalence du VIH et indirectement I’incidence de la tuberculose. Nos résultats
numériques suggerent que tel n’est pas le cas. Méme dans le pire scénario ot la
prévalence du VIH augmente & cause de I'introduction des antirétroviraux (ligne
continue du haut de la figure[IOb), le taux de notification de la tuberculose baisse
considérablement (ligne continue en haut de la figure [[0h).

Il est difficile de dire si les observations tirées de ce modele avec des pa-
rametres adaptés a ce bidonville sud-africain valent pour des régions moins
denses avec une prévalence du VIH élevée. On pourrait essayer d’utiliser le
méme modele et adapter les parametres aux données locales. Malheureusement,
les données fiables a la fois sur le VIH et la tuberculose sont rares. Par exemple,
la prévalence du VIH au Zimbabwe n’a probablement pas été estimée aussi
régulierement que [32] figure 5] pourrait le suggérer [J. Hargrove, communica-
tion personnelle].
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Appendice

Notons i} et i] les deux racines éventuellement complexes de 1’équation (3],
que par commodité I'on écrit

(i) + 1y +co=0. (26)

On ne s’intéresse qu’aux racines positives, les seules avec une signification bio-
logique. L’existence de racines positives dépend en particulier des signes de c¢;
et cp. On doit distinguer plusieurs cas :
— Le cas ot k; > kj. Puisque ¢g < 0, on a if x i; < 0. Ceci ne se produit
que si zf > 0eti; <0.Ilny adonc quune seule racine positive de ([I3)).
—Lecasou 0 < k) <kjetO<k < 7%1 (¢1), le nouveau parametre El (q1)
étant défini par

~ b 1—
k1(g1):al+ 1+ ( qlpl)ml +p1#1+m1' 27)

Dans ce cas, on a ¢; > 0, donc zf +14; < 0. Mais zf x4y > 0. Donc ce cas

ne se produit que si 4] et i sont tous les deux négatifs ou si i} et i] sont
des nombres complexes conjugués avec une partie réelle négative. Donc il
n’y a pas de racine positive de (I3). Noter que k1(q1) < ki uniquement
lorsque q1 > ¢f, la définition (I7)) de ¢i ayant été choisie précisément dans
ce but. ~

— Le cas o1 0 < ky < kf et k1 > k1(q1) (qui implique que g1 > ¢f). Soit

A le discriminant de (I3)). Insistons sur la dépendance par rapport & k;
en écrivant A(ky), tandis que ¢ est fixé. Avec ([[3)), on voit que A(ky)
est un polynéme quadratique en 1/k;, donc I'équation A(k;) = 0 a au
plus deux racines dans la demi-droite k; > 0. Comme A(k;) = ¢} — 4¢y,
comme ¢; = 0 quand k; = El (q1) et co = 0 quand k; = kf, on voit
que A(k1(q1)) < 0 et A(k}) > 0. Donc équation A(ky) = 0 a au moins
une racine dans Uintervalle (k1 (q1), k}), et elle ne peut avoir deux racines
puisque la fonction k; — A(ky) doit changer un nombre impair de fois
dans cet intervalle. Notons k; (g1) I'unique racine. Alors A(k;) < 0 pour
k1(q1) < k1 < ki(qr) : dans ce cas, Péquation ([3) n’a pas de solution
véelle. Pour ky(q1) < k1 < ki, on a A(ky) > 0, ¢o = it xiy >0,
et ¢c; = —(i +1i7) < 0 : dans ce cas, I'équation ([3)) a deux solutions
positives.

On doit encore vérifier que si (I3) a une racine positive i}, alors toutes les
composantes du triplet (ST, Ef,I) donné par ([Id)-(I5) sont positives. Pour
cela, il suffit de montrer que s > 0 et e} > 0. Mais en additionnant (8) et (@),
on trouve que s = (uief +mqii)/(k1¢7). Donc il suffit de montrer simplement
que e} > 0, c’est-a-dire i§ < 1 —my/k1. Noter tout d’abord avec (27) que si (I3)
a une racine positive i3, alors nécessairement k1 > my. Notons x (1) le polynéme
quadratique du coté gauche de ([I3)), de sorte que x(if) = 0. Des calculs simples
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montrent que

(b1 + (1 —p1)ma] (k1 —mai + 1)
fhk%

b 1-—
Xl(l—ml/kl):1—m+al+ 1+ (A = pymi 4 pin N
k1 qiky

X(l—ml/kl): >0,

0,

ce qui implique que i} < 1 —my/k;. CQFD

Pour terminer, voici quelques remarques sur la notion de « seuil de réinfec-
tion > [7, 26] 27] pour notre modele dans le cas ot k; > kf (ce qui équivaut a
RIB > 1 et aussi & ¢o < 0). L’unique solution positive de (28]) est

it = {—cl +4/c2 —400}/2.

Considérons le cas particulier olt 4|co|/c? est petit. Ce cas s’avere étre satisfait
numériquement dans toute la zone k1 > ki de la figure [ sauf dans une bande
étroite longeant la courbe ¢; = 0, dont I’équation peut s’écrire

ar+ b1+ (1 —p1)mi +puyn
kl — ma '

@1 = Q1(k1) =
On peut alors montrer que

i~ —cofc1 st >0,
L= —¢ si ¢ <0.

L’approximation pour ¢; > 0 revient a négliger le terme quadratique dans
I’équation (26]), tandis que lapproximation pour ¢; < 0 revient & négliger le
terme constant. Noter que puisque 4|co|/c? a été supposé petit, 1’expression
—cp/c1 est beaucoup plus petite que —c;. Donc la prévalence de la tubercu-
lose est élevée quand g1 > @Q1(k1) et beaucoup plus petite quand g1 < Q1(k1).
Mais comme [7} 27] lont fait remarquer pour un modele légerement différent, le
< seuil de réinfection > que I'on vient d’obtenir n’est pas bien défini d’un point
de vue mathématique (une situation semblable se produit par exemple quand
on définit la largeur d’une < couche limite » en physique).
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