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Résumé

Cet article examine I'effacité de plusieurs représen-
tations des formules subjectives de la logique modale de
la connaissance, S5, et plus généralement des ensembles
d'ensembles d'instanciations propositionnelles. L'une des
motivations de ce travail est la planification contingente,
pour laquelle de nombreuses approches s'appuient sur de
telles formules, et pourraient manifestement tirer parti
de représentations efficaces. Nous étudions le langage
S5-DNF introduit par Bienvenu et al., ainsi qu'une va-
riante naturelle de ce langage, qui utilise des diagrammes
de décision binaires au niveau propositionnel. Nous intro-
duisons de plus un autre langage, celui des « diagrammes
épistémiques partitionnants », qui fournit des représen-
tations plus compactes. Les trois langages sont comparés
d'un point de vue théorique, dans le cadre de la compi-
lation de connaissances, et d'un point de vue expérimen-
tal. Cette étude éclaire les avantages et inconvénients de
chaque représentation en théorie comme en pratique.

Abstract

We investigate efficient representations of subjective
formulas in the modal logic of knowledge, S5, and more
generally of sets of sets of propositional assignments.
One motivation for this study is contingent planning,
for which many approaches use operations on such for-
mulas, and can clearly take advantage of efficient re-
presentations. We study the language S5-DNF introdu-
ced by Bienvenu et al., and a natural variant of it that
uses Binary Decision Diagrams at the propositional level.
We also introduce an alternative language, called Epis-
temic Splitting Diagrams, which provides more compact
representations. We compare all three languages from
the complexity-theoretic viewpoint of knowledge com-
pilation and also through experiments. Our work sheds
light on the pros and cons of each representation in both
theory and practice.

*Cet article est la traduction de l'article « Efficient repre-
sentations for the modal logic S5 », in Proc. 25th International
Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI 2016).

1 Introduction

La logique modale épistémique S5 est la logique de la
connaissance mono-agent [6]. Elle permet d’exprimer
des formules comme (KpVKp)A(—K(pAq)), qui signifie
que 'agent sait que p est vrai ou sait que p est faux
(c’est-a-dire qu’il connait la valeur de p), mais ne sait
pas que p A g est vrai (soit il sait que p A ¢ est faux,
soit il ne connait pas sa valeur de vérité).

La logique S5 apparait naturellement dans le cadre
de la planification contingente [8, 15, 9, 11, 2], qui
vise & calculer un plan menant a un objectif donné
en utilisant deux types d’actions : les actions ontiques
changent 1’état du monde de fagon non déterministe,
tandis que les actions épistémiques donnent a 'agent
une information sur ’état du monde. Le plan recher-
ché peut contenir des conditions sur les informations
regues via les actions épistémiques.

A tout moment, un agent qui exécute un plan
contingent envisage un unique ensemble d’états
comme étant les états possibles du monde. Cet en-
semble de candidats est appelé état de croyance dans
la littérature. Par exemple, considérons un agent qui
sait que I’état initial satisfait p A ¢, et qui exécute une
action ontique switch, qu’il sait avoir pour effet d’in-
verser soit la valeur de p soit celle de ¢ (le choix étant
non déterministe). Son état de croyance résultant peut
alors étre décrit par (pAq)V (pAg). S'il exécute alors
I’action épistémique test indiquant si p A r est vrai, et
regoit comme réponse que c’est effectivement le cas,
alors son état de croyance devient (p A g A r).

Pendant ’étape de planification, ou lors de la véri-
fication de la validité d’un plan, il est également utile
de considérer simultanément 1’évolution de plusieurs
états de croyance possibles, processus habituellement
appelé progression hors-ligne. Par exemple, si I'état
de croyance initial est p A ¢, alors l'action ontique



switch méne comme précédemment & (pAq) V (p A q),
mais ’action épistémique test peut mener a deux états
de croyances différents, en fonction de ce qu’elle ren-
voie : soit (p A g A 1), comme précédemment, soit
(PAq)V (pAGAT), si agent regoit I'information p V7.
Il est donc important, en planification mais aussi pour
d’autres applications, de pouvoir manipuler des for-
mules de S5, qui représentent des ensembles d’états de
croyance. Dans I'exemple précédent, cela permettrait
de représenter le résultat de la progression via ’action
épistémique par K(p AgAT) VK((PAQ)V (PAGAT)).
Remarquons ici qu’en planification, on préfere gé-
néralement utiliser K plutot que la modalité only-
knowing [12] : les objectifs étant souvent positifs, il est
toujours préférable de connaitre davantage. En parti-
culier, il arrive souvent de n’avoir besoin que de for-
mules contenant des connaissances positives.

Dans cet article, nous étudions plusieurs manieres de
représenter les formules (subjectives) de S5, du point
de vue de lefficacité en temps et en espace, dans I'op-
tique de les appliquer a la planification contingente.
Nous considérons le langage s-S5-DNFpyp cnp proposé
par Bienvenu et al. [1], ainsi que sa variante naturelle
s-S5-DNFggpp,osop- De plus, nous introduisons une nou-
velle représentation (sections 3 et 4), celle des « dia-
grammes épistémiques partitionnants » (ESD, pour
epistemic splitting diagrams), qui s’inspirent des dia-
grammes de décision binaires. Nous examinons ces
trois langages du point de vue de la compilation de
connaissances [5], en comparant leur capacité respec-
tive & supporter efficacement requétes et transforma-
tions (section 5), et & représenter avec concision les
formules de S5 (section 6). Pour finir, nous présen-
tons quelques résultats expérimentaux, qui confirment
en pratique les propriétés des différents langages (sec-
tion 7). Nos résultats font ressortir des avantages et
des inconvénients pour chaque langage ; ils démontrent
également que les ESD sont plus compacts que les re-
présentations classiques en ce qui concerne les formules
positives de S5.

2 Préliminaires

S5 Les concepts de base de la logique proposition-
nelle sont supposés connus. On considere le langage
S5 propositionnel [6], dans lequel les formules sont
construites a partir d’'un ensemble X d’atomes propo-
sitionnels avec les connecteurs usuels —, V, A, auxquels
s’ajoute la modalité de connaissance K. Par exemple,
(Kai A—K(z2VZ3))V-K(Z1) est une formule de S5. On
notera Var(®) I'ensemble des atomes mentionnés dans
une formule ® (c’est-a-dire {x1, z2, 3} dans exemple
précédent). Nous nous focalisons sur les formules sub-
jectives de S5, qui permettent d’exprimer des faits sur

les connaissances des agents, mais pas sur le véritable
état du monde. Ce sont en effet principalement ces for-
mules qui sont nécessaires en planification, et, bien que
notre étude puisse s’étendre assez directement a S5 en
toute généralité, la longueur et la complexité de 1’ar-
ticle s’en verraient substantiellement accrus. Nous ne
considérerons donc que des formules dans lesquelles
tous les atomes propositionnels se trouvent dans la
portée de la modalité K : ainsi, par exemple, on ne
rencontrera jamais dans cet article une formule comme
21 AKza, qui n’est pas subjective (elle indique que z;
est objectivement vrai). De plus, étant donné que dans
S5, on peut se restreindre sans perte d’expressivité aux
formules sans modalités imbriquées, nous utiliserons la
définition suivante.

Définition 1. Une formule S5 subjective sur X est
une combinaison booléenne, par les opérateurs —, V et
A, d’atomes épistémiques de la forme K¢, ou chaque
 est une formule propositionnelle sur X.

On utilisera des majuscules (resp. minuscules)
grecques @, W, ... (resp. p,1,...) pour noter les for-
mules de S5 (resp. les formules propositionnelles).
L’axiomatique de S5 fait que les formules subjectives
s’interpretent naturellement sur des structures, qui
sont simplement des sous-ensembles non vides de 2%,
c’est-a-dire des ensembles non vides d’instanciations
propositionnelles (on suppose implicitement que les
structures portent toujours sur I’ensemble de tous les
atomes considérés). Intuitivement, une structure re-
présente un état de croyance, c’est-a-dire un ensemble
d’instanciations que l'agent considere comme candi-
dats crédibles a étre le véritable état du monde; une
formule de S5 représente un ensemble de telles struc-
tures, donc un ensemble d’états de croyance.

La sémantique des formules S5 subjectives se définit
inductivement : en premier lieu, on dit qu'une struc-
ture M satisfait un atome épistémique Ky si toutes
les instanciations propositionnelles m € M satisfont ¢
(dans la sémantique habituelle des formules proposi-
tionnelles). Ensuite, M satisfait ® A ¥ (resp. & V ¥)
si elle satisfait ® et U (resp. ® ou ¥), et enfin elle
satisfait = ® si elle ne satisfait pas ®. Il est important
de noter que M satisfait =K si elle contient au moins
un contre-modele propositionnel de ¢ (intuitivement,
I’agent ne sait pas ¢ quand ¢ est fausse dans au moins
un état qui est potentiellement le véritable état du
monde), et que ce n’est pas du tout la méme chose
que satisfaire K—.

On écrit M = @ lorsque M satisfait la formule S5
subjective ®; on dit que M est un modéle de P, et
on note Mod(®) 'ensemble des modeles de ®. Lorsque
lon a Mod(®) = Mod(WV), les formules ® et ¥ repré-
sentent le méme ensemble d’états de croyance — on dit



qu’elles sont équivalentes, et on le note ® = . Lorsque
lon a Mod(®) € Mod(¥), on dit que ® implique ¥,
et on le note ® = ¥. Une formule est dite tautologique
si elle est satisfaite par toutes les structures.

Enfin, nous avons mentionné plus haut l'impor-
tance en planification des formules (subjectives) posi-
tives, définies comme les combinaisons d’atomes épis-
témiques par V,A. On peut montrer qu’elles sont
exactement caractérisées par un ensemble de modeles
« clos par sous-ensemble non vide », c’est-a-dire qu’il
contient tous les sous-ensembles non vides de ses
élements. Nous utiliserons également le fait qu’elles
peuvent toujours s’écrire sous la forme \/, Ky, [1].

Langages propositionnels Avant de nous intéresser
aux représentations efficaces pour les formules S5, rap-
pelons quelques concepts de base sur les langages pro-
positionnels. Remarquons tout d’abord qu’on utilise
le terme langage pour désigner un ensemble de struc-
tures de données muni d’une sémantique (voir Fargier
et al. [7] pour une définition plus formelle). Une for-
mule propositionnelle (sur X) appartient au langage
NNF (negation normal form, forme normale négative)
si ¢’est une combinaison par A et V de littéraux proposi-
tionnels de la forme z ou Z (x € X). Les sous-formules
identiques sont considérées comme partagées dans les
formules NNF, qui ne sont donc pas des arbres mais
des graphes acycliques orientés (DAG, directed acyclic
graphs). On définit par conséquent la taille || d’une
formule ¢ comme son nombre de noeuds. Un terme
(resp. une clause) est une conjonction (resp. une dis-
jonction) de littéraux. Une formule est en forme nor-
male disjonctive (resp. conjonctive) si c’est une dis-
jonction de termes (resp. une conjonction de clauses);
le langage correspondant est appelé DNF (resp. CNF).
Conditionner une formule ¢ par un littéral ¢ revient,
intuitivement, a décider de la valeur de l'atome cor-
respondant ; on peut le faire de facon syntaxique en
remplacant chaque instance de £ (resp. £) par T (resp.
1). Le résultat est noté ¢|,. On utilise également la no-
tation M|, pour désigner la structure obtenue & partir
d’une structure M en ne gardant que les instanciations
satisfaisant £, puis en retirant ¢ de chacune d’elles.
Un diagramme de décision binaire (BDD, binary de-
cision diagram) est soit une constante, soit une for-
mule de la forme (z AN)V (ZAN'), o N, N’ sont des
BDD; cette forme est notée ite(z, N, N'). Un BDD
peut étre vu comme un DAG dont les nceuds sont
étiquetés par des atomes (par exemple, & gauche de
la figure 1, le DAG de racine z; est un BDD, repré-
sentant x1 V z3). Un BDD est dit ordonné (OBDD)
si les atomes sont rencontrés chacun au plus une fois
et toujours dans le méme ordre sur tous les chemins
de la racine a une feuille. Il est bien connu que toute

\Y% Y \Y
/\/\/\ m}/\x} /\
N { ’ \// A Z1 1
K — : .
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T

FIGURE 1 — Un EBDD (& gauche) et deux ESD. Les
pointillés pointent vers des fils droits des nceuds ite et
spl; les feuilles ne sont dupliquées que pour des raisons
de clarté.

NNF peut étre représentée par un OBDD équivalent
(pour n’importe quel ordre des atomes) en utilisant
Iexpansion de Shannon : ¢ = (x A pl.) V(T A ¢lz).

S5-DNF Bienvenu et al. [1] meénent la premiere étude
de représentations efficaces pour les formules de S5, en
introduisant notamment le langage paramétré suivant.

Définition 2. Soient L,L’ deux sous-langages (pro-
positionnels) de NNF; une formule S5 est dans
s-S5-DNFy 1 s’il s’agit d'une disjonction de termes, cha-
cun comportant au plus un littéral épistémique positif
K¢ et un nombre arbitraire de littérauz épistémiques
négatifs =K, avec ¢ dans L et chaque 1); dans L'.

Ils étudient les propriétés de s-S5-DNF ;s dans un
cadre général, en fonction des propriétés de L et L'. Ils
se focalisent en particulier sur une instance spécifique,
s-S5-DNFpyr cne  (que nous notons EDNF), qui s’avere
posséder de bonnes propriétés pour les opérations uti-
lisées en planification. Une autre fagon naturelle d’ins-
tancier les parametres est d’utiliser 0BDD dans les deux
cas, ce qui donne le langage s-S5-DNFogpp ggpp (que nous
notons EBDD); Bienvenu et al. ne le considérent pas
explicitement, mais la plupart de leurs résultats géné-
raux s’y appliquent. La figure 1 montre (& gauche) un
EBDD représentant la formule (K(z1 V z3) A ~K(Zy V
1’3)) V ("K(i’g \ Ig) A K(ig))

3 Diagrammes
nants

épistémiques partition-

Nous introduisons a présent un nouveau langage,
ESD, permettant de représenter des formules S5
subjectives. Comme l'indiquent Bienvenu et al. [1,
Example 15], expansion de Shannon ne peut étre
utilisée au niveau épistémique dans les formules S5,
mais nous introduisons la notion de split (partitionne-
ment), qui s’inspire de l’expansion de Shannon tout
en contournant le probleme. Intuitivement, un split



sur un atome propositionnel x divise une structure M
en deux structures M|, et M|z. Par exemple, pour
M, = {l‘zl‘g,i‘gi‘z;} et My = {1‘2133}, Sp|($1,M1,M2)
représente 1'union des structures {x; . my | m; € My}
et {T1.mo | may € My}, Clest-d-dire la structure
{(Ell'zxg,xlfgi'g,fll'szg}.

Nous adaptons les splits pour représenter des en-
sembles de structures ayant une forme spécifique :
spl(z, M, M') représente l’ensemble de structures
{spl(x, M, M") | M, M’ € M x M’}. Par exemple, si
M contient les structures M; = {xoxs3, Toxs} et
My = {xaw3,Toxs, ToT3}, et si M’ est le single-
ton contenant la structure My = {xsx3,T2T3}, alors
spl(z1, M, M’) représente 1’ensemble qui contient les
deux structures spl(xzy, My, M3) et spl(xy, M, M3), &
savoir l'ensemble contenant {xizoxs3, x1ZTox3, T1x23,
fli'g.fg} et {x1x2x3, x@ng, xlfgi';j, jlifzxg, flfgi';j}.

Cette notion de split sur les ensembles de structures
constitue la base du langage ESD. Cependant, elle n’est
pas suffisante pour représenter toute formule subjec-
tive — c’est pourquoi ESD utilise également le connec-
teur V. De plus, les modeles d’une formule S5 subjec-
tive étant des structures, c’est-a-dire des ensembles,
les constantes de base sont au nombre de quatre : les
habituelles 1 et T, respectivement satisfaites par au-
cune structure et par toutes les structures, et deux
nouvelles, A, qui n’est satisfaite que par la structure
vide, et V, qui est satisfaite par toutes les structures
non vides. Ces deux derniéres constantes sont utiles en
tant qu’enfants des splits ; ainsi, a droite de la figure 1,
I’ESD dont la racine est le noeud 2 en bas a gauche est
satisfait par toutes les structures contenant une instan-
ciation satisfaisant Zg : spl(zo, T,V) = {22 . M U Z5 .
M| METMEV}={x. MUZy.M' | M’ £ 0}.

La définition suivante formalise tout cela.

Définition 3. Les diagrammes épistémiques parti-
tionnants (ESD, epistemic splitting diagrams) sont dé-
finis inductivement comme suit :
— T,V, L et A sont des ESD;
— si & et @y sont des ESD et x est un atome pro-
positionnel, alors spl(z, &1, ®2) est un ESD;
— si ®4,...,P, sont des ESD, alors \/!_; ®; est un
ESD.
La sémantique des ESD est définie comme suit : une
structure M satisfait un ESD @, noté M |= @, si 'une
des conditions suivantes est remplie :
(i) @ est A (resp. V) et M est @ (vesp. n’est pas 0);
(ii) ® est spl(z, @1, P2) et M vérifie a la fois M|,
Dy et M|z | Po;
(i) ® est /[, ®; et M satisfait ®; pour au moins un
ie{l,...,n}.

Enfin, M satisfait toujours T et ne satisfait jamais L.

Rappelons que les formules de S5 sont interprétées
sur ’ensemble des structures non vides. Cependant,
pour des raisons de simplicité d’exposition, nous auto-
risons comme on I’a vu les ESD a avoir pour modele
la structure vide (notée Mpy). Ce choix est sans réelle
conséquence, car la conjonction ® A V a exactement
les mémes modeles que ®, My en moins, et peut étre
construite efficacement (proposition 14).

La figure 1 donne deux exemples d’ESD. Dans ce-
lui de droite, le fils gauche de la racine est satisfait
exactement par les structures M telles que (i) M.,
est vide ou contient une instanciation satisfaisant Zs,
et (ii) M|z, contient une instanciation satisfaisant
r3. Comme le montre la figure, les ESD sont vus
comme des DAG, a la fagon des OBDD. De plus,
nous considérons que les sous-graphes identiques sont
systématiquement partagés; par exemple, dans 'ESD
spl(z, @, W) V spl(x, ¥, ¥’), ¥ n’est pas dupliqué, il
s’agit d’un seul nceud avec deux arcs entrants.

La définition 3 ne restreint pas la syntaxe des ESD,
mais il est parfois utile de considérer des ESD réduits.

Définition 4. Un ESD ® est dit réduit si aucune des
regles suivantes ne s’appliquent a lui :

— simplifier par (LV ®) = &, (T VvV ®) =
spl(z, A, A) = A, spl(z, T, T) =T, spl(z, P, L) =
spl(z, L, @)= 1;

— remplacer spl(z, ®, 1) Vspl(x, @, ¥y) par spl(z, @,
Uy V Uy), et dualement pour les fils droits;

— supprimer les doublons parmi les enfants des
neeuds V et aplanir (&1 V-V (U V- VIV
VO en (PrVe VIV VTV VD),
V{®} en &, et \/Den L;

— remplacer (®1V---VAV---V®) par (P1V---VPy)
si I'un des @; est satisfait par My ;

— remplacer (1 V---VV V.- V&) par T silun
des ®; est satisfait par My, et par V sinon.

On peut voir facilement que toutes ces regles
conservent 1’équivalence logique, et peuvent étre ap-
pliquées en temps linéaire. Une autre propriété impor-
tante (obtenue par une induction structurelle simple)
est que le seul ESD réduit équivalent & L (resp. a
A) est L lui-méme (resp. A lui-méme). En revanche,
comme pour EDNF et EBDD, il y a de multiples ESD
réduits qui sont équivalents & T ou V. Par exemple
(avec un léger abus de notation), spl(z,Ky, A) V
spl(z, T, V)Vspl(z, =Ky, T) est réduit, mais néanmoins
logiquement équivalent & la formule K(z Ay) V =Kz Vv
-K(Z V y), qui s’avere tautologique.

Comme pour les OBDD, nous pouvons imposer aux
ESD d’étre ordonnés. Etant donné un ordre total <
sur X, un ESD est dit <-ordonné si les atomes propo-
sitionnels apparaissent de fagon strictement croissante
suivant < sur tout chemin de la racine a une feuille.



Dans la suite, nous ne considérons que des ESD or-
donnés et réduits, et notons ESD le langage correspon-
dant (laissant < implicite). Par exemple, les ESD de
la figure 1 sont réduits et ordonnés par z; < --- < x,,.

Les ESD ont de nombreuses caractéristiques com-
munes avec les OBDD; une différence importante
concerne les noeuds redondants. Un noeud ite(x, p, )
peut étre éliminé d’'un OBDD (remplacé par ), mais
on n’a pas cela dans les ESD : spl(z, ®,®) = @ n’est
pas vérifié en général. Par exemple, pour ® = Ky Vv
Ky, la structure M = {xy,zy} satisfait spl(z, P, P)
(puisque M|, = {y} satisfait Ky et donc @, et M|z =
{7} satisfait Ky et donc ®), mais M ne satisfait pas @
(puisque, contenant Z7 elle falsifie Ky, et contenant xy
elle falsifie K%). A cause de cela, pour des raisons d’ef-
ficacité, certaines transformations requierent que les
ESD (ordonnés et réduits) aient une forme spécifique.

Définition 5. Soit < un ordre total sur X, avec
1 < -+ < xp. Un ESD ® est dit explicitement <-
ordonné s'il est <-ordonné et si pour chaque chemin
P de la racine a une feuille, ’ensemble des atomes ap-
paraissant le long de P est exactement {x1,xa,...,2;}
pour un certain ¢ € {1,...,n}.

Ainsi, dans PESD de droite sur la figure 1, le troi-
sieme chemin en partant de la gauche, (V, z1,V, z2, V),
est explicitement ordonné pour x7 < 2 < x3, mais le
quatrieme, (V,z1,23, V), ne lest pas (il manque z3).
Cet ESD n’est donc pas explicitement ordonné.

Dans toute la suite, nous considérons que tous les
OBDD et ESD sont ordonnés suivant le méme ordre
(implicite) des atomes. En revanche, sauf mention
contraire, nous ne considérons pas les ESD comme
étant explicitement ordonnés.

4 Compilation d’atomes épistémiques en
ESD

Il est assez naturel de spécifier les éléments consti-
tuant un probleme de planification, comme les objec-
tifs ou les états initiaux, sous la forme de formules de
S5. Pour les manipuler sous la forme d’ESD, il est donc
nécessaire de savoir compiler [13] les représentations
épistémiques classiques vers le langage ESD. Nous mon-
trons dans cette section comment compiler en ESD des
atomes épistémiques, c’est-a-dire les blocs de base des
représentations classiques; la section 5 montrera com-
ment les combiner par des opérateurs logiques.

La compilation de formules propositionnelles en
OBDD étant une question bien étudiée dans la littéra-
ture [4, 14, 10], nous supposons que les atomes épisté-
miques nous sont donnés sous la forme K¢ avec ¢ un
OBDD qui suit l'ordre des atomes désiré pour 'ESD.

La construction de ’OBDD ¢ est difficile, mais une
fois ce travail fait, K¢ peut étre obtenu efficacement.

Proposition 6. Etant donné un OBDD @, on peut
construire en temps linéaire (resp. quadratique) un
ESD ordonné (resp. un ESD explicitement ordonné)
logiquement équivalent a Ko V A ou a =K.

Démonstration. Construisons un ESD & a partir de
¢ en remplagant la feuille L par A et chaque noceud
ite(z, o1, p2) par spl(z, @1, Dy), avec P1, Py obtenus
récursivement a partir de 1, 2. On peut montrer par
récurrence que ® est équivalent & Ky V A, puisque
(i) remplacer | par A empéche tout contre-modele
de ¢ d’appartenir a une structure satisfaisant @, et
(ii) garder T permet a tout modele de ¢ d’appartenir
ou non a une structure satisfaisant ®. Le résultat se
déduit alors de M =Kp VA <= M C Mod(p).

Pour K¢, on construit un ESD ¥ & partir de ¢
en remplacant la feuille L par V, T par L, et tout
nceud ite(x, ¢1,p2) par spl(z, ¥, T) V spl(z, T, ¥s),
avec Wi, ¥y obtenus récursivement. Une récurrence
simple montre qu’'une structure M satisfait U exac-
tement lorsqu’elle contient au moins un contre-modele
de ¢, d’ott 'on déduit ¥ = =K.

Remarquons que les deux constructions ne néces-
sitent pas que ¢ soit un OBDD réduit. Cela per-
met de faire en sorte que 'ESD obtenu soit explici-
tement ordonné, en appliquant a ¢ le pré-traitement
consistant & remplacer chaque nceud ite(x;, v, ), avec
Y = ite(xy, @1, p2), par ite(x;,ite(z;,1,1),-), autant
de fois que nécessaire, c¢’est-a-dire tant qu’il existe un
j vérifiant z; < z; < x) (et dualement pour l'autre
fils). Clairement, ce pré-traitement ne peut augmenter
la taille de ¢ que par un facteur d’au plus |Var(y)|. O

Qui plus est, les ESD ont l'intéressante capacité
de pouvoir représenter efficacement les atomes « only-
know ». Rappelons que Oy est satisfait par une seule
structure, a savoir Mod(¢p) : cela permet de modéliser
le fait qu’un agent sait ¢, mais rien de plus [12]. Mé-
langer les modalités K et O nécessite des regles d’infé-
rence spécifiques, tandis que représenter Oy en n’uti-
lisant que des modalités K requiert une conjonction de
la forme Kp A /\m\:sa —=K—m, qui est de taille exponen-
tielle en général. La possibilité de pouvoir représenter
Oy de fagon naturelle est donc spécifique aux ESD.

Proposition 7. Etant donné un OBDD @, on peut
construire en temps quadratique un ESD explicitement
ordonné logiquement équivalent & Ogp.

Démonstration. On commence par entierement ex-
pliciter ¢ : on procede comme dans la proposi-
tion 6, mais en allant cette fois jusqu’aux feuilles (par
exemple, ite(x;, T,-) est récursivement remplacé par



ite(x;, ite(z;, T, T),-) pour tout j vérifiant x; > ;).
On remplace ensuite | par A, T par V, et chaque
neeud ite(x, ¢1, p2) par spl(x, P, Pa), avec Py, Py ob-
tenus récursivement. L’ESD résultant est satisfait
exactement par Mod(p), car A empéche les structures
de contenir un contre-modele de ¢, tandis que V les
oblige a contenir tous ses modeles — la seule structure
respectant toutes ces contraintes étant Mod (). O

En observant que toute formule S5 subjective ® est
équivalente a \/M':(b Oy, avec ppr un OBDD véri-
fiant Mod(p) = M, la proposition précédente fournit
une preuve directe de la complétude des ESD.

Proposition 8. Le langage ESD est complet pour S5
subjectif : pour toute formule S5 subjective @, il existe
un ESD V¥ satisfaisant ® = V.

5 Requétes et transformations

Avec EDNF, EBDD et ESD, nous disposons de trois
langages pour représenter des formules S5 subjectives.
Avant de comparer leur efficacité respective en termes
de compacité des formules (section 6), nous présen-
tons dans cette section leur capacité a supporter des
requétes (c’est-a-dire des taches de raisonnement) et
des transformations. Les résultats sont résumés dans
la table 1, comme le veut la tradition en compilation de
connaissances [5], afin de faciliter la comparaison des
capacités des trois langages. La plupart des résultats
concernant EDNF et EBDD dans la table 1 sont repris de
Bienvenu et al. [1] ou en découlent directement ; nous
nous focalisons ici sur le langage ESD.

Le premier résultat concerne la satisfiabilité et la vé-
rification de modele ; nous omettons la démonstration,
qui est assez directe (pour rappel, nous avons vu en
section 3 que les ESD réduits de L et A sont uniques).

Proposition 9. Etant donnée une formule ® dans
EDNF, EBDD ou ESD, on peut décider en temps polyno-
mial si ® est satisfaisable, et si @ est satisfaite par une
structure M donnée en extension (c’est-a-dire comme
un ensemble d’instanciations propositionnelles).

Proposition 10. Etant donnée une formule satisfai-
sable ® dans EDNF, EBDD ou ESD, on peut construire
en temps polynomial une structure satisfaisant ® (en
particulier, ® a un modéle de taille polynomiale).

Démonstration. Pour EDNF (resp. EBDD), on choisit un
terme satisfaisable Ko A A, =K1);, et on construit M
en prenant un modele de ¢ A —1); pour chaque i, ce
qui peut étre fait en temps polynomial puisque ¢ est
dans DNF et ¢; dans CNF (resp. puisqu’elles sont toutes
deux dans 0BDD). Pour ESD, on choisit & chaque noeud
V un fils satisfaisable, et & chaque nceud spl(z, @1, P2)

on construit M a partir des structures M|, et M|z que
I’'on a obtenues récursivement. O

Examinons a présent les problemes de vérification
de validité et d’implication :

Proposition 11. Etant donnée une formule ® de ESD,
il est coNP-difficile de décider si ® est tautologique,
ainsi que de décider si Ky = ® est vérifié pour une
formule v de NNF ow OBDD.

Démonstration. Soit ¢ = \,.;c; une CNF proposi-
tionnelle, ou chaque ¢; est une clause, et soit ® 'ESD
AV \/iel ®,, avec ®; = —-Kc¢; pour tout i. Puisque ®
peut étre construit en temps polynomial (prop. 6), et
qu’on peut montrer que P est tautologique si et seule-
ment si ¢ n’est pas satisfaisable, on obtient le premier
résultat. Le second suit, en remarquant que ® est tau-
tologique si et seulement si KT implique ®. O

Proposition 12. Pour tout k fixé, étant donné un
ESD @ explicitement ordonné et une disjonction ¥
d’au plus k atomes Ky; ou —Kp;, ou les ¢; sont des
OBDD, on peut décider ® |= U en temps polynomial.

Démonstration. Puisqu’il est polynomial de construire
la négation des atomes de ¥ (prop. 6), et que la
conjonction bornée et la satisfaisabilité sont polyno-
miaux sur ESD (prop. 14 et 9), décider si & A =¥ est
insatisfaisable peut étre fait en temps polynomial. [J

Cependant, nous conjecturons que limplication
clausale non bornée (CE, clausal entailment, ¢’est-
a-dire l'implication d’une disjonction quelconque
d’atomes formés sur des OBDD) est difficile sur ESD.
On peut également montrer que, comme ESD, EBDD
supporte la version bornée de CE, en utilisant une
preuve similaire a celle de la proposition 12. Notons
que EDNF supporte CE (non bornée) pour des clauses
dont les atomes positifs (resp. négatifs) sont formés sur
des CNF (resp. DNF) propositionnelles [1].

Pour finir, nous considérons les combinaisons et
transformations de formules.

Proposition 13. Etant données k formules
®q,...,D, de ESD, on peut construire en temps
linéaire un ESD équivalent a \/f:1 ®;, mais il nexiste
pas toujours d’ESD équivalent a /\f=1 D, et de taille
polynomiale en Zf:ﬂ(l)i\. De plus, étant donné un
ESD ®, il n’existe pas toujours d’ESD équivalent a
—® et de taille polynomiale en |P|.

Idée de la preuve. Le résultat est trivial pour la dis-
jonction, 'opérateur V étant autorisé dans ESD.

Pour la conjonction, soit ®; un ESD équivalent a
K(z; < yi) VEK(=(z; <> ;). Il est clair que Zf=1\®i|
est linéaire en k; mais on peut montrer que le plus



Requéte ESD EBDD EDNF
Cco VIV [B19] Y/ [B19]
VA, IM o [11] o [B18] o [B1§]
EQ,SE o [11] o [B18] o [B1§]
MC. V 19 V19 V19
B.CEogpp | VvV 121V [12] ?
MX, v/ [10] Vo] [10]

Transf. ESD EBDD EDNF
vC Vv [13] 4/ [B20] 4/ [B20]
ABC | /g 14 4/ [B20] +/ [B20]
ANC o [13] e [B20] e [B20]
-C o [13] e [B20] e [B20]
FO e [15] e [B21] 4/ [B21]
SFO | /p [15] +/ [B21] +/ [B21]

TABLE 1 — Complexité des requétes et transformations; les noms proviennent de Bienvenu et al. [2010] et de la
littérature sur la compilation de connaissances. Les symboles 4/, e, o signifient respectivement “polynomial”, “non
polynomial”, et “non polynomial si P # NP”; /[ signifie “polynomial si la formule est explicitement ordonnée”
(dans le cas contraire, la question reste ouverte). Les références entre crochets sont vers des propositions dans

cet article ou dans celui de Bienvenu et al. [2010].

petit ESD équivalent & /\f:1 D, est de taille exponen-
tielle en k. Le résultat sur la négation se déduit des
deux autres : puisque ’on a /\f:1 D, = \/f:1 —®,, si
la négation d’une formule était toujours de taille po-
lynomiale, ce serait aussi le cas des conjonctions. [

Il est cependant possible de calculer efficacement la
conjonction bornée d’ESD explicitement ordonnés.

Proposition 14. Etant donnés deuz ESD explicite-
ment ordonnés ®1, Py, on peut construire en temps
quadratique un ESD explicitement ordonné équivalent
a Py A Ds.

Idée de la preuve. On peut établir une procédure sui-
vant les mémes principes que 'algorithme « apply »
sur les OBDD [3], en s’appuyant sur les deux regles :
(i) (U1 VU) AT = (U3 AT)V (U3 AD) et
(ii) spl(z, U1, o) Aspl(z, U3, ¥y) = spl(z, U1 AP35, Uy A
U,) (les ESD étant explicitement ordonnés, ’atome
est nécessairement le méme des deux c6tés). O

La derniere transformation que nous considérons est
Poubli (forgetting). Etant donnés un atome z et une
structure M, Fo(xz, M) est défini comme la structure
M|, U M|z. Pour une formule subjective ®, Fo(z, ®)
est une formule quelconque ¥ satisfaisant Mod(¥) =
{Fo(x, M) | M € Mod(®)}; cette définition s’étend
naturellement a ’oubli d’ensembles d’atomes. L’ou-
bli est une opération importante, utilisée par exemple
en planification lors de la progression d’un état de
croyance par une action ontique (voir section 7). Il
s’avere qu’elle est polynomiale pour les ESD explici-
tement ordonnés, mais seulement si on ne cherche a
oublier qu’un nombre borné d’atomes.

Proposition 15. Etant donné un ESD ® ezplicite-
ment ordonné et un atome propositionnel x, on peut
construire en temps polynomial un ESD équivalent a
Fo(xz,®). Cependant, pour un ensemble d’atomes Y,
il n’existe pas toujours d’ESD équivalent ¢ Fo(Y, ®) et
de taille polynomiale.

Démonstration. On peut voir facilement que 1'opé-
ration d’oubli est distributive sur V. Soit & =
spl(y, @1, P3). Pour = > y, spl(y, Fo(z, 1), Fo(x, ®3))
convient. Pour x = y, on déduit des définitions que
Fo(z,®) est équivalent & ¥ = &; ® Po, défini par
MOd(‘P) = {Ml @] M2 ‘ M1 ‘: ‘bl,Mg ): (I)g} OI‘7
on peut montrer que l'opération binaire ® peut étre
calculée efficacement pour des ESD explicitement or-
donnés, avec un algorithme similaire & celui esquissé
ci-dessus pour la conjonction binaire. Enfin, on ne peut
pas avoir < y puisque ® est explicitement ordonné.

Quand au résultat négatif, il se déduit directement
du méme résultat pour 0BDD, en considérant le cas
Fo(Y,Ky) = K(Fo(Y, ¢)). O

6 Concision des langages

Nous comparons maintenant les trois langages sui-
vant leur concision, c¢’est-a-dire leur capacité a repré-
senter des formules S5 de fagon compacte.

Définition 16. Un langage L; est au moins aussi
concis qu'un autre langage Lo, ce que 'on note Ly <;
Lo, si et seulement s’il existe un polynéme P tel que
pour toute formule ®5 de Lo, il existe une formule équi-
valente @1 de L; telle que |@;| < P(|®2|).

La relation de concision est un préordre; on écrit
Ly 2, Lo si Ly £, Ly et Ly #, Ly sont simultanément
vérifiés, c’est-a-dire si les deux langages sont incompa-
rables en termes de concision. La proposition suivante
montre que c’est le cas pour deux couples parmi nos
trois langages, lorsqu’ils sont restreints aux formules
épistémiques positives (on note Lt le langage L res-
treint aux formules positives ; notons qu’il s’agit d’une
« restriction sémantique » au sens de Fargier et al. [7]).

Proposition 17. On a EDNF' %, EBDD" et EDNFT %,
ESDT.

Idée de la preuve. Montrons en premier lieu EBDDT £
EDNFT. Soit P un polynome, et soit (p,), une fa-



mille de formules de DNF telle qu’il n’existe pas de fa-
mille (¢,), ’OBDD vérifiant Vn, 1, = ¢, et |t,] <
P(|¢n]) (une telle famille existe puisque ’on a 0BDD 2,
DNF; voir Darwiche et Marquis [5]). Considérons la
famille (Kg,,), d’atomes épistémiques, qui est aussi
une famille de formules de EDNF'. On peut montrer
que la plus petite formule de EBDD représentant K,
a la forme K1, avec 1, un OBDD équivalent & ,,.
Puisque par hypothese v, est nécessairement exponen-
tiellement plus gros que ¢,,, on a EBDD™ &, EDNF ™.
On peut montrer d’une fagon similaire que l'on a
EDNF™ £, EBDD™, en utilisant des OBDD dont la re-
présentation en DNF nécessite une taille exponentielle.
Finalement, pour ESD, on peut montrer en utilisant la
construction de la prop. 6 que le plus petit ESD re-
présentant K¢ (¢ € 0BDD) a essentiellement la méme
taille que ¢ ; la preuve de EDNFT 2, EBDDT fonctionne
donc également pour EDNF' %, ESD™. O

On obtient comme corollaire ESD 2, EDNF (puisque
si tout ESD était équivalent & une EDNF de taille
polynomiale, ce serait en particulier le cas pour les
formules positives, et de méme pour le cas réciproque),
et on retrouve EBDD 2, EDNF [1, Prop. 17].

Il nous reste donc a comparer ESD et EBDD. Nous
montrons qu’ils sont incomparables dans le cas géné-
ral, mais que ESD est strictement plus concis pour les
formules positives.

Proposition 18. On a ESD £, EBDD.

Idée de la preuve. Soit ® 'EBDD A’ =K(yp;), ol
chaque ¢; est un OBDD représentant <> x;; sup-
posons que lordre des atomes vérifie Vi, * < x;.
On peut montrer que le plus petit ESD équivalent
a @ est de la forme \;cq .,V avec Uy =
spl(w, A\,;c; ﬂKi“i,/\iy -Kz;), et qu'il est donc expo-
nentiellement plus gros que ®. O

Proposition 19. ESDT est strictement plus concis que
EBDDY (et on obtient en corollaire EBDD # 4 ESD).

Démonstration. Une formule de EBDDT est simplement
une disjonction d’atomes positifs K¢;, ou chaque ¢; est
un OBDD. On obtient ESD' <, EBDD" par la proposi-
tion 6 et le fait que ESD autorise le connecteur V.
Considérons a présent la famille de formules (®y,).,
avec ®,, = A\, (Kz; VKZ;). On peut voir assez faci-
lement que le seul EBDD équivalent a ®,, est \/,(Kt),
ou t parcourt les 2" termes sur xy,...,Z,, sous forme
d’OBDD. Or, remarquons que ’ESD de la figure 1 (au
milieu) est équivalent a ®,, et est de taille linéaire en
n ; cela implique ESD* 25 EBDD*. On en déduit ESD ;7_45
EBDD, et, avec la proposition 18, EBDD 2%, ESD. O

Il est intéressant de noter que représenter la fa-
mille (®,), utilisée dans la preuve précédente dans

s-S5-DNFy, 1 nécessite un espace exponentiel pour tout
choix de L,L’, puisque la preuve fonctionne au ni-
veau épistémique. Cela montre que méme le lan-
gage construit comme l'union de tous les langages
s-S5-DNFL 1/ (pour tous les L,L") n’est pas au moins
aussi concis que ESD pour les formules épistémiques po-
sitives. Cette efficacité spatiale ne s’arréte cependant
pas aux formules positives : on a vu dans la section 4
que ESD permet de représenter efficacement des atomes
de la forme Og, alors que s-S5-DNFy 1/ ne le peut pas
(quels que soient L,L’). C’est donc un exemple de for-
mules non positives pour lesquelles ESD est plus concis
que le langage s-S5-DNFy, ;- dans son ensemble.

Enfin, le résultat suivant, intuitivement, montre que
méme si transformer un ESD positif en un EBDD équi-
valent peut prendre une place exponentielle, ce n’est
pas une opération intrinsequement difficile.

Proposition 20. [I existe un polynome P, et un al-
gorithme transformant toute formule ® de ESDT en
Punique formule équivalente U de EBDDT en temps
borné par P(|®], |¥]).

Démonstration. L’algorithme consiste a « faire remon-
ter les disjonctions » dans ’ESD, c’est-a-dire a rempla-
cer de bas en haut chaque nceud spl(x, @1V P4, P3) par
le nceud spl(z, @1, 3) V spl(z, Do, P3) (et symétrique-
ment pour les disjonctions dans le fils droit). On peut
voir facilement que le processus converge vers un ESD
équivalent, dont la structure est exactement celle d’un
EBDD, et donc celle de ¥. Comme la taille de 'ESD
ne fait que croitre a chaque étape, la procédure est
polynomiale en la taille de sa sortie. O

Ce résultat fournit une perspective intéressante sur
la relation entre les deux langages : alors que la carte de
compilation montre que EBDD' supporte des requétes
que ESDT ne supporte pas, cette proposition garantit
que ESDT est en fait seulement polynomialement moins
efficace que EBDD pour ces requétes. Pour résumer, les
formules positives sont généralement plus compactes
dans ESD, et si besoin on peut toujours « décompac-
ter » la formule et retrouver un EBDD : ce ne sera pas
pire que d’avoir manipulé un EBDD depuis le départ.

7 Expérimentations

Pour étudier le comportement des langages en pra-
tique, nous avons lancé des expérimentations sur des
scénarios aléatoires inspirés de la planification. Notre
premier groupe d’expériences porte sur les formules
positives : il consiste a lancer des progressions hors-
ligne d’états de croyance par des actions épistémiques
test(p;). Pour chaque expérience, on considére m ac-
tions de la forme test(y;) (i =1,...,m), oll v; est un
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terme satisfaisable de taille (au plus) ¢ tiré aléatoire-
ment !. Ensuite, en partant de ®; = T, on construit
itérativement ’ensemble d’états de croyance ®;, i =
1,...,m, en progressant ®;_; par test(y;), ¢’est-a-dire
en calculant ®;_; A (Kg; V K—y;). Par exemple, pour
t = 3, un terme possible est x4 A Z1 A xo, qui induit
une progression par K(zg AZq Axo) VEK(T4 V21V Z2).
Nous avons lancé des expériences pour un nombre
de variables restreint et plus large (n = 15 et n = 30;
pour rappel, il y a 22" structures sur n atomes !) avec
t =1, 3,7 comme tailles pour les termes, et un nombre
d’actions m = 1,...,18. Pour chaque tuple (n,t, m),
nous présentons la moyenne des résultats de 100 expé-
riences. La figure 2 montre les courbes obtenues pour
la taille de I’ensemble final d’états de croyance ®,, et
pour le temps pris a le calculer itérativement en par-
tant de ®@q. Il est clair que ESD fournit les représenta-
tions les plus compactes, en particulier pour les petits
termes : lorsqu’il grossissent (par ex. pour t = 7), les
observations K¢, sont plus contraintes, ce qui fait ré-
trécir ’ensemble d’états de croyances, et masque donc
la différence entre ESD et EBDD (les deux sont efficaces).
D’un autre coté, on voit qu’en pratique EDNF ne per-
met pas d’obtenir des représentations compactes. Pour
les temps de calcul, ’avantage de ESD sur EBDD et EDNF
est moins clair; les gains en compacité pour ESD sont
contrebalancés par un surcotut calculatoire en pratique
(qui vient notamment des opérations de réduction).

Nous avons également expérimenté I'implication : a
la fin de chaque expérience nous avons testé ®,, =

1. En choisissant ¢ littéraux, uniformément et avec remise,
et en ne conservant que le premier littéral pour les paires de
littéraux opposés ou redondants.

(Ka; V K—x;) pour tous les atomes ;. Les résultats
(non reportés pour des raisons d’espace) montrent que
les trois langages sont tous tres efficaces pour cette
opération, méme lorsque ®,,, est gros.

Le deuxieme groupe d’expériences utilise le méme
cadre que le premier, mais pour chaque observation
Ky; et K—g;, une polarité est tirée aléatoirement :
ainsi, la 7-eme action pouvait par exemple donner lieu
a une progression par Kp; V - K—y;. Si ces « progres-
sions » ne correspondent pas a des actions naturelles,
elles nous permettent de tester le comportement des
langages pour des opérations entre formules non né-
cessairement positives. Les résultats (également non
reportés) montrent que pour cette application spéci-
fique le langage le plus intéressant est EBDD, tant du
point de vue de la concision que du temps de calcul.
EDNF et ESD sont tous deux manifestement moins bons,
et les EDNF tendent a étre plus compactes, mais moins
efficaces en temps de calcul que les ESD.

Enfin, nous avons expérimenté l’entremélement de
progressions par test(y;) (avec observations positives)
et de progressions par des actions ontiques similaires
a des actions STRIPS conditionnelles, comme v =
(k1 ANah Aab) VvV (Ty Az ATS), qui met xo,z5 & T
dans les états satisfaisant xi, et 1 a T et z3 a L
dans les autres états. Progresser un ensemble d’états
de croyance ®;_; par une action ontique 1 consiste a
construire ®; ;1 A Kt et a oublier tous les atomes non
primés dans le résultat. Nous cherchions ainsi a quan-
tifier lefficacité de 1'oubli pour les trois langages. Les
résultats montrent que cette opération est efficace pour
chacun d’eux, et nous observons les mémes tendances
que dans le premier groupe d’expériences.



8 Conclusion

Dans cette article, nous avons introduit le langage
ESD des diagrammes épistémiques partitionnants pour
représenter les formules S5 subjectives. Nous avons
étudié ESD et les langages déja connus s-S5-DNFpyr cyr
et s-S5-DNFogpp,ospp (appelés ici EDNF et EBDD), a la fois
du point de vue de la compilation de connaissances et
par le biais d’expérimentations sur des scénarios aléa-
toires inspirés de la planification contingente. A notre
connaissance, ce travail constitue la premiere étude
empirique sur l'efficacité des représentations pour S5,
méme s’il existe des travaux en planification traitant
des problématiques spécifiques de représentation (voir
par exemple Hoffmann et Brafman [9]).

Nos résultats théoriques et expérimentaux sont com-
plémentaires. Sur les formules positives, ESD est plus
concis que EBDD, tout en supportant a peu pres les
mémes requétes et transformations; cela est confirmé
expérimentalement. D’un autre coté, alors qu’en théo-
rie les deux langages sont incomparables a EDNF pour
la concision, on constate que les EDNF obtenues en
pratique sont moins compactes. Une autre conclusion
des expériences est que les calculs sont plus lourds sur
ESD, ce qui peut compenser le gain en concision. Sur
les formules générales, les conclusions sont différentes,
puisque EBDD s’avere a la fois tres concis et efficace.

Notre perspective principale est de revisiter avec des
représentations efficaces, en particulier EBDD et ESD, les
approches standard de planification s’appuyant (expli-
citement ou non) sur le raisonnement dans S5.
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