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RESUME. La majorité des articles traitant de la problématique de gestion de stock partent de
I’hypothése d’une égalité parfaite entre la quantité de produits que montre le Systeme
d’Information et la quantité réellement disponible. Cette hypothése est infirmée par certaines
études empiriques qui ont mis en évidence [’existence de perturbations qui peuvent entrainer
un écart entre ces deux valeurs. Ces perturbations peuvent avoir un impact direct sur la
satisfaction de la demande dans le contexte d’un e-détaillant. Dans cet article, nous
proposons un modéle de réapprovisionnement sur deux périodes visant a optimiser le profit
dans ce contexte. Nous étendons la littérature en considérant une modélisation multiplicative
des perturbations. Nous répondons aussi a des interrogations managériales concernant la
gestion des risques liés a la modélisation des perturbations de stocks entre les deux périodes.

ABSTRACT. Most inventory models studied in the scientific literature assume implicitly that the
inventory position shown in the information system is equal to the actual physical stock used
to satisfy the clients’ demands. But empirical studies highlighted that errors and inventory
perturbations may occur in the inventory system. Such errors influence directly the demand
satisfaction in an e-retailer context. In this paper, we propose a replenishment model for two
selling periods in order to optimize the e-retailer profit considering inventory inaccuracy,
with a multiplicative modeling of inventory errors. We also deduce managerial insights for
sharing the risks related to inaccuracies.

MoTs-CLES : gestion de stock, modéle de réapprovisionnement, récursion arriere,
perturbations, modéle multiplicatif des erreurs, e-détaillant.

KEYwORDS: inventory management, replenishment model, backward recursion, multiplicative
modeling of error, e-retailer.
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1. Introduction

La majorité des modéles développés en gestion de stock suppose une égalité
parfaite entre la quantité que le Systéme d’Information (IS) montre et celle qui est
réellement disponible dans le Stock Physique (PH). En effet, les processus
d’approvisionnement aupres du fournisseur, de réception, de comptage et stockage
des produits ainsi que la mise a jour du IS sont implicitement supposés parfaits et
synchronisés et non sujets a des erreurs administratives, humaines ou informatiques.

Cependant plusieurs facteurs peuvent perturber la synchronisation implicitement
supposée du IS et du PH et créer ainsi une différence qui, si non prise en compte,
peut impacter directement la performance économique ainsi que la satisfaction des
clients. Cette différence de quantité entre IS et PH, communément connue dans la
littérature sous 1’appellation « gestion de stock sujet a des perturbations sur les
guantités informationnel physique — inventory inaccuracy », peut engendrer un
impact majeur sur la performance d’une entreprise (Raman et al., 2001).

Les sources des erreurs peuvent étre classees comme suit (Schrady, 1970; Atali
et al., 2009) :

— perturbations permanentes sur le PH : des produits peuvent étre endommages,
périmés ou volés par les clients / employés dans un magasin / entrep6t de stockage
sans que ce changement soit détecté et mis a jour dans le IS ; dans ce cas, la quantité
visible dans le IS est supérieure a la quantité réellement disponible dans le PH.
L’impact de ce type de perturbations a été récemment étudié par (Xu, 2012) ;

— perturbations temporaires sur le PH : des produits peuvent étre mal rangés dans
le magasin / entrepdt de stockage ou étre dans le mauvais emplacement ou rayon.
Ces produits sont bien comptabilisés dans le IS mais sont temporairement
indisponibles a la vente a cause de la non-connaissance de leur emplacement réel. A
titre d’exemple, Ton et Raman (2010) et Rekik et al. (2008) ont présenté des travaux
empiriques et théoriques sur cette source de perturbations temporaires en gestion de
stock. Ici également, la quantité visible dans le IS est supérieure a la quantité
disponible dans le PH ;

— perturbations de transaction, d’enregistrement ou de mise a jour du IS: ces
erreurs apparaissent généralement lors des mouvements des stocks (réception d’une
commande, son inspection et son enregistrement dans le systtme informatique : par
exemple saisir un 7 au lieu d’un 5 au moment de I’enregistrement de la marchandise
recue) et elles impactent le niveau de stock dans le systéeme d’information
(DeHoratius et Raman, 2008). Dans ce cas, la quantité visible dans le IS peut étre
supérieure ou inférieure a la quantité réellement disponible dans le PH.

Rekik et al. (2008) ajoutent a ces trois sources de perturbation une quatrieme liée
aux erreurs associées au systéeme de réapprovisionnement. En effet, les fournisseurs
peuvent livrer une quantité différente de la quantité commandée. En absence d’une
inspection lors de la réception de la marchandise, cette différence entre commandé /
livré peut se transformer en une différence entre PH / IS.
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La plupart des investigations théoriques dans ce domaine de recherche (Sandoh
et Shimamoto, 2001 ; Fleisch et Tellkamp, 2005 et Xu et al., 2012) considére
généralement une seule source de perturbations. Rares sont les auteurs qui
combinent plusieurs sources. Parmi eux, on trouve Nachtmann et al. (2001) et Kok
et Shang (2008).

Il est également a noter que la synchronisation des quantités 1S et PH peut se
faire de deux fagons :

—un inventaire physique dont le but est de mettre & jour la quantité dans le IS.
Dans le cas d’un inventaire parfait, non sujet a des erreurs, les quantités PH et IS
sont coordonnées (Kok et Shang, 2008),

—le déploiement d’une technologie avancée d’identification des produits telle
que la technologie RFID qui permet de mieux tracer les produits dans un entrep6t de
stockage et de limiter voire supprimer les sources de perturbations mentionnées plus
haut (Atali et al., 2009).

Les perturbations en gestion de stock décrites précédemment ont été
principalement étudiées dans le contexte du détaillant ou de la grande distribution,
ou le client final est supposé étre présent physiquement dans le magasin afin de
confronter sa demande aux quantités disponibles et exposées sur les rayons (quantité
dans le PH). Dans ce contexte, la quantité dans le IS ne joue pas un rdle majeur dans
le processus de satisfaction de la demande du client final. A contrario, dans un
contexte e-détaillant ou e-commerce, le client final passe sa commande derriére un
écran ou par téléphone et sa demande est directement confrontée a la quantité
disponible dans le IS. 11 est a noter qu’en dehors du détaillant, ce mode d’acceptation
des commandes, qui se base principalement sur la quantité IS, correspond a la
majorité des acteurs de la chaine logistique qui fonctionnent en B-to-B.

Dans le contexte du e-détaillant, le IS joue un premier réle dans le processus de
satisfaction de la demande puisque la confrontation de la demande du client final a
la quantité dans le IS engendre un engagement de vente. Cet engagement doit
normalement par la suite étre honoré lors de la livraison au client si la quantité IS
traduit bien la quantité PH. Dans le cas de perturbations, si le stock PH est inférieur
au stock IS, cet engagement n’est pas respecté, ce qui engendre des pénalités
additionnelles. Pour la fonction économique du e-détaillant, il est a noter que la non-
satisfaction d’un engagement de vente est plus pénalisante qu’une vente non
acceptée.

Pour modéliser les perturbations sur les quantités physique et informationnel,
deux configurations existent dans la littérature :

— la configuration additive : les quantités IS et PH sont modélisées comme étant
la quantité commandée auprés des fournisseurs a laquelle s’additionne une variable
aléatoire qui caractérise les perturbations sur les quantités IS et PH ;

—la configuration multiplicative : dans ce cas, les quantités IS et PH sont
modélisées sous la forme de la quantit¢t commandée aupres des fournisseurs
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multipliée par une variable aléatoire qui caractérise les perturbations sur les
quantités IS et PH.

Les perturbations de transaction ou d’enregistrement peuvent étre modélisées
comme additives car ces erreurs sont indépendantes de la quantité commandée
auprés du fournisseur contrairement aux erreurs ayant comme sources le vol ou la
détérioration d’un produit qui peuvent &tre modélisées comme multiplicatives car
I’ampleur et la variabilité de ces erreurs dépendent de la quantité commandée aupres
du fournisseur.

La majorité des travaux sur la prise en compte des perturbations en gestion de
stock concerne le contexte du détaillant avec une modélisation additive des erreurs
(Kok et Shang, 2008 ; Ton et Raman, 2010). Les travaux considérant le contexte e-
détaillant sont beaucoup moins nombreux. Rekik (2011) considére le contexte e-
détaillant avec une configuration additive des perturbations via un modéle de gestion
de stock mono-période. Sahin et Dallery (2009) considérent la configuration
multiplicative des erreurs uniquement sur le SI dans un contexte également mono-
périodique. Khader et al. (2012) étendent les résultats des contributions précédentes
vers le cas multiplicatif avec a la fois des perturbations sur les quantités IS et PH
dans un contexte mono-période.

Sur la base de cette derniére référence, notre article contribue a la résolution du
probléme dans le contexte de 1’e-détaillant avec une modélisation multiplicative des
erreurs en proposant un modéle de gestion de stock a deux périodes (1’e-détaillant
commande pour les deux périodes avant le début de la premiere période de vente).
Le but de cette démarche est double :

—analyser les propositions managériales concernant les quantités a commander
pour les deux périodes ;

— étudier la différence entre la gestion d’un systéme sujet a des perturbations sur
plusieurs périodes et une succession de gestion mono-périodique.

Afin d’illustrer le contexte e-détaillant du point de vue gestion de stock, nous
considérons dans le modéle & deux périodes une politique de re-complétement
périodique. La séquence d’événements pour chaque période est décrite ci-dessous et
est illustrée dans Figure 1.

(1) En supposant que le stock initial en début de période de vente i soit X; , I’e-
détaillant commande auprés de son fournisseur une quantité Q. pour remplir son
stock jusqu’a un niveau Y, , on rappelle que le e-détaillant commande pour les deux
périodes avant le début de la premiéere période de vente et la réception des
commandes se fait par période.

(2) Apreés réception de la marchandise, pour chaque période i 1’e-détaillant met
a jour son systéme d’information en inspectant et en stockant les produits livrés dans
son entrepdt de stockage.

(3) A cause des perturbations, la quantité PH (respectivement 1S) réellement
disponible en stock (respectivement visible dans le 1S), notée par Y,
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(respectivementY,; ), inclut une erreur modélisée de facon stochastique et
multiplicative en fonction du niveau de re-complétement Y, @ Y., =ps.Y:
(respectivementY,;, =7,5.Y, ). 7o €t g étant deux variables aléatoires
normalement distribuées qui caractérisent les perturbations sur les quantités PH et
IS.

(4) Durant la période i , I’e-détaillant cumule les commandes des clients finaux
regues par voie électronique ou téléphonique et les confronte a la quantité observée
dans le IS. En comparant la demande cumulée Di et la quantité IS, il peut accepter
ou refuser des commandes et s’engage vis-a-vis de ses clients. La quantité

correspondant aux commandes acceptées, notées par Ki , est le minimum entre la
demande cumulée regue et le stock IS : K; = Min(Y,, Di).

(5) A la fin de la période i, ’e-détaillant procéde a la livraison groupée des
commandes acceptées K, . Si la quantité PH est suffisante pour satisfaire K., il

pourra honorer tous ses engagements. Sinon, il ne livre que la quantité a sa
disposition et subit une pénalité additionnelle de non-respect de ses engagements. La

quantité livrée, notée par LiVi est le minimum entre les commandes acceptées et le
stock physique : Liv, = Min(Y,,;,K;).

4. Commande sur Intermed

e
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I Demande de A dinformation /| 4. Engagement devente | Client Final
réapprovisionnement .-"‘"f — e | J
—_—
‘ Folmssetr ‘ . 73
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Figure.1. Systéme de gestion de stock d 'un e-détaillant : séquence des événements
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La suite de cet article est organisée comme suit : dans la section 2 nous présentons
I’approche utilisée pour modéliser le probléme & deux périodes et pour optimiser la
fonction profit moyen du e-détaillant. Dans la section 3 nous présentons les résultats
d’une application numérique ainsi que les réponses a certaines interrogations
managériales. Nous concluons ’article en Section 4 en proposant des pistes de

recherche future.

2. Modélisation et Optimisation

Tout au long de cet article, nous utilisons les notations qui suivent :

Di:
fo (resp. Fy; ) :

Mo -
Op; -

Visi (Tesp. v ):

Hisi (resp. M) :

O (resp.opy)

fISi (resp FISi) :

fori (resp. Foy)

variable aléatoire représentant la demande durant la
période =12

fonction densité (resp. fonction de répartition) de la
variable aléatoire Di durant la période i=1,2

moyenne de Di durant la période i =12

écart-type de la variable aléatoire Di durant la période
i=12

variable aléatoire représentant les perturbations sur la
quantité IS (resp. PH) durant la période i=1,2

moyenne de y,; (resp. 7, ) durant la période i =12
écart type de y,; (resp. v ) durant la période i=1,2

fonction densité (resp. fonction de repartition) de
durant la période i=1,2

fonction densité (resp. fonction de répartition) de y,,,
durant la période i=1,2

Y : niveau de re-complétement pour la période i=1,2

Y, valeur optimale Y, de la période i=12

Y quantité affichée dans le systéme d’information au début de la période
i=12

Yo, : quantité disponible dans le systeme physique au début de la période
i=12

X; : stock Sl initial affiché dans la période i =1,2 avant la passation d’une

commande auprés du fournisseur
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7, profit moyen associé a la période 2
7y profit moyen global associé aux périodes 1 et 2

Tout au long de cet article nous utilisons I’expression suivant:
[a]" = Max(a,0)

En fonction de la séquence des événements décrite précédemment, nous
définissons trois cofits unitaires payés par 1’e-détaillant dans sa gestion du stock :

u, : coOt unitaire de rupture de type 1 payé quand le niveau affiché dans le IS

est insuffisant pour satisfaire une demande, i.e., quand une vente est perdue a cause
de la non disponibilité du produit dans le IS.

u, : colt unitaire de rupture de type 2 payé quand le niveau du PH est
insuffisant pour honorer un engagement de vente.

h. : colt unitaire de stockage associé a la période i=1,2 correspondant au

colt de sur-stockage dans la premiére période, et au colt payé quand un produit
reste invendu a la fin de la deuxiéme période.

2.1 Méthodologie de résolution

Afin de résoudre analytiquement le probléme en déterminant les niveaux de re-
complétement optimaux Y;" (i=212), nous utilisons la programmation dynamique
avec une récursion arriére (backward recursion). Ceci consiste a calculer dans un
premier temps le profit moyen de la période 2 pour un niveau donné du stock IS
initial x, et & déduire dans un second temps le profit global pour les deux périodes
de vente en appliquant I’espérance mathématique sur toutes les valeurs possibles de
X, . Le niveau X, est fonction du niveau de re-complétement de la premiére période

Y, et de la demande D1 générée également durant la premiére période.

2.2. Dynamique du systéme et fonction profit global

2.2.1. Analyse du probleme mono-période

Afin de résoudre le probléme a deux périodes, il est nécessaire d’étudier dans un
premier temps la fonction profit générique relative au probléme mono-période. Pour
ce faire, nous utilisons la fonction colt associée a une période de vente i , cf.
équation (1), exprimée un niveau de re-complétement ISY,;, un niveau de re-

complétement PH Y, , une demande Di et un codt de sur-stockage unitaire h. :
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Li (Y) - EDi |:u1 [Di _Y'Si ]+ U, [Min{YISi ) Di}_YPHi :|+ + hi |:YPHi - Min{Y|Si ’ Di}TJ (1)

Il est a noter que les différentes parties de la fonction colt ci-dessus peuvent étre
interprétées comme suit :

u [Di-Yg] : représente la pénalité liée aux pertes de ventes résultant d’une

demande cumulative des clients supérieure a la quantité affichée dans le IS.

uz[Min{YISi,Di}—YF,Hi " représente la pénalité payée si une fraction des
engagements de vente n’est pas honorée lors de la livraison aux clients finaux.

0 [ Yo —Min{Y,q;, Di} | : représente la pénalité liée & une situation de sur-
stockage

Pour pouvoir developper la fonction L, (Y)nous utilisons les égalités suivantes

(2),@3). (4 et(5):

Min(a,b)=a—[a—b]" 2
[a] =a+[-a]" (3)
[t (x)ok= Py ()02 1, (@) @

X=—00

+JzoxfX (x)dx = u, 01— Fy (a)) + oy f, () ©)

Et en appliquant par la suite I’espérance mathématique par rapport a la demande
et aux deux erreurs Di, Y, =y5Y:, Yo = e Y; Qui suivent des lois normales, la

fonction co(t moyen peut étre exprimée comme suit (6) :
(6)
L(Y)= ulj‘;jzojm v (Di—y5Y) fr; (D) flsi (71s)dDid g

Di=7isi
+h, L“’ojsyw (7Y —Di) T (D) f_ (7,)dDid y,
[ s = 7o) fisi (10) Fons o )07 7y
[ ] O = reud)hs () o (en) 7160 o
)| [ [ [0 (Y = DI) Ty (D) fowy (o) s (7160 77

+o Nisi VeriY - -
"‘LIS :0_[ _‘- o (71si = 7pri )YFoi (D) fori (o) Fisi (716)dDid oy d g,

7pHi =0 J Di

+00
+u,Y

7pHi =0
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L (Y) = Ui (1— Fig; (0))

+00

+Y I ((ul + hi)FDi (7ISiY) _ul)ylsl f|51(7/|51)d7|s1

7151 =0

+o0

—(u +h) I (1o Foi (7161Y) = 05 Foi (6 Y ) i (71) 07

+UY (s — Hersi)
T y ((MSi = Vpui)(Fisi (7pri) — Fisi (0))
Fori =0 _O—Izsi (fisi (Zemi) — f1si (0))
—(u, +h)| + T [((?/mY — i) Foi (715Y )
715=0 +O't2>i o (7siY))
_J-+°0 J~7|s. [(7PHiY — t) Foi (Ve Y)
7=0 7o =0\ +63, Foy (Vg Y )

] fori (Vo )d 7 pni

J(FPHi (7151) = Fori (0) fii (716i)d i,

ijHi (o) fisi (716)d 77 s

La dérivée premiére de L, (Y )s’écrit comme suit (7) :

oL(y) °F _ O
oy y,s',[o (U, +h)Fs (7Y) —U) 7 fisi (11687

+U, (i = Hpri)
T [(MSi = 7ori )(Fisi (Vi) — Fisi (0))
o =0 _O-IZSi (fisi (7pri) — fi1(0))

—(u, +h)| + Jio (7|5i Foi (7|SiY)(FpHi (7s1) = Feri (0) fii (1) d 71

715i=0

_Jy.::OJVISI (7ori Foi oraY ) Fori Vo) Fist (7110764071

7pri =0

] fori (Vori ) dVpni

La fonction profit générique pour une période de vente peut étre déduite (8),
pour un stock initial donné X; :

7 (%, Y)) = Uty _Li(Yi)_C(:UPHiYi -X) (8)

Pour faciliter la lecture des expressions mathématiques de la solution optimale,
nous définissons les constantes suivantes : Pour i e{l,2}
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Ci= *(ul +h ) _[7|si fii (7|si )7|si
0

+071si

+(U2 +h.) I I (7|s| _7PHi) foni (7PH|) fisi (7|s| )d7PH|d7|s|

00

Cy =—Uy( (1’ Fisi (0)) +og' s (0)) +U, (/‘|5| ~ Hpyi )

o

*(uz +h ) _[((MSi = Vpri )(F|5i (7PHi )’ Fi (0)>’O'§Hi (fm (7PHi )’ fisi (0)) foi (7PHi )d7PHi

0

Remarque 1: Nous faisons I’hypothése que la quantité¢ facturée par le
fournisseur est la quantité existante réellement en stock (cf. eq. 8 ou le co(t unitaire
d’achat est appliqué au stock PH). Notre hypothése est motivée par le fait que ce cas
de figure est appliqué par exemple pour dans une politique de gestion partagée des
approvisionnements (VMI: Vendor Management Inventory). Si nous changeons
cette hypothese et que nous supposons que la facturation pour le fournisseur se base
sur la quantité affichée dans le quantités IS (i.e. nous changeons le dernier terme
dans eq. 8 par c(zgY — X)), notre démarche d’optimisation reste applicable. Le seul

paramétre qui change si nous considérons cette hypothése est C,; qui devient :

C, =-U (1 (1_ Fsi (0)) + O'lsiz fsi (0))
+(u, _C)(ﬂmi _ﬂspi)
e (,Usn — Vspi )(FISi (75Pi )_ Fisi (O))

—(u2+hi)I

0 _O-szpi ( fsi (}/PHi )_ fisi (O)) Fors (7/PHi )dyPHi

2.2.2. Analyse du probléme & deux périodes de vente

Comme mentionné précédemment, nous utilisons la récursion arriére pour
résoudre le cas a deux périodes de vente. Pour ce faire, nous commencons par établir
les conditions d’optimalité de la période 2 pour un niveau de stock IS initial X,
donné. L’optimisation de la période 2 correspond tout simplement au cas mono-
periode pour un niveau X, donné. En utilisant et en adaptant nos résultats mono-
période démontrés dans la section précédente, le niveau de re-completement optimal
pour la période 2, YZ* doit satisfaire I’équation (9) qui correspond a I’annulation de la
dérivée premiere de la fonction profit moyen :
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[ | 9)
(U, +hy) 7,6, Fo, (;/ISZYZ*)
= (U, +1,) 70 P (;/PHZY;)
VisaFoo (71527 )
Fos (7152) = Fonz (0)

—h

PH2(7PH2) fis (7|sz)d7PH2d7lsz =Cyy +Cltpy,

—(u,+h,)

Ainsi, pour un stock initial en début de la période 2 eégale a X,, la quantité que
doit commander 1’e-détaillant aupres de son fournisseur pour cette période, est égale
2 Q- Y, —X, _si X, <Y,

Osinon

Le profit moyen de la période 2 peut également s’écrire comme (10) :

Uy ttp, — L, (Y;)—C(yPH LY, — Xz) si0<x, <Y, (10)

4 (XZ’YZ ) =\ Uty — Ly (YZ*)_C(IUPHZYZ*) si x, =0
U, — Ly (Xz) siY, <x,
En utilisant cette derniére expression, le profit moyen global relatif aux deux

périodes de vente, aprés intégration du profit moyen de la période 1 et en appliquant
I’espérance mathématique par rapport a X, sur le profit de la période 2, peut se

formuler comme suit (11) :

7, 00) =~ (%)=t =)+, [ () ) ] 7

La dynamique du systéme entre les deux périodes de vente s’exprime par la
relation entre x, et la demande de la période 1 :

Le stock disponible au début de période 2, x, , affiché dans le Sl et qui est utilisé

pour re-compléter le stock dépend du niveau de re-complétement, des erreurs Sl et
de la demande, tous relatifs a période 1 :

X = 7is1Yy — D1 si D1<yY,
2 0si y,,Y, <D1

En appliquant cette dynamique sur 1’expression de 7, (Xl,Yl) , le profit moyen

des deux périodes de vente peut s’exprimer comme suit (12) :
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(12)
Uyt — by (Yl)_c(ﬂPHlYl - X1)

2is1 Yi—V£
U, — L, (7’|51Y1 - Dl) fDl(Dl)le

D1=0

7y (X11Y1) = Tg()l( N T N Zishe Uy gy = Lz*(Yz*)
Ys1=0|  Dl=ys%-Y; 7c(ﬂPH 2 ~ Vst Dl)
. T Uy tp, — Lz*(Yz*
—C (/UPH 22 )

Uyt — Ly (Y1)_C(:”PH1Y1 - X1)
+o Vst Y1—Y£
+ I ( J. Uytipy — Ly (7|51Y1 - Dl) fDl(Dl)le

71s1=0  D1=0

] fDl(Dl)le fym (7|s1)d7|s1

Dl=y51%;

)j fo, (D1)dD1

) Tgxi( + J. (uuuoz - LZ(YZ*)_C(JUPHZYZ*)) fD1(D1)le
Dl=y5;Y,-Y,
7ish
+ f (C(7|51Y1 - Dl)) fDl(Dl)le) fym (7|31)d7|s1
Dl=y5;Y,-Y,

En remplagant L, (Y,), L, (7Y, ~DL)et L,(Y,") par leurs expressions, le profit
moyen global peut s’exprimer sous la forme de 1I’équation (13) :
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(13)

Ty (Y1) = Uy (o1 = o (1= Fis1(0))) = oYy — %)
Y, ]‘ (U, + 1) Foy (7161Y1) = U) 751 Fisa (151)9 7161

3

+(u, +h) J‘ (4101 Py (716:1) ’O_él For (YD) Fiss (Fis)d 7161 —UpYa (451 — Hprar)

7151=0

T v ((Msl = Veu) (Fisy (7pu1) — Fis1(0))

fous (7ou1)d7,
7o'|251(f|s1(79H1)’f|51(0)) } Pratiprn e

7er1=0
(612 = 01) For (716:Y1)
+(u, +h)| + _[ [ Izll ol o (Fous (7151) = Fora (0) fis1 (7161) 97161
-0\ +00; Foy (71s:M1))
woona [ (ZeudYe = Ho1) For (FeurYh)
_J‘y‘s,:o.l.ypH,:D[Jr;Eilel(y::lel e forr (ons) Fiss (7161)d Vom0 7161

Uy (Up; — Hp, (- Fis,(0)))

~(rY:=DD [ (@ +1)For (52 (162 = DD) ~ W) Fisy (72)0 71,

7152=0
T (o2 For (712 (i6:Y: — D1)
+(u, +h,) [ oo (7152)d7
o y‘s‘Z[:Q ’6[2)2 fo2 (7152 (712Y, — D1)) gt
—— —U, (716:Ys = DD (24152 = Hp2)
r (152 = Vo2 )(Fisz (Vpn2) = Fis2 (0)) fp, (D1)dD1
Lo | U +h)C ) (O Y—Dl)( forz (Yon2)dy o
oo : : yVHJ;o e 76I252(fISZ(yPH2)7 fISZ(O)) Frznene e
(s (s1Yy = D) = pap) Foo (7152 (716:Yy — P1))
J 2 fis2 (7152)d7152
7e2=00TO0D2 fo2 (M52 (7is1Ys = DY) (Fow2 (7152) = Fp2 (0))
_J‘+f« J?’lsz (Zorz2 (7152Y2 = DD = £1p2) Fop (Vo2 (716, Yy — D1)) £ (o) +
75270 70 +60, Fo (Vow o (7162Ye — DD) prenT
- fis2 (7152)d7p1207155
+ J. + a1 (is)d 7150
r70 U, (Up; — Hp, (1 Fis,(0)))
7Yz* J‘ (@ + hz)FD2(7|szYz’) —u,) fis, (715204752
7152=0
T (o2 Foa (7 zYz*)
+(u, +h f d
(u, z)yl;!.zu[_o_éz fo, (e 152(7152)871s2
7U2Y2‘ (152 = Hpn2)
fo,(D1)dD1

- +(LI2 + hz)( T Y; (Msz ’7PH2)(F|52(}/FH2)’ F|52(O))
=055 (Fiso (7pn2) = Tis2(0))

YeH2=0
e ((y.szv; = H02)Foa (7s2Y;)
+5[2>2 for (7|52Y2*))(FPH 2(7152) = Fon2(0))
g 70[%2 22 = H02)Foa (o ?)
72010 40, oy (VonaY2 )
fis2 (7152)d7p120 Y152 = ChtpraoYs
1511
+ y[ (~¢(7,5,Y, — D)) f,,, (D1)dDL

Di=yis% =Y

] fonz (on2)d7en2

] flsz(}/ISZ)d}/ISQ

7152=0

]fPHZ(}/PH 2) +
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2.3. Optimisation et conditions d’existence des solutions d’optimalité

2.3.1. Conditions d’optimalité pour Y,

Le but de cette section est de démontrer les conditions d’optimalité des quantités
de re-complément pour chaque période de vente. Nous présentons des conditions qui
assurent la concavité de la fonction profit moyen. Nous illustrons également le
comportement de la fonction profit si la concavité n’est pas assurée et le moyen d’en
déduire la solution optimale.

L’optimisation de la période 2 correspond tout simplement au cas mono-période
pour un niveau X, donné. En utilisant et en adaptant les résultats mono-période
démontrés par Khader et al. (2012), le niveau de re-complétement optimal pour la
période 2 Y, , s’il existe, doit annuler la dérivée premiere de la fonction profit
moyen qui s’écrit comme suit (14) :

(14)

(Uz+hz)7lstDz (7|52Y2)
_(uz+h2)7PH2FDZ(7PH2Yz) fPHZ(7PH2) fISZ(ylsz)dypHZd}/ISZ_CZZ_CHPHZ
0
7|stoz(7lszYz)
—(u, +h
( ' Z)FPHz(ylsz)_FPHz(o)

Afin d’¢tudier I’existence de la solution optimale Y, , nous analysons le

Ve , *m, (Y.
comportement de la dérivée seconde du profit moyen , —g;(z :) , qui 8’écrit comme
2
suit (15) :
(15)
my(Y,) FE (U + 1) 7155 Fo (7152Y2)
2\"2) _ J _(Uz+h2)7’PH2FD2(7PHzYz) prz(}/PHZ) fiso (7lsz)d7/szd7’|52

)

0o 0

Vis2Fo2 (7|52Y2)
Fouz (7lsz ) —Fauz (O)

—(u,+h,)

0*m,(Y,)
av,’
permettant de vérifier analytiquement la concavité de la fonction profit moyen. Si la

condition H1 n’est pas vérifiée, une analyse numérique approfondie nous montre

L’analyse analytique de montre ’existence d’une hypotheése HI
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o’r, (Y,)

Y,?
de déduire les conditions d’optimalité de la fonction profit moyen.

que la dérivée seconde s’annule uniquement une fois, ce qui nous permet

4 u +h
HL D g, +305, < Fouy 1[U: +hz + FPHZ(O)J

1% cas : Si ’hypothése Hlest verifiée

Vis2 S Mgz —30s; et donc o'

Nous supposons que f =0si
PP d w2 (%SZ) {ﬂlsz +3015, < %is2 oY,

s’écrire comme suit (16) :

(16)

P (Y ) M 308 ye, (uz +h2)7|sz oz (7|32Y2)

#: _(u2+h2)7PH2fDZ(7PH2Y2) fPH2(7PH2) fISZ(}/ISZ)dyPHZdyISZ

‘ e g 0 Vis2 Foa (7|52Y2)
—(u,+h,)

Fona (7lsz)_ Fous (0)

e o*r
Avec I’hypothése H1 nous pouvons conclure que la dérivée secondeaTj(Yz)
2

est négative et donc la fonction 7,(Y,) est concave.

En définissant x comme étant le ratio entre coQt de rupture de type 2 et de type 1 ety

. . . ) h
le ratio entre colit de stockage et codt de rupture de type 1, i.e. x= Y ot y=-%,
u

u
1 1
I’hypothése H1 s’écrit comme suit :

4 1+y
H1: +30., <F,.. | —=+F.,.,(0
Hiso 152 PH 2 (x+y PHZ( )\J

Les figures 2 et 3 illustrent I’applicabilité de I’hypothése H1 c’est-a-dire les
valeurs permises par o, en fonction de X et y pour g, =0.8 et g, =1 tout

en fixant u,,, =1 et o, =0.05.
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004

002

Figure 2. o5, en fonction de X et y pour g4, =0.8

GZS 2

003 -

002 |
— x=15
001 — x=5

/ y— =10

s 15 20 25 070 s
—o0t |,

-002

Figure 3. o5, en fonctionde X et y pour g, =1

Il est & noter que 1’hypothése HI est bel et bien Vérifiee pour une variabilité

faible de I’erreur IS.
2°™ cas : Si ’hypothése H1 n’est pas Vérifiée

Pour toute autre combinaison des valeurs d’entrée du probléme n’assurant pas
I’hypothése H1, la fonction profit moyen n’est pas concave. Nous avons réalisé une
analyse numérique approfondie avec les valeurs usuelles des co(ts et des parametres

. , , e . . '

des erreurs qui a démontré que la dérivée seconde de la fonction profit, aTZZ(YZ) ,
2

s’annule au plus une fois. Le Tableau 1 présente a titre d’exemple les intervalles des

valeurs prises par les paramétres d’entrée que nous avons testés dans notre analyse
numérique.
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Tableau 1. Valeurs prises par les paramétres d’entrées

h, U U, Hiso Hpn2 O\s2 OPh2

[110] | [0.1,20] | [u.2u] | [0.9,.7] | [0.9,1.7] | [0.02,0.17] | [0.02,0.17]

Il est a noter que le tableau précédent illustre des valeurs permises par les

parametres d’entrée en cohérence avec les valeurs numériques prises dans d’autres
investigations (Sahin et Dallery, 2009).

Si la dérivée seconde s’annule une seule fois, nous pouvons conclure que la

o o om, (Y. ; . . )
dérivée premiere % présente au plus un seul optimum. En ajoutant le fait que
2
im 2 —c —c, et lim %
Y, —>+0 aYz Y250 aYZ
d’optimalité de la fonction profit moyen qui se résume dans le Tableau 2 ci-
dessous :

=-C,,, nous déduisons les conditions

Tableau 2. Conditions d’existence de Y,

Nombre de Optimalité
solution pour
(14)
(C,-C,)C,, >0 C,, <0 1 Solution optimale
(Clz -C,, )sz >0 C,, >0 1 Solution non optimale
(C,-C,)C, <0 C, <0 Oou?2 Si 2 solutions : la plus petite
est optimale
(C,-C,)C,, <0 C,=0 Oou2 Si 2 solutions : la plus grande
est optimale
Autres combinations Aucune solution

2.3.2. Conditions d’optimalité pour Y,”

Nous poursuivons dans cette section notre analyse analytique avec la premiere
période de vente et nous étudions les conditions d’optimalité du niveau de re-
complétementy,” .
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Si la quantité optimale Y, existe, son expression doit annuler la dérivée
premiére de la fonction profit moyen associée aux deux périodes de vente, i.e. Y,”

doit vérifier %(Y*):O-
oy, \ !
Pour calculer %(Yl) nous utilisons la formule de Leibniz (17) et I’expression de
oy,
L) (7).
oY

6Ib(y)h(x, y)dx _ ° 5h(x, y) a7

a(y)

%y a(y)

dx+h(b(y),y)b (y)-h(a(y).y)a(y)

La dérivée premiére du profit total, %(Y) , peut ainsi s’écrire comme suit (18) :
oy, !

(18)

on, dL (Y,)
279y )= — _
o, ( 1) v, Hph1

7151 YFYz* aL
2

» D1=0 _a_Yl
+ I7|51 +C(FD1(7|31Y1)_F01(7|51Y1_Y2*)) f;/|51 (7|51)d7|31

7151=0
+C(ttpyy, —D)Y; fiy (7|51Y1 -Y, )

(7/|51Y1 - Dl) fou ( Dl)le
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af[g +0
W(YJ =-(u,+h) J For(s:Y0) 71 fisa (7is1)d 715, =Co
1 7151=0
J‘ (7|51FD1(7|51Y1))(FPH1(7|51) ~Foy (0) fisy (ris1)d 751
+(U2+hl) 7151=0 —Cllpy
7-[7\51:0 J’;::llzo(}/PHlFDl (oraY)) Fora (owe) Fisa (7s2) 0708710

+0

(U +hy)75 J. Foo (752 (7162 = D) 752 fisa (752)8715, = Caz

7152=0
” Fona(71s2)
7|52FD2(7|52(7|51Y1_D1)) ey
jﬁlerYz' I ~Foz(0) (DD
7151=0
+0 _ 151 f d D1
+Lm:0 o0 (U, +h) s2(7152)072 P (7|51)d7|s1

TonaFoz (7PHZ (7|51Y1 - Dl))
0 Vis2
_J‘,V.SZ:O-[VWZO fora (Vonz) Fis2 (7152)

47p12d71s:

51 (Fm (7|51Y1 ) -F (7|51Y1 =Y, )) + 7151 (o, ~D)Y; Ty (7|S1Y1 _Yz*)

Dans le reste de I’article, pour se focaliser sur I’impact des incertitudes des
erreurs et pour simplifier les expressions mathématiques, nous fixons

Mgy = sy = Moy = Hppp =1.

Comme précédemment, nous analysons les conditions d’optimalité de la fonction

profit global des deux périodes en étudiant le comportement de sa dérivée seconde
2

——=(Y,) qui s’écrit comme suit (19) :
2,
(19)
o'r () *““
ng —= _(ul + h1 -c) j fD1(7|51Y1)7I251 f|51(7|51)d7|51
0 Yl 7is:=0

2
-!-(U2 + hl)[.'-:()(_]vm Vis1 fDl(}/ISIYl)

L fPHl(}/PHl) f|31(7|51)d7PH1d7|s1j
ot _7§H1 fDl(yPHlYl)]

400

7|251(_(u1 + hz) j sz(7|252 (7|51Y1 - Dl))7|sz f|sz(7|sz)d7|sz

(J'Ymvazt 7152=0
N 0 D1=0 » ” }/2 f (7 (}/ Y - Dl)
L‘s,:ﬂ +U, +h2)[.[7 :ij/ 0[ Isz DA fos (o) fis2 (7162) 070,875, ) foy (DL)ADL
R G T fDZ(}/PHZ (7|31Y1 - Dl))
_C7/|251 fm (7/|51Y1 _Yz‘ )) f|s1 (7|s1)d7|s1
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Comme dans la section précédente, nous définissons une nouvelle hypothése H2
qui porte cette fois sur les parametres d’entrée associés a la premiére période de
vente :

4| U +n—C
H2: ps, +305; < Foyy l[ﬁ‘* FPHl(O)J

u . .
Et en posant w=—-2 et z= h nous pouvons illustrer H2 avec les figures 4 et 5
ul ul
qui représentent les valeurs permises par de o, en fonction de w et z pour
i =08 et p, =1 avec g, =1 et o, =0.05 et c=2.

J1s1
008 |
0061 — w=l5
— w=5
— w=10

— w=15

0.02

Figure 5. o, enfonctionde W et z pour g, =1

Comme pour H1, il est a noter que H2 est verifiée pour des faibles variabilités de
Ierreur IS de la premiére période de vente.
2

o‘rm
Afin de pouvoir I’étudier, nous décomposons ang (Y;) comme suit :
1
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o’n
aZYg (Yl) = PTl(Yl) - PT 2(Y1)
1

Ou PTL(Y,) (respectivement PT2(Y,)) a pour expression (20) (respectivement
(22)) :

(20)
2 (—(u+h —c)
= f f d
PTL(Y,) y,s',[o[+(uz h)(Fos (}’|51)_ Fors(0) D1 (7|51Y1) |51(7|s1) Vis1
_(Ul + hz) 7|252
+ T }’|251 T Vls‘!':o +(u, + hz)[FPHZ (752)} fo: (}/ISZ (7|51Y1 - Dl)) fDl(Dl)le fls1(7ls1)d7ls1
Hea=0 pi=o || —Fou,(0) fis (7|sz)d7|sz
(21)
PT2(Y,) =
+0  Yis1
(uz + hl) I I (7§H1 fou (7PH1Y1)) fous (7PH1) fisa (7|51)d7PH1d7|51
0 ¥pHi-0

7is1Yo—Ya2 40 7is2

. ((u2+h2)7|252 I I I 7§H2fD2(7/PH2(7/|51Y1_D1)

D1=0 0 ypH2-0

;/,S'!.:o foro (7/PH2) fis1 (7’|32) for ( Dl)dJ/PH ,d75,dD1
_Cylzsz fou (7’|51Y1 _Yz* )) fisa (7|51)d7|51

Si les hypotheses H1 et H2 sont vérifiées les conditions d’optimalité des niveaux
de re-complétement peuvent étre déduites comme suit :

+

PTl(Yl) est une fonction négative et PT2(Y,) est une fonction positive donc

‘n orn
——=(Y,) est négative. D’ot nous pouvons conclure que (Y,) est une fonction
1 1
o R ACRA)
décroissante et nous posons C_ = YI|m D Cc,-C,+C,-C,, et
1—>+00 1
or VY,
lim M =-C,.
Y10 aYl

2

o°r
L’allure de aZYg (Y,) estreprésentée dans la figure 6.
1
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—Ca4 ™,

Co . . e

oz
Figure 6.Variations de aZ_Yg(Yl) en fonction de Y,
1

Le tableau 3 résume les conditions d’existence d’une solution optimale pour le
probléme d’incertitude sur les stocks sur deux périodes et avec une modélisation
multiplicative des erreurs.

Tableau 3. Conditions d’existence Yl*

Nombre de solution Optimalité
de (18)

-C,C_ <0 -C,, 20 1 Optimal
-C,C, <0 —-C,, <0 1 Pas optimal
-C,C_ =0 -C, >0 Oou?2 Si 2 solutions : la plus

petite est optimale
-C,C, >0 -C,, <0 Oouz2 Si 2 solutions : la plus

grande est optimale

Autre Pas de solution
Combinaisons

Dans la résolution mathématique, nous remarquons que la dérivée de la fonction
profit moyen global peut avoir 2, 1 ou 0 solution. Et, si elle admet une solution, cette
derniére peut étre un minimum et non un maximum.

Si les hypothéses H1 et H2 ne sont pas vérifiées, il n’existe pas de régles
générales décrivant les conditions optimales du niveau de re-complétement a cause
du nombre important de parametres dont dépend la fonction profit global moyen,
’étude de son comportement devient trés difficile a cause du caracteére multiplicatif
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des perturbations, et donc afin de trouver une solution, si elle existe, il faudra tracer
la dérivée afin de voir les points ol cette derniére s’annule.

3. Application numérique

Nous présentons dans cette section, une analyse numérique afin de répondre a
des interrogations managériales sur I’impact des erreurs IS et PH sur la stratégie
optimale de chaque période de vente.

Nous considérons un e-détaillant ayant des produits & forte marge (u, et u, sont
supérieurs a heth,) et des produits a faible marge (u, et u, sont inférieurs a

heth,). Cette distinction est faite afin de permettre une analyse compléte. Le

tableau 4 présente les valeurs relatives aux co(ts unitaires considérés dans notre
étude numérique ainsi que les parameétres de la demande pour chaque période de
vente. Ce choix de valeurs d’entrée du probléme a été fait en se basant sur des
valeurs numériques prises dans les travaux de Atali et al. (2009), Kok et Shang
(2007) et Lee et Ozer (2007).

Tableau 4. Valeurs des parameétres de I’étude numérique

Co(t unitaire Produit a forte marge Produit a faible marge
ty 15 0.5
Uy 25 0.8
c 2 2
hy 3 3
h, 1 1
Hpy,2 20 20
4 4
opy,2
X 5 5

Notre analyse numérique a montré que les écarts types des perturbations o5 et
opy ONt un réle symétrique dans la solution optimale, c¢’est pourquoi nous limitons

dans la suite notre illustration graphique a I’'impact de o .
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Pour chaque type de produit (forte ou faible marge) nous faisons varier o, pour
différentes valeurs de o, . Afin de se focaliser sur I’impact des incertitudes, nous

fixons z4s, = f45, = Hpry = M, =1
Les figures 7 et 8 (respectivement figures 9 et 10) présentent la variation de Y,

et Y, en fonction des écarts types des perturbations IS et PH pour les produits a
forte marge (respectivement faible marge).

205 - v

29
28,5
28
27.5
27
26,5

Y]_*’I{GIS 1=O .06

- == Y;/015=0.08

- = Y]_*’I{GISIZO' 1
O1s2

0,02 0,07 0,12 0,17

Figure. 7. Y,” et Y, fonctionde o, et o, pour un produit & forte marge

— Y;
Y]_*’I{GIS 1=O .06
- a Y]_*J'{UISI=0.08

-_—— Y]_*’I{GISIZO']'

0,02 0,07 0,12 0,17

Figure.8. Y,” et Y, fonction de oy, et oy, pour un produit & forte marge

*

Y,” et Y, se comportent de la méme maniére face a la variabilité des
perturbations IS et PH :
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— pour les produits a forte marge, Y, et Y, augmentent avec la variabilité des

perturbations 1S et PH (1% et 2°™ période) afin d’¢viter la situation de rupture qui
est plus pénalisante que la situation de sur-stockage en cas de produit a forte marge.

18,7 - - v

| -~ .
18,6 N N ¥, /614,=0.06
18.5 -
18‘4 | - - Yf)'{0151=0.08
18‘3 i - Y]_*’I{GISIZO']'
18,2 _/
18.1 : | 0152

0,02 0,07 0,12 0,17

Figure. 9. Y,” et Y, fonctionde o, et o, pour un produita faible marge

187 | v
18_4 i - Y]_*J'rUISI=0.0
183 - - = Ylog=0.1
18,2 -
18,1 +
18 . . opi2
0,02 0,07 0,12 0,17

Figure. 10. Y," et Y, fonction de oy, et o,,, pour un produit a faible marge

— pour les produits a faible marge, la quantité optimale a avoir en stock en début
de chaque période (Y, et Y, ) augmente dans un premier temps afin d'éviter des
situations de rupture résultant des perturbations. La pente de la courbe s’inverse
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ensuite et devient décroissante pour les grandes valeurs de la variabilité des
perturbations IS et PH (1 et 2°™ période). Un tel changement de pente pourrait
étre expliqué par le fait que pour les grandes valeurs de la variabilité, I’augmentation

de Y, et Y, contribue a l'augmentation de I'imprécision car les perturbations sont

multiplicatives. L’augmentation des stocks physiques et par conséquent
I’augmentation de la probabilité d’avoir une situation de sur-stockage est plus
importante. Il est a rappeler que dans le cas des produits a faible marge, la situation
de sur-stockage est plus pénalisante en terme économique que la situation de
rupture ;

Dans tous les cas, nous remarquons que le profit moyen optimum est décroissant
avec la variabilité des perturbations SI (1°° et 2°™ période) car plus I’incertitude est
grande, plus le profit est négativement impacté par les risques de ruptures et sur-
stockage causés par les perturbations.

Une comparaison entre Y, et Y, est réalisée afin de déduire comment le risque des
erreurs doit étre partage entre les deux périodes de vente. Ceci nous conduit aux
remarques suivantes :

—pour les produits a faible marge nous remarquons que Y, >Y, : ceci peut
s’expliquer par le fait qu’il est moins risqué de commander beaucoup la premicre
période pour faire face aux perturbations et de reporter les quantités invendues sur la
deuxieme période. L’augmentation de Y,” entraine mécaniquement ’augmentation
de x, et donc la quantité & commander pour la période 2 est moins importante afin
d’éviter la situation de sur-stockage ;

— pour les produits a forte marge la situation est différente :

- pour les petites valeurs de oy, et o}, nous avons peu d’incertitude sur Y,
mais I’incertitude sur Y,” est importante car Y,” est fonction a la fois de o, et de
o5, (ainsi que de oy, et o,,,). Constatant que pour les produits a forte marge, les

ventes perdues et les engagements de vente non honorés sont plus pénalisants que
les situations de sur-stockage, il est intuitif d’expliquer I’augmentation de Y," ;

- pour les grandes valeurs de o, et oy,,, la variabilité des perturbations de

la période 2 I’emporte sur celle de la premiére période.
A cause des remarques précédentes, nous concluons cette analyse de
comparaison par le fait qu’une solution myopique ne serait pas optimale si nous

voulons étendre le probléme vers la configuration multi périodes car les niveaux de
re-complétement ne sont pas toujours croissants avec les périodes de vente.

Conclusion

Dans ce papier, nous avons étudié I'impact des perturbations de stock sur la
politique de réapprovisionnement dans un contexte e-détaillant en proposant une
résolution du probléme avec une modélisation multiplicative des erreurs afin
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d’optimiser le profit. Nous avons étendu les résultats existants vers le cas a deux
périodes de vente avec une résolution analytique du probléme. Les conditions
d’optimalité de la stratégie de commande pour les deux périodes de vente ont été
démontrées et peuvent ainsi étre aisément déployées dans un contexte pratique.

En addition a la contribution théorique, 1’étude numérique a permis de répondre
a des interrogations managériales concernant le partage des risques des perturbations
entre les deux périodes de vente. Ce partage de risque dépend essentiellement de la
marge du produit considéré et du comparatif des variabilités des erreurs entre les
deux périodes.

Pour les produits a faible marge, la pente des courbes de Y,” et Y, change
suivant la valeur de la variabilité des perturbations. Pour les produits & forte marge,
Y," et Y, augmentent avec la variabilité des perturbations.

De plus, nous remarquons que le développement analytique a atteint des limites
mathématiques avec ’extension de une a deux périodes de vente. Les quantités
optimales n’ont pas un comportement monotone avec la variabilit¢é des
perturbations, car suivant le type de produit (forte ou faible marge) et la valeur des
variabilités des perturbations de la 1*® et 2°™ nous n’avons pas une relation
monotone entre Y,” et Y, . Cette non monotonie rendra trés difficile voire

impossible 1’utilisation des résultats mono-période dans le cas multi-périodes. En
effet, a cause de ce comportement non monotone des quantités optimales, une
solution myopique n’est pas optimale pour le cas a plusieurs périodes. Afin de
contourner cette situation de complexité et d’étendre la configuration multiplicative
au cas multi-périodes, nous préconisons 1’utilisation d’une approche d’optimisation
basée sur le taux de service pour de futurs développements.
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