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Résumé Nous donnons des expressions intégrales exactes des troisiemes coefficients d’amas ou du viriel
de mélanges binaires de gaz parfaits de bosons ou de fermions, avec une interaction inter-espéce de portée
nulle et de longueur de diffusion infinie dans ’onde s. En général, le résultat dépend de parameétres a trois
corps R; apparaissant dans des conditions de contact a trois corps, parce qu’'un effet Efimov est présent
ou parce que le mélange est dans un régime préefimovien avec un rapport de masse proche d’un seuil de
Peffet Efimov. Nous donnons une nouvelle expression intégrale exacte de R; pour le modele microscopique
d’une résonance de Feshbach étroite. Une divergence de R; dans le régime préefimovien a la valeur s = 1/2
de 'exposant d’échelle est prédite et physiquement discutée. Les résultats analytiques sont appliqués aux
espéces typiques utilisées dans les expériences d’atomes froids.

PACS. 67.85.-d Gaz froids, gaz piégés. — 21.45.-v Systémes a petit nombre de corps

1 Introduction

Le domaine des gaz quantiques atomiques a assisté au
cours de la derniére décennie a I’émergence d’un nouveau
paradigme, le régime des interactions résonnantes, grace
a la possibilité de contrdler a volonté la longueur de dif-
fusion a dans I'onde s par des résonances de Feshbach
magnétiques [1,2,3,4]. Cela établit un rapport fructueux
entre les corrélations fortes a petit nombre de corps et la
physique a N corps, qui n’a guere été étudié auparavant.
A Tunitarité, ot a=! = 0 et l'interaction est invariante
d’échelle, il existe encore quelques parametres sur lesquels
jouer, a savoir la statistique quantique et le rapport de
masse des particules, qui peuvent affecter profondément
les propriétés a N corps du gaz.

Les études expérimentales se sont concentrées jusqu’a
présent sur le gaz de fermions de spin 1/2 en interaction
forte, et en particulier sur le gaz unitaire de fermions.
L’équation d’état du gaz a été mesurée a la fois dans la
phase superfluide et dans la phase normale, et les coeffi-
cients d’amas du développement de la pression en puis-
sances de la fugacité, & ne pas confondre avec les coef-
ficients du viriel du développement en puissances de la
densité, ont été extraits jusqu’a l'ordre quatre [5,6]. Ces
coefficients constituent un lien intéressant entre la phy-
sique a petit nombre de corps et celle & N corps.

Bien qu’elles n’aient pas encore été réalisées expéri-
mentalement, des phases moins conventionnelles avec toute
une variété de manifestations de la superfluidité ont été

proposées, qui tirent parti d’une physique sous-jacente
a petit nombre de corps tres riche. Avec des fermions a
plusieurs composantes, des états trimeres ou tétrameres
peuvent exister [7,8,9,10] et interagir [11,12], ce qui crée
de nouvelles voies d’appariement en concurrence avec ’ap-
pariement BCS habituel et donne accés a de nouvelles
phases [13,14]. Avec des bosons sans spin en interaction
résonnante, des états liés & corps N peuvent exister [15],
conduisant a une transition liquide-gaz en plus de la tran-
sition attendue entre un fluide normal et un superfluide

[16,17).

Dans cet article, nous présentons un calcul analytique
général du troisieme coefficient d’amas b3 d’un gaz a deux
composantes a I'unitarité dans Pesprit de [18] avec la mé-
thode du régulateur harmonique de [19,20,21,22], en nous
appuyant sur le fait que le probleme unitaire a trois corps
piégés peut étre résolu [23,24] grace & la séparabilité en
coordonnées hypersphériques [25]. Comme le cas particu-
lier du mélange unitaire fermion-fermion a déja été traité
[26], nous complétons 1’étude en incluant les mélanges uni-
taires boson-boson et boson-fermion. Nous adhérons ici a
la philosophie des modeles de portée nulle, en remplacant
les potentiels d’interaction entre particules par des condi-
tions de contact sur la fonction d’onde a trois corps, a sa-
voir (i) des conditions de contact de Wigner-Bethe-Peierls
a deux corps, qui sont invariantes d’échelle & I'unitarité
[27,28,29], et (ii) des conditions de contact & trois corps
sur la fonction d’onde hyperradiale : (a) en général, ces
conditions sont également invariantes d’échelle (la fonc-
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tion d’onde hyperradiale s’annule en loi de puissance);
(b) cependant, si un effet Efimov [7,8,9] est présent, elles
doivent faire intervenir une échelle de longueur & trois
corps R, appelée parameétre & trois corps [7,8,9,30], et
une coupure inférieure doit étre introduite & la main dans
le spectre géométrique des trimeéres (pour éliminer les états
trimeres d’énergie de liaison ~ h?/m,.R? ou plus, ol m,
est la masse réduite a deux espéces, car ils sont en géné-
ral hors du régime de validité du modele de portée nulle) ;
(c) enfin, si aucun effet Efimov n’est présent, mais que le
rapport de masse est suffisamment proche d’un seuil de
Ieffet Efimov, elles doivent tout de méme faire intervenir
un parametre a trois corps Ry, de sorte que bs soit une
fonction lisse du rapport de masse & travers le seuil [26]
(il faut éliminer également & la main dans ce cas 'état
trimeére prédit par ces conditions de contact modifiées).

Deux questions importantes doivent cependant étre ré-
solues avant de procéder au calcul de b3. La premiere ques-
tion est théorique, c’est une lacune du modele de portée
nulle, qui ne peut par lui-méme prédire une valeur de bs
lorsqu’un parameétre a trois corps entre en jeu, puisque
la connaissance de R; nécessite un modeéle microscopique
[31,32,33,34]. Dans les mélanges boson-boson B — b, ce
probleme est aggravé parce que deux parametres a trois
corps R; doivent étre introduits, RPBP et RPPB| de sorte
que l'on ne peut méme pas absorber completement R,
dans un changement d’échelle de la température comme
cela est fait dans [18]. La deuxiéme question est d’ordre
expérimental : lorsque 'effet Efimov est présent dans les
expériences actuelles, de fortes pertes a trois corps ont lieu
méme dans la limite de portée nulle kpb — 0, ou kg est
un nombre d’onde de Fermi et b la portée de 'interaction,
en raison de la recombinaison en dimeres fortement liés
[35,36]. Ceci est dii au fait que la probabilité que trois
atomes se trouvent dans un méme volume de rayon b
tend vers zéro trop lentement, seulement comme b2, alors
que le taux de recombinaison dans une telle configuration
d’atomes proches est o< h/m,.b? [37]. Jusqu’a présent, cela
a limité les études bosoniques a N corps a ’équilibre ther-
mique au régime fortement non dégénéré [38,39], ou seuls
les taux de perte, et non les coefficients du viriel, peuvent
étre mesurés et comparés a la théorie [38], et cela a limité
les études bosoniques quantiques dégénérées a un régime
hors d’équilibre [40,41,42].

Ici, nous utilisons comme modele microscopique le mo-
deéle d’une résonance de Feshbach (infiniment) étroite [43],
ol, a l'unitarité, la portée effective de la diffusion a deux
corps dans 'onde s est négative (—2R,) et beaucoup plus
grande en valeur absolue que la longueur de van der Waals
b de linteraction. Cela résout les deux problémes susmen-
tionnés. Cela résout d’abord le probléme théorique car
le probleme & trois corps a énergie nulle £ = 0~ peut
étre résolu analytiquement et R; peut étre extrait [44,
45,46]; nous affinons la théorie (i) en donnant une ex-
pression intégrale de R; en termes de la fonction trans-
cendante d’Efimov Ay(s) (dans [44,45], une représenta-
tion en termes d’un produit infini sur les racines de A(s)
a été donnée; dans [46], I'expression intégro-différentielle
donnée n’est qu’une série asymptotique), (ii) en étendant

la solution d’énergie nulle et le calcul de R; au cas non
efimovien, pour un rapport de masse proche d’un seuil de
leffet Efimov. Cela résout également le probleme expéri-
mental : le choix d’une résonance de Feshbach étroite dans
I’expérience devrait réduire les pertes efimoviennes a trois
corps, maintenant dominées par la probabilité d’avoir un
atome et une molécule de la voie fermée a une distance < b
[47]1, ot un événement de perte peut avoir lieu avec un
taux oc h/m,.b? [37]. Si 'on considére I'atome et la molé-
cule comme des particules discernables qui n’interagissent
pas, comme dans [47], la probabilité de les trouver & une
distance < b est un O(b3) puisque leur fonction d’onde
relative est un O(1). On prédit alors un taux de perte a
trois corps en O(krb), qui tend vers zéro dans la limite de
portée nulle. Il reste bien siir le défi de la stabilisation du
champ magnétique posé par 1’étroitesse de la résonance.

2 Troisieme coefficient d’amas dans des
modeéles de portée nulle

Le développement en amas de la pression totale P d’un
mélange de deux espeéces a ’équilibre thermique dans une
boite cubique dans la limite thermodynamique est défini
comme suit,

PXS
kgT —

Do bnma (1)

(n1,m2)€EN2*

ou les fugacités z; = exp(u;/kpT') tendent vers zéro a tem-
pérature fixée T, u; est le potentiel chimique de 1'espece 4
et A, = [27h%/(m, kpT)]'/? est la longueur d’onde de de
Broglie thermique associée a la masse réduite

mimeso

my = ——t2_ 2
o (2)

Dans la suite, nous supposons qu’il n’y a pas d’interaction
intra-espece et que l'interaction inter-espeéce est dans la
limite unitaire, c’est-a-dire avec une longueur de diffusion
infinie dans 'onde s et une portée négligeable. Les coeffi-
cients d’amas by, n, du gaz homogene sont reliés a la limite
By, ., lorsque w — 0 des coefficients d’amas du gaz dans
des potentiels de piégeage isotropes de méme pulsation de
piégeage w pour les deux especes [48],

3/2
) b (3)

ce qui est plus facile a calculer dans la limite unitaire
comme il est expliqué dans 'introduction. En raison de
I'invariance par rotation, tous les coefficients d’amas, en
particulier ceux du troisieme ordre, peuvent étre écrits
comme des sommes sur les contributions des différents

B Mt
ni,ne — \ .,
! nimi + nams

1. La probabilité d’avoir trois atomes dans la voie ouverte
a une distance < b avec un moment cinétique relatif ¢ est un
O(b***) pour une résonance de Feshbach étroite, voir la note
41 dans [46].
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secteurs de moment cinétique. En raison de ’absence d’in-
teraction intra-espece, B3 o et By 3 ont mémes valeurs que
dans un gaz parfait. Au contraire, By ; differe de la va-
leur nulle, celle d’un gaz parfait. C’est le seul coefficient
du troisiéme ordre non trivial que nous devons calculer
puisque Bj 5 s’en déduit en échangeant le role des especes
1 et 2. Nous écrirons sa décomposition sur les secteurs de
moment cinétique sous la forme

Byi =Y (20+1)oy (4)

LeN

Nous nous limiterons au cas de particules de faibles
nombres d’onde, beaucoup plus petits que 1/b, ol b est
désormais la portée de 'interaction ou la portée effective
si elle est plus grande, afin de pouvoir utiliser le modele a
portée nulle de Wigner-Bethe-Peierls, ou les interactions
entre les espéces sont remplacées par des conditions aux
limites sur la fonction d’onde. Le probléme unitaire a trois
corps qui en résulte peut étre résolu analytiquement dans
Pespace libre [7,8,9] et dans des piéges harmoniques iso-
tropes [23,24]2. Les fonctions de partition canoniques a
trois corps dans le piege et finalement le coefficient B3
peuvent étre calculés. Le résultat s’applique dans le régime

de température
2

i)
kpT < 2 (5)
Comme nous allons le voir, un ingrédient central de
notre expression analytique est la fonction transcendante
d’Efimov. C’est une fonction paire d’une seule variable s
qui, dans le secteur de moment cinétique ¢ € N pour le
probléme & trois corps 112, prend la forme? [46] :

= £pair 2n " sinf cos(sf)
A = 1- 0P,
s) sin 21//0 0P <sin 1/) cos(sm/2) (6)
<, | Cimpair 2n (v sinf\ sin(sh)
A =1 P _>\Y)
(s) + sin 21//0 dOF (sin 1/) sin(sm/2) M

avec Py, un polynéme de Legendre,

v = arcsin — L (8)
mi + mo
langle de masse et n =1 (n = —1) si l'espece 1 est boso-

nique (fermionique). Une écriture équivalente et qui a son
utilité peut étre obtenue a partir de la forme hypergéomé-
trique de [50,51] :

= n(—sinv)*
Ae(s) =1 271/2 cosv
y Z I'k+ H#2+S)l”(lf;|— Eel=s) in?k (9)
Ik+£+3) k!

keN

2. Le probleme a trois corps dans ’espace libre peut étre ré-
solu analytiquement également pour une longueur de diffusion
finie [49].

3. La fonction d’Efimov est ici divisée par cosv par rap-
port aux références précédentes, d’ou la barre dans la notation

Ag(s).

ou I' est la fonction Gamma d’Euler.

Comme nous le verrons, dans le domaine des modeles
de portée nulle, le modele de Wigner-Bethe-Peierls n’est
pas l'alpha et 'oméga, car il ne spécifie que des condi-
tions de contact & deux corps. Pour choisir le modele de
portée nulle approprié pour le probleme & trois corps, il
faut discuter de l'existence d’une racine de A;(s) sur l'in-
tervalle |0, £ + 1[. Sur cet intervalle, A,(s) est une fonc-
tion lisse de s car le plus petit pole positif des termes de
la série (9) se trouve en ¢ + 1. Pour mener cette discus-
sion, on peut profiter d'un premier résultat utile : la fonc-
tion s — Ay(s) est décroissante (croissante) sur |0, £ + 1]
lorsque n(—1)* est positif (négatif)* et tend vers —oo
(+00) lorsque s — ¢ 4+ 17. Par conséquent, elle admet
zéro ou une racine dans ]0,¢ + 1[, selon le signe de 4,(0).
Nous disposons d’un deuxieme résultat utile : la fonction
S — Ay(iS) est croissante (décroissante) sur RT lorsque
n(—1)¢ est positif (négatif) ® et tend exponentiellement ra-
pidement vers 1 en +o0o en vertu des égs. (6,7). On n’est
alors confronté qu’a I'un des trois cas possibles énumérés
ci-dessous ; pour 7n(—1)¢ négatif, seul le premier cas est
effectivement accessible puisque Ay(s) est alors > 1 sur
10,¢+1].

1. Le cas simple non efimovien : A,(s) n’a que des

racines réelles, et la plus petite racine positive est s, > 1.
La fonction d’onde hyperradiale F(R) est soumise & la
condition aux limites %
O(R**) (10)
ol I'hyperrayon R du systéme 112 est 1’écart type (pon-
déré par les masses correspondantes) des positions des
trois particules comptées & partir de leur centre de masse.
Alors la contribution o, de moment cinétique ¢ & Bj 1
comme la définit ’éq. (4) est donnée par [18,26]

(11)

ds ., -

Oyp = — — In Ag is

5o mas)

2. Le cas préefimovien : /Iz(S) n’a que des racines réelles,

mais la plus petite racine positive sy €]0,1[. Dans la voie

associée a la racine sy, il existe une condition aux limites

enrichie [53,54,55], qui doit étre utilisée lorsque s; est suf-
fisamment petit [26] 7 :

F(R) =

R—0

(R/Re)™ = (R/Re)™™ + O(R*™™)  (12)

4. Pour le voir, on peut utiliser ’éq. (9) et le fait que la
fonction z — I'(x + a)I'(a — x) est positive et a une dérivée
logarithmique strictement positive Zn N ((H_nz% sur [0, al
Va > 0, voir §8.362(1) dans [52].

5. En effet, Va > 0, la dérivée logarithmique de z — I'(a +
iz)[(a — iz) sur R est ) voir §8.362(1) dans
[52).

6. Plus précisément, la fonction d’onde a trois corps s’écrit
sous la forme ¢ (r1, ro, r3) = ¢(2)F(R)/R? ot 2 est I'ensemble
des hyperangles [7,8,9,25].

7. On ne l'utilisera pas pour s; > 1 car la fonction d’onde
n’est pas de carré intégrable en R = 0, ORO dRR|F(R)|? =
400 pour tout Ry fini.

—2x
neN (n+a)2+z2?
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ou la longueur R; est un parameétre a trois corps. Ceci
conduit a prédire dans I’espace libre un état lié 112 de
dégénérescence 2¢ + 1 et d’énergie de liaison

212 (F(l + se))”s’“’ 13

E =
&b ™ 0my + mo)R2 \T'(1 — sp)

qui doit étre ignoré en ’absence de résonance a trois corps.
Alors [26]

op = _/]R+ %fg( ) — /R+ deA(e)ﬂe_B6 (14)
avec = 1/kpT,

1 th[% In(e/Egion)]

— atan
T tan (3 m)

Ale) =

(15)

et la fonction lisse & valeurs réelles sur 'axe réel :

2
S) = n | g )| (16)
Dans ce cas préefimovien, le modele de portée nulle en-
richi a la méme condition de validité que I'éq. (5) sous
I’hypothese générique que R; et b sont du méme ordre de
grandeur [26].

3. le cas efimovien : Ay(s) a des racines réelles et une
paire de racines imaginaires pures +s; avec s; = i|sg|.
Dans la voie efimovienne, on doit utiliser la condition aux

limites [7,8,9,30]

F(R) = (R/Ry)l*!

o — (R/R)™ + O(R?)

(17)
Comme F(R) a un nombre infini de racines sur tout voi-
sinage de R=0, le modele prédit dans l’espace libre un
nombre infini d’états trimeres d’énergies €, et de dégéné-
rescence 2¢ + 1, formant une suite géométrique que nous
tronquons a la main pour la rendre cohérente avec ’hypo-
thése d’une interaction de portée nulle :

€ = —Egope 27 1FD/ sl 'yg € N (18)

L’échelle d’énergie globale est un simple prolongement ana-
lytique de 1'éq. (13) :

25 olln P(14s0)~In D(1-s0))/s¢

(2my + ma)R? (19)

Eglob =
avec In I' la détermination habituelle du logarithme de la
fonction I'. En plus de la condition de portée nulle (5),
on exige pour que le modele considéré soit valable que le

trimere fondamental soit dans le régime de portée nulle,
leo] < Eglob (20)

c’est-a-dire |s¢] < 1,5. Comme [sg| est une fonction crois-
sante du rapport de masse mj /ma, ceci impose une limite
supérieure sur my/msy. Alors [26]

ds
op = —/R+ %fg(S) - /]R+ deA(e)BeP¢
—Beq _ 1

C

qeN

(21)

ou la fonction fy(S) est toujours donnée par I'éq. (16) et
la nouvelle forme de la fonction A, 8

an(l2t 2 selx
Afe) = %atan tth((S;W)) + V ;JT w (22)

reste une fonction lisse de z = In(e/Egion) grace & la fonc-
tion entier le plus proche introduite dans le dernier terme.
Les conditions sur le rapport de masse pour qu’il y
ait un effet Efimov sont connues. Pour n = +1, il y a un
effet Efimov dans le secteur £ = 0 pour tout rapport de
masse, dans le secteur ¢ = 2 pour my/mo > 38,6301.. .,
dans le secteur ¢ = 4 pour mji/mg > 125,764..., etc
Pour n = —1, il y a un effet Efimov dans le secteur £ = 1
pour my/mg > 13,6069... [57], dans le secteur ¢ =
pour my/mo > 75,9944 ... [58], etc. Sur la fig. 1, faite
pour n = 1, nous représentons la partie imaginaire de sg
en fonction de I'angle de masse (avec une comparaison &
ses développements limités a petit et grand rapport de
masse) ; nous représentons également les parties réelle et
imaginaire de s pres du seuil de l'effet Efimov.

3 Paramétre a trois corps pour une résonance
de Feshbach étroite

Pour le modele d’interaction microscopique d’une ré-
sonance de Feshbach étroite, nous montrons maintenant
comment obtenir une nouvelle expression analytique pour
le parameétre a trois corps et nous précisons l'intervalle
de rapport de masse sur lequel il faut utiliser le modele
préefimovien enrichi plutét que le modele non efimovien
simple.

Le point de départ est I’équivalent de I’équation inté-
grale de Skorniakov—Ter-Martirosienne [59] pour le pro-
bleme a trois corps 112 sur une résonance de Feshbach
étroite. Elle peut étre obtenue en utilisant soit des condi-
tions de contact & deux corps modifiées [43], soit un mo-
dele a deux voies avec des potentiels séparables de por-
tée tendant vers zéro [46,60,61,62,63,64]. Dans le secteur
de moment cinétique ¢, les deux modeles conduisent pour
1/a = 0 et une énergie négative E = —h?q?/2m,. dans le
référentiel du centre de masse a

+ qrcl d(k)

as dk'/
R+ q +k2

avec Py le polyndme de Legendre de degré ¢, qa(k) =
| + ikcosv| et R, > 0 la longueur de Feshbach entrant
dans 'amplitude de diffusion 12 a ’énergie F dans le réfé-
rentiel du centre de masse, f, = —1/(ig+¢*R.). On a tenu

Qrcl
Py(u)k"d(K)
k"2 + 2kk'usinv

23)

8. On dispose également de
% + % Imln (1 - efﬂsf‘e*i'”‘z) [56], qui
a  — [, deA(e)Be = Ld 1 m(e"BEgon)  —
ZneN* e~ sl Re[F(fin|s1g\)(5Eg10b)i”|5“]} comme
[18], v = 0,577215... étant la constante d’Euler.

Pexpression A(e) =
conduit

dans



Shimpei Endo et Yvan Castin: Mélanges unitaires boson-boson et boson-fermion 5
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Figure 1. Partie réelle ou imaginaire de s, en fonction du
rapport de masse mi/m2 dans le probleme 112 pour n = 1
(les particules de ’espéce 1 sont des bosons identiques) dans
le secteur de moment cinétique (a) £ = 0 (so est toujours ima-
ginaire pur), (b) £ = 2 (s2 passe de réel a imaginaire pur
pour mi/mae = 38,6301... sur la ligne pointillée verticale).
Dans (a) on utilise 'angle de masse v = arcsin " € [0, 7]
comme parameétre, pour pouvoir couvrir tous les rapports de
masse, et Im sy est divisé par tanv pour former une quan-
tité bornée. Traits pleins : solution numérique de I’équation
transcendante Ag(s¢) = 0. Lignes tiretées en (a) : dévelop-
pements limités pour un faible rapport de masse v — 07,
Imsg/tany = %\/g [1 + (3% — 9—70) (1 —cos2v) +O(1/4)}, et
pour un grand rapport de masse v — %~ comme dans [46],

2
Imsp/tanv = 2 [1 + %(1 +cos?1/)} +O[(% —v)Y] ot la

constante {2 satisfait a 2exp 2 = 1. Lignes pointillées verti-
cales en (a) : les rapports de masse mi/ms =1 et 3+ /12 ol
cos2v = :I:%.

compte de l'invariance par rotation avec l'ansatz suivant
sur la fonction inconnue :

~

D(k) = Y, (k)d(k) (24)
o k = k/k est la direction de k et Y™ est une harmo-
nique sphérique. Dans le modele & deux voies (en suppo-
sant pour des raisons de simplicité ’absence d’interaction
directe dans la voie ouverte), D(k) est 'amplitude de pro-
babilité dans la voie fermée d’avoir une particule de vec-
teur d’onde k et une molécule de vecteur d’onde —k. Dans
le modele de [43] D(k) est la transformée de Fourier de la
partie réguliere A(x) de la fonction d’onde,

D(k) = /dgxe_ik‘xA(X) (25)

telle que ¥ (rq,ra,r3) ~ w lorsque la distance im-

pureté-premiere particule identique 712 — 0 a des posi-
tions fixées R de leur centre de masse et r3 de la se-
conde particule identique. Dans la limite de portée nulle
et dans le secteur de moment cinétique /¢, elle est reliée a
la fonction d’onde hyperradiale F'(R) comme suit,

- 1/2
scsm' 1/> (26)
1+ sinv

Dans la limite d’énergie nulle £ = 07, il y a inva-
riance d’échelle de Vopérateur intégral dans 1’éq. (23),
qui devient un produit de convolution lorsqu’on utilise
X = In(kR, cosv) comme nouvelle variable. On prend
alors la transformée de Fourier de d(k)k? par rapport a
X comme nouvelle fonction inconnue; elle obéit a une
équation aux différences finies que 'on sait résoudre. En
prenant la transformée de Fourier inverse et en utilisant le
théoréme des résidus, on peut calculer analytiquement le
comportement de d(k) pour X — —oo, c’est-a-dire pour
k — 0, ce qui permet d’accéder au parametre a trois corps
R;.

Cette procédure a déja été mise en ceuvre dans [44,
45,46] dans le cas efimovien sy = i|s;|. Nous la poussons
jusqu’a l'ordre sous-dominant pour obtenir une condition
de validité du modele de portée nulle :

Ax) < V" (%)x ' F (R =

(k) =

C(—s0) (kR cos 1/)3’52{1 - ’“’*COS”}
k—0

/Lg(l — 8¢)

kR, cosv
C(s¢)(kR, cosv 34—2[1 — _*} +o(kR)™Y (27
()R conn) =21 = T | o(kR) ™ (21)
avec?
C(S)*F( 9 F(1+vg’0+8)

I'(vg — )
=) I'(1+vep +3)

F(Ugm
% ng* (v, —8) (14 ugp + )

(28)

ou les up,, m > 1, sont les racines positives et vg,, =
£ +142n,n >0, les pdles positifs de A,(s) rangés dans
lordre croissant. En utilisant les égs. (17,26) pour obte-
nir A(x) dans le modeéle de portée nulle et en en prenant
la transformée de Fourier comme dans 1’éq. (25), on ob-
tient 10

Gglob R\ > _ C(=s0) ﬁ k —se (29)
2 C(se) o k+ s¢
ou 122
_ qglob
Egion = 72’”% (30)

9. Une meilleure estimation du reste dans I'éq. (27) est
O(kR.)* avec a = min(ue,1 — 2,0) pour s¢ € iRT et a = —s¢
pour s, €]0,1[ (auquel cas £ > 1).

ae 1 s 1 N
10. On utilise fo Fdx JH%(:c)m =22 WZHV ou la

fonction de Bessel J provient du développement d’une onde
plane sur les harmoniques sphériques.

F(2+Z75
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est relié au parametre & trois corps par ’éq. (19). Ceci
généralise la référence [46] au cas de deux bosons et d’une
impureté. De fagon remarquable, nous avons trouvé une
nouvelle forme analytique ne nécessitant pas le calcul des
racines ug n, n > 1, de la fonction transcendante A,(s) : 1

(leobR*>28Z (A +2s0) I (ve,0 — 50)1'(2 = 80)
2 (1 —2s0)T (ve0 + 80) (2 + s0)
. fe(S —1isg) — fo(S +1s¢)
X exp [—1/0 ds th(rS) (31)

ou la fonction fy est donnée par I’éq. (16). Ceci est aussi
explicite que possible puisque A(s) peut étre écrit expli-
citement grice aux égs. (6,7)!

La méthode de résolution de I’équation intégrale a éner-
gie nulle peut étre étendue au régime préefimovien 0 <
sp < 1.13 Tous les résultats (27-31) du cas efimovien
s’étendent directement au cas préefimovien. Pour 0 < s, <
1/2, le second membre de I’éq. (31) est positif. Pour 1/2 <
se < 1, il est négatif; cela signifie que R?s’f est négatif,
ce qui conduit dans I’éq. (12) & une condition aux limites
F(R) = (R/|Ri|)* +(R/|R:|)~* +O(R*"*) ne condui-

sant plus a un état lié a trois corps comme discuté dans
[53].

Il est intéressant de noter qu’a un rapport de masse
my/mao tel que s, = %, Gglob et 1/R; s’annulent comme
1—2sy en raison du premier facteur I" au dénominateur de
Iéq. (31) et a la propriété I'(z) ~ 1/z pour z — 0, ce qui
suggere une résonance a trois corps. S’il s’agissait d’une
véritable résonance a trois corps, cependant, on croirait
a la condition aux limites (12) & toute échelle d’énergie
beaucoup plus petite que 1'échelle d’énergie h?/(2m,. R?)
associée a la portée de I'interaction ; pour sy — % petit et
négatif, il y aurait alors un état trimere d’énergie de liai-
son Egop. Or, ceci est en contradiction avec une résolution
numérique de 1’éq. (23) pour n = —1 [46] et pour n = 1.

11. On utilise Videntité rutelflutitelflo—oilviie)

exp {—i fR+ 2 [In¥(z —is) — In¥(z + 15)}} avec ¥(z) =
:zijz et u,v > 0. Elle est valable pour tout s € iR™, et aussi
pour 0 < s < u,v. Pour I’établir, on remarque qu’elle est clai-
rement satisfaite en s = 0, et que sa dérivée logarithmique par
rapport a s s obtlent a partir de la formule §8.361(3) dans [52],
d
lnF( ) Inz — fR+WaVeC ReZ>O

12. Pour s¢ € ﬂRJr on prend le logarithme de ’éq. (31) pour
exprimer ¢glob R« de maniére univoque en termes de la déter-
mination habituelle de la fonction InI'(z), et on peut utili-

ser la forme numériquement plus commode 2i f O‘Sll dSfe(S) +

i 05 (1= sy ) Ue(S + lsel) — Je(S -

ment de la fonction exponentielle dans I'éq. (31).

13. Le seul point subtil est qu’il faut déplacer la ligne d’inté-
gration définissant la représentation de Fourier de k*d(k) consi-
dérée comme une fonction de X : au lieu d’intégrer sur la ligne
R +i0" comme dans 1’éq. (66) de [46], on doit intégrer sur une
ligne R+1iv, s¢ < v < 1+wy,0, pour passer entre le pole le plus
élevé isy de la transformée de Fourier provenant d’une racine
de Ay¢ et le pole le plus bas i(1 + ve,0) provenant d’un péle de
Ag.

|se])] pour largu-

Pour identifier la bonne échelle d’énergie Ey;,, en dessous
de laquelle les prédictions du modeéle de portée nulle enri-
chi (12) sont fiables, nous exigeons que pour ki, cosv =

(2m, Eyim)'/? /11 le terme sous-dominant de 1'éq. (27) soit
comparable au terme dominant ! :
Etim R« cosv = [Ag(1 — 5¢)| (32)

Comme Ay (s) o s —s; prés de sa racine sg, Ag(1—s;) s’an-
nule comme 1—2s, quand s; — 1/2, donc kjip, cOSV 2~ gglob
et Eim ~ Egon. Ceci explique I'absence d’état trimere
méme pour gglopft < 1. On peut donc calculer le coefli-
cient d’amas de 112 sur une étroite résonance de Feshbach
pres de s, = 1/2 en utilisant le modeéle de portée nulle en-
richi (12) seulement sous la condition

/{JBT < Eglob (33)
Lorsque sy est tres proche de 1/2, kpT devient en pratique
> FEgiop et on doit revenir au modele habituel de portée
nulle (10), sous la condition de validité (5) écrite pour
b= R,. L’équation (27) devient alors

sy=1
d(k) k%; (kR, cosv)~%/? — (kR. cosv) ~3/?[cte

+ In(kR, cosv)] + O[In(kR, cosv)(kR, cosv) ~1/?] (34)
Le terme dominant correspond a la condition aux limites
habituelle (10), et le terme sous-dominant est effective-
ment négligeable (& un facteur logarithmique prés) sous
la condition kR, cosv < 1.

Pour sy significativement éloigné de 1/2 par valeurs in-
férieures, ou pour s; imaginaire pur, les modeles de portée
nulle enrichis (12,17) prédisent toujours 'existence d’un
état trimere d’émergie de liaison Egon, ce qui est incor-
rect sur une résonance de Feshbach étroite. Cela signifie
que ces modeles ne sont jamais corrects a 1’échelle d’éner-
gie Eglopn. Dans le calcul des coefficients du viriel, nous
prenons donc comme condition de validité qualitative

2

2m,. R?2 (35)

kT <« Egloba

ce qui inclut automatiquement la contrainte obtenue ci-
dessus au voisinage de s, = 1/2. Les régimes de tempé-
rature quantitativement déterminés ou le modele habituel
de portée nulle a zéro parametre et le modele de portée
nulle enrichi & un parameétre peuvent étre utilisés pour
calculer le troisieme coefficient d’amas pour un rapport
de masse conduisant & s, € [0, 1/2] sont représentés sur la
fig. 2, en prenant comme exemple le cas bosonique n = +1
dans le secteur ¢ = 2. Ils confirment I'analyse qualitative
ci-dessus.

Sur la fig. 3, nous avons représenté le parametre a trois
corps R;, ou plus commodément ggion R+, en fonction du
rapport de masse mi/mso, dans le cas bosonique n = 1,
a tous les angles de masse pour ¢ = 0 et au voisinage du

14. La condition correspondante pour s, <> —s; met en jeu
A¢(1 4+ s¢) et est moins contraignante.
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)

k, T/(h/2m R

Figure 2. Pour n = +1 dans le secteur £ = 2, zone de validité
dans le plan (rapport de masse, température) de la théorie de
portée nulle habituelle a zéro parameétre (hachures noires) et
de la théorie de portée nulle enrichie & un paramétre (hachures
rouges) pour le calcul du coefficient d’amas Bz & l'unitarité
sur une résonance de Feshbach étroite de longueur de Feshbach
R... Sous la ligne noire en trait plein, la somme des termes de
degré —s2 — 1 et s2 — 2 en k est plus de 3 fois plus petite
que le terme de degré —s2 — 2 dans 1'éq. (27), pour kcosv =
(2m,ksT)"?/h. Sous le trait plein rouge, la somme des termes
de degré —sy — 1 et s2 — 1 dans k est plus de 3 fois plus petite
que la somme des termes de degré —ss — 2 et s2 — 2. Ligne
pointillée rouge : 1a ot kT = Ejgiob. Aux bornes de l'intervalle
de masse considéré, on a respectivement s; = 1/2 et s2 = 0.

seuil de 'effet Efimov pour ¢ = 2. Du c¢6té efimovien, nous
comparons également Egiop, aux quantités —e, exp[2m(q +
1)/|se|], pour les premiers états trimeéres ¢ = 0, ¢ = 1,
etc. du modele de résonance étroite de Feshbach, qui dans
la précision de la théorie de portée nulle coincident avec
Egion-

Avec notre nouvelle expression (31), certains résultats
analytiques explicites pour le parametre a trois corps peu-
vent étre obtenus dans la limite d’une impureté (particule
de Tespéce 2) lourde mo/my > 1 ou légére mo/my < 1,
en considérant le cas ou les particules de ’espéce 1 sont
bosoniques (n = +1) et en se limitant au secteur ¢ =
0. Dans la limite d’une impureté lourde v — 07T, nous
obtenons le développement

ob R 19 .
dglob Ty —5 + 7;) sin? v

+ O(sin* 1/)] (36)

ml/m2=0

12
m,/my=rtoo m, /m,=3+12
4 .

mI/m2=1

0
cos(2v)
003~ : ———

0,025~

0,021~

R,

2 0,015
)

0,01+

0,005

L L L L L L L
38,5 39 39,5 40
mI/m2

T T

Figure 3. Valeur de ggiob R« donnant ’échelle d’énergie globale
Egiob = h’q}1on/2m, [ou de maniére équivalente le parameétre
a trois corps Ry selon les égs. (13,19)] pour deux bosons iden-
tiques de I'espeéce 1 et une particule d’espéce différente 2 inter-
agissant avec une longueur de diffusion infinie dans ’onde s sur
une résonance de Feshbach étroite, en fonction du rapport de
masse m1/m2 ou de Pangle de masse v = arcsin %, dans
le secteur de moment cinétique £ = 0 pour (a) et £ = 2 pour
(b). Trait plein épais : valeur exacte éq. (31), & la fois pour
le cas préefimovien limité & s, €]0,1/2] [dans (b) & gauche de
la ligne pointillée verticale] et pour le cas efimovien s, € iR
[partout dans (a) et & droite de la ligne pointillée verticale dans
(b)]. Symboles reliés par des traits fins : dans le cas efimovien, &
partir des estimations Fgiob =~ —€q exp[2m(q + 1)/|s¢|] (exactes
pour ¢ — 400 ou |s¢] — 0), ol €, est Iénergie du géme
état trimere, ¢ € N, obtenue numériquement a partir de
Iéq. (23) quand c’est faisable (g = 0 : plus, ¢ = 1 : croix,
g = 2 : cercles); quand mi/ma — oo la partie basse du
spectre devient hydrogénoide [46] (plutot que géométrique) et
(—2m,€,)*?R./h — 400, d’oti les écarts & la courbe en trait
plein noir épais. En (a) les droites obliques en tiretés sont les
développements (36) et (37), ce dernier étant en réalité utile
sur une plage trés limitée, voir I'agrandissement dans 1’enca-
dré, et les lignes pointillées verticales repérent les rapports de
masse mi/mo = 1 et 3 + V12 ol cos2v = :I:%. En (b), gglob
s’annule au rapport de masse tel que s = 1/2, mais il ne s’agit
pas d’une véritable résonance & trois corps (voir le texte). La
longueur de Feshbach R. est liée a la portée effective & deux
corps par re = —2R, a l'unitarité.
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Dans la limite d’une impureté légeére v — 57, le dévelop-
pement analytique prend la forme ® :

leobR* Jo 29J2 1
dglobTtx 1
2 oE- { * [3((2—1—1) METTZ
_2 + _ cos’ v+ O(cos® v) » (37)
302 24(1+ )
ol nous avons introduit 2 = 0,567143... solution de

Nexp 2 =1 et les intégrales

1 QT
1
Jo = / drin ST 0505560...  (3%)
0 T
1 2T
Jo = / dregfjil —0,194862... (39)
0 T =

Le terme dominant au second membre de I’éq. (37) est en
accord avec [46], le terme sous-dominant est nouveau. Les
développements pour v — 07 et v — 5 sont représentés
par des lignes tiretées sur la fig. 3a.

4 Application a des mélanges atomiques
concrets

Pour illustrer les expressions analytiques obtenues dans
cet article, nous représentons sur la fig. 4 le troisieme co-
efficient d’amas dans le régulateur harmonique Bp; en
fonction de la température pour des mélanges boson-boson
(n = 1) unitaires réalistes, en considérant les espéces ato-
miques “Li, K et 8"Rb qui ont déja été refroidies ex-
périmentalement a tres basse température. Nous incluons
le cas d’un rapport de masse unité car il correspond a la
méme espece atomique prise dans deux états internes dif-
férents. Nous rappelons que les coefficients d’amas du gaz
homogene sont reliés a ceux dans le régulateur harmonique
par 1’éq. (3). Pour controler la troncature numérique dans
la somme sur £ dans I’éq. (4), nous utilisons ’équivalent &
grand ¢ résultant de la note 11 de [18] :

—1)¢ 1
or ~ n(. )Qe(. )
l—+oo T Sin 2v sin v

. 1 P
oh Qulz) = [, e F1
deuxiéme espéce 19, Les valeurs des quantités pertinentes,
telles que le rapport de masse, 'exposant d’Efimov sq,

(40)

est une fonction de Legendre de

15. Dans l'intégrale sur S sous I'exponentielle de 1’éq. (31),
on doit traiter séparément la contribution de S = O(1) et de
S & |so|. La premiére contribution conduit dans In(ggiobRx«) &
un terme linéaire en 7/2 — v qui compense exactement celui
provenant du logarithme des facteurs I" dans le préfacteur de
Péq. (31).

16. De la relation 8.723(2) de [52] on tire en outre 1'équivalent
Qe(1/sinv) ~ (x/0)Y?tan®(v/2)sin(v/2)/ cos*’? v pour £ —
400 mais garder ’expression exacte de ()¢ rend l’estimation
(40) beaucoup plus précise & £ modérément élevé, pour de pe-
tites valeurs de v.

I’échelle d’énergie globale Egop et ’énergie du trimere de
I’état fondamental €y, sont données dans la table. La com-
paraison de Egio, et —epe?™/ 150l indique dans quelle mesure
le trimere de I'état fondamental se trouve dans le régime
de portée nulle, ce qui devient marginalement le cas pour
le mélange rubidium-lithium. La connaissance de la valeur
de €y donne également la température de raccordement
kpT = |eo| entre le régime dominé par le trimére a basse
température By 1 ~ exp(Sleg|) et le régime fortement dis-

socié & haute température By 1 ~ % In(8Eg10b), voir [18]
et notre note 8.

2

10 E T T T LR R T T T T g
H— "Li’Li *Ro
I— "'k ]

) 41K41KS7Rb
10 f— XXX E
Fl— “Rb “Rb 'K ]
(:L [|— 41K41K7L1 1
m r— “Rb *Rb "Li 1

0

10 €
1 \
10 £ E
Ll L il L il L il L

10° 10° 10" 10° 107 10"

k, T/(h/2m R?)

Figure 4. Troisieéme coefficient d’amas dans le régulateur har-
monique Bz en fonction de la température, pour des mé-
langes binaires unitaires d’espéces atomiques bosoniques “Li,
41K et " Rb couramment utilisées dans les expériences sur les
gaz froids. Il n’y a pas d’interaction intra-espece. L’interaction
inter-espéce est traitée dans le modele de portée nulle avec
des conditions de contact a deux et trois corps invariantes
d’échelle, sauf dans le secteur efimovien £ = 0 ou les condi-
tions & trois corps font intervenir un parameétre R; comme dans
I’éq. (17), dont la valeur est obtenue & partir du modéle de ré-
sonance de Feshbach étroite de longueur de Feshbach R., voir
les égs. (19,31). Le modele de portée nulle a une applicabilité
limitée au régime de basse température (35), et a des rapports
de masse atomique pas trop grands de sorte que le trimere fon-
damental reste dans la limite de portée nulle. Ici, m, = %
est la masse réduite des deux espéces, et XXX’ correspond &
un mélange de deux états internes différents du méme isotope
atomique.

5 Conclusion

Nous avons considéré des mélanges binaires a 1’équi-
libre thermique de particules bosoniques ou fermioniques
sans interaction intra-espéce, mais avec une interaction
inter-espéce unitaire, c’est-a-dire de longueur de diffusion
infinie dans l'onde s et de portée réelle et effective bien
plus petite que la longueur d’onde de de Broglie ther-
mique, une situation qui peut étre réalisée expérimenta-
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Table 1. Pour toutes les combinaisons possibles des espéces bosoniques "Li, #'K et 8"Rb, les quantités physiques du probléme
a trois corps 112 qui entrent dans le troisiéme coefficient d’amas correspondant Bs 1 (voir le texte). Le cas X — X', avec un
rapport de masse unité, correspond a un isotope atomique donné pris dans deux états internes différents. L’interaction entre
les espéces 1 et 2 est décrite par le modeéle de résonance Feshbach étroite de longueur Feshbach R.. L’énergie correspondante
du trimere de Iétat fondamental eo [lorsqu’elle n’est pas trop faible pour étre obtenue numériquement & partir de 1'éq. (23)]
et 1’échelle d’énergie globale Fgop, liée au parameétre & trois corps par I'éq. (19) sont données en unités de h%/2m, R2. Pour les
rapports de masse considérés, l'effet Efimov est présent dans le secteur £ = 0 seulement, et on a s; > 1 dans tous les autres

O

secteurs. La partie non efimovienne B3 efim e By est la somme du premier terme de 1’éq. (21) pour £ = 0 et de toutes les
contributions de ¢ > 0 dans 1’éq. (4), elle est indépendante de la température et du parameétre & trois corps.

espéce 1 espece 2 mi/ma Im sg —€0 —eoe’™ [so Egiob B;‘ﬁ“ efim
Li STRb  0,080728 0,055037 - - 0,845022 —0,13645
Li 4K 0,17128  0,108458 6,12 x 1072¢  0,884(1)  0,884068 —0,14692
4K 8"Rb 0,47132  0,246214 9,13 x 107! 1,104669  1,104669 —0,17285
X X/ 1 0,413697 4,07 x 1077  1,606453  1,606449 —0,20539
8"Rb HK 2,12171  0,644404 1,55 x 107* 2,663601  2,662428 —0,25361
UK "Li 5,8383  1,073851 1,50 x 1072 5,221479 5125277 —0,31954
8TRb "Li 12,3873  1,521051 1,29 x 107* 8,038473  7,329207 —0,20990

lement avec des atomes froids. Les propriétés du systéme
dépendent alors de maniére cruciale du rapport de masse
des deux especes.

En généralisant des résultats connus, nous avons ob-
tenu, dans le cadre du modele de portée nulle, des expres-
sions analytiques pour les troisiémes coefficients d’amas
ou du viriel, en termes d’intégrales du logarithme des
fonctions transcendantes d’Efimov. Cela a été rendu pos-
sible par 'invariance d’échelle des conditions de contact
de Wigner-Bethe-Peierls a deux corps. En général, le ré-
sultat dépend de parametres a trois corps R; apparaissant
dans les conditions de contact & trois corps, soit parce que
Peffet Efimov est présent (un exposant d’échelle s est ima-
ginaire pur), soit parce que le systéme est dans le régime
préefimovien (un exposant d’échelle s est réel et proche
de zéro, car le rapport de masse est proche d’un seuil de
Peffet Efimov).

Pour prédire la valeur des parametres a trois corps,
nous avons utilisé le modele microscopique d’une réso-
nance de Feshbach infiniment étroite de longueur de Fesh-
bach R., ce qui devrait également supprimer les pertes de
particules a trois corps dans les expériences. Nous avons
ensuite obtenu une nouvelle expression analytique pour
Ry, sous la forme d’une intégrale faisant intervenir & nou-
veau le logarithme de la fonction transcendante d’Efimov,
a la fois dans les régimes efimovien et préefimovien. On
constate que R; diverge pour s = 1/2, sans qu’il s’agisse
d’une véritable résonance a trois corps, car les conditions
de contact a trois corps ne représentent fidelement la véri-
table interaction microscopique qu’a des échelles d’énergie
bien inférieures a h?/m, R? (et & h?/m, R?, évidemment),
avec m, la masse réduite des deux especes. En particu-
lier, dans le modele de résonance de Feshbach étroite, il
n’existe pas d’état trimere dans le régime préefimovien,
contrairement a ce que prédit le modele de portée nulle.

Enfin, nous avons appliqué ce travail analytique a un
calcul explicite des troisiemes coefficients d’amas en fonc-
tion de la température pour toutes les combinaisons bi-
naires de trois especes atomiques bosoniques couramment
utilisées dans les expériences d’atomes froids.
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