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FROTTEMENT, ADHESION, LUBRIFICATION. — Une formulation du contact a
frottement sec; application au calcul numérique. Note de Jean Jacques Moreau, présentee
par Paul Germain.

La loi usuelle du frottement sec est mise sous une forme évitant d’exhiber la composante normale et la
composante tangentielle de la réaction. On en tire un algorithme numeérique pour la dynamique de systémes a
contact unilatéral, avec chocs éventuels inélastiques.

FRICTION, ADHESION, LUBRICATION. — A formulation of contact with dry friction; computational
application. ‘

The usual law of dry friction is turned into a statement which does not involve splitting the contact force into
its normal and tangential components. A numerical algorithm is derived for the dynamics of systems with
unilateral contact; possible shocks are inelastic.

EXPRESSION DU FROTTEMENT. — Soient deux solides &, et #,; §’ils demeurent en contact
durant un intervalle de temps, la vitesse de glissement V,{(M,) de %, par rapport a &,
au point de contact M, notée simplement V dans ce qui suit, est en é€lément de T, plan
vectoriel tangent commun en M a l'instant considéré aux surfaces des deux corps (bien
défini si 'une au moins des deux surfaces est réguliere). La loi du frottement sec, loi de
Coulomb ou son extension au cas d’états de surface anisotropes [1], édicte une relation
entre V et la réaction (M, R) que subit ¥, de la part de &,.

Classiquement, R est décomposé en sa composante Ry selon T et sa composante
normale Ryn(n : vecteur unité normal dirigé vers &,). Pour chaque valeur de Ry
(positive ou nulle, car le contact est supposé non adhésif) il ressort une relation entre Ry
et V d’un type aujourd’hui usuel, dans divers domaines de la thermomécanique, exprimeée
au moyen d’un sous-différentiel ou, de fagon équivalente, au moyen d’une inéquation
variationnelle exprimant un « principe de dissipation maximale » [1]. Une telle formula-
tion se montre surtout efficace dans le cas, trés spécial mais dont il existe des exemples
réalistes, ou Ry se trouve directement connu; elle est en outre exploitable par des
techniques de point fixe faisant ressortir Ry comme inconnue [2].

La présente Note propose une formulation équivalente a la précédente, évitant la
décomposition de R.

Dans I’'espace E; des vecteurs de ’espace physique, est donné le cone de frottement C,
d’usage traditionnel en Statique : cone convexe fermé (de sommet zéro) contenant n;
dans le cas du frottement isotrope de Coulomb, il est de révolution autour de n.

Des raisonnements d’Analyse Convexe ¢lémentaire [3] fournissent 1’équivalence de ce
qui précéde a
(2) — Veprojp 0V (R).

Le sous-différentiel oy de la fonction indicatrice /- de I’ensemble C est entendu au sens
du produit scalaire euclidien de E; : c’est le cOne normal sortant au point concerné R de
C (réduit au zéro de E, st Reint C, vide si R¢C).

Cette formulation peut, a son tour, se transformer comme suit. Vu que VeT équivaut
a N (V)=TH, (2) équivaut a

(3) 0e V4 (V)+ Y- (R).

En définissant la fonction 6 : Vi—1/2|V|?+y;(V), on donne finalement 4 la loi (2)
la forme, d’ailleurs adaptable a d’autres types de loi de résistance (par exemple, plasticité



avec loi d’écoulement et critére « non associes ») :
(4) Oed¥-(R)+00(V).

Exemple. — L’exemple simple qui suit montre comment se formule la dynamique d’un
systéme comportant une résistance de cette sorte, en prenant en compte aussi le caractere
unilatéral de la liaison de contact.

Dans la région f<0 de I’espace physique, limitée par la paroi matérielle fixe d’équation
f=0, est confiné un point matériel, de masse m (petit objet qui, en cas de contact avec la
paroi, est supposé frotter sans rouler ni basculer). Ce point est soumis par ailleurs a une
force définie comme fonction de sa position g, de sa vitesse g=u et, éventuellement, du
temps, soit Q(t, g, u).

Pour un mouvement au contact de la paroi, I’élimination de la réaction entre (4) et
équation de la dynamique laisse linclusion différentielle

(3) Ocdc(md—Q(t g, 9)+30(q)-

Le plan vectoriel tangent T a la surface f=0 (d’ou la fonction 0) et le cone de frottement
C sont des fonctions connues de g, définies pour f (g)=0.

La méme inclusion différentielle régira les mouvements éventuels sans contact avec la
paroi si ’'on pose la convention

(6) si f(g)<0, alors T(q)=E, et C(g)={0}.

ALGORITHME. — Une des sources d’intérét de (5) est de suggérer des techniques de
différences finies pour I'approximation numérique des solutions, a partir d’'une donnéee
initiale.

Notons g, u; les valeurs de la position et de la vitesse au début du pas de temps (1,
t,+h); & ce pas on associe gy, « position test » et u;, « vitesse libre ». On calcule comme
suit les valeurs finales gy, ug:

17 étape. — Calculer

1 h h
qM=QI+5huls QMzQ(tI'*'Es qms ul)s up =+ ;;QM

2° étape.
* si f(gy) <O ou u,; .grad f(gy) =0 alors up=uy,
* sinon ug est déterminé par une discrétisation semi-implicite de (5) :

(6) Oedyc ( _?E (U — uL))+ 08 (ug),

ou la fonction 0 et ’ensemble C sont évalués au point gy.

Parce que la multifonction Vi est positivement homogéne de degré zéro, le facteur m/h
peut étre effacé et ’Analyse Convexe é¢lémentaire fournit immédiatement la solution
unique de (6) : ug est le point proximal de I'origine dans I'ensemble T (qy) M (C(gm) +uy)-
Pour la loi de Coulomb isotrope cet ensemble est un disque, d’ou calcul particulierement
simple.

3¢ étape. — Calculer

1
dr=qu+ ‘2‘huF-

Il faut naturellement s’attendre a voir le point g, violer légérement I'inégalité f<0.
On aura donc prolongé, de fagon continue arbitraire aussi simple que possible, la
définition de C(g) et de 8, & des valeurs de g telles que f (g)>0.



Avec une précision d’autant meilleure que la discrétisation est plus fine, I’algorithme
préserve automatiquement la condition f (q) £0; pour une procédure additionnelle amé-
liorant a cet égard la qualité de ’approximation, voir [3).

La mise en équation du mouvement d’un point au contact de la surface f=0 demande
traditionnellement le calcul des dérivées secondes de f. L’algorithme ci-dessus n’en a pas
besoin : I'effet de courbure est pris en compte simplement par le calcul fait de grad f a
chaque pas.

CaLcuL DEs CHocs. — Ce qui précede suppose un mouvement regulier, débutant par
exemple le long de la paroi : dans ce cas I’'algorithme exhibera de lui-méme un éventuelle
cessation ultérieure du contact et le mouvement libre consécutif.

Si au contraire un mouvement, débutant dans la région f<0, aboutit a la paroi on ne
pourra espérer en général la continuité de u. On constate que I’algorithme appréhende
sans difficulté cette éventualité; si d’un pas au suivant le branchement de la deuxiéme
étape bascule du premier cas au second, le calcul livre un saut de u; a up représentant le
choc. Tout cela tient & ’homogénéité positive de degré 1 de la multifonction .. Grace
a elle la notion de solution de (5) peut s’entendre au sens des mesures différentielles,
défini dans [4] et [S] en supposant la fonction g @ variation localement bornée. Les chocs
a frottement sec schématisés ici généralisent les « chocs inélastiques standards » introduits
dans [4] et [5].

On peut trouver dans [3] des applications d’algorithmes du type ci-dessus a des
situations usuelles : petit objet reposant sur une table vibrante, « broutage » d’un oscilla-
teur présentant un contact unilatéral a frottement sec avec une paroi de mouvement
imposé.

Remarque. — L’interprétation de (5) au sens des mesures différentielles suppose que la
fonction t+ g est intégrale d’'une fonction a variation localement bornée ¢+ u; cette
derniére n’est pas canoniquement précisée (on peut la modifier arbitrairement sur un
ensemble de mesure nulle), mais le sont les deux fonctions t—u~ et t—u™ vitesse a
gauche et vitesse a droite. C'est u* qui sera substitué a g dans le terme 00 mais u~ dans
la fonction Q; on pourra par ailleurs admettre que le cone de frottement C(gq) dépend
aussi de 4~ : cela permet notamment de prendre en compte la distinction empirique entre
coefficient de frottement au repos et coefficient de frottement de glissement. L’algorithme
semi-implicite décrit ci-dessus appréhende cela parfaitement.

Remise le 24 fevrier1986.
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