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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Probléme d’évoluiion associé & un
convexe mobile d’'un espace hilbertien. Note (*) de M. Jeax Jacours
Mogreau, présentée par M. Jean Leray.

1. FormuraTion. — Le probléme suivant est issu de la théorie des
systémes mécaniques élastoplasiiques ().

Soit H un espace hilbertien réel; soit I un mntervalle de R (non nécessai-
rement fermé ni borné), contenant son origine t,. On donpe une multi-
application ¢+ C (t), de I dans H, & valeurs convexes fermées non vides,
autrement dit, en langage de cinématique, un ensemble convere mobile
dans H. On note > J (¢, z) la fonction indicatrice de C (f)} [valeur 0 si
z€C (t), sinon -+ o0].

Soit a€C (t,); on demande de déterminer une application (univoque)
u:1— H, absolument continue sur tout sous-intervalle compact, telle que
u (t,) = a et que, pour presque tout i,

L) — g Ed’# t u @)

Rappelons que 'ensemble ¢ (2, z), sous-différentiel de la fonction ¥ (¢, .)
au point x, est égal au cone des vecteurs ¢ normaux » & C (¢}, dans le sens
sortant, au point z [ensemble vide si et seulement si zg C (¢); réduit & {0},
en particulier, si z est point intérieur de C (¢)].

Au moine dans le cas particulier ot C (t) posséde un intérieur non vide,
I'équation d’évolution (1) admet une illustration mécanique intuitive :
le point mobile ¢+ u (t) reste au repos tant qu'il se trouve 4 l'intérieur
de C (¢); lorsqu'il est atteint par la frontiére de cet ensemble, u prend un
mouvement dans une direction normeale entrante, comme poussé par
ladite frontiére, de maniére & continuer d’appartenmir & C; c'est ce que
nous appelons un processus de rafle.

Des équations moins spéciales que (1) ont déja souvent été étudiées :
on peut par exemple remplacer le second membre par 97 (¢, u (8)) ol
©:H—+ R est convexe s, c¢.i. et, plus généralement par A (¢, u (t)), e
notant & > A (1, ) une multiapplication monotone mazimale de H dans H.
Mais, si 'on exeepte des travaux de H, Brézis (*) et de J. C. Peralba (%),
il est habituellement supposé que dom A = {z€H: A (i, z) £ O} est
indépendant de t. Au contraire ici il est essentiel que dom ¢} = C varie :
outre 'intér8t de ses applications, le présent probléme a l’avantage de
faire ressortir, en quelque sorte 4 I'état pur, les difficultés afférentes &
la variation du domaine.

Pour la démonstration des assertions qui suivent, nous renvoyons a (*).



2. APPROXIMATIONS EN ESCALIER ET ALCORITHEME. — Selon la termi-
nologie d’une Note précédente (*) nous supposons que la multiapplication
¢ — C (f) est 4 rétractior finie. Alors, pour tout ¢, € I (distinct de I'extrémité
éventuelle de cet intervalle) existe I’ensemble limite 4 droite noté C* (¢,),
convexe fermé non vide.

Soit P une partition finie de [ en sous-intervalles quelconques
L, I, ..., I, (indexés dans’ordre de leur succession : I, est donc d’origine L.,
“éventuellement réduit & ce point); on notera ¢+~ C; (¢) la multiapplication
en escalier prenant sur chaque intervalle I; de P la valeur constante C, {1}
définie comme suit : si I; contient son origine #;, on prend G, (1) = C (&};
sinon C, (I;) = C~ (). Soit ¢~ u, (t) application en escalier de [ dans H
prenant sur chaque intervalle 1; la valeur constante wu, (I;) déterminée
par la lol de récurrence suivante :

; us (L) = g,
{ up (1) = proj (ue (L—:), Cp (1,)).

Sur I’ensemble € des partitions finies de I en sous-intervalles on définit
un ordre filtrant & droite en écrivant P <X P’ si P’ est un raffinement de P.
Alors des inégalités élémentaires concernant les projections sur un convexe
d’un espace hilbertien permettent d’établir :

2

Prorosttion. — 8t la multiapplication C: 1 - H est & rétraction finte,
la famille d’applications en escalier u,:1 —+ H converge, uniformément
sur tout compact de 1, selon la base de filtre des sections de (:, =) vers uns
fonction t — u (1) €C (¢).

DérpviTion. — On dira gue la limite w ci-dessug est la solution faible
du probléme de rafle par le conveze mobile C, pour la donnde initiale u (&) = a.

Cette solution faible peut, en particulier, 8ire atteinte comme limite
d’une suite ordinaire de fonctions en escalier : chacune d’elles est construite
parla cascade de projections décrite en (2}, ce que nous appelons I"algorithme
de rattrapage; elle est, si 'on veut, solution faible du probléme de rafle
pour une multiapplication en esecalier qui approche C en un certain sens;
une inégalité analogue & I'inégalité (3) ci-aprés permet alors de majorer
Uerreur commise lorsqu’on adopte cette fonction en escalier comme
approximation de u.

3. PROPRIETES DES SOLUTIONS FAIBLES. — &, Variation. — Pour tout
sous-intervalle compact [¢,¢] de I, on a

var(u; ¥y f)ﬁm{cd 3y t)évar(ci 3, 1)

(le dernier membre représente la variation de C au sens de la distance de
Hauedorfl). En particulier, si C est & rétraction finie continue (resp. abso-
lument continue, resp. lipschitzienne de rapport ), la fonction u est continue
a variation finie (resp. est absolument continue, resp. est Lipschitzienne
de rapport ).



b. Discontinuités. — La fonction u posséde une limite & gauche w— (¢,)
pour tout ¢, €1 (distinct de &), une limite a droite u™ (f;) pour tout {, €1
(distinct de 'extrémité éventuelle de cet intervalle) et on a

u (t)=proj(t—(t), C ()},
u+ () == proj (u (&), C+ (&)

¢. Altération des données. — Soit t+ D (1) une autre multiapplication
de I dans H, & valeura convexes fermées non vides, & rétraction finie, et soit
£+> o (t) une solution faible du probléme de rafle pour D. Soit [¢,¢] un
sous-intervalle compact de I; si v est un majorant de la distance de
Hausdorff & (C (8), D (6)} pour 0€[s,¢], on a

) Jul—~v@F —lu)—~vEF<2(ret (C; 5, + ret (D; 5, D) p.

d. Changement de variable. — 11 est intuitif que le processus de rafle
associe ]a succession des positions du point mobile u 4 celle des confi-
gurations du convexe mobile C d’une maniére indépendante de Dharaire;
cela se précise comme suit : ‘

Soit I'CR un intervalle contenant son origine £,; soit = une application
surjective croissante (peut &tre non strictement) de I’ sur I et soit la multi-
apphcation C'=C«% de ' dans H, c'est-a-dire C" (f') == C (= (¢'}). On
trouve que u’: 1" = H est solution faible du probléme de rafle pour C’ s1
et seulement si il existe u, aqutmn fuible du probléme de rafle pour C,
telle que: w == yow,

4. EXISTENCE DE $0LUTIONS FORTES.

ProrosiTion 2, — Sila multiapplication ¢+ C (&) est & rétraction absolument
continue sur toul sous-intervalle compact de 1, la solution faible définie en 2
est forte c'est-d-dire qu’elle salisfait aur exigences formulées en 1. -

On peut établir cela en invoquant d’abord un changement de variable
st ht + r(t) (k:réel strictement positif; r:fonction ¢ rétraction
* indéfinie v de la multiapplication C); la théorie du changement de variable
dans l'intégrale de Lebesgue, puis le fait que le second membre de (1)
est un ensemble conique, raméne la recherche des solutions fortes de cette
équation A celle des solutions fortes de I’équation correspondant au
convexe mobile C* == C o =, lequel est & rétraction lipschitzienne de rapport 1
sur I'intervalle I’ = =~ (I). La solution faible du probléme de rafle pour C’
est limite d’une suite de fonctions en escalier de pas tendant vers zéro :
les régularisées « polygonales» (c’est-d-dire aflines par morceaux et
continues) de ces fonctions en escalier sont des fonctions lipschitziennes
de rapport 1, donc & dérivée dans la boule unité de Ly {I'). Pour tout K,
sous-intervalle compnct de I’, la boule unité de L; (K) s’injecte naturel-
lement dans un ensemble de Lj (K}, compact pour la topologie fmible
o (Ly (K), L (K)). L’extraction d’une sous-suite convergente pour cette
topologie faible conduit finalement au résultat annoncé, par des consi-



dérations familidres d’analyse convexe [par exemple, I'usage de fonction-
nelles convexes définies sur Ly (K) par des intégrales, ou bien encore la
construction d’une suite fortement convergente dans Ly (K) au moyen
de barycentres de termes de la suite précédente].

5. REMarQues. — Les hypothéses de régularité ‘de ¢t C (&) formulées
au moyen de la notion de rétraction paraissent extrémement hien adaptées
au présent probléme. Il est clair en effet que si, au moins au voisinage du
point u (t,} de H, ce convexe mobile se trouve ¢en expansions sur un
intervalle [i,, &, 4 ¢], la fonction constante u (f) = u (¢,) est solution de (1)
sur cet intervalle sans qu'il soit besoin d’invoq'uer aucune hypothése de
régularité du mouvement de C. Une certaine régularité est utile seulement
au cas ol C ¢se rétractee.

Naturellement l'usage le plus fréquent de la présente théorie concer-
nera le eas particulier de convexes & pariation finie continue (resp. ahso-
lument continue, resp. lipschitzienne) au sens de la distance de Hausdorff.
Avec ces hypothéses plus fortes, nous avons également pu étudier I’équa-
tion (1) par la technique de régularisation de Yosids, laquelle ici équivaut
d’ailleurs au remplacement de la fonction indicateice { du convexe C
par une fonction da pénalisation de cet ensemble {°).
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