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Abstract

We propose an extended particle model whose evolution is deterministic. In dimension 2, the extended particle is
represented by four points that define a small elastic string that vibrates, alternating between a creation process and an
annihilation process.

First we show how the spin and the Heisenberg uncertainty relations emerge from this extended particle. We then
show how the complex action associated with this extended particle satisfies, from a generalized principle of least action,
a second order complex Hamilton-Jacobi equation. Third, we show that the wave function, which admits this action as
a complex phase, satisfies the Schrodinger equation. Finally, we show that the gravity center of this extended particle
follows the trajectories proposed by the de Broglie-Bohm interpretation.

This model is built on two new mathematical concepts : complex analytical mechanics on complex-valued functions,
which we have introduced [2, 3] following Malov [1], and a periodic deterministic process, which we have developed
[9, 10].

Résumé

Nous proposons un modele non ponctuel de particule en dimension 2 : la particule étendue est représentée par quatre
points qui définissent la structure d’une petite corde élastique qui vibre, en alternant entre un processus de création et un
processus d’annihilation.

Nous montrons d’abord comment le spin et les relations d’incertitude d’Heisenberg émergent de cette particule
étendue.

Nous montrons ensuite comment 1’action complexe, associée a cette particule étendue, vérifie, a partir d’un principe
de moindre action généralisé, une équation d’Hamilton-Jacobi complexe du second ordre. Alors la fonction, qui admet
cette action comme une phase complexe, vérifie I’équation de Schrodinger.

Finalement, nous montrons que le centre de gravité de cette particule étendue suit une trajectoire de Broglie-Bohm.

Ce modele est construit sur deux concepts mathématiques nouveaux : une mécanique analytique complexe générali-
sant ’analyse non linéaire Minplus que nous avons introduit [2, 3] & la suite de Maslov [1] et les processus déterministes
périodiques que nous avons développé [9, 10].

1 Un modele de particule étendue et sa trajectoire

Dans un repere orthonormé de 1’espace R?, considérons les quatre sommets u! = (}), u? = (fl), uld = (:}) et

ut = (‘11) du carré unité. Il existe deux permutations circulaires de ces quatre sommets, I’'une s dans le sens des
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aiguilles d’une montre, I’autre s~ dans le sens inverse. On a pour chacune de ces deux permutations s € S = {sT, s~}
et pour tout j = 1...4, s*u?/ = uJ.

On considere une particule étendue représentée par quatre points. Pour tout pas de temps € > 0 et a chacune des deux
permutations s € .S, I’évolution de ces quatre points, au temps ¢ = ne avecn = 4qg + r (n, ¢, r entiers et 0 < r < 3),
est définie par la partie réelle des 4 processus discrets Z7(t) € C? (j = 1...4) suivants :

ZI(ne) = Z7 ((n — 1)e) + V(4qe)e + y(s"u? — s" 1) (1)
Z1(0) = Zy  pour tout j, 2)

&€

oty = (1+41)4/ %, V(t) correspond a une fonction complexe continue , 7 est la constante de Planck, m la masse de

la particule, et Zj est un vecteur donnée de C2.
Soit Z.(t) la solution dans C? du systéme discret défini a I’instant t = n e avec n = 4q+r (n, g et r entiers et 0 < r < 3)
par :

Z.(ne) = Z.(ne — €) + V(4qe)e 3)
Z.(0) = Zo. @)

On vérifie alors par récurrence que I’on a en tout instant ¢ = ne :

. . 3 S
Zl(ne) = Z.(ne) + (1 +14)4/ 4—8 (s"u — ). Q)
m
Comme s*u? = u/, on déduit de (5) que ZI (4qe) = Z.(4ge) pour tout .

Comme Z;j s"u/ = 0, on déduit de (1) que le processus Z.(t) correspond & la moyenne des quatre processus

Zi(t). Sa partie réelle X (t) peut étre interprétée comme la position moyenne de la particule. La position X7 () de
chaque point j = 1...4, partie réelle du processus Z7 (t), vérifie 1’équation :

X (ne) :)Z(ne)—i—\/% (s"u! — ). (6)

Cette équation donne 1’évolution des 4 points de la particule étendue par rapport a son centre de gravité. L’ évolution
de cette particule étendue sur une période de 4 ¢ est visualisée sur la figure 1. On considérera que les quatre points X7 ()

FIGURE 1 — Evolution des quatre points de la particule étendue sur une période 4 € de la gauche a la droite (ponctuelle
a 4qe, en extension a (4q + 1)e et (4q + 2)e, puis en contraction en (4q + 3)e et 4(q + 1)e).

de la particule définissent la structure d’une corde. Le mouvement de ses quatre points correspond a la vibration de la
corde. A I'instant ¢ = 4qe, les quatre points sont au centre d’un carré et la longueur de la corde a cet instant est donc
nulle. Aux instants ¢ # 4qe, elle prend une extension. Aux instants (4q + 1)e et (4q + 3)e, les quatre points sont au
centre des arétes du carré. A I'instant (4q + 2)e, les quatre points sont sur les quatre sommets du carré. Bien plus, cette
interprétation suggere une sorte de processus de création entre les instants ¢ = 4qe et (4q + 1)e suivi d’un processus
d’annihilation entre les instants (4q + 3)e et (4q + 4)e.

L équation (5) entraine ZJ (t) = Z.(t) + O(y/Z) pour tout j et tout ¢ = ne.

Soit Z(t) la solution de 1’équation différentielle classique :

dZ(t) _
T V() @)
Z(0) = Zy. (8)

Puisque V(t) est continuement différentiable, nous avons Z.(t) = Z(t) + O(e) pour tout t = ne, et donc Z4(t) =
Z(t) + O(y/€). On en déduit



Théoreme 1. - Chaque processus Zg (t) converge continuement vers la trajectoire classique A (t) quand e — 0.
Terminons cette section par quelques remarques sur les processus Z7 (¢).

Remarque 1. - Les quatre processus Z2 (t) ressemblent aux processus stochastiques de Nelson [11] basées sur les pro-
cessus de Wiener, mais contrairement aux processus de Nelson ils sont déterministes. Cependant, bien que déterministes,
ces processus paraissent aléatoires par rapport a l’extension spatiale de la corde car, a l'instant t, le reste modulo 4 du
nombre n = é est un nombre pseudoaléatoire.

Remarque 2. - Feynmann et Hibbs montrent que les "important paths" de la mécanique quantique, bien que continus,

sont tres irréguliers et nulle part différentiables. Ils admettent une vitesse moyenne limpa;__,o+ (W> = v, mais non

une vitesse quadratique moyenne car ((“1-")2) = b [ es quatre processus X1(t) vérifient les mémes propriétés
que les chemins de Feynmann, de plus en plus irréguliers et non différentiabes quand € — 0% ; cependant, la valeur de
€ = At bien que tres petite reste finie.

2 Emergence du spin et des relations d’incertitude d’Heisenberg

On a associé a une particule étendue quatre points et un cycle de variation en quatre instants durant la période T = 4e.
On fait I’hypothese que les propriétés d’une telle particule correspondent a la moyenne des propriétés des quatre points
pris sur les quatre instants de la période. On obtient les théoremes suivants :

Théoreme 2 ([12]). - Pour tout ¢ > 0, la particule étendue correspondant a la partie réelle des processus (1) et (2),
admet un moment angulaire intrinséque moyen s, = —% pour la permutation s+ et s, = —l—g pour la permutation s~ .

Théoreme 3 ([12]). - Pour tout ¢ > 0 et pour tout s € S, la particule étendue correspondant a la partie réelle des
processus (1) et (2) vérifie les relations d’incertitude d’Heisenberg :

(Az) - (Apg) = g )

3 L’équation d’Hamilton-Jacobi complexe du second ordre

Nous montrons que I’évolution correspondant aux processus Z7(t) définis par les équations (1) et (2), est régie
par une équation d’Hamilton-Jacobi complexe du second ordre. Pour cela, nous utilisons une mécanique analytique
complexe et un principe de moindre action généralisé. La mécanique analytique complexe est une généralisation de
la mécanique analytique classique, avec des objets ayant une position complexe Z(t) € C2, une vitesse complexe
V (t) € C?, et utilisant le minimum d’une fonction complexe et I’analyse minplus complexe que nous avons introduit
dans [6, 7, 8].

On peut alors définir une action d’Hamilton-Jacobi complexe pour la particule étendue correspondant aux processus
(1-2). On se donne, a I’instant 0, une action complexe S 0 (Z), fonction holomorphe de C? dans C. L’action d’Hamilton-
Jacobi complexe associée aux processus (1-2) est obtenue a partir d’une généralisation du principe de moindre action.

Définition 1. - On définit I’action complexe S (Z,t) par I’équation d’optimalité suivante définie aux instants t = 4qe :

S.(Z, %1 Z{s Z —V(t)e —y(s*u? — s3u?),t —e) + L(Z,V(t), t)e} (10)

ot le min est pris au sens du minimum complexe sur les vitesses complexes possibles V (t). Pourt = 0, on a la condition
initiale :
S.(2,00=8(2) VZecC2

Théoréme 4 ([12]). - Si un processus complexe vérifie le nouveau principe de moindre action (10) et admet L(x, &, t) =
%mx’z — V (z) comme Lagrangien, alors I’action complexe vérifie I’équation d’Hamilton-Jacobi complexe du second

ordre :

881

VTR (v&) V(Z) - i%AS =0 V(Z,t)eC*xR" (1)

S(Z,00=8"(Z) VvZecC™ (12)



4 L’équation de Schrodinger

En posant comme fonction d’onde ¥ = e'® eten prenant la restriction de (11-12) a la partie réelle de Z, le théoréme
4 devient :

Théoréme 5 ([12]). - Si un processus complexe suit le nouveau principe de moindre action (10) et admet L(z,x,t) =

%mj:Q — V (z) comme Lagrangien, alors sa fonction d’onde W vérifie I’équation de Schrodinger :

in2Y —ﬁ—QA\I/ +V(X)T  V(X,t) e R? xR
ot 2m ’

U(X,0)="0"X) VX eR%
et la trajectoire du centre de gravité de la particule X (t) vérifie I’équation différentielle classique :

dX(t) VS S
—= =2 X(0)= X, (13)

Cette trajectoire est celle proposée par de Broglie [13] et Bohm [14] (cf. figure 2).

0 1 2 3 4 6 7 8 10

FIGURE 2 - Simulation des trajectoires d’électrons définies par la théorie de de Broglie-Bohm au sortir des deux fentes
dans I’expérience d’interférence de Young (données numériques issues de 1’expérience de Jonsson [15]). Le centre de
gravité de la corde vibrante suit ce type de trajectoire. L’ordre de grandeur de € si I’on considere la longueur d’onde
de de Broglie est de 10~2"s sachant que le temps de parcourt d’un électron le long de ces 10cm de trajectoire est
d’environ 10~?s. Cela corresponds a 107! cycles contraction/extension de la corde le long de ces 10cm. De plus, la
taille maximale de la corde est dans ce cas de I’ordre de 10~ 12m.



Remarque 3. - Pour préciser notre modeéle, il faut faire un choix de . L’hypothese la plus naturelle est de le lier a la
longueur d’onde de de Broglie ou a la longueur d’onde de Compton. Or, le mouvement interne du processus (1-2) a une
période de 4. On peut alors identifier cette période a celle de de Broglie en posant :

A h
4e=T="2L=— (14)
v muv
ou a celle de Compton en posant
A h
4e=T="C= ", (15)
c me

Avec I’hypothese de la longueur d’onde de de Broglie, € varie le long de la trajectoire en fonction de la vitesse de la
particule. Par contre, avec I’hypothese de la longueur d’onde de Compton, € reste constant le long de la trajectoire.
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