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Une nouvelle approche dans

la théorie des entiers friables®

R. de la Bretéche & G. Tenenbaum

Abstract. Using a new approach starting with a residue computation we sharpen some of
the known estimates for the counting function of friable integers. The gained accuracy turns
out to be crucial for various applications, some of which concern fundamental questions
in probabilistic number theory.

Keywords: Friable integers, saddle-point method, Montgomery—Wirsing inequality,
transfer principle, zero-free regions, exponential sums over primes.

Résumé. Gréace a une nouvelle approche, dont le point de départ est un calcul de résidu,
nous précisons certaines des estimations connues pour la fonction de comptage des entiers
friables. Le gain se révele crucial pour diverses applications, dont certaines concernent des
questions fondamentales de la théorie probabiliste des nombres.

Mots clefs : Entiers friables, méthode du col, inégalité de Montgomery—Wirsing, principe
de transfert, région sans zéro, sommes d’exponentielles sur les nombres premiers.

1. Introduction

Désignons par Pt (n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel générique n,
avec la convention P+ (1) = 1. Etant donné un parametre y > 2, on dit qu’un nombre n
est y-friable §’il vérifie PT(n) < y. L’étude des entiers friables occupe depuis une
trentaine d’années une place privilégiée dans le développement de la théorie analytique
et probabiliste des nombres. Le lien direct avec I’hypothese de Riemann est explicité
dans [11]. On trouvera, entre autres, dans les survols [14], [17], [9], dans les actes de
colloque [7] et dans la monographie [19] une liste non exhaustive des motivations de cet
engouement et une description de nombreux résultats fondamentaux de la théorie.

Notons classiquement S(z, y) ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x et W(zx, y)
son cardinal. Amorcée par Dickman en 1930, I’étude asymptotique de ¥(z, y) a été abordée
via diverses méthodes. Pour les grandes valeurs de vy, la voie des équations fonctionnelles
a été initialement suivie, notamment par de Bruijn [5], [6], et Hildebrand [12]. Pour les
petites valeurs de y, la méthode géométrique de comptage de points dans un domaine
limité par des hyperplans a été explorée par Ennola [8], qui met également en ceuvre
une technique d’inversion de Laplace effective. Enfin, la méthode du col élaborée par
Hildebrand et Tenenbaum [13] fournit une évaluation universelle dont sont tirées les
meilleures estimations connues a ce jour — voir en particulier le chapitre II1.5 de [19].

Le comportement asymptotique de ¥(z,y) présente un changement de phase autour
de la valeur y = logx. Ce phénomene classique trouve son origine dans le fait que le
produit des nombres premiers n’excédant pas y devient notablement plus petit que x des
y < clogz ol ¢ est une constante < 1 : cela impose aux entiers y-friables de 'ordre de x
des valuations p-adiques élevées et partant réduit le nombre de possibilités.

Alors que les termes d’erreur disponibles sont globalement satisfaisants pour y > logx,
et méme pour y > (logz)'*°M) | ceux qui relevent de valeurs plus faibles de y se révelent
souvent inopérants pour les applications. C’est notamment le cas pour I'inégalité de Turan-
Kubilius friable — voir infra.

Nous nous proposons dans ce travail d’explorer, dans la zone située en dessous du
seuil, les possibilités d’évaluation de W(x,y) par une combinaison de la méthode des

* Nous incluons ici quelques corrections relativement a la version publiée.
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résidus, d’estimations de type point-selle, de majorations de sommes d’exponentielles
sur les nombres premiers, et d’'un principe de transfert, di a Wirsing et Montgomery,
pour les moyennes quadratiques de séries de Dirichlet. Nous obtenons ainsi des formules
asymptotiques significativement plus précises que celles de la littérature et dont les
conséquences, notamment au comportement local — voir en particulier les Corollaires
3.1, 3.2 et 3.3 infra —, sont suffisantes pour la quasi-totalité des applications envisagées ;
certaines sont décrites plus loin.

L’adjonction des estimations issues de la méthode du col a celles du présent travail
finalise I’étude globale de la fonction de comptage ¥(x,y). Un trait spécifique distinguant
nos résultats des évaluations antérieures tient a la nature des termes d’erreur, décroissants
a la fois en = et en y. Pour les trés petites valeurs du parametre de friabilité, la précision
est de 'ordre d’une puissance fractionnaire du terme principal.

L’étude qui suit est donc restreinte au domaine

(1-1) 2<y < (log)' ™7,

ou € > (0 désigne une constante arbitraire.

2. Enoncé des estimations principales
Soit

1\ -1
=10~ 5)  GeCyz2)
Py
Ici et dans la suite, nous notons systématiquement s = o + i7; la lettre p est réservée
pour désigner un nombre premier, et nous dénotons par P I’ensemble de tous les nombres

premiers.
Pour x € RT \N, nous avons
1 a—+i00 s
(2:1) w@w:,/ SCTILAN
21 ) o—ioo s

ou o = a(z,y) dénote le point-selle réel de ((s,y)x®, défini par I’équation

1
E OEp = logx.
p—1

PRY
Il est établi dans [13] que
1 log, 2
(2-2) az—log(l—l—i){l—i—O(M)} (x >y >2),
logy log log y
et, précisément, que, pour tout € > 0,
§(u) 1 1
~ 20 4 O + ) ((oga)™** <y <a),
(2:3) o logy L *ulogyy) (187 )
log(1 1
logy logy
ot 'on a posé L.(y) := exp{(logy)3/°~¢} et ol &(v) est défini comme la solution de

I’équation e¢(*) = 1 4+ v&(v) pour v > 1 et £(1) := 0.

Ainsi que 'a souligné de Bruijn dans [5], il est raisonnable d’attendre que le résidu
a lorigine, noté P,(logz), fournisse une bonne approximation du membre de gauche
lorsque y est petit devant z. Un tel résultat a été obtenu par Ennola [8] dans le domaine
2 <y < (logz)3/4¢ avec un terme d’erreur relatif 1+ O(1/(logz)'/8~¢), améliorable en

y2

1+ 0( Gogariony)

lorsque y < (log z)7/16,
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Nous établissons effectivement que P,(logx) est une bonne approximation de ¥(z,y)
dans l’ensemble du domaine (1-1) avec un terme d’erreur significativement plus précis et
globalement compatible avec les applications envisagées.

La fonction génératrice x°((s,y)/s posséde une infinité d’autres poles, aux points
2mik/logp, pour p < y, k € Z*. En raison du théoréme fondamental de I'arithmétique,
ces poOles sont simples : cela explique en partie le fait que les résidus correspondants n’ont
pas une influence essentielle sur le comportement asymptotique de ¥(z,y) et constituent,
dans le domaine (1-1), des termes secondaires par rapport au résidu a 'origine. Alors que
la prise en compte de tous les résidus fournit évidemment une formule exacte pour ¥(z, y),
on peut imaginer qu’une prise en compte partielle permettrait d’élucider le changement
de phase autour de y = logz. Une telle démarche serait certainement délicate en raison
de la semi-convergence des séries des résidus, elle-méme liée a I'indépendance sur Q des
log p pour p < y. On a par exemple, notant (v) la partie fractionnaire d’un nombre réel v,

1 2mik/ log 2
U(z,2) — Py(logz) = 1 — <ng>—lim ) ——

log 2 K—0o0 2mki
0<|k|<K

Commencons par expliciter P,(logx). Notant {B,,}7°_, la suite des nombres de
Bernoulli, nous avons le développement de Laurent

(2-4) 1_—65 = Z B gm-1 (15| < 2m),
m=0
d’ou
1 —1
(25)  ((s,9) =D (- OS] Bj, (logp)r - ng (5| < 27/ log ),

n2=0 *n pLy

ou le symbole *n signifie que la sommation porte sur toutes les suites {jp}p<y € N7(®)
telles que Zpgy Jp = n.W 11 s’ensuit que

_ _ W=k (y)
(2 6) Py(&) - Oggr(y) (ﬂ'(y) o k})' Hpgy 10gp7
1) o) = (1 3 [ 2B s,

|
& p<y IV

Nous pouvons énoncer le résultat suivant, ou nous faisons usage de la notation

)3/2—5

(2-8) Y. = e(logy

Théoréme 2.1. Pour chaque € > 0 et sous la condition (1-1), nous avons

(2:9) ¥(a,) = {1+ 0§75 ) | Pulloz).

1. Ainsi qu’il est d’usage dans la littérature en langue frangaise, I’ensemble N désigne ici I’ensemble
des entiers naturels positifs ou nuls.
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Remarque. Nous donnons au Théoréme 2.4 une évaluation asymptotique pour les coef-
ficients ¢k (y) et explicitons les premiéres valeurs au Lemme 5.1. La majoration issue de
Pestimation établie en (2-22) infra

(2-10) cr(y) = 1;(,3’; {1 + O<7r]i/)>} (0 <k <n(y),

ou 9 désigne la fonction de Tchébychev, permet de retrouver le théoréme 1 d’Ennola [8],
valide pour

(2-11) 2 <y <cy/logxlogyx

ol ¢ > 0 est une constante assez petite. Nous verrons au Théoreme 2.4 que ce domaine
peut étre étendu.

Pour o := Re s > 0, posons

vo(s,y) =10gC(s,),  r(sy) = (s,1),
o = opla,y) = (~1)Fgi(a,y) (keN),

ou la branche du logarithme complexe est obtenue par addition des déterminations
principales log{1/(1 — p~*)} pour p < y. Notant

(e, y)
a/2moy

ou « est défini comme en (2-1), Hildebrand et Tenenbaum [13] ont établi par la méthode
du col que I'estimation

(2-12) M(z,y) :=

(2-13) W(r,y) = Mz, y){1+ O<7r(1y)>}

est valable dans le domaine y < log x. Il résulte donc du Théoréme 2.1 que I'on a, dans le
domaine (1-1),

1
P,(logx) = M (z, y){l + O(@> }
Une étude directe permet d’affiner cette estimation. Nous posons
(2-14) s(h) := hle"h™"/V2rh (b > 1),

de sorte que la formule de Stirling implique s(h) = 1+ 1/(12h) + O(1/h?) pour h > 1

Proposition 2.2. Soit € > 0. Sous la condition (1-1) et en notant h := w(y), nous avons

Py(logz) = {1 + O((lfgy;)}M(%y)

(215) 1 1 5(2)2
= {1125 O * ogar) P @0

Remarques. (i) Dans cet énoncé et les suivants, nous adoptons la convention standard selon
laquelle les constantes implicites peuvent dépendre des constantes fixées initialement.
(ii) Ce résultat implique que le terme d’erreur de (2-13) est optimal sous la condition

y < cy/logxlog, x ol ¢ est une constante assez petite.
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(iii) Le biais, mis en évidence par (2-15), des évaluations asymptotiques de ¥(z,y)
obtenues par la méthode du col pour les petites valeurs du parametre y s’explique par
la nature de la singularité a I'origine de la fonction ((s,%), qui est du type 1/s" avec
h = m(y). Nous avons en effet

1 a+100 s q (logzv)h
. 8 =
270 Jo—ioo SPTL h!
pour tout a > 0. Or, le col relatif & la fonction z*/s" vaut aj := h/logz. Le terme

principal issu d’un emploi standard de la méthode du col vaut donc

1 0 pQh e—'rzah/Q dr — 1Oh B (log JJ)h

9. h+1 h+1 -
2 J_ o ah+ ah+ V2moy, h!

ol nous avons posé o, = h/az.

s(h),

La méthode des résidus employée pour établir le Théoreme 2.1 fonctionne également
pour estimer les quantités
Up(w,y):i= > 1

nes(z,y)
(n,m)=1

lorsque I’entier m ne possede pas un trop grand nombre de facteurs premiers. Nous nous
restreignons ici au cas ou le nombre w(m) des facteurs premiers distincts de m est borné,
ce qui est suffisant pour certaines applications fondamentales, notamment 'inégalité de
Turdn—Kubilius friable [4]. Nous posons

gm(s) = H(l—p‘s) (meN", se€C)
plm
et notons (,(s;y) = gm(s)C(s;y) la série de Dirichlet associée & la fonction de comp-

tage U, (z,y) lorsque P*(m) < y.

Théoréme 2.3. Soient ¢ > 0, M > 1 fixés. Sous les conditions (1-1), m > 1,
0 <w(m) < M, P*(m) < y, nous avons uniformément

(2-16) U (x,y) = {1 + O(Yellog:p) }Pyvm(log x),

ou 'on a posé

(2.17) Pn(@i= Y (1M po g

0<i<m(y)

avec \j(m) := 32, p(d)(logd)? (0 < j < 7(y)).
Nous avons également

§r ey (y;m)
(2:18) Pym(€) = > pu(d)Py(§ —logd) = > '
dlm 0< k< (y) —w(m) (m(y) —w(m) = k) T p<y logp

ptm

ot I’'on a posé

219 awm= 0 I 2T o<k <nty) - wm),

*k p<Ly
ptm
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Remarques. (1) On vérifie facilement que A\j(m) =0 si j < w(m).
(ii) Un emploi direct de la méthode du col permet, dans les hypotheses du Théoreme 2.3,
d’obtenir ’évaluation

(2-20) U, (2, y) X ——=" < gm(a)¥(z,y).

L’énoncé suivant fournit une évaluation asymptotique des coefficients cx(y;m) et une
formule asymptotique pour le terme principal de (2:16) dans le sous-domaine

(2-21) Yy = 0((10gx)2/3(10g2 :(:)1/3).

Nous posons
Or(y;m) = > (logp)”  (r>0,m>1),

Py
ptm

de sorte que Jg(y;m) = 7w(y) — w(m), et notons simplement 9, (y) := ¥, (y; 1) (y = 2).

Théoréme 2.4. Soit M > 1. Sous les conditions m > 1, 0 < w(m) < M, P*(m) <y, et
en notant h := 7(y), nous avons uniformément

(2:22) crly;m) = W{l + O(k(k’h_l))} (k: <h- w(m)).

En particulier, sous les mémes conditions en y et m, nous avons

R o) oo

pfm

(2-23) Bym(€)

Remarque. Alors qu’Ennola [8] a élucidé le comportement asymptotique de Py, (logz)
lorsque y = 0(\ /log x logs ), la formule (2-23) fournit un équivalent dans la région (2-21).

Un développement plus précis des coefficients ¢ (y; m) permettrait d’agrandir encore ce
domaine. On peut ainsi établir, par exemple, que 'on a, pour y > 2, £ > 1,

_MW{l_fm—lw+o(y3h yh)}

(2:24) PO = LI Togy e Tt
PRY

3. Conséquences

Nous conservons la notation h = 7(y) dans toute la suite de ce travail.

Dans ce paragraphe, nous développons des répercussions directes de nos résultats sur
les estimations relatives au comportement local des fonctions U, (z,y).

Le corollaire suivant précise les discontinuités de W(x,y) par rapport a la seconde
variable lorsque le parametre de friabilité y est petit. L’énoncé découle directement
de (2-23) avec m = 1.

Corollaire 3.1. Soit € > 0. Sous les conditions (1-1) et y € P, nous avons

U(z,y) _ logx Y1(y) + (h —1)logy 1 y*h
(3-1) U(z,y—) hlogy L+ 2log x +0 Y. logx + (logz)2 ) |
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Remarques. (1) Le membre de droite de (3-1) est ~ (logz)/y dans le domaine (2-21).

(ii) Une formule analogue a (3-1) résulte des estimations d’Ennola [8] dans un domaine
restreint. Cependant, le terme d’erreur, toujours > (y?/logzlogy), inhérent & un tel
résultat ne permet pas de faire apparaitre la correction au premier ordre figurant dans
I’accolade.

Le résultat suivant apporte une précision supplémentaire aux évaluations du théo-
reme 2.4 de [1]. A fins de référence ultérieure, nous I’énoncons en toute généralité. Nous
posons u := min(u,y/logy), u, :=u + (logy)/log(u + 2), et

. 1 y2h 1 logd
= R(d; = — .
R = N(d; 2, y) mm{Yelogx—'— (log.r)2’uy+logx}

Notons que, dans le domaine y < log x, nous avons

%xmin{ ! + yoh 7logy+logd}‘

Y.logx  (logx)?’ gy log =

Corollaire 3.2. Soit € > 0. Il existe des constantes absolues positives by, by, et une
fonction b = b(x,y;d, m) satisfaisant 4 by < b< by (x >y >2,d>1,m > 1) telles que,
sous les conditions x >y > 2,1 <d < x2'7¢, Pt (m) <y, p(m)? =1, et w(m) < 1, on ait
uniformément

2 b o x, w(m) logm
(32) Wm(é’y) :(1_ u23—u2> {hh—!gﬂf(m))i;w(%da{“r (zl)olgi +O(®}

ot 'on a posé t := (logd)/logy, € := w(m)t/u + R. De plus, quitte a ajouter t/u au
terme d’erreur, cette estimation demeure valide pour 1 < d < .

Nous explicitons ci-dessous une conséquence immédiate, utile pour les applications, du
cas d =1, w(m) =1 ou 2, de I’énoncé précédent.
Corollaire 3.3. Soit ¢ > 0. Sous la condition (1-1) et pour tous nombres premiers
distincts p, q n’excédant pas y, nous avons

log p y2h 1
. ] = )\ 1
(3-3) p(2,) = gp(@) (x,y){ +210gx+0<(logx)2 +Yelogx>}’

1 lo 2n 1

00 e ot i S o L)

Ce dernier résultat joue notamment un role crucial dans I’étude de linégalité de
Turdn-Kubilius friable telle qu’entreprise dans [2], et poursuivie dans [15], [10], [3]. Ce
probleme fondamental en théorie probabiliste des nombres est lié a la modélisation de
la répartition, sur ’ensemble des entiers friables, d’une fonction arithmétique additive a
valeurs complexes par une somme de variables aléatoires indépendantes. Plus précisément,
étant donnés une fonction additive f et un couple de nombres réels (z,y) tel que z > y > 2,
nous définissons des variables aléatoires géométriques &, par

1-1/p

P(fp = f(py)) pl/a

(v=0,1,2,...)

avec la convention que, si plusieurs valeurs (en nombre éventuellement infini) f(p”)
coincident, la probabilité correspondante est obtenue en sommant les probabilités ap-
paraissant au second membre. Notant

Zy=Zray = &

Py
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ou les , sont indépendantes, et introduisant la variance semi-empirique

LS ) B2,

v
@9) \5G)
le probleme consiste alors a majorer la quantité

(3:5) C(z,y) = sup Vi(z,y)/V(Zy) (x2y=>2)

Vf(x7 y) =

ou le supremum est pris sur I’ensemble des fonctions arithmétiques additives complexes.

Classiquement, le comportement asymptotique de C(z,y) mesure I’écart entre la théorie
probabiliste des nombres et celle des probabilités. A Tinstar du cas historique y = z, le
fait que C'(x,y) soit bornée met en évidence la pertinence globale du modele probabiliste
alors que la comparaison asymptotique de cette quantité a 1 + o(1) souligne les limites
d’une hypothese d’indépendance.

A 1a suite des travaux précités, nous savons que

sup C(z,y) <1 (x >2)
h(z)<y<z

pour h(z) := +/logxlog,z, tandis que l'indépendance asymptotique sous la forme
C(z,y) =14 o(1) a lieu dés que y/logz et u := (logz)/logy tendent vers I'infini.

Nous avons pu établir dans [4] la majoration universelle

sup C(z,y) < 1
T2Yy=2

et, grace aux résultats présentés plus haut, obtenir le renseignement supplémentaire
(3-6) Ci(z,y) <1+o(l)  (1/u+1/y—0)

ou C1(zx,y) désigne la quantité analogue a (3-5) lorsque le supremum est pris sur I’ensemble
des fonctions arithmétiques complexes fortement additives. Compte tenu des résultats
de [2] mentionnés plus haut, (3-6) devient une égalité des que u et y/logz tendent
vers 'infini. Nous renvoyons & [4] pour des développements et résultats complémentaires
concernant cette question.

4. Applications

Les méthodes utilisées dans le présent travail sont aisément généralisables aux cas
ou la série de Dirichlet en cause peut étre exprimée comme le carré d’une série a
coeflicients positifs ou nuls. Décrivons ici deux applications liées a des fonctions arith-
métiques classiques.

Considérons d’abord la fonction nombre de diviseurs, n — 7(n). Nous pouvons estimer,
dans les mémes domaines que précédemment, la fonction sommatoire friable

Uo(z,y):= Y 7(n)
nesS(z,y)

Le terme principal attendu est ), ,(logx), un polynome en logz de degré 2h = 27 (y).
Parallelement & (2-6), nous obtenons

&2h=Fdy(y)
41 Ty\e) = ,
(4-1) Q@ry(§) oggg:% (2h — k)] ],<,(logp)?

ou 'on a posé, avec la notation (2:7),

(4-2) de(y) == Y c;Wer—(y)  (k=0)-

0<j<k
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L’analogue du Théoreme 2.1 s’énonce alors comme suit.

Théoréme 4.1. Pour chaque € > 0 et sous la condition (1-1), nous avons

1
Y. logx

(43) U (a,y) = {1 + 0( )}Qw(log ).

En particulier, notant h := 7(y), nous avons

+ 9 2 2h
(4.4 Qry(6) = (2,{5! H(‘lg jgp)2 {1 n 0(1’5)} (€>1).

Remarque. Une évaluation analogue peut étre obtenue pour la sous-somme restreinte aux
entiers y-friables premiers a un entier m fixé.

Il résulte en particulier des Théoremes 2.1 et 4.1 que, lorsque y = o(w/loga:log2 :Jc),
nous avons

U, (2,y) h!(log x)" {1—1—0( hy )} _ (logq:>h+0(h)

4-5 =
(4:5) log x Y

U(z,y)  (2h)! <, logp (z — o0).

Cela précise, dans le cas particulier et pour le domaine considérés, 1’évaluation du
théoreme 2.5 de [1], soit

oy =Sten{1+o(3)}

dont le terme résiduel ne tend pas vers 0 lorsque y est borné. Qualitativement, ces résultats
fournissent une nouvelle illustration du fait qu’un entier tres friable possede en moyenne
un nombre anormalement grand de diviseurs.

Notre seconde application concerne I'estimation de

(46) \I/’r(l'ay) = Z T(?’L),

nes(z,y)

ot r(n) désigne le nombre de représentations de 'entier n comme somme de deux carrés.
Notons, pour y > 2,

N . |2 sip=1(mod4)
m(y; j,4) = Z L =34, Vp'_{l sip=2oup=3(mod4),

Py
p=j (mod 4)
(47) ha=> vy =m(y) +7(y;1,4),
Py
Bj, wp(jp)(—1)™ (log p)Ir
— (_1\k Jp VP\JD
bi(y) = (D> ] TR (k > 0),
ik p<y

ou le symbole tk signifie que la sommation porte sur toutes les suites de vecteurs

. 1,4 . _ NI
{(jp,mp)}pgy € N™) x N7(:14) telles que 2 p<y It 2 p<y p=1 (mod 1) Mp = k et olt 'on
a posé

1 sip=2
wy(j) = {1‘—‘7' sip=1(mod4),
27 sip=3(mod4).
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Le terme principal attendu dans ’évaluation de (4-6) fait intervenir le polynéme de
degré hy défini par

92— (y;3,4) ¢ha=kpy (y)
4.8 T I (loen)r (ha— k)
(4-8) @rol&) [1,<,(logp)» ngzgm (e = )

Théoréme 4.2. Pour chaque € > 0 et sous la condition (1-1), nous avons

(4-9) U,.(z,y) = {1 + O(Y8 logx) }Qny(log ).
De plus,
_ 4{5 +V1(y) — %log 2}h4 y2hy
(4-10) Qry(§) = 25 ] - (log ) {1 + O( & )} (€=1).

Il résulte en particulier des Théoremes 2.1 et 4.2 que, lorsque y = 0(\/ log x log, x),
nous avons

U, (z,y) 4(log ar) W4 pl { N ( hay )}
U(z,y)  hg27W3D]] <, logp log
p=1mod 4
1 {140(1)}m(y;1,4)
= ( oiw) (x — 00).

Par comparaison avec (4-5), nous obtenons ainsi que l'ordre moyen friable de r(n) est
comparable & la racine carrée de celui de 7(n) pour les petites valeurs du parametre y.

5. Preuves

5-1. Démonstration du Théoréme 2.1

Pour des raisons techniques, nous faisons appel & la variante de la formule (2-1)

: L (s, gart
(5-1) /O (ty)dt =5 - i S(5+ 1) ds,

qui est valable pour tout z > 0. L’étape liminaire de la preuve consiste a tronquer
lintégrale du membre de droite de (5-1). A cette fin, nous observons d’abord qu’il existe
une constante absolue yg telle que, si y > yg, nous ayons pour tout € > 0 et une constante
convenable ¢ = ¢, > 0,

((s,y)
C(a,y)

En effet, compte tenu de ’évaluation connue o =< 7(y)/logz, valable dans le domaine
2 <y < logx — voir (2-2) —, et de 'identité

2<y<logz, o =a,|r| < Y2

&€

72(log z)? ) —em(y)

o T+

< (1+

< 1 —p—a )2 1 ( _ | )
11 =ps| , S =« 1T ),
|1 —p=9| 1 + 4(sin %Tlogp)Q/pa(l —p)2 pel +

la majoration (5-2) est évidente sous la condition supplémentaire |7| < 7/logy. Lorsque
mn/logy < |7| < /¥ et yo est assez grand, nous pouvons employer les majorations
classiques pour le nombre de nombres premiers dans les petits intervalles. Nous omettons
les détails, analogues & ceux de la preuve du lemme 5.12 de [18]. Enfin, dans le domaine
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NIESEES Y2, nous utilisons d'une part I'estimation, suivante, valable pour une constante
co > 0 convenable et établie par la méthode usuelle d’intégration complexe a partir de la
région sans zéro de Vinogradov-Korobov,

(log y)*/

Zp” < ylmefn) ) + gyl 0B (y >3, 7R, log(3+]|7|) < 72),
(logy y)

= 34 |7]

ott I'on a posé B(7) := {log(3 + |7])}~2/3{logy(3 + |7])}~1/3, et, d’autre part, I'inégalité
d’Erdés-Turdn — voir, par exemple, [19], th.1.6.15. Nous obtenons ainsi, dans le domaine
VI <7l < e(logy)*?/(logy y)*

).

N—=

Z 1:t77(y)+0<(12§2)>2> (y=>2,0<t<

l[(r/2m) log p— 3 [I<t

Cela suffit pleinement a établir (5-2) en choisissant par exemple t = % puis yo assez grand.
Nous notons incidemment que la majoration (5-2) est valable dans le domaine étendu
y < log x, mais nous n’utiliserons pas cela dans la suite.

11 découle de (5-2) que

(5-3) [2°¢(s, y)| dT <

—Y; A /ﬁ(y) loggj log x log =

ou la seconde majoration est issue de 1’évaluation

Y2
. o )\ 1 Y.
/ z C(a,y)y < (ﬂfvy)y<< (x,y)

_ z%(ay)ym(y) _ z*C(a,y)
V(. y) = alogx - 7(y) ’

établie dans [13] sous '’hypotheése 2 < y < log z.
Introduisons & présent la fonction arithmétique multiplicative v définie par

(p?) =1, = (i”) /8 (v>0,peP)

Nous avons

269 = 3 W < 5) (050,32
n>1

et, puisque t > 0, nous pouvons écrire en vertu de l'inégalité de Montgomery—Wirsing
(voir [16], th. 7.3 ou [19], lemme I11.4.10),

U+2V U+2v
/ C(s,y)] dr = / 1Z(s, ) dr
U U

v \%4
<3 (zewPar=3 [ Kewldr

-V -V

(UeR, V>0).

Compte tenu de (5-3), nous en déduisons que

ds <«

ati(k+1)Y2 s+1 i}
/ ((s,9)x d g:r,y) (ke k#—1,0).
atikY? s(s+1) kY2 logx
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D’autre part, grace a (5-2), nous avons

/ VS (s, )2
(e}

log x >—26W(y) x¥(z,y)
+i/logy S(S + 1)

d 14+ 1 2 ( FTEII)
s C(a7y)(0g2 y) 2y10gy }/5210g$
En reportant dans (5-1) et en tenant compte de (5-2), nous obtenons, dans le domaine
yo <y < (logz)'~*,

T 1 a+i/logy C(S y)xs—H $\IJ(LB y)
5-4 U(t,y)dt = — 7 d O =——"7).
(5-4) /0 (t,9) 276 Jo—iflogy S(5+1) st <Y52 log:n)

Pour montrer que (5-4) persiste pour 2 < y < yp, il suffit de remplacer, dans les calculs
qui précedent, Y2 par 7/log yo, de sorte que (5-2) est trivialement valable. Comme cette
manipulation n’altere que la constante implicite dans (5-4), la conclusion est acquise.

Déplagons alors le segment d’intégration vers la gauche jusqu’a l’abscisse 0 = —1/logy.
Le seul résidu a prendre en compte est en s = 0. La contribution des segments horizontaux
peut étre évaluée en observant que

i /2
‘C(ai 10gy’y>‘ <1l 2sin{(10;p)/(210gy)}

Py

<™ (~1/logy < o < @)

pour tout ¢; > log(mw/2). Celle du segment vertical releve de la majoration

1

pl/losy —1 S 1™ (s = —1/logy + 7).

<l <]

Py

Comme ((a,y) > (log )™ ®)/2 4 (log2)™@e~¥+OW/1ogy) dans le domaine (1-1), nous

obtenons ainsi a( )
xV(z,y

P,(logt)dt — 7).

y(logt) +O<Y52/210gx>

x

/01’ U(t,y)dt =

0
En utilisant ’encadrement

1 x 1 r+z
Z/ U(t,y)dt < ¥(z,y) < Z/ W(t,y)dt

x

avec z := /Y53 et I'estimation

™(y)
(5-5) P, (logz) < @Py(log x),
valable dans le domaine (1-1), nous obtenons bien (2-9).
Pour établir (5-5), nous écrivons

(5-6) Py(logz) = 1/RxSC(S’y)ds, P, (logz) = QI/R:CSQ(s?y)ds,

211 s T

ou R est le rectangle de sommets a+i/logy, (—1=+1)/logy, parcouru dans le sens direct.
Considérons d’abord la premiere intégrale de (5-6). La contribution globale des segments
horizontaux et du segment vertical gauche est majorée comme précédemment par

z°¢(a,y)

V7 (y)(log z)m@)/2°

(5:7) < r%e2™W) «
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pour toute constante c; > 1. D’aprés le lemme 10 de [13], la contribution du segment
vertical droit est de ’ordre de

(5-8) — " x V(z,y).

Nous pouvons donc écrire, dans le domaine (1-1),
(5-9) Py(logz) < ¥(z,y).
La seconde intégrale de (5-6) peut étre traitée similairement pour fournir

m(y)¥(z,y)

(5-10) P,(logz) < a¥(x,y) = log =

5-2. Démonstration du Théoréme 2.3

L’estimation (2-16) est obtenue en appliquant a (,(s,y) la méthode employée pour
((s,y) dans la démonstration du Théoreme 2.1. Les calculs étant identiques, nous omettons
les détails. Nous obtenons (2-16) avec le terme principal

{s
Puon(©) = s (6 (6)0) = S n(@y (€ - Togad
d|m
_ gﬂ(y)*w(m)*kck(y; m)
N Z (m(y) —w(m) — k)] p<y logp’

0<k<n(y)—w(m) Py

ol la seconde égalité est I’analogue de (2-6) pour Py .
Nous obtenons (2:17) en observant que

ess e(ﬁ*logd)s
Rés [ S¢,, JRés (S ((s,1);0 ) .
és < Gm (5, 9); ) > uld) eS< —C(s,w) >

dlm

5-3. Démonstration du Théoréeme 2.4
L’énoncé suivant explicite les premieres valeurs des ¢k (y; m).

Lemme 5.1. Soit M > 1. Sous les conditions m > 1, 0 < w(m) < M et P*(m) < v,
nous avons

CO(y; m) = 17
(5.11) cr(y;m) = $91(y; m),

ca(y;m) = §91(y;m)° — 5302(y; m),

ca(ysm) = g0 (y;m) {01 (y;m)? — Va(y;m) }.
Démonstration. Nous avons By = 1 , By = %, B3; =0, et
(5-12) coly;m) =1, ci(y;m) = —Bidi(y;m) = 391 (y;m).

L’analyse des conditions %2 permet d’écrire

ca(y;m) = §Bava(y;m) + BY Y (logpi)(logps)

p1<p2<Yy
(P1P27m):1

= 1 Bots(ysm) + 3BT {91 (y;m)? — 9a(y;m) } = 201 (y;m)? — F92(y; m).
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Comme B3 = 0, nous obtenons de méme

cs3(y;m) = — 5 B1Bo{01(y; m)d2(y; m) — I3(y;m) }
—-B} Y (logpi)(logps)(logps)

p1<p2<p3<y
(p1p2p3,m)=1

= —§ B1 By (01 (y; m)da(y; m) — I3(y; m))
— $BY (01(y;m)® — 391 (y; m)da(y; m) + 203(y; m))
= 2591 (y;m)® — 51 (y; m)I2(y; m).
Cela acheve la démonstration du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoreme 2.4.

Pour établir (2-22), nous pouvons manifestement supposer y assez grand, et, compte
tenu de (5-12), k& > 2. Nous observons alors que, d’apres (2-4), la formule de Cauchy
permet d’écrire, pour tout r €]0, 27/ log y|,

1 dz
(5:13) cr(y;m) = j{ fy,m(Z)W

avec
zlogp 91 (yim) /2 (z/2)logp
fymte)i= T 2282 — o [ _CL2osp
pfy 1-p pfy sh{(z/2)log p}
ptm ptm

= ewl(y;m)/Q{l + O(zzﬁg(y; m))} (zlogy < 1).

La contribution du terme principal au membre de droite de (5-13) coincide avec celui de
(2-22). Pour évaluer le terme résiduel, nous choisissons r := 2k/9; (y; m). Nous obtenons
la majoration

< ilym)'e / 91y m)" 2

—(l—cosv)kd
h(2k)F ¢ VS TR

—T

ce qui acheve la preuve.
L’estimation (2-23) pour P, ,,,(§) en résulte par sommation sur k grace a la formule du
bindme et a 'identité

> k(k—1) (Z) a*t" =k = h(h —1)a®(a + b)" 2.

0<k<h

Un développement a 'ordre 4 de l'intégrande de (5-13) permet d’affiner (2-23) pour
obtenir (2-24).

5-4. Démonstration du Corollaire 3.2

Le lemme suivant fournit une approximation au premier ordre du rapport des termes
principaux des approximations de ¥(z,y) et W,,(x,y) apparaissant respectivement en
(2-9) et (2-16).

Lemme 5.2. Soit € > 0. Sous les conditions £ :=logx > 2,2 <y < 7%, PT(m) < v,
pu(m)? =1, w(m) < 1, nous avons uniformément

Gm () Py (§)1! {1 N W N O(M) }

(5-14) Pym(§) =

b —w(m) et &
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Démonstration. Observons d’abord que la définition de o = «a(x,y) et le développement
(2-4) impliquent, pour y/{ assez petit, puisque "9, (y) < h(2y/§)r (r >0),

1 B,
(5:15) ag =3 R =D T )

p<y r>0

de sorte qu'un développement a l'ordre 2 fournit

af = Z O‘logp —h— Loty (y) + O(yi),

P §?logy
et donc
Y2
(5-16) af6+391(y)} = h{1+0<§2>} 2<y<9),
h ¥ 2
(5-17) a=£{1— 12(5)+0(£2>} 2<y<é).
11 suit
_ hlogp hlogp y?
(5:18) wlo) = 3y li- 5 ro(g)) e<w.
et donc, dans les conditions de ’énoncé,
logp hlogm y?
. _ pw(m) J
(5-19) —h H§+ e { o +0(€2)}.

Effectuons alors le rapport de ’évaluation (2-23) a sa spécialisation pour m = 1. Nous
obtenons, compte tenu de (5-19),

y,m ogm h—w(m) 0 2
PPy(S) B <1_2§1+g191(y)> 'H§+11g19]z ){ +O( §2h)}

_ {1 = (h—w(m))(logm)/28}hlgm () y*h
BT —h(logm)/%}(h—w(m))!hw(m){ v & )}

= (1 ) e (0@

Cela implique bien (5-14). 0

Nous sommes a présent en mesure de prouver le Corollaire 3.2. Nous pouvons nous re-
streindre au cas y < y/log xlog, z : la circonstance complémentaire releve du théoreme 2.4
de [1] puisque 'on a alors R =< 1/u, + t/u.

L’estimation (2-23) fournit alors, sous les hypotheses considérées, notant £ = log x,

= —(m) 2
= J(Djm(tgl)og D (1- 2% + ﬁ?(lg)gi logm)h {1+ O<yg2h)}

1 2\ y2h
“w ) veol))

avec 3 :=2{h —w(m)}/(2£ + 91 (y) — logm). Comme (5-16) implique

y2h
A/ (26+91(y)) — da{l +O< @ >},

&’ = d“{l +O<t“im) + y;f)}

La conclusion requise résulte alors du Théoreme 2.3 et du Lemme 5.2.

nous avons
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5-5. Comparaison avec la méthode du col : preuve de la Proposition 2.2

Considérons un couple (z, y) vérifiant (1-1) et, pour simplifier les écritures, posons encore
h:=m(y).

Constatons d’abord que nous pouvons restreindre 1’étude au domaine (2:11). En effet,
lorsque y > +/logxlog, z, les relations (2-15) résultent de (2-13) et du Théoreme 2.1
puisque s(h) = 1 + O(1/h) et y?h/(logz)?> > 1/h. De plus, nous pouvons clairement
supposer x assez grand.

Comme le développement de 1/(e® — 1) fournit, par dérivation,

s%e B, -
(s —1)2 Z ﬁ(l — )
NOUS avons

a202:Z (alogp h+z i (1 —=r)a"d,(y).

Py (p r>2

Compte tenu de la majoration classique B,./r! < 1/(27)" (r > 1) et de 'estimation (5-17),
la derniere somme en r est < h(y/logz)?. Elle n’excéde donc pas 3h en valeur absolue
lorsque (z,y) vérifie (2-11) et x est assez grand. Le développement

L (M)E e

v>0

N

permet alors d’écrire

1 1 2vy 1 &7'_ arﬁr(y) v
(5-20) V2raZoy  \/2rh l;)( v )41/52 T! (r—1) - >

1 { Y

_ Lo P

V2rh (logx)?

Maintenant, la formule (2-5) appliquée en s = « implique, avec la notation (2-7),

1 B, (logp)’» logp
Clevw) [T 1ogp = 5 S (-1t ST 2 = 5 > atal).
Py k>0 *k p<y k>0

En reportant Pestimation (2-22), nous obtenons

¢(oy) [ togp % > o ﬁézig,jﬁ).k {1+ O(W) }

(521) PY k>0

ot (4)/2 2
- %{1 + O((lci/gZP)}‘

Au vu de (5-16), nous avons, dans le domaine (2-11),

.99 anali(y)/2 Y — ol Yy
(5-22) % expsh+O (log.1)? e +0 log2)?) |

et aussi

(523)  (aflogz+ %ﬁl(y)})hh_h - {1 + 0(003;1)2) }h — 1+ O<(1§;Z)2).
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Posant 7 := y?h/(log x)?, nous déduisons de (2-12), (5-20), (5-21) et (5-22) que

eh{l + O(n)}

M x7 = )
(@9) arv2rh]],¢, logp

alors que, compte tenu de (5-23), I’évaluation (2-23) avec m = 1 implique

W{1+0mn} e"{1+0(n)}

(5-24) P,(logx) = = .
Y alh! Hpgy logp  als(h)v2rh Hpgy log p

Nous avons donc bien établi (2-15).

5-6. Démonstration du Théoréme 4.1

La quantité @ ,(log z) est le résidu en s = 0 de la fonction ((s, y)*z* /s. En effet, notant
toujours h := 7(y), nous avons

)252h
(5,9)
Z Hp<y ogp’ kz>;) Hp<y Ing)
ou les coefficients di(y) sont définis par (4-2). Nous n’indiquons pas plus de détails pour
la preuve de (4-3).
Pour établir (4-4), nous déduisons de estimation (2-22) que, pour 0 < k < h, nous
avons

dk(y)zﬂ;gz)!k Z (?){1+O((k—j)(l‘2—j—1))}{1+O(j(jfl—1)>}

0<y<k

_ 191]({;3!/)’“{1+O<k(kh— 1) N k(k — 1)(l<:h; 2)(k—3))}.

De plus, da(y) = 291 (y)? — 50U2(y). Nous en déduisons bien (4-4) par sommation sur k.

5-7. Démonstration du Théoréeme 4.2

La preuve étant analogue a celle du Théoreme 4.1, nous nous limitons a de succinctes
indications. Soit x4 le caractére de Dirichlet non principal de module 4. La relation de
convolution r = 4(1 x x4) implique

r(s;y) =4 Z

Pt (n)<y

—%SQ)QWMW»

ou l'on a posé L(s;x4,y) := ZP+(n)<y x4(n)/n®. Nous utiliserons la représentation

4 1 1
F.(s;y) = S — - .
(5:9) 1_9—s 11 1—p—)? 11 1—p—2s

p<y P<Y
p=1mod4 p=3mod 4

Nous ferons usage du résultat suivant, qui est ’analogue pour la série F.(s,y) du résultat
de Hildebrand et Tenenbaum [13] relatif & la série ((s, y). Nous désignons par o, = a,-(x, y)
le point-selle associé a la fonction F,.(s,y)z®, i.e. 'unique solution positive de 1’équation

log 2 2logp 2logp
525 — — =1
( ) Sar _ 1 + Z o —1 + Z O ogx,
Py Py

p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)
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rappelons la notation hy de (4-7), et notons

WV

u:= (logz)/logy, wu:=min(u,y/logy), v:=y/logz (x >y >2),

(k)
2 Ng $,Y) = log Fr $,Y), (Pk,r S,Y) = r 5,Y),
0.r(8,y) (s,9) (s,9) =g, (s, 9) (k> 0, Res > 0),

Ok,r i= (Pk7r(ar)y)7
ou la branche du logarithme complexe est obtenue par addition des déterminations

principales log{1/(1 — p=7*)} (4 = 1,2) pour p < y. Observons immédiatement quune
approche parallele & celles des lemmes 2 et 4 de [13] fournit l'ordre de grandeur

(5:26) O = (ulogy)*/@*" (k> 1).

Théoréeme 5.3. Uniformément pour x > y > 2, nous avons

(5-27) U, (z,y) = fF;\/iTQy){H (%)}

De plus, pour tout € > 0, nous avons

(L&

1
— + si (logz)'e <y < =
logy (Le(y) U(logy)2> (log ) Y

1 1
(5-28) a, = log<\/1+2v+%v2+%v>{1+0< )} si2 <y < (logz)?,
logy logy

h
4 {1—1—0( Y >} si2<y<logx.
\ logx log

Admettons momentanément ce résultat. Nous pouvons alors suivre, mutatis mutandis,
la preuve du Théoreme 2.1 pour obtenir (4-9) avec

@ry(§) == Rés (ejsFr(s;y);()) :

Compte tenu du développement de Laurent a l'origine
2277r(y;3,4)

Fr(s;y) =
5] she Hp<y(10gp)yp k>0

br(y)s”,

nous en déduisons bien lexpression (4-8). Un calcul analogue & celui qui conduit a
Pestimation (2-22) — voir le paragraphe 5.3 — fournit ensuite, pour 0 < k < hy,

~ 1log 2tk _ Dk — 2k —
(5-29) bi(y) = {1(y) klgl g2} {1+O(k(kh4 1) n k(k 1)(l<:hé21 2)(k 3))}

Cela implique ’évaluation (4-10) annoncée par sommation sur k dans (4-8).

Démonstration du Théoréme 5.3.
La preuve étant calquée sur celle de [13], nous nous contentons d’indications succinctes.
Commencgons par (5-28).
Pour la premiere estimation, les évaluation de [13] sont encore valables, aussi nous
renvoyons a ce travail pour les détails.
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Dans le domaine 2 < y < (log )2, une intégration par parties et le théoreme des nombres
premiers en progression arithmétique fournissent I’estimation

y 1—2a,

1—a
W{l +O<lo;y)} + 1y—y_2°‘7‘ {1 +O(lo;y>} = log

d’ou1 nous déduisons que z = y“r est solution de 1’équation

N B
2—1 22—-1 w

ou w = {1 +O(1/logy)}v. 11 suit

z=1/1+2w+ tw? + Jw,

ce qui implique I'estimation annoncée.

Enfin, compte tenu de la seconde sous la forme «,. < 7(y)/log z, la troisiéme estimation
de a, résulte immédiatement de (5-25).

Pour établir (5-27), nous devons majorer le rapport |Fy.(s,y)|/F(a,;y) dans un inter-
valle aussi grand que possible en 7 = Sm s. L’approche de [13] fonctionne sans changement
majeur. Nous obtenons ainsi, pour chaque ¢ > 0 fixé et avec la notation (2-8), la validité
de la majoration

2
—CoY T 02 r
. —0 00 (1 ’ <1/1
Erlar +i7,y) < exp{logy Og( +y/10gy>} (7l < 1/10gy)

Fr(ar,y) (1/logy < |7 < Y7)

(5-30)

{ —CoT U }
ex — =
P (1—a)?+ 712

uniformément lorsque = > y > 2.
La formule de Perron fournit alors ’estimation

1 ar+i/logy

(5:31) ¥,(z.y) = Fo(s ) 4 0. (2 Flag, ) (V! 4+ H(w) ™)),

2mi ar—i/logy
ott H(u) :=e*/ (log(u+1))* of ¢ est une constante positive absolue convenable.

Posons Ty := u?3/(ulogy). Un nouvel emploi de (5-30), permet de restreindre
I'intervalle d’intégration dans (5-31) & [—Tp,Tp] au prix d'un terme d’erreur convenable.
Lorsque |7| < Tp, nous effectuons un développement limité a l'ordre 3 de la fonction
F. (o + i7,y). Cela conduit a la formule

1 [orti/logy d @ B, 1
FT(SW;:M{HO(%
u

2mi ar-—i/logy S Opr/2T09

dont (5-27) découle immédiatement.
Remarque. Notons également que ce qui précede implique I'estimation

x® F(ay,y)

. V. (z,y) <
(5-32) (z,y) )

(2<y<logx).
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