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SUR UNE REPRESENTATION UNITAIRE DES EQUATIONS DE
DIRAC-EINSTEIN

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. On propose de donner une représentation unitaire des équations
rélativistes d’Einstein et de Dirac. Dans les articles précédents, on a donné
une généralisation de 1’équation relativiste de Dirac en dehors d’un univers
parallélisable. On remarque que dans l'opérateur de Dirac de rang 2 inter-
vient le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita, on est amené
a faire I’hypotheése que cet opérateur est proportionnel a 'opérateur énergie-
impulsion. On donne les conditions nécessaires pour que le tenseur induit par
l'opérateur de Dirac de rang 2 soit un tenseur d’Einstein. Ce développement
mathématique de représentation unitaire des équations de Dirac-Einstein per-
met de construire un pont entre relativité générale et physique quantique.

1. INTRODUCTION
On veut montrer que I’équation relativiste de Dirac
ihdoyp = (mc®a’ — ihea”8,) 1, {a” v =1,2,3} (1.1)

et I’équation relativiste d’Einstein
1
R, — iRgW +Agu = kT (1.2)

peuvent étre définies par un unique opérateur. On remarque que 1’équation 1.1,
opere sur les sections v du fibré trivial

(W x C* 7, W,C")

et que I’équation 1.2 est décrite a partir d'une métrique pseudo-riemannienne g, .
On va construire un opérateur qui permet de faire intervenir ces deux notions.

2. SECTION DE DIRAC METRISABLE

Le fibré considéré est le fibré tangent sur I'univers W, noté &w = (TW, w, W, R4),
son complexifié est &w ® C. On note ¢, 'un des deux fibrés et I (¢) les sections du
fibré ¢ qui sont les champs réels ou complexes de 'univers W. Soit

TPI¢ = (®P¢) ® (R) et A" (*

le fibré des (p, g)-tenseurs et des n-formes différentielles sur W, ¢* est le fibré dual.
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2 JONOT JEAN LOUIS

Definition 1. Une section de Dirac v sur W est un élément de Hom (A1§®C, §),
c’est-a-dire,

v (w) : By (A'¢&C) = Ey (A'¢) ®Ey () 2 Ew (€), Vw € W
est bilinéaire et pour tout champ X € T'(¢) et d € T (A'()
w =y (d®X) (w) =7 (w) (d(w) ®X (w)),
est une C*-application.

Pour tout section d € T’ (Alg), on note v¢ 'endomorphisme de T' (¢) défini par

7T () =T (), 7 (X)=~v(deX),
on se fixe une carte W de W, {0, : p =0,1, 2,3} est le local frame associé & cette
carte et {d”:v =0,1,2,3} le local frame dual vérifiant d” ® 9, = §},. Soit
I'endomorphisme de T'yy (¢) défini par v¥ = 44", la famille {v* : v = 0,1,2,3} est
la famille des endomorphismes de Dirac sur la carte W et le tenseur de Poisson v*¥
est défini par y*¥ = Trace (yY*").

Remark 1. Siles {7 :v =0,1,2,3} sont dans Ualgébre de Clifford, on a
{777} = 29"y,
on peut prendre y*¥ = 4gH¥.

Definition 2. On dit que la section de Dirac est métrisable si la matrice (y**) est
inversible.

Pour une section de Dirac métrisable, on définit le tenseur métrique g,, par
-1
() = i (™).
Lemma 1. La métrique g, est indépendante du choix de la carte W.

Proof. La preuve est dans [1]. O

3. LES OPERATEURS DE DIRAC
Soit V la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g définie par le tenseur
Juv, Vopérateur de Dirac de rang 1 est défini par
Hy =v®V avec Hy (X) (w) =7 (w) (VX (w)), Yw € W
et tout champ X € I"(¢). Toute connexion V sur W a une extension [4]
dy : T (A"(®() — T (A"+'¢e()
avec,
dy =V, AC®¢=¢
et
¥ (3@ X)=dp®s+ (—1)" ¢ AVX,¢ € A"C.
Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac {7y*} est
[71,72, e 77"} = Z e (1) AT 6 qT@) oo T o 4T
T€Perm{1,2,--- ,n}
et 'anticommutateur est défini par,

{71,72, I ,f}/n} = Z /-)/7—(1) o 77(2) QO+++0 ryT(nil) fe) /-yT(n).
T€Perm{1,2,--- ,n}
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Remark 2. Quand on parle de symétrisé ou d’antisymétrisé de la famille

{fyo‘,a::[’... ,TL},

on pose respectivement

1
8(71a72a"' ,,yn) = 5{713’72;"' ﬁn}
et

1
AN A =y A A A == [

n!
ces définitions interviennent dans la construction des espaces de Fock [3].

Les extensions de rang n d’une section 7 sont les éléments ~,, de
Hom (A"¢ @ ¢, ()
définis par

Yo (A A AdY) @ X) = [vh7% - "] (X), X €T (0)
Vr=1,2,---,n,7" =% et on prolonge 7, par C* (W, K)-linéarité sur
A"C®( K=RouK=C.

Definition 3. L’opérateur de Dirac de rang n associé a la section de Dirac métrisable
v est lendomorphisme de T' ({)

Hn = "Yn ® Vn,1 avec anl = d’rY—l O--+0 dOv)
et Hy (X) =7 (Vno1X), VX €T (Q).

Une équation d’état de rang n associée a la Uopérateur de Dirac H, est une
équation locale de la forme

H, (X) = AX,

ot \ est une C°-application définie sur une carte W de W et X € T'w ({), A est
une fonction propre locale de lopérateur H,.

4. REPRESENTATION LOCALE DE H; ET H»
On s’intéresse a la représentation locale des opérateurs
p 1Y

Hi=v®V et H =7 ® Vi,

ot Vi =dy ody = RY est la courbure de la connexion V. On se place dans une
carte de trivialisation W de ¢. On pose 747 = ('y”)g les coefficients de la matrice
de v dans le local frame.

Theorem 1. L’opérateur Hi de ’équation d’état du premier ordre est

H, =~"D,, (4.1)
Y sont les quatre endomorphismes de Dirac définies par le ”local frame” avec
D, =L,+4T,, L, est l'opérateur de Lie et T, est l'opérateur de Christoffel. Les

équations d’état sur les champs s’écrivent localement,
757 (0, XP + X°T%,) =AX°, 0< 0 < 3.

Proof. La preuve est dans [1] O
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Remark 3. T'2, sont les symboles de Christoffel de la connexion V. Dans le local

frame {0, : 1 =10,1,2,3}, si X = X*9,, alors

Vo =T8,d" @ 85,
L, (X) =L, (X% 0, L, est la dérivée de Lie le long du champ 9, et la matrice
de Dopérateur de Christoffel Iy, dans le local frame est (Fy)i =17 .

La matrice de U'opérateur Hy = 12 ® RY dans le local frame est de la forme (hg)
avec

1 v j 1 v v 1
hg =35 [’y a’yu]? R‘;V},& = 5 (’YJT,)/;'AU - ’7;'“—77'0) Rf)l/pa

2
ol Rivu est le tenseur de courbure de la connexion V défini dans le local frame par
(Vo,,Va,] 05 = (0.1}, + T, T5, — 0,07, — T, T%,) 0, = R}, 0.

Theorem 2. Si on pose
RV# = (R;uy) ’
la matrice de l'opérateur Ho s’écrit

H,=A (’Yuv 7“) Ruu = ’YV'YHRV,LL- (42)
Proof. La preuve est dans [2]. O

5. LES EQUATIONS RELATIVISTES GENERALISEES DE DIRAC-EINSTEIN

La section de Dirac « est définie sur les champs réels. Pour cette section de
Dirac v, I’équation 4.2 se met sous la forme

o __ vo , MUT j
hp _’Y‘r 'Yj Rﬁw,u (51)

en abaissant l'indice o on a
— AV KT Dj v o __ va
hdp - 707’7]‘ pr,ua ’YO'T - gdavr

si l’on fait I’hypothese que ce tenseur est proportionnel au tenseur énergie-impulsion
ou au tenseur de Ricci, il faut que ce tenseur soit symétrique

,Y(IJ'IT,Y‘;LTR‘Z)V;L = IYZT,Y‘;LTR‘ZTV;U (52)
ensuite on peut écrire ’équation généralisée relativiste sous la forme
» 81G
Ve R = WTaps 5= =5 (5.3

Quelles conditions sur les endomorphismes de Dirac a-t-on pour que I’équation
5.3 se ramene a ’équation d’Einstein? Il faut et il suffit que

. 1
FYZTVHTR‘;VN = Rop + Mop, A= 7§R + A avec g7” = 4 Trace (v77”) . (5.4)

Remark 4. On rappelle que v, = gonys".

Problem 1. Eziste-t-il quatre matrices v* = (y%9) dans lalgébre de Clifford
Cly 5 (R), pour lesquelles les équations 5.2, 5.3 et 5.4 soient vérifiées?. Sila réponse
est affirmative, on peut unifier les équations de Dirac-FEinstein, sur les champs réels,
a partir d’une section de Dirac.

Lemma 2. On a

o _ oV SH ] _ v ol
Ry =g (%—waj et R=g” (5]-R

_ TUSH
ppr g 5]’ R’r,ul/'
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Theorem 3. Le tenseur hy, est le tenseur de Ricci si

vo . 1T

WA = g7 (5.5)

Proof. Si yy7~4" = g7¥d% alors

o _ VO MUT P _ ovSHDPR] _ OV
hp_ T Rppl/_g 5jRpp1/_g Rpl/a

et
hop = Rgp.

Remark 5. Les matrices {y"} vérifiant 5.5 vérifient Trace (yVy*) = 4g"».
Theorem 4. Si les matrices de Dirac {v"} vérifient
[ Z2NTs R W1 1) VUNT __ OuSV OV SH
[ At =M, (H)] = g7r6) — g°765,

avec Tr (yYy*) = 4g"* alors le tenseur hy, induit par opérateur de Dirac de rang
2, s’identifie au tenseur de Ricci.

Proof. On a
1 v j 1 v v j
hy = 5 [y ”YM]; Ry = ) (g"“éj -9 5;) R,
1 : 1 )
— v 13V
- 59"“6]- wau o 590 63‘ vau
= ggﬂég‘ijuua Rv,u = *Ruu
= gauRZup = gUMRPN = Rg
et
hop = Rgp.

O

Si on veut trouver un début d’unification des équations de Dirac-Einstein, il faut
prouver 'existence de quatre endomorphismes de Dirac pour lesquels les relations
suivantes sont vérifiées

Trace (v/9%) = 49", {7",7"}7 = 26”67 et [y*,7"]7 = 78" — g*6",  (5.6)

sous ’hypothese de 'existence de telles matrices, I’équation relativiste de Dirac sur
les champs réels s’écrit
Hy (X) =nX

et I’équation relativiste s’écrit sous forme matricielle
1
Hy = <§RA) G+ kT,

on va généraliser ces notions aux tenseurs d’Einstein d’ordre .

Definition 4. Un tenseur d’Einstein d’ordre A est un tenseur qui s’écrit, dans le
local frame, sous la forme

Rop + Nop,
ou A est une C™-application définie dans une carte de trivialisation, R,, est le
tenseur de Ricci et g5, est le tenseur métrique.
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Definition 5. Le tenseur de Ricci R, est inversible s’il existe un tenseur S* tel
que
SR, = 0K ou R,-S™ = d}.

Remark 6. Le tenseur S*™ est unique si il existe.

Lemma 3. Si R, est inversible il existe un unique tenseur €7 tel que

e Rup =gy - (5.7)
Proof. Si on pose R = (Rﬁ), R =Rypet &= (EZ), & =" alors 5.7 s’écrit
ER=G,G=(97),
le tenseur R, est inversible si et seulement si R est inversible donc
E=GR,
le tenseur €7 existe et est unique. (I

Notation 1. Si le tenseur de Ricci Ry, est inversible, on note G** (X\) la matrice
définie par

(s ()\)); = (97" + Ae7") 67 — (977 + Ae””) 5;‘.
Theorem 5. Si le tenseur de Ricci est inversible et les endomorphismes de Dirac
vérifient

A" = 6" (A)

alors le tenseur hy, induit par 'opérateur de Dirac Hy de rang 2 est un tenseur
d’Einstein d’ordre \. En particulier, pour

1
A=-—R+A
SR+ A

l’équation relativiste d’Einstein s’écrit

hop = K15, ou Hy = KT

Proof. On a
o 1 v o j 1 o o v ov ov j
h’p :5[7 7/7/“]]‘ R?w,uzi((g P+ Xe H)(Sj 7(9 + Xe )55) R?w,u
1 o o v nRj 1 ov ov j

=5 (9" +Ae"M) 67 R, — 5 (7" + Ae )5;1%%,,“

= (97" + Xe"") Y R),,

= gPFSYRI, + NTHSYRI, = g Ry + AP Ry,

= R + Ag].

par abaissement de l'indice o,
hop = Rop + Agop-

Si= féRqLA, alors
ho’p = Ga’p + Agopa

ou Gy, est le tenseur d’Einstein, A la constante cosmologique et

hop = KT5p.
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6. CONCLUSION

Pour donner une représentation unitaire des équations relativistes de Dirac et
d’Einstein a ’aide d’une section de Dirac ~, il faut montrer 'existence de quatre
endomorphismes {7”} dans l’algebre de Cifford Cl; 3 (R),

{7} =29""14
avec g, est un tenseur métrique, pour lequel le tenseur de Ricci R, est inversible,
tels que

" =g (—%R + A) , (6.1)
avec
e Rpy = g, -
L’équation de Dirac s’écrit
Hy (X) =nX,
pour un champ X de masse spectrale n qui est une fonction propre locale C'*° de
lopérateur de Dirac H; de rang 1 et I’équation relativiste d’Einstein s’écrit

hyw = T,

T, est le tenseur énergie-impulsion et h,, = guchy, (k) est la matrice de Popérateur
de Dirac de rang 2. Si le tenseur de Ricci n’est pas inversible, 6.1 se ramene a

[V A" =H"
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