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摘要

该图显⽰了Kermack和McKendrick的模型如何与1906年孟买⿏疫流⾏的数据相吻合，是流⾏病学数学建模书籍中最经常复制的数据之
⼀。在本⽂中，我们证明了此模型中常数参数的假设导致这些参数的数值不切实际。此外，当时发表的报告表明，从1897年到⾄少
1911年，每年在孟买发⽣⿏疫的流⾏季节都⾮常明显。因此1906年的疫情确实不是正如Kermack和McKendrick所建议的，因为易感⼈
群的数量已降⾄某个阈值以下，因此流⾏停⽌的⼀个很  好的例⼦，只是季节性流⾏的⼀个例⼦。我们提出了孟买⿏疫的季节性模
型，并计算了与⽼⿏和跳蚤相关的净繁殖⼒。通过这样做，Roberts和Heesterbeek引⼊的概念扩展到了周期性模型。

1.简介

    流⾏病学建模⼈员众所周知，该图显⽰了Kermack和McKendrick（1927; 1991）的模型如何与1906年孟买⿏疫流⾏的数据相吻合
（图1）。它已在有关数学流⾏病学的书籍（Keeling和Rohani，2008； Waltman，1974），数学⽣物学（Banks，1994； Britton，
2003； Cavalli-Sforza和Feldman，1981； Edelstein-Keshet，2005； Clinus，2005）中被复制。 Hastings，1997; Mangel，2006;
Murray，2002; Olinick，1978; Shigesada和Kawasaki，1997），微分⽅程（Braun，1993）和数学建模的历史（Bacaer，2011;以⾊列，
1996）。该数据的来源（Kermack和McKendrick（1927）未指定）来⾃1907年发布的印度瘟疫调查报告（ ，
1907b，p。753）。

图1. 1905年12⽉17⽇⾄1906年7⽉21⽇之间在孟买死于⿏疫的每周死亡⼈数（ ，1907b，p。753）。
曲线的等式为  如（Kermack and McKendrick，1927）。

    但是，Kermack和McKendrick没有直接从他们的原始模型（⼀个由三个微分⽅程组成的系统）中获得图1的钟形曲线，因为它们没
有明确的解决⽅案。取⽽代之的是，他们使⽤某种近似值，从⽽得到⼀个明确的解决⽅案：每单位时间的死亡⼈数  的形式

其中三个参数 ，  和 以复杂的⽅式取决于模型的参数。调整数据给  每个星期，  每周和 。Kermack和
McKendrick还提到了简化模型的⼏个假设。例如，他们的模型没有明确考虑传播⿏疫的⽼⿏和跳蚤。他们注意到：
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“ 这些假设都不能严格满⾜，因此数值⽅程只能是⼀个⾮常近似的近似。不能期望⾮常合适，并且不应该得出各种常数的
实际值的推论。”

    尽管有这些警告，但值得对此进⾏更仔细的研究。特别是，您可能会想：

与图1的调整相对应的原始模型的参数值是多少？
什么是重现性  相关的？

我们从数学⽼师Yann Dartois那⾥收到了这些问题，他想向他的学⽣们展⽰原始微分⽅程组的模拟及其如何拟合数据，⽽不必解释导
致近似的复杂计算。 （1）。相对最近，（Dietz，2009年）也试图找到模型的参数并进⾏计算。 。但是，在计算中出现了⼀些错
误，没有发现任何特殊情况。

    在第2节中，我们回顾了历史背景以及Kermack和McKendrick获得的公式。在第3节中，我们介绍了使我们能够从调整中找到参数值
的计算⽅法，并将其应⽤于孟买⿏疫的案例，并解释说获得的值是⾮常不现实的。因此，我们必须质疑参数恒定值的假设。第4节讨
论了季节性的作⽤，它肯定是造成1906年疫情下降的原因，并提出了这种瘟疫流⾏的周期性模型。该模型包括跳蚤，⼤⿏和⼈类
（Keeling和Gilligan，2000； Keeling和Gilligan，2000； Monecke等⼈，2009）。但是请注意，（Monecke等，2009）仅考虑了⼀年的
流⾏病，⽽没有考虑季节性因素。（Keeling and Gilligan，2000）中的模型之⼀是季节性的，但着眼于世纪尺度，因此

“ 季节性波动的影响已平均。”

第5节⾸先介绍了周期模型类型可重现性的定义。这将应⽤于上⼀部分中的模型。这扩展了Roberts和Heesterbeek在恒定环境中的模型
研究⼯作（Heesterbeek和Roberts，2007； Roberts和Heesterbeek，2003； Roberts，2007）。第6节将周期模型中类型的可复制性与简
化模型中的可复制性联系起来。最后⼀部分提到了⼀些未来⼯作的可能途径。

2.孟买的⿏疫和Kermack和McKendrick获得的配⽅

    布本克⿏疫于1896年8⽉出现在现在的孟买的孟买（1897年，加塔尔）。如第4节所述，该病很流⾏，并在随后的⼏年中以强烈的
季节性特征再次出现。⿏疫也蔓延到印度各地，在1898年⾄1918年间造成超过1000万⼈死亡（Pollitzer， 1954年，第26页）。1905年
1⽉，印度国务卿，皇家学会和利斯特学会成⽴了⼀个咨询委员会。它的⼯作委员会设在孟买。该委员会进⾏了许多实验室实验和现
场研究，以研究该疾病的各个⽅⾯。结果，多达84份“印度瘟疫研究报告”，其中包含数百张表格，图表和地图， 
。该期刊现已被数字化，可从www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/journals/326/免费获得 。本⽂中的⼤多数信息都来⾃这些报告。

    1906年1⽉⾄1906年7⽉持续的季节性⿏疫流⾏是该委员会研究的第⼀个流⾏病，也是受到最多关注的流⾏病。但实际上，它的程
度“中等”。该委员会最终确定了⽼⿏及其跳蚤在⿏疫传播中的作⽤。可以指出的是，⻨克肯德⾥克将在1911年与Kesava Pai先⽣撰写
⽂章，⽽印度肯德勒巴斯德研究所所长（⻨克肯德⾥克将在1905年⾄1920年在此⼯作）是该委员会的成员。

    在（Kermack和McKendrick，1927年）中，Kermack和McKendrick研究了具有三个部分的数学模型：  健康的⼈，  感染⿏疫
的⼈ 死亡或有免疫⼒的⼈。⽅程是

 是⼀种联系率， 死亡率或治愈率。作者能够证明，如果初始条件是 ，  和 ，

似乎没有明确解决⽅案的⽅程式。他们认为⽆量纲的表达  保持相对较⼩并使⽤近似值  要得到

这个Riccati⽅程有⼀个明确的解决⽅案  这样每单位时间的死亡⼈数等于（1），其中

注意与（1）  是最⼤  （图1中每周⼤约900），并且 是达到最⼤值的那⼀刻（图1开始后的19周）。因此，在调整过
程中，实际上只有⼀个未知参数B，⽽Kermack和McKendrick可能尝试了多个值。在初步估算 B之后，他们可能意识到可以通过稍微
更改以下参数来改善其对整个曲线的拟合度： A =每周890，并且 周。最后，他们选择了  每周，因此 
。但是，该模型具有四个参数： ， ，  和 。如何仅从三个⽅程式推导出四个未知参数？

3.参数值
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    ⽤ ， 我们有

所以  和

但是⽅程式  和  还表明  和

通过⽅程式（3）和（4），我们得到

R 中这个⼆次⽅程的唯⼀正根是

    我们有四个未知数，但三个⽅程。参数的⼏种选择  对应于相同的三元组 。我们可以决定修复其中⼀个参数：
⿏疫的平均感染期 ，初始⼤⼩  1905年孟买健康⼈⼝的总数或最初感染⼈数 。似乎不可能 先验地确定k。

    起初，您可能会认为传染期的选择相对简单。根据 （ ，1907b，p。765），致命病例的平均病程约为 天。
但是，平均潜伏期约为3天（ ，1907b，p。765）。最后，我们不要忘记模型（2）是感染过程的简化。被感染的
⽼⿏会感染跳蚤，从⽽感染其他⽼⿏，有时还会感染⼈类。⼈类瘟疫的流⾏完全取决于⼤⿏的流⾏，只晚了⼏天（

，1907b，图III）。

    想象⼀下，系统（2）是⿏疫的模型。在实验室实验中，有效传播⿏疫的孟买⼤⿏在第⼀次接触被感染的跳蚤后平均9天死亡（
，1906a，p。445）。但是，同样不要忘记，这段时间可能与“表观传染期”没有关系，因为跳蚤仅在⽼⿏已经死

亡时才离开它们。根据 （ ，1908，p。285），实验表明，在⿏疫季节，跳蚤可在两周内保持传染性，但在该季
节以外仅⼀周。因此，会有很⼤的季节性变化，我们将在第4节中进⾏讨论。因此，在像（2）这样简单的⾃治模型的框架内，选择

 不简单。

    现在考虑初始⼤⼩ 1905年12⽉孟买健康⼈⼝的⽐例。当时，孟买⼈⼝⼏乎完全集中在“孟买岛”及其22平⽅英⾥的地⽅。1906年2
⽉的⼈⼝普查使⼤约100万居⺠（ ，1907b，p。726）。我们选择 。式（4）表明  是⼆次⽅程的解

在数值上，我们得到  和 。但是（5）表明 。这给  和 。两种
解决⽅案都是荒谬的，第⼀种是因为1906年的流⾏病杀死了⼤约10,000⼈，第⼆种是因为 是很多⼈。因此，不可能使整个⼈⼝都
处于危险之中。

    仍然需要检查我们是否可以通过选择以下参数获得参数的实际值 。举例来说 在流⾏曲线开始时。实际上，（Kermack和
McKendrick，1927年）（参见图1）并未指定哪个事件对应于瞬间 。⼀旦选择 ，⽅程（6）给出 。我们可以计算

 和 。最后  由（3）给出 。⽤ ， 我们获得  每个星期，  和
每个星期。请注意，平均感染期为  ⼀周，就是说 天。⾯临危险的⼈⼝将是 。可重

复性是  在数值上⼏乎等于 。这个  与其他传染病的典型值相⽐，这个数字似乎很⼩（Anderson和May，1991;
Keeling和Rohani，2008，p.21），尤其是因为瘟疫的流⾏不是由慢病引起的⼈⼝密度增加到阈值 但⼏乎可以肯定是乘船到达
被感染的⽼⿏。第三次⿏疫⼤流⾏始于1894年在⾹港。但是，作为“明显的传染期”  （如我们上⾯所见，其解释很困难）也很短，
时间加倍 流⾏开始时需要合理的时间，⼤约13天。当我们认为⼈⼝处于危险之中时，会出现⼀个更⼤的问题

。关于⼈类瘟疫病例地理分布的报告（ ，1907b，地图I，p。727和p。787-794），看来孟买岛的所
有⼈⼝稠密地区都受到了这⼀流⾏病的影响。当总⼈⼝约为100万时，为什么只有57,000⼈处于危险之中没有明显的原因。

    有⼈可能想知道，是否有⼀个略有不同的选择？ （假定为整数）可能会导致更合理的参数值。如表1所⽰，其中包括  ⽽不是
。相应的流⾏曲线（未显⽰）都保持接近图1的⽔平，但是随着  增加。

表1.参数对选择的敏感性 
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    表1似乎表明我们的估算过程并不⼗分稳健。但是我们要记住 假定刚好在1以上，其中模型对参数值的微⼩变化⾮常敏感。在所
有情况下，的不同值  和  表1中的所有内容都太⼩了以⾄于⽆法实现。

    到⽬前为⽌，已经隐含地假定所有感染都会导致死亡。但是（ ，1907b，p。762）提到12245例感染中有11010
例死亡，占死亡率的90％。因为  包括已死者和已治愈者的曲线  （图1）必须按新的最⼤值缩放  等于 ，设

置  和 保持相同。⽤ ，新参数是 ，  天和 。与死亡率为100％的情况⼏乎没有差异。估计处
于危险之中的⼈⼝仍然太少。

    总⽽⾔之，似乎在恒定参数假设下对流⾏曲线的调整会导致不现实的参数值。正如Kermack和McKendrick（1927，p。715）所写的
那样，仅仅这样还不够。

“ 计算得出的曲线表明在流⾏期间率没有变化，⼤致符合观察到的数字。”

4.季节性

    上⼀节中解决该问题的⽅法实际上⾮常简单。模型（2）应该被放弃。通过包括季节性，可以使⽤更实际的参数值获得图1中的曲
线。现在，我们的⽬标是开发⼀个现实的⿏疫流⾏季节性模型并估算相应的可重复性。我们将包括⽼⿏和跳蚤这两个主要宿主，对
于它们⽽⾔，类型T的可再现性可以更好地衡量控制该流⾏病的努⼒。因此，我们还将讨论季节性模型的T的计算 ，这可能会引起⼴
泛的关注。

    ⿏疫于1896年8⽉出现在孟买，但第⼀次真正的流⾏病始于1897年的春天。⾄少在1911年之前，⼏乎每个⽉都记录有瘟疫造成的死
亡，每年的3⽉或4⽉达到峰值（图2）。在12⽉⾄6⽉之间始终观察到⾼死亡率，⽽7⽉⾄11⽉之间则观察到低死亡率。在孟买，⿏疫
⼀直持续到1923年（Pollitzer，1954，第28页）。这种规律性的季节性与欧洲14⾄18世纪的⿏疫流⾏⼤不相同，后者是不规则发⽣
的，并且是早期模型的研究对象（Keeling和Gilligan，2000； Keeling和Gilligan，2000； Monecke等， 2009）。

图2. 1897年1⽉⾄1911年12⽉在孟买死于⿏疫的每周死亡⼈数。数据来⾃（ ，1907b，p。753），（
，1908年，图I）和（ ，1912年，第3页。222 226）。

    （（ ，1908年；St John Brooks，1917年）研究了这种季节性因素的产⽣。与⽓象统计数据的⽐较表明，当平
均温度⾼于80°F或26.7°C时，该流⾏病不会继续。在印度其他地区也得出了类似的结论，湿度起次要作⽤（St John Brooks，
1917）。⿏疫杆菌对温度敏感。实验室实验表明，在寒冷的天⽓中，胃中产⽣⿏疫杆菌⼤量繁殖的跳蚤⽐例可能⽐温暖的天⽓时⾼
出⼏倍（ ，1908，p。283-285）。相应地，在炎热的天⽓中，跳蚤⽐在炎热的天⽓中可以保持更长的传染性。
使⽤冷藏室或加热室可获得类似的结果。

    另⼀个因素是⼤⿏跳蚤的季节性存在。与⼀年中的其他⽉份相⽐，在⼀⽉⾄三⽉期间，使⽤豚⿏作为⼩动物，可以捕获更多（
，1908，p。296）。在2⽉⾄5⽉之间捕获的⽼⿏中发现的跳蚤的平均数量也最⾼（ ，

1908，p。297）。但是，跳蚤数量的变化可能是由于跳蚤使死⿏疫⿏找到了新的宿主⽽引起的。
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B ϕ y0 = 1 x0 ≃ 69 183 1/ℓ ≃ 1,5 R0 ≃ 1,08
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Advisory Committee Advisory Committee −

Advisory Committee

Advisory Committee

Advisory Committee Advisory Committee



    ⽤捕获的⼤⿏中幼⿏和怀⿏的⽐例来估计⼤⿏⽣育⼒的季节性似乎不太重要（ ，1907b，p。748）。但是，由
于⿏疫造成的死亡，⽼⿏的数量肯定有所波动。

    综合所有这些因素，很明显，如Kermack和McKendrick模型所建议的那样，1906年6⽉流⾏病的下降不应归因于健康⼈⼝的数量下
降到⼀定阈值以下，⽽不仅仅是因为影响细菌和跳蚤的季节性因素。作为替代模型，我们可以尝试保留相同的⽅程式（2），但具有
周期性系数。但是在这⼀点上，稍微复杂⼀些，更现实的模型似乎是合适的。我们将使⽤现在的标准符号  代替 。

 是健康⼤⿏的数量，  受感染的⽼⿏数量和  免疫⼤⿏的数量。 是存活的⼤⿏总数。更具体地
说，只考虑黑⽼⿏，尽管有报道清楚地表明，这些⽼⿏之间的⿏疫流⾏总是先于棕⾊⽼⿏之间的相似流⾏病，只有⼏周的差异。

 是指⾃由存活的跳蚤的数量，也就是说尚未固定在⽼⿏或⼈类⾝上的跳蚤。  是被感染的⼈数。 是⼈类瘟疫死亡的发
⽣率。没有考虑到健康的⼈类和健康的跳蚤，因为它们可能过量了：应该记住，每年有⼤约10,000的⼈死于⿏疫，⼈⼝有100万⼈。
由于⿏疫主要是⿏疫，⼈类只是⿏蚤的偶发宿主，因此考虑了易感和免疫⿏的数量。我们将感染过程总结如下：

表2给出了参数的含义及其数值。

表2.参数值
⼤⿏的⽣育⼒ /⽉ （莱斯利，1945年）

调整

⼤⿏的预期寿命 /⽉ （莱斯利，1945年）

免费跳蚤找房东的时间 /⽉ ，1907a，p。
475

找到⼈类宿主的免费跳蚤的⽐例 调整

跳蚤传播给⼤⿏或⼈类的可能性（θ以°F为单
位）

，1908，p。
283

调整

温度（°F） 图3 ，1908年，图I

⿏疫持续时间 /⽉ ，1906a，p。
445

⽆免疫⼒恢复的⼤⿏⽐例 ，1908，p。
284

免疫治愈⼤⿏的⽐例 ，1908，p。
284

每只⽼⿏平均跳蚤数量 ，1907b，p。
752

从⽼⿏传播到跳蚤的可能性 假设

⼈类瘟疫的持续时间 /⽉ ，1906b，p。
526

死亡 ，1907b，p。
762

    以下是有关模型和参数的⼀些注释：

读者可能会注意到，当前模型与宿主内部模型之间存在相似的HIV感染，受感染的⽼⿏死亡时会释放跳蚤，因为受感染的CD4
细胞在爆炸时会释放HIV病毒体（Nowak和May ，2000）。
该模型适合于印度最常见的⿏疫⿏疫（Pollitzer，1954，第28页），但当然不适⽤于肺⿏疫，后者是哈尔滨流⾏的主要形式
（Dietz，2009）。 。肺⿏疫可以在⼈与⼈之间直接传播。
实验室实验表明，如果没有跳蚤，则不能发⽣⿏疫的直接传播（ ，1906a，p。466）。
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S(t) I(t) R(t) P(t) = S(t) + I(t) + R(t)

F(t) H(t) D(t)

dS

dt
= b(P) − mS − c (1 − ω)π(θ(t))

S

P
F + εm′ I,

dI

dt
= c (1 − ω)π(θ(t))

S

P
F − m′ I,

dR

dt
= ε′ m′ I − mR,

dF

dt
= f π′(1 − ε − ε′)m′ I − c F ,

dH

dt
= c ω π(θ(t))F − aH, D(t) = σ aH(t).

(7)

(8)

(9)

(10)

b(P) b(P) = r P/(1 + P/K) r = 0,4

K = 50 000

1/m m = 0,03

1/c c = 30
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ω ω = 2%

π(θ) π(θ) = π0 × (0,75 − 0,25 tanh(θ − 80))
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π0 = 90%
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1/m′ m′ = 3
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f f = 4
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PH Leslie（1945）的经典⽂章中的数据与棕⿏有关（请注意， 是半衰期）。然⽽，实验性的黑⽼⿏农场的种群
数量却随着 ，给出了类似的结果（ ，1911年，第2页。199）。表达式中的参数K 与⼤⿏种群⼤
⼩有关，是⼀个⾃由参数，已⽤于调整⼈类的⿏疫曲线。
我们⽤跳蚤的平均时间找到了主⼈ 当天，由于以下观察：“ 在孟买的⼀幢曾导致⿏类严重死亡的建筑物中，事实证明
是⿏疫，我们在进⼊某些地⽅的男⼦的腿上采集了⼤量⿏蚤。即使很短的时间⾥， ，1907a，p。475）。
采取  ⼀天⼏乎没有区别（另请参阅下⾯的第6节）。
⽐例是  找到⼈类宿主的免费跳蚤数量取决于孟买的卫⽣条件（ （1907b）。它被⽤作调整参数，并注意
到⿏疫死亡⼈数⼏乎与ω成正⽐。
传播的可能性  在跳蚤的胃中模拟细菌⽣长的温度依赖性。我们选择了⼀个平滑函数，在80°F时有⼀个相对明显的阈值，因
此，如（ ，1908，p。283），跳蚤在炎热天⽓传播⿏疫的可能性约为凉爽天⽓的⼀半。传播的最⼤可能性
是⼀个⾃由参数，已⽤于调整⼈类的⿏疫曲线。（Gatacre，1897，p。11）提到叮咬传播的可能性⼩于15％。但是请注意

 是全球传播的可能性，这意味着跳蚤在其宿主⼤⿏上被多次叮咬。
图3显⽰了1897年1⽉⾄1906年12⽉在孟买记录的平均温度，时间步长为两个星期。它接近周期函数。对于我们的模型，我们做
出简化假设，即  是⼀个带有周期的实周期函数  年份，其值是通过对图3中的⼗年数据取平均值⽽获得的。请注意，
⽉平均温度与其平均值之间的偏差与⽓温峰值的⼤⼩变化之间没有明显的相关性图2中的季节性流⾏病。
⽐例  和 由于许多实验室实验中的⼤⿏已经被免疫，因此难以估计在⿏疫中存活或没有免疫的被感染的⼤⿏。但是，在温度
条件适宜的未免疫豚⿏上进⾏的类似实验表明，有10％到20％的存活（ ，1908，p。283 284）。为了简
化，我们假设 。这样，在⿏疫中幸存下来的被感染⼤⿏有50％的机会被免疫。
在黑⿏⾝上发现的跳蚤数量随季节变化（ ，1907b，p。752; 另请参阅（Otten，1932）以获取Java数据）。
我们只保留平均值  每只⽼⿏跳蚤。
⽼⿏是温⾎动物，假定⽼⿏瘟疫传播到跳蚤的概率不取决于外界温度，⽽是等于跳蚤传播到⽼⿏的概率的最⼤值： 。

图3.平均温度  1897年1⽉⾄1906年12⽉在孟买（ （1908年，图I）及其以虚线表⽰的周期平均值。

    总之，我们保留了三个主要的免费参数（ ，  和 ）以调整死于瘟疫的⼈数。通过反复试验调整这些参数，以使每周的最⼤死
亡⼈数少于1000，在3⽉或4⽉达到流⾏⾼峰，并持续⼤约5个⽉的季节性流⾏。我们终于选择了： ，  和 
。因此，在没有⿏疫的情况下，黑⿏的数量是 ，即⼈均少于⼀只黑⽼⿏。根据我们选择的参数值以及
1896年8⽉初引⼊的被感染⼤⿏，模型（7）-（10）收敛为周期解，我们将其与图4中1904-1907年的数据进⾏⽐较。

log(2)/m ≃ 23

e(r−m)t Advisory Committee b(P)

1/c ≃ 1

Advisory Committee

1/c ≃ 0,5

ω Advisory Committee

π(θ)
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π0

π(θ)

θ(t) τ = 1

ε′ ε

Advisory Committee −

ε = ε′ = 10%

Advisory Committee

f ≃ 4

π′ = π0

∘ F Advisory Committee

K ω π0

K = 50 000 ω = 2% π0 = 90%

S∗ = K(r/m − 1) ≃ 620 000



图4. 1904年1⽉⾄1907年12⽉期间的每周⿏疫死亡⼈数  模型的周期解的形式。

    由于以下原因，模型的输出⽆法适应图2中的整个时间序列。引⼊感染病例后，该模型产⽣的第⼀个流⾏⾼峰⽐随后⼏年的⾼峰⼤
⼏倍，因为所有⼤⿏⼀开始都是健康的。这不是我们在图2中观察到的结果。我们在1897年发表的关于孟买⿏疫的报告（加塔克雷，
1897年）中找到了可能的解释，也就是说，该病爆发开始⼀年后。流⾏病，以及成⽴咨询委员会和⼯作委员会的⼏年。该报告详细
解释了在流⾏的第⼀年难以准确估计⿏疫死亡率的困难：据估计，由⿏疫造成的死亡（图2）不到流⾏病中超额死亡率的三分之⼀，
超额死亡率是通过从流⾏期间观察到的总死亡率中减去前⼏年的平均死亡率⽽得出的（Gatacre，1897，p 2）。相反，⼗年后的1907
年发布的报告对⿏疫统计数据⾮常有信⼼，因为⿏疫病例的识别已成为常规⼯作（ ，1907b，p。728-734）。因
此，图2中第⼀个流⾏病⾼峰的⼤⼩令⼈怀疑。另⼀个重要因素是，从1896年12⽉到1897年2⽉，⼈⼝从850,000下降到了437,000。⼈
们逃离孟买以逃避瘟疫（加塔克雷，1897年，第251页）。这种迁移当时被认为“ 在世界历史上可能是独⼀⽆⼆的当然减⼩了第⼀个
流⾏病⾼峰的规模。第⼀个⾼峰期过后⼏个⽉，⼈⼝⼜恢复了正常⽔平（Gatacre，1897年，计划3）。最后，1907年以后的较⼩流⾏
病⾼峰（图2）可能是由于委员会在认真了解⿏疫的流⾏病学之后建议采取有效⼲预措施。所有这些趋于证明为什么图4只关注1904-
1907年。

    图5显⽰了⽼⿏种群的周期性振荡。请注意，与⽆病的情况相⽐，⿏疫将⼤⿏的总数除以约5。在2⽉⾄4⽉的⿏疫季节，易感⼤⿏
的数量也很少，但由于⾼温降低了传播，4⽉下旬开始增加。这种增长⼀直持续到下⼀年的⼀⽉。然后，健康⼤⿏的数量和温度条件
有利于新的流⾏病。⼀个季节内感染的最⼩⼤⿏数为26，这太⼩了，⽆法在图5中看到，但如果考虑到随机性，则⾜以避免灭绝。免
疫⼤⿏的⽐例 R / P在2⽉季节性流⾏病开始时的25％和5⽉流⾏病结束时的65％之间变化。在实验室实验中也可以看到免疫⼒的这些
变化（ ，1908，p。292）。最后，我们可以注意到，与（Monecke等，2009）的模型不同，跳蚤应该是在⽼⿏
数量急剧减少后才寻找⼈类的模型（特别是（Monecke等， 2009年，图3），图4中的流⾏病和图5中的流⾏病重叠⼴泛，前者仅落后
于后者数周，这⼀点已由数量数据证实1905-1906年在孟买检查了被感染的黑⼤⿏（有⽣命的或有死的）（ ，
1907b，图III）。

图5.⼤⿏种群：健康（ ）， 已感染 （ ），免疫⼒（ ）和总计（ ）。
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    当然，如在具有周期性⼈⼝统计的经典SIR模型中⼀样，模型（7）-（10）也具有次谐波解，并且可能还具有针对不同参数值的混
沌解。没有尝试绘制分叉图。这种潜在的复杂性可能在⼀定程度上解释了为什么图2中的季节性流⾏病⾼峰不完全相同。这⾥的想法
只是表明季节性模型可以将数据与实际参数值拟合，⽽不像（Kermack and McKendrick，1927）。

5.具有季节性的类型的可复制性

    现在让我们转到引⾔中提出的第⼆个问题：与孟买⿏疫有关的可重复性是什么？我们将使⽤上⼀部分的周期性模型，其中包括⽼
⿏和跳蚤。正如罗伯茨（Roberts）和海斯特贝克（Heesterbeek）指出的，具有多种宿主动物的传染病（Heesterbeek and Roberts，
2007; Roberts and Heesterbeek，2003; Roberts，2007），最好计算每种动物的可重复性不同的主机类型。让我们⾸先回顾⼀些有关类
型在恒定环境中的可复制性的⼀般性，然后再将概念扩展到周期模型。

5.1持续的环境

    考虑具有n个受感染状态的线性⾃治模型 ，带有

，
A是⼀个传输矩阵，其元素都≥0，
B是⼀个可逆M矩阵的转换矩阵（Berman和Plemmons，1994； van den Driessche和Watmough，2002）。

注意（Diekmann等⼈，2010）将-B称为转移矩阵。我们将其称为模型（A，B）。回想⼀下，对于具有⾮对⾓元素≤0 的矩阵 B，以下
四个条件是等效的：

B （或其转置矩阵 ）是可逆的M矩阵；
B的所有特征值都有⼀个实部 

 与 
B是可逆的  是⼀个正矩阵（Berman和Plemmons，1994，第134-137页）。

再现性是 ，正矩阵的光谱半径 。参见（Diekmann and Heesterbeek，2000，p.105）或（van den Driessche and
Watmough，2002）。

    现在假设控制是在⾮空⼦集上完成的 所有受感染的州。正如（Roberts and Heesterbeek，2003）⼀样，我们定义

P：此⼦集上的投影矩阵，其中  如果 ，  如果 和  如果 
：⼤⼩为n的恒等矩阵

 和 。

换句话说，矩阵的⾏  号码在 与矩阵A中的相同 ，⽽其他⾏为零。所以 。因为  是⼀个正矩阵，请注意
具有≤0的⾮对⾓元素。对于与之相关的类型可重复性的定义 ，T，我们假设 也是⼀个可逆的M矩阵。因为

，这个假设等于 ，如（Roberts和Heesterbeek，2003年）。因为
，就像有线性模型  带有传输矩阵  和过渡矩阵 。另请参见（van den Driessche and

Watmough，2002）中的讨论。我们来定义：

对于模型（A，B），与  是模型的可复制性 。

让我们验证⼀下这个定义是否与Roberts和Heesterbeek提出的定义⼀致（Roberts和Heesterbeek，2003； Roberts，2007； Heesterbeek和
Roberts，2007）：

它的确与（Roberts and Heesterbeek，2003，公式（A3））是相同的公式，但公式略有不同。让我们坚持这样⼀个事实，即计算
（11）似乎是新的。

    对于形式的离散时间模型  具有正矩阵  和  与  （例如，参见（Bacaër，2009年））， 
 与 。类似的计算再次表明

5.2周期性环境

    现在让我们考虑周期τ的周期线性化系统

dJ/dt = (A − B)J(t)

J(t) = (J1(t), … , Jn(t))T

BT

> 0

∃ d1 > 0, … , dn > 0 djBj,j > ∑i≠j di |Bi,j| ∀j

B−1

R0 = ρ(K) K = AB−1

E ⊂ {1, … ,n}

Pi,j = 0 i ≠ j Pi,j = 0 i = j ∉ E Pi,i = 1 i ∈ E

I

Â = PA A∗ = (I − P)A

Â E A = Â + A∗ A∗

B̂ = B − A∗
E B̂

B − (I − P)A = (I − (I − P)AB−1)B ρ((I − P)K) < 1

A − B = Â − B̂ dJ/dt = (Â − B̂)J(t) Â B̂

E (Â, B̂)

T = ρ(ÂB̂
−1
) = ρ(Â(B − A∗)−1) = ρ(ÂB−1(I − A∗B−1)−1)

= ρ(PAB−1(I − (I − P)AB−1)−1) = ρ(PK(I − (I − P)K)−1) . (11)

J(t + 1) = (A + B)J(t) A B ρ(B) < 1

R0 = ρ(K) K = A(I − B)−1

T = ρ(PA(I − (I − P)A − B)−1) = ρ(PK(I − (I − P)K)−1).



称为模型 。

 是⼀个正连续传输矩阵
 是具有⾮对⾓元素的连续过渡矩阵 。

进⼀步假设占优势的Floquet乘数  系统的  与  严格⼩于1。

    请注意，如果 是常数且等于B，则 当且仅当B的所有特征值的实部都⼤于0时，换句话说，如果 B
是可逆M矩阵。

    让我们回到定期情况。如上所述，考虑⼀个⼦集  的 以及与其对应的投影矩阵 P。我们定义

。

所以  和 。再次注意矩阵  具有⾮对⾓线元素 。假设占主导地位的Floquet乘数
 系统的  与  严格⼩于1。这是定义：

与以下类型关联的类型的可再现性  在模型中  是模型的可复制性 。

回想⼀下（Bacaër和Guernaoui，2006）提出了周期模型的可重现性定义，对于模型是微分⽅程组的特殊情况，可以使⽤Floquet理论
计算 （Bacaër和Guernaoui，2006；Bacaër，2007； Wang和Zhao，2008）。确实，如果  （案⼦  没有发⽣任何真正
的疾病），  被表征为唯⼀的正数，例如周期线性系统  具有占主导地位的Floquet乘数等于1。更⼀
般⽽⾔， 是周期函数空间上积分算⼦的谱半径（Bacaër和Guernaoui，2006年），并被解释为世代增长的渐近速率（Bacaër和Ait
Dads，2011年）。因此，类型T的可重复性 是唯⼀的正数，使得

具有⼀个等于1的优势浮球乘数。该数字T具有与  ：例如（Wang and Zhao，2008，Theorem 2.2），我们有  当且仅当系统 
马尔萨斯增长率> 0。但这等于系统的马尔萨斯参数 。因此，仅当T > 1时，⽆

病状态才会不稳定。

    实际上，如前所述（Thieme，2009年），形式为  在周期微分⽅程的特殊情况下仍然成⽴，  和 
 对于周期τ的任何周期函数， 。对⾓线外的系数≤0 of  和条件  确保这件事  是可逆的，

其逆是⼀个正运算符（例如，  如果 是标量函数）。因此，类似于（11）的T公式
仍然适⽤，只是它似乎没有实际⽤途。

    对于离散时间周期τ的周期模型

具有正矩阵  和  和  与（Bacaër，2009）中⼀样，类型的可再现性仍由等效模型的可再现性给出
，带有 ， ，并规定 。

    最后，对于由时间构成的周期性模型  ⾃感染以来流逝的形式

类型的可重现性可以定义为正实数T，使得系统（13）的条件在边缘

的马尔萨斯参数为空（Thieme，1984），或者等效地，等于1的可重复性（Bacaër和Guernaoui，2006;Bacaër和Ait Dads，2011）等于
条件为边缘的系统（13）

dJ

dt
= (A(t) − B(t))J(t),

(A(t),B(t))

A(t)

B(t) ≤ 0

ρ(X(τ)) dX/dt = −B(t)X(t) X(0) = I

B(t) ρ(X(τ)) = ρ(exp(−τB)) < 1

E {1, … ,n}

Â(t) = PA(t)
A∗(t) = (I − P)A(t)

B̂(t) = B(t) − A∗(t)

A(t) = Â(t) + A∗(t) A(t) − B(t) = Â(t) − B̂(t) B̂(t) ≤ 0

ρ(X̂(τ)) dX̂/dt = −B̂(t)X̂(t) X̂(0) = I

E (A(t),B(t)) (Â(t), B̂(t))

R0 R0 > 0 R0 = 0

R0 dJ/dt = (A(t)/R0 − B(t))J(t)

R0

dJ

dt
= ( Â(t)

T
− B̂(t))J(t) = ( PA(t)

T
+ (I − P)A(t) − B(t))J(t) (12)

R0 T > 1

dJ/dt = (Â(t) − B̂(t))J(t) dJ/dt = (A(t) − B(t))J(t)

R0 = ρ(AB−1) (Au)(t) = A(t)u(t)

(Bu)(t) = du
dt

+ B(t)u(t) u(t) B(t) ρ(X(τ)) < 1 B

(B−1u)(t) = ∫ ∞
0

exp(− ∫ t

t−x
B(y) dy)u(t − x) dx B(t)

J(t + 1) = (A(t) + B(t))J(t)

A(t) B(t) ρ(B(τ − 1) ⋯B(1)B(0)) < 1

J(t + 1) = (Â(t) + B̂(t))J(t) Â(t) = PA(t) B̂(t) = (I − P)A(t) + B(t) ρ(B̂(τ − 1) ⋯ B̂(1)B̂(0)) < 1

x

∂J

∂t
+

∂J

∂x
= −B(t,x) J(t,x),

J(t, 0) = ∫
∞

0

A(t,x) J(t,x) dx,

(13)

J(t, 0) = ∫
∞

0
(
PA(t,x)

T
+ (I − P)A(t,x))J(t,x) dx

J(t, 0) = ∫
∞

0
(I − P)A(t,x) J(t,x) dx,



马尔萨斯参数为负（或再现性<1）。我们可以很容易地看到，如果  和 不依赖x。

5.3申请

    例如，考虑第4节中的模型。⽆病状态的⼤⿏数量为 。我们定义

 ：与⼤⿏有关的⽣殖能⼒
 ：与跳蚤相关的可重复性

 ：列向量 。

通过关注受感染的⼤⿏和跳蚤的线性化系统，我们看到由以下矩阵定义的微分⽅程的周期线性系统都具有等于1的优势Floquet乘数：

通过上⼀节中的参数值，我们获得  和  （更确切地说 ）。

    应当指出，在媒介传播的疾病中也进⾏了类似的计算（Bacaër，2007年）。所谓的可复制性实际上是⼀种类型的可复制性（  被称
为  和  被称为 ）。在周期为2×2的系统的特殊情况下，例如（14）-（15），（Bacaër，2007）已经表明 ，就
像在⾃治案例中⼀样（Roberts和Heesterbeek，2003年）。

6.慢速动态和SIR模型

    在第4节中，指出了⿏疫死亡⼈数的曲线对参数c的变化不敏感。解释很简单：跳蚤找到新主机的平均时间， （7）-（10）
模型中最短的时间标度是⼀天或⼀个⽉的1/30。因此，我们可以期望⽅程（9）处于准平稳状态： 。我们⽤
等式（7），（8）和（10）代替c F。我们获得以下不涉及c的简化系统：

我们可以验证该系统的周期解确实与系统（7）-（10）的周期解⾮常接近，其中c =每⽉30，甚⾄在c = 60每⽉时更接近 （图未显
⽰）。现在考虑⽅程式（17）。由于精简系统中只有⼀种类型的强制性主机，因此可重现性 和T型的重现性⼀致并且等于时间平
均值 。（Bacaërand Guernaoui，2006，equation（31））给出了⼀个包含平均值的公式（正确
定义为 ）。数字上我们得到⽜逼 ≈1.79。我们⽆法从⽣物学上区分该值与使⽤Floquet理论在第5节中获得的值1.78。

    请注意，（16）-（18）是Kermack和McKendrick的SIR模型（2）的⼀种周期性版本，但具有⼈⼝统计学功能，并且在健康阶层恢
复后可能会返回。由（19）给出的死亡⼈数遵循  延迟地  ⼀个星期。

7.结论

    即使我们已经在第3节中回答了引⾔中有关参数值和可再现性的两个问题，事实证明Kermack和McKendrick提出的模型确实不好。
从⽣物学的⾓度来看。即使1906年的疫情仅持续了⼏个⽉，季节性影响也不能忽视。因此，我们在第4节中提出了⼀个新的周期性模
型。由于该模型包含两个不同的宿主，因此计算类型的可重复性⽽不是计算 因此，在第5节中，我们将类型的可复制性概念扩展
到了季节性模型。最后，在第6节中，我们添加了⼀些注释，将具有两个宿主的模型的类型的可重复性与具有单个宿主的简化模型的
可重复性联系起来。

    从我们的⾓度来看，由Kermack和McKendrick提出的1906年孟买⿏疫流⾏模型（今天的公共卫⽣关注度有限）造成的问题，是否该
模型仅在教科书中⽤作最好的例⼦之⼀，以展⽰数学模型如何解释流⾏过程并适应数据。第⼀个问题是⾯临风险的⼈⼝规模。许多
模型都⾮常重视估计可重复性，在简单模型中，可重复性与最终被感染的⼈群的最后⼀部分密切相关。但是这些计算适⽤于哪些⼈
⼝？是该流⾏病开始的社区的⼈⼝，城市，区域或整个国家的⼈⼝？似乎还有更多的不确定性仅N 。两者都是预测疫情最终规模
的必要条件。从某种意义上说，N对于具有这种流⾏病的数量级更为重要。

A(t,x) B(t,x)

S∗ = K(r/m − 1)

TR

TF

J(t) (I(t),F(t))

( ),

( ),

( ).

−m′ c(1 − ω)π(θ(t))/R0

fπ′(1 − ε − ε′)m′/R0 −c

−m′ c(1 − ω)π(θ(t))/TR
fπ′(1 − ε − ε′)m′ −c

−m′ c(1 − ω)π(θ(t))

fπ′(1 − ε − ε′)m′/TF −c

(14)

(15)

R0 ≃ 1,3 TR = TF ≃ 1,8 TR = TF ≃ 1,78

T

R0 R0 r0 (R0)2 = TR = TF

1/c = 1

c F ≃ f π′(1 − ε − ε′)m′ I

dS

dt
= b(P) − mS − (1 − ω)π(θ)

S

P
f π′(1 − ε − ε′)m′ I + εm′ I,

dI

dt
= (1 − ω)π(θ)

S

P
f π′(1 − ε − ε′)m′ I − m′ I,

dR

dt
= ε′ m′ I − mR,

dH

dt
= ωπ(θ) f π′(1 − ε − ε′)m′ I − aH, D(t) = σ aH(t).

(16)

(17)

(18)

(19)

R0

(1 − ω) [ 1
τ

∫
τ

0
π(θ(t)) dt] f π′(1 − ε − ε′)

R0

I(t) 1/a

R0

R0



    第⼆个问题是，即使这是图2的最明显特征之⼀，Kermack和McKendrick模型也没有考虑到季节性。这⼀论点也可能被证明与某些
现代研究有关。流感。

    由于在14世纪的黑⿏疫中⿏疫耶尔森菌可能引起的争议，近年来⿏疫流⾏的季节性受到了新的关注。印度20世纪初的⿏疫流⾏季
节及其对温度阈值的解释似乎与14⾄18世纪的欧洲数据相⽭盾（Cohn，2002年和2010年； Welford和Bossak，2009年）。将来，也许
我们应该尝试使⽤数学模型解释这些季节性差异。
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