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resumen

La figura que muestra como el modelo de Kermack y McKendrick se ajusta a los datos de 1906 para la epidemia de peste en Bombay es una de
las figuras mas frecuentemente reproducidas en los libros sobre modelos matematicos en epidemiologia. En este articulo, mostramos que la
suposicion de parametros constantes en este modelo conduce a valores numéricos poco realistas para estos parametros. Ademas, los informes
publicados en ese momento muestran que las epidemias de peste ocurrieron en Bombay con una estacionalidad notable cada afio desde 1897 y
al menos hasta 1911. Por lo tanto, la epidemia de 1906 no es realmente una buen ejemplo de una epidemia que se detiene porque el numero de
personas susceptibles ha caido por debajo de cierto umbral, como lo sugirieron Kermack y McKendrick pero un ejemplo de una epidemia
estacional. Presentamos un modelo estacional para la peste en Bombay y calculamos las reproductividades netas asociadas con ratas y pulgas.
Al hacerlo, la nocién introducida por Roberts y Heesterbeek se extiende a los modelos periodicos.

1. Introduccion

Los modeladores de epidemiologia conocen bien la figura que muestra como el modelo de Kermack y McKendrick (1927; 1991) se ajusta a
los datos de 1906 para la epidemia de peste en Bombay (Figura 1). Se ha reproducido en libros sobre epidemiologia matematica (Keeling y
Rohani, 2008; Waltman, 1974), biologia matematica (Banks, 1994; Britton, 2003; Cavalli-Sforza y Feldman, 1981; Edelstein-Keshet, 2005;
Hastings, 1997; Mangel, 2006; Murray, 2002; Olinick, 1978; Shigesada y Kawasaki, 1997), ecuaciones diferenciales (Braun, 1993) y la historia
del modelado matematico (Bacaer, 2011; Israel, 1996). Los datos, cuyo origen no especifican Kermack y McKendrick (1927), provienen de un
informe de encuesta sobre la peste en India publicado en 1907 (Advisory Committee, 1907b, p. 753).
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Figura 1. Numero semanal de muertes por peste en Bombay entre el 17 de diciembre de 1905 y el 21 de julio de 1906 (
Advisory Committee, 1907b, p. 753). La ecuacién de la curva es 890/ cosh?(0,2 ¢ — 3,4) como en (Kermack y McKendrick,
1927).

Sin embargo, Kermack y McKendrick no obtuvieron la curva de campana de la figura 1 directamente de su modelo original, un sistema de
tres ecuaciones diferenciales, porque no tenian una solucién explicita. En cambio, utilizaron una cierta aproximacion, para lo cual obtuvieron
una solucidn explicita: el nimero de muertes por unidad de tiempo dz/dt estaba en la forma

dz A
e, M

t  cosh®(Bt— ¢)
donde los tres parametros A, By ¢ depender de manera complicada de los pardmetros del modelo. El ajuste de los datos dio A = 890 por
semana, B = 0,2 por semana y ¢ = 3,4. Kermack y McKendrick también mencionaron varios supuestos que simplifican su modelo; Por
ejemplo, su modelo no tiene en cuenta explicitamente las ratas y las pulgas que transmiten la peste. Se dieron cuenta de que:

" Ninguno de estos supuestos se cumple estrictamente y, en consecuencia, la ecuacion numérica solo puede ser una aproximacion
muy aproximada. No es de esperar un ajuste ajustado, y no se deben deducir los valores reales de las diferentes constantes . "
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A pesar de esta advertencia, puede valer la pena estudiar esto mas de cerca. En particular, uno puede preguntarse:

e ;Cudles son los valores de los pardmetros del modelo original que corresponden al ajuste de la figura 1?
¢ (Qué es la reproducibilidad? Ry ;asociado?

Recibimos estas preguntas de Yann Dartois, un profesor de matematicas que queria mostrar a sus alumnos una simulacion del sistema original
de ecuaciones diferenciales y como se ajusta a los datos, sin tener que explicar los calculos complicados que conducen a la aproximacion. (1)
Hace relativamente poco tiempo (Dietz, 2009) también trat6 de encontrar los parametros del modelo y calcular Ry. Sin embargo, se cometieron
algunos errores en los calculos y no se notd nada especial.

En la seccion 2, recordamos el contexto historico y las formulas obtenidas por Kermack y McKendrick. En la seccion 3, presentamos los
calculos que nos permiten encontrar los valores de los parametros a partir del ajuste, los aplicamos al caso de la peste en Bombay y explicamos
que los valores obtenidos son bastante poco realistas. Por lo tanto, debemos cuestionar la suposicion de valores constantes para los parametros.
La Seccion 4 discute el papel de la estacionalidad, que seguramente es responsable del declive de la epidemia en 1906, y propone un modelo
periddico para esta epidemia de peste. El modelo incluye pulgas, ratas y humanos como en (Keeling y Gilligan, 2000; Keeling y Gilligan, 2000;
Monecke et al., 2009). Sin embargo, tenga en cuenta que (Monecke et al., 2009) considera solo epidemias de un afio sin tener en cuenta la
estacionalidad. Uno de los modelos en (Keeling y Gilligan, 2000) era estacional pero miraba la escala del siglo, de modo que

" Los efectos de las fluctuaciones estacionales se promedian. "

La Seccion 5 presenta primero una definicion de la reproducibilidad de un tipo para modelos periddicos. Esto se aplica al modelo en la seccion
anterior. Esto extiende el trabajo de Roberts y Heesterbeek sobre modelos en un entorno constante (Heesterbeek y Roberts, 2007; Roberts y
Heesterbeek, 2003; Roberts, 2007). La Seccion 6 vincula la reproducibilidad de un tipo de nuestro modelo periddico con la reproducibilidad de
un modelo reducido. La tltima seccidn menciona algunas posibles vias para el trabajo futuro.

2. La peste bubodnica en Bombay y las formulas obtenidas por Kermack y McKendrick

La peste bubdnica aparecié en Bombay, ahora Mumbai, en agosto de 1896 (Gatacre, 1897). Se volvié endémico, reaparecio6 en los afios
siguientes con un fuerte caracter estacional, como veremos en la seccioén 4. La plaga también se extendio por toda la India, que caus6é mas de
diez millones de muertes entre 1898 y 1918 (Pollitzer, 1954, p. 26). En enero de 1905, el Secretario de Estado de India, la Royal Society y el
Lister Institute crearon un comité asesor. Su comision de trabajo tenia su sede en Bombay. La comision realizé numerosos experimentos de
laboratorio y estudios de campo para estudiar todos los aspectos de la enfermedad. Como resultado, no menos de ochenta y cuatro "Informes de
estudio de plagas en la India", con cientos de tablas, diagramas y mapas, Journal of Hygiene. Este diario ha sido digitalizado y esta disponible
de forma gratuita en www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/journals/326/ . La mayor parte de la informacion en nuestro articulo proviene de estos
informes.

La epidemia de peste estacional de 1906, que durd de enero a julio de 1906, fue la primera epidemia que estudio la comision y también la que
recibid mas atencion. Pero en realidad era de "gravedad moderada". La comision pudo establecer definitivamente el papel de las ratas y sus
pulgas en la propagacion de la plaga. Cabe sefialar que el Sr. Kesava Pai, con quien McKendrick iba a escribir un articulo en 1911, y el director
del Instituto Pasteur de India en Kasauli, donde McKendrick iba a trabajar entre 1905 y 1920, eran miembros de la comision.

En (Kermack y McKendrick, 1927), Kermack y McKendrick estudiaron un modelo matematico con tres compartimentos: z(t) gente sana
y(t) personas infectadas con peste y z(¢) personas muertas o inmunes. Las ecuaciones fueron

dz dy dz
=k Rl Ap— —/ — ={y. 2
7 2y, - =key—Lly, —- =Ly ()
k > 0 es una especie de tasa de contacto y £ > 0 mortalidad o tasa de curacion. Los autores pudieron demostrar que si las condiciones iniciales
sonz(0) = zp, y(0) = yo y 2(0) =0,
dz
az _ Z( o k2l )
i To+ Yo — To€ z),
Una ecuacion que no parece tener una solucion explicita. Asumieron que la expresion adimensional k z(t) /¢ sigue siendo relativamente pequefio
y us6 la aproximacién e* ~ 1 — u + u?/2 para obtener
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Esta ecuacidn de Riccati tiene una solucion explicita z(¢) que da una cantidad de muertes por unidad de tiempo igual a (1), donde

302 Y, ko g kx 2 k2
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Tenga en cuenta con (1) que A es el maximo de dz/dt (alrededor de 900 por semana en la Figura 1) y que t* = ¢/Bes el momento en que se
alcanza el maximo (19 semanas después del inicio en la Figura 1). Entonces, en realidad solo hay un parametro desconocido en el proceso de
ajuste, digamos B , y Kermack y McKendrick probablemente han probado varios valores. Después de una primera estimacion de B,
probablemente se dieron cuenta de que su ajuste a la curva completa podria mejorarse cambiando ligeramente los parametros: 4 = 890 por
semana y t* = ¢/B = 17 semanas. Finalmente, optaron por B = 0,2 por semana y por lo tanto ¢ = 3,4. Sin embargo, el modelo tiene cuatro
parametros: o, Yo, k y £. {Como deducir cuatro parametros desconocidos de solo tres ecuaciones?

3. Valores de parametros

Con R = kzo/?, se tiene
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Entonces @ = (R — 1)/ tanh(¢) y
Ty = 0z _2&%_ 12 (R— 1)22(Ry;) ) - 2R£ s_inl})lz(@ (3)
tanh? ()
Pero las ecuaciones para A y B también indica que £ = 2B/Q y
_ 2R’A  R’A  R’Atanh(¢) = R?Asinh(¢)

Q? = BQ B(R—1)  B(R—1)cosh(¢) @

To

Con las ecuaciones (3) y (4), obtenemos

R(R—1)— 2By, sinhX]S) cosh(¢) _ By, sirllh(Zqﬁ) . 5)

La uinica raiz positiva de esta ecuacion cuadratica en R es

_ 1+ 4/1+4By sinh(2¢)/A
— 5 )

R

(6)

Tenemos cuatro incognitas pero tres ecuaciones. Varias opciones para parametros (zo, Yo, k, £) corresponde al mismo triplete (A4, B, ¢).
Podriamos decidir arreglar uno de los parametros: el periodo infeccioso medio de la peste 1/2, el tamaiio inicial o de la poblacion sana en
Bombay en 1905 o el niimero inicial de personas infectadas yp. No parece posible arreglar k a priori.

Al principio, podria pensar que la eleccion del periodo infeccioso es relativamente simple. De acuerdo a (Advisory Committee, 1907b, p.
765), la duracion promedio de la enfermedad en casos fatales es aproximadamente 5,5 dias. Sin embargo, también hay un periodo de incubacion
de alrededor de 3 dias en promedio (Advisory Committee, 1907b, p. 765). Finalmente, no debemos olvidar que el modelo (2) es una
simplificacion del proceso de infeccion. Las ratas infectadas infectan sus pulgas, que infectan a otras ratas y ocasionalmente a los humanos. La
epidemia de peste en humanos esta completamente determinada por la epizootia en ratas, solo unos dias tarde (Advisory Committee, 1907b,
figura III).

Imagine entonces que el sistema (2) es un modelo para la peste en ratas. En experimentos de laboratorio, las ratas Bombay a las que se
transmitio efectivamente la peste murieron en promedio 9 dias después de su primera exposicion a las pulgas infectadas (Advisory Committee
, 19064, p. 445). Pero, de nuevo, no debe olvidarse que esta duracion puede tener poco que ver con el "periodo infeccioso aparente", ya que las
pulgas solo dejan ratas cuando ya estan muertas. De acuerdo a (Advisory Committee 1908, p. 285), los experimentos han demostrado que las
pulgas pueden permanecer infecciosas durante dos semanas durante la temporada de peste, pero solo una semana fuera de esa temporada. Por lo
tanto, existen variaciones estacionales considerables, a las que volveremos en la seccion 4. En consecuencia, en el marco de un modelo
auténomo tan simple como (2), la eleccion de 1/£ no es facil.

Ahora considere el tamafio inicial zo de la poblacion sana en Bombay en diciembre de 1905. En ese momento, la poblacion de Bombay se
concentraba casi por completo en la "Isla de Bombay" y sus 22 millas cuadradas. El censo de febrero de 1906 dio una poblacion de
aproximadamente un millén de habitantes (Advisory Committee, 1907b, p. 726). Nosotros elegimos 2o = 10°. La ecuacion (4) muestra que R
es la solucion de la ecuacion cuadratica

(Atanh ¢)R? — (Bxo)R + By = 0.

Numéricamente, obtenemos R ~ 202 y R ~ 1,005. Pero (5) muestra que yo = AR(R — 1)/(Bsinh(2¢)). Esto da yo ~ 446 000 y yo ~ 0,06.
ambas soluciones son absurdas, la primera porque la epidemia de 1906 mat6 a unas 10.000 personas, la segunda porque yg Es una cantidad de
personas. Por lo tanto, no es posible tomar a toda la poblacion como poblacion en riesgo.

Queda por verificar si obtenemos valores realistas para los parametros con una eleccion de yo. Digamos por ejemplo yo = 1 al comienzo de la
curva epidémica. De hecho, (Kermack y McKendrick, 1927) (ver Figura 1) no especifica qué evento corresponde al instantet = 0. Una vez
elegido yo , la ecuacion (6) da R. Podemos calcular @ = (R — 1)/ tanh(¢) y £ = 2B/Q. Finalmente x¢ esta dado por (3) y k = R{/z. Con
yo = 1, obtenemos £ ~ 4,32 por semana, xop ~ 57 368 y k ~ 0,0000823 por semana. Tenga en cuenta que el periodo infeccioso promedio seria
1/¢ ~ 0,23 semana, es decir 1,6 dias. La poblacion en riesgo seria N = xy + yo ~ 57 369. La reproducibilidad seria Ry = kN /£ ~ 1,09 y
numéricamente casi igual a R. Esta R, parece bastante pequefio en comparacion con los valores tipicos para otras enfermedades infecciosas
(Anderson y May, 1991; Keeling y Rohani, 2008, p. 21), especialmente porque la epidemia de peste no es causada por un retraso aumento de la
densidad de poblacion hasta el umbral Ry = 1 pero casi seguro al llegar en bote de ratas infectadas. La tercera pandemia de peste comenzo en
1894 en Hong Kong. Sin embargo, como el "periodo infeccioso aparente" 1/£ (cuya interpretacion es dificil, como vimos anteriormente)
también es muy corta, el tiempo de duplicacion log(2)/(kzy — £) Al comienzo de la epidemia tiene un valor razonable, unos 13 dias. Un
problema mayor surge cuando consideramos a la poblacion en riesgo N ~ 57 000. Con informes sobre la distribucion geografica de los casos
de peste en humanos (Advisory Committee, 1907b, mapa I, p. 727 y p. 787-794), parece que todas las areas densamente pobladas de la isla de
Bombay se vieron afectadas por la epidemia. No hay una razon obvia por la cual solo 57,000 personas estan en riesgo cuando la poblacion total
es de alrededor de un millon.

Uno podria preguntarse si una opcion ligeramente diferente a yo (se supone que es un entero) podria conducir a valores de parametros mas
razonables. Esto se muestra en la Tabla 1, donde incluimos Ry mas bien que k. Todas las curvas epidémicas correspondientes (no mostradas)
permanecen cercanas a las de la figura 1, pero la aproximacion se deteriora a medida que yp aumenta

Tabla 1. Sensibilidad de los
parametros a la eleccion de

Yo-
Il I 1




zo 1/£ (dias) | Ro

57 368|[1,6 [1,09
35439)3,0 1,17
28 202|4,3 1,24
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La Tabla 1 parece sugerir que nuestro proceso de estimacion no es realmente solido. Pero recordemos que R, se supone que esta justo por
encima de 1, donde el modelo es muy sensible a pequefios cambios en los valores de los parametros. En todos los casos, los diferentes valores
dexyy N =z + yg en la Tabla 1 todos son demasiado pequefios para ser realistas.

Hasta ahora se ha asumido implicitamente que todas las infecciones conducen a la muerte. Pero (Advisory Committee, 1907b, p. 762)
menciona 11010 muertes entre 12245 infecciones, es decir, el 90% de la mortalidad. Porque z(¢) incluye tanto a los muertos como a los sanados,
la curva para dz/dt (figura 1) debe escalarse con un nuevo maximo A igual a 890/90% ~ 989, la configuracion By ¢ permaneciendo idéntico
Conyy = 1, los nuevos parametros son zq ~ 69 183, 1/¢ ~ 1,5 dias y Ry ~ 1,08. Hay poca diferencia con el caso donde hay un 100% de
mortalidad. la poblacion estimada en riesgo sigue siendo demasiado pequeiia.

En resumen, parece que el ajuste a la curva epidémica bajo el supuesto de parametros constantes conduce a valores de parametros poco
realistas. No es suficiente, como escriben Kermack y McKendrick (1927, p. 715), que

" La curva calculada, que implica que las tasas no variaron durante el periodo de la epidemia, se ajusta aproximadamente a las
cifras observadas. "

4. Estacionalidad

La solucién al problema en la seccion anterior es realmente muy simple. El modelo (2) debe ser abandonado. La curva en la Figura 1 se
puede obtener con valores de parametros mas realistas al incluir la estacionalidad. Nuestro objetivo ahora es desarrollar un modelo estacional
realista de la epidemia de peste y estimar la reproducibilidad correspondiente. Incluiremos los dos anfitriones principales, ratas y pulgas, para
los cuales la reproducibilidad de un tipo, 7', es una mejor medida del esfuerzo requerido para controlar la epidemia. Por lo tanto, también
discutiremos el calculo de T para modelos estacionales, que pueden ser de mayor interés.

La plaga aparecié en Bombay en agosto de 1896, pero la primera epidemia real comenzo en la primavera de 1897. Se volvio endémica. Las
muertes por la peste se registraron casi todos los meses hasta al menos 1911, con picos en marzo o abril de cada afio (Figura 2). La alta
mortalidad se observo invariablemente entre diciembre y junio, baja mortalidad entre julio y noviembre. La plaga siguio siendo frecuente en
Bombay hasta 1923 (Pollitzer, 1954, p. 28). Esta estacionalidad regular es muy diferente de las epidemias de peste del siglo XIV al XVIII en
Europa, que ocurrieron de manera irregular y fueron objeto de modelos anteriores (Keeling y Gilligan, 2000; Keeling y Gilligan, 2000;
Monecke et al., 2009).
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Figura 2. Niimero semanal de muertes por peste en Bombay entre enero de 1897 y diciembre de 1911. Los datos provienen de (
Advisory Committee, 1907b, p. 753), (Advisory Committee, 1908, figura I), y (Advisory Committee1912, p. 222—226).

((Advisory Committee 1908; St John Brooks, 1917) estudi6 el origen de esta estacionalidad. Una comparacion con las estadisticas
meteorologicas mostr6 que la epidemia no podia continuar cuando la temperatura promedio era superior a 80 ° F, 0 26.7 ° C. Se llegd a una
conclusion similar para otras partes de la India, con la humedad jugando un papel secundario (St John Brooks, 1917). Los bacilos de la peste
son sensibles a la temperatura. Los experimentos de laboratorio han demostrado que la proporcion de pulgas en el estdomago a partir de las
cuales se produce una multiplicacion abundante de bacilos de la peste puede ser varias veces mayor en clima frio que en clima calido (
Advisory Committee 1908, p. 283-285). Correlativamente, las pulgas pueden permanecer infecciosas durante mucho mas tiempo en climas
frios que en climas calidos. Se obtuvieron resultados similares usando una habitacion fria o una habitacion calentada.

Otro factor fue la presencia estacional de pulgas de rata. Se podria capturar mas, utilizando conejillos de indias como citas, entre enero y
marzo que durante otros meses del afio (Advisory Committee 1908, p. 296). El nimero promedio de pulgas encontradas en ratas capturadas
entre febrero y mayo también fue el mas alto (Advisory Committee 1908, p. 297). Sin embargo, las variaciones en la abundancia de pulgas
podrian deberse a las pulgas que dejan a las ratas plagas muertas para encontrar un nuevo huésped.



La estacionalidad de la fertilidad de las ratas, estimada por la fraccion de ratas jovenes y ratas prefiadas entre las ratas capturadas, parecia
menos importante (Advisory Committee, 1907b, p. 748). Sin embargo, las poblaciones de ratas ciertamente han fluctuado debido a la
mortalidad debida a la peste.

Con todos estos elementos, esta claro que la disminucion de la epidemia de 1906 en junio no debe atribuirse a la disminucion en el nimero de
personas sanas por debajo de un cierto umbral, como lo sugiere el modelo de Kermack y McKendrick, sino simplemente a Un factor estacional
que afecta a los bacilos y las pulgas. Como modelo alternativo, podriamos tratar de mantener las mismas ecuaciones (2) pero con coeficientes
periddicos. Pero en este punto, un modelo un poco mas complejo y mas realista parece apropiado. Usaremos la notacion ahora estandar
(S,1, R) En vez de (z,y, z). S(t) es la cantidad de ratas sanas I(t) el nimero de ratas infectadas y R(¢) El nimero de ratas inmunizadas.

P(t) = S(t) + I(t) + R(¢) es el mimero total de ratas vivas. Mas especificamente, solo se considerara la rata negra, aunque los informes
indican claramente que la epidemia de peste entre estas ratas siempre estuvo precedida, con solo unas pocas semanas de diferencia, por una
epizodtica similar entre las ratas marrones. F'(t) es el nimero de pulgas infectadas de vida libre, es decir, que afin no se han fijado en una rata o
en un humano. H(t) es la cantidad de humanos infectados. D(t) es la incidencia de muertes por peste en humanos. Los humanos sanos y las
pulgas sanas no se tienen en cuenta porque probablemente estaban en exceso: debe recordarse que hubo aproximadamente 10,000 muertes por
la peste en humanos anualmente en una poblacion de un millon. Como la peste bubonica es principalmente una epizodtica entre las ratas, ya que

los humanos son solo un huésped ocasional de pulgas de ratas, se tiene en cuenta el numero de ratas inmunes y susceptibles. Resumimos el
proceso de infeccion de la siguiente manera:

‘;_f :b(P)—mS—c(l—w)w(ﬁ(t))%F—&-sm’I, (7)
% — c(1 - w)n(6(t)) %F w1, (8)
IR 1-mR,

% =fr(l—e—€)ym'I-cF, (9)
I~ conOW) F—aH, D) =oaH(). (10)

La Tabla 2 da el significado de los parametros y sus valores numéricos.

Tabla 2. Valores de los parametros.

[b(P) ||fertilidad de ratas b(P) = r P/(1 + P/K) |r = 0,:4/mes |(Lestie, 1945) |
| & =50 000 lajustamiento |
1/m I esperanza de vida de ratas Im = 0,03/mes I (Leslie, 1945) |
1/c ||tiempo para que las pulgas libres encuentren un anfitrién ¢ = 30/mes Advisory Committee,
1907a, p. 475
5 proporcion de pulgas libres que encuentran un huésped w = 2% ajustamiento
humano
(8) probabilidad de transmision de la pulga a ratas o humanos (6 7(6) = mo x (0,75 — 0,25 tanh(6 — 80)) Advisory Committee 1908,
en ° F) p. 283
I I Iﬂ'() = 90% |ajustamient0
0(t) |[temperatura (° F) figura 3 g:;f?ry Committee 1903,
1/m/||duracion de la peste en ratas m' = 3/mes Advisory Committee,
1906a, p. 445
) o ) Advisory Committee 1908
€ proporcion de ratas que se recuperan sin inmunidad e = 10% . 284 ’
e’ proporcion de ratas inmunes curativas e’ =10% Advisory Committee 1908,
p. 284
. Advisory Committee
f  |mtmero promedio de pulgas por rata f=4 1907b, p. 752 ’
ud |pr0babilidad de transmision de rata a pulga | = hipotesis
1/a ||duracion de la peste en humanos a = 4/mes Advisory Committee ’
1906b, p. 526
. Advisory Committee |
o |mortalidad o =90% 1907b, p. 762

Aqui hay algunos comentarios sobre el modelo y los parametros:

¢ El lector puede notar la similitud entre este modelo y los modelos intrahospitalarios para la infeccion por VIH, las ratas infectadas liberan
pulgas cuando mueren a medida que las células CD4 infectadas liberan viriones de VIH cuando explotan (Nowak y May , 2000).

¢ El modelo es adecuado para la peste bubdnica, con mucho la mas comtin en la India (Pollitzer, 1954, p. 28), pero por supuesto no para la
peste neumonica, que fue la forma principal de la epidemia en Harbin (Dietz, 2009) . La peste pulmonar puede transmitirse directamente

entre humanos.

¢ Los experimentos de laboratorio han demostrado que la transmision directa de la peste bubodnica no puede ocurrir en ausencia de pulgas (

Advisory Committee, 1906a, p. 466).



 Los datos en el articulo clasico de PH Leslie (1945) se refieren a la rata marrén (tenga en cuenta que log(2)/m ~ 23 es la vida media).
Sin embargo, las granjas experimentales de ratas negras, cuya poblacion esta creciendo como e" ™" | dio resultados similares (
Advisory Committee 1911, p. 199) El parametro K en la expresion de b(P), que esta relacionado con el tamafio de la poblacion de ratas,
es un parametro libre que se ha utilizado para el ajuste de la curva de peste en humanos.

» Nos tomamos el tiempo promedio para que las pulgas encuentren un huésped 1/¢ ~ 1 dia, debido a la siguiente observacion: " en un
edificio en Bombay, en el que habia habido una severa mortalidad de ratas, resulto ser debido a la peste, habiamos tomado pulgas de
ratas en grandes cantidades en las patas de los hombres que entraron de las habitaciones de este edificio, incluso por poco tiempo (
Advisory Committee, 1907a, p. 475). Tomar 1/c ~ 0,5 el dia casi no hace ninguna diferencia (ver también la seccion 6 a continuacion).

¢ La proporcion w de pulgas libres que encuentran un huésped humano depende de las condiciones sanitarias en Bombay (
Advisory Committee, 1907b). Se utiliz6 como parametro para ajustar, sefialando que el nimero de muertes por la plaga es casi
proporcional a ®.

e La probabilidad de transmision 7(#) modela la dependencia de la temperatura del desarrollo de bacilos en el estomago de las pulgas.
Elegimos una funcion suave con un umbral relativamente marcado a 80 ° F para que, como se indica (Advisory Committee 1908, p.
283), las pulgas tienen aproximadamente la mitad de probabilidades de transmitir la plaga en climas calidos que en climas frios. Maxima
probabilidad de transmision 7y es un parametro libre que se ha utilizado para ajustar la curva de la peste en humanos. (Gatacre, 1897, p.
11) menciona una probabilidad de transmision por mordida menor al 15%; tenga en cuenta sin embargo que m(6) es la probabilidad de
transmision global, lo que implica las multiples picaduras de la pulga en su rata huésped.

e La Figura 3 muestra la temperatura promedio registrada en Bombay desde enero de 1897 hasta diciembre de 1906 con un intervalo de
tiempo de dos semanas. Esta cerca de una funcidn periodica. Para nuestro modelo, hacemos el supuesto simplificador de que 6(t) es una
funcion periddica real con un punto 7 = 1 afio y con los valores obtenidos promediando los diez afios de datos en la Figura 3. Tenga en
cuenta que no existe una correlacion obvia entre la desviacion de la temperatura mensual de su media y las variaciones en el tamaiio de
los picos de la epidemias estacionales en la Figura 2.

¢ Dimensiones €’ y € Las ratas infectadas que sobreviven a la plaga con o sin inmunidad no son féciles de estimar ya que muchas de las
ratas utilizadas en experimentos de laboratorio ya estaban inmunizadas. Pero experimentos similares, realizados en cobayas no
inmunizadas con condiciones de temperatura favorables, sugieren que el 10-20% podria sobrevivir (Advisory Committee 1908, p. 283 —
284). Para simplificar, asumimos que e = €’ = 10%. De esta manera, una rata infectada que sobrevive a la plaga tiene un 50% de
posibilidades de ser inmunizada.

¢ El ntimero de pulgas encontradas en ratas negras varia segln la temporada (Advisory Committee, 1907b, p. 752; ver también (Otten,
1932) para datos de Java). Solo mantuvimos el promedio f ~ 4 pulgas por rata.

o Al ser la rata un animal de sangre caliente, se supuso que la probabilidad de transmision de la peste de la rata a la pulga no depende de la
temperatura exterior y es igual al maximo de la probabilidad de transmision de la pulga a la rata: 7’ = .

temperature 1906

75 | bt
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Figura 3. Temperatura media en ° F en Bombay entre enero de 1897 y diciembre de 1906 (Advisory Committee, 1908, figuraI) y
su promedio periddico en lineas punteadas.

En resumen, mantuvimos tres parametros libres principales (K, wy ) para ajustar el nimero de muertes por la plaga. Estos parametros se
ajustaron por ensayo y error para obtener un nimero maximo de muertes de menos de 1000 por semana, para tener un pico epidémico en marzo
0 abril, y para tener una epidemia estacional que dura aproximadamente 5 meses. Finalmente elegimos: K = 50 000, w = 2% y my = 90%. La
poblacion de ratas negras en ausencia de peste es asi S* = K(r/m — 1) ~ 620 000, es decir, menos de una rata negra per céapita. Con nuestra
eleccion de valores de pardmetros y con una rata infectada introducida a principios de agosto de 1896, el modelo (7) - (10) converge a una
solucion periddica, que comparamos con los datos para los afios 1904-1907 en la Figura 4 .



deaths per week

Figura 4. Numero semanal de muertes por peste entre enero de 1904 y diciembre de 1907 y el componente D(t) de la solucion
periddica del modelo estacional.

La salida del modelo no puede ajustarse a la serie de tiempo completa en la Figura 2, por las siguientes razones. El primer pico epidémico
producido por el modelo después de la introduccion de un caso infectado es varias veces mayor que los picos de los aflos siguientes, ya que
todas las ratas estan sanas al principio. Esto no es lo que observamos en la Figura 2. Encontramos posibles explicaciones en un informe sobre la
peste en Bombay (Gatacre, 1897) publicado en 1897, es decir, un afio después del comienzo de la epidemia y varios aflos antes de la creacion
del comité asesor y el comité de trabajo. El informe explica en detalle las dificultades para llegar a estimaciones confiables de mortalidad por
peste en el primer afio de la epidemia: algunos meses, Se estim6 que las muertes contadas como causadas por la peste (Figura 2) fueron menos
de un tercio del exceso de mortalidad calculado restando la mortalidad promedio de afios anteriores de la mortalidad total observada durante la
epidemia (Gatacre, 1897, p 2) Por el contrario, el informe publicado diez afios después en 1907 tiene mucha confianza en las estadisticas de
peste porque la identificacion de casos de peste se habia convertido en rutina (Advisory Committee, 1907b, p. 728-734). Por lo tanto, el
tamaifio de los primeros picos epidémicos en la Figura 2 es dudoso. Otro factor importante es la disminucion de la poblacion de 850,000 a
437,000 entre diciembre de 1896 y febrero de 1897; la gente habia huido de Bombay para escapar de la plaga (Gatacre, 1897, p. 251). Esta
migracion, luego considerada " probablemente unica en la historia del mundoCiertamente reducido el tamafio del primer pico epidémico. La
poblacion volvio a su nivel normal unos meses después del primer pico (Gatacre, 1897, plan 3). Finalmente, los picos epidémicos mas pequefios
después de 1907 (Figura 2) pueden deberse a las intervenciones efectivas sugeridas por la comision después de haber entendido cuidadosamente
la epidemiologia de la peste. Todo esto tiende a justificar por qué la Figura 4 se centra solo en el periodo 1904-1907.

La Figura 5 muestra las oscilaciones periodicas de la poblacion de ratas. Tenga en cuenta que, en comparacion con la situacion libre de
enfermedad, la peste dividio la poblacion total de ratas aproximadamente por 5. La poblacion de ratas susceptibles también es muy pequeiia
durante la temporada de peste de febrero a abril, pero comienza a aumentar a fines de abril cuando las temperaturas mas altas reducen la
transmision. Este aumento continua hasta el siguiente enero. El nimero de ratas sanas y las condiciones de temperatura son entonces favorables
para una nueva epidemia. El nimero minimo de ratas infectadas durante una temporada es 26, que es demasiado pequefio para ser visto en la
Figura 5 pero probablemente suficiente para evitar la extincion si se tiene en cuenta la estocasticidad. La proporcion de ratas inmunizadas. La R
/ P varia entre el 25% en febrero al comienzo de la epizootia estacional y el 65% en mayo al final de la epizoética. Estos cambios en la
inmunidad también se observaron en experimentos de laboratorio (Advisory Committee 1908, p. 292). Finalmente, podemos notar que, a
diferencia del modelo de (Monecke et al., 2009) donde se suponia que las pulgas solo buscaban humanos después de la reduccion drastica de la
poblacién de ratas (ver en particular (Monecke et al., 2009, Figura 3), la epidemia en la Figura 4 y la epizootia en la Figura 5 se superponen
ampliamente, la primera solo unas pocas semanas después de la segunda, como lo confirman los datos sobre el niimero ratas negras infectadas
(vivas o muertas) examinadas en Bombay en 1905-1906 (Advisory Committee, 1907b, figura III).
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Figura 5. Poblacion de ratas: sana (S), infectado (I), inmune (R) y total (P)



Por supuesto, como en el modelo SIR clasico con demografia periddica, el modelo (7) - (10) también tiene soluciones subarmonicas y quizas
también soluciones cadticas para diferentes valores de parametros. No se hizo ningun intento de dibujar un diagrama de bifurcacion. Esta
complejidad potencial puede explicar en parte por qué los picos epidémicos estacionales en la Figura 2 no son todos del mismo tamafio. La idea
aqui era solo mostrar que un modelo estacional podria ajustar los datos con valores de parametros realistas, a diferencia de (Kermack y
McKendrick, 1927).

5. La reproducibilidad de un tipo con estacionalidad.

Pasemos ahora a la segunda pregunta planteada en la introduccion: ;cual es la reproducibilidad asociada con la plaga en Bombay? Usaremos
el modelo periddico de la seccion anterior, que incluye ratas y pulgas. Como Roberts y Heesterbeek han sefialado por enfermedades infecciosas
con mas de un animal huésped (Heesterbeek y Roberts, 2007; Roberts y Heesterbeek, 2003; Roberts, 2007), es mejor calcular lo que llaman
reproducibilidad para cada diferente tipo de host Recordemos primero algunas generalidades sobre la reproducibilidad de un tipo en un entorno
constante antes de extender la nocion a modelos periodicos.

5.1 Ambiente constante

Considere un modelo auténomo linealizado con n estados infectados dJ/dt = (A — B)J(¢), con

« J(t) = (Ni(t),- -, Tn(®))T,
e A es una matriz de transmision cuyos elementos son todos >0,
¢ B es una matriz de transicion que es una matriz M invertible (Berman y Plemmons, 1994; van den Driessche y Watmough, 2002).

Tenga en cuenta que (Diekmann et al., 2010) llama -B a la matriz de transicion. Llamaremos a esto el modelo (4, B) . Recuerde que para una
matriz B con elementos no diagonales que son <0, las siguientes cuatro condiciones son equivalentes:

e B (o su matriz transpuesta BT) es una matriz M invertible;
¢ todos los valores propios de B tienen una parte real > 0
o dd; > 0, . ,dn > 0 con ijjJ > Zz‘#jdi ‘Bi)j‘ VJ

e Bes invertible y B! es una matriz positiva (Berman y Plemmons, 1994, pp. 134-137).

La reproducibilidad es Ry = p(K), el radio espectral de la matriz positiva K = AB~L. Ver (Diekmann y Heesterbeek, 2000, p. 105) o (van den
Driessche y Watmough, 2002).

Supongamos ahora que el control se realiza en un subconjunto no vacio £ C {1, ...,n} de todos los estados infectados. Como en (Roberts y
Heesterbeek, 2003), definimos

e P:lamatriz de proyeccion en este subconjunto, con P, = 0Sii # j, P, j =0Sii=j¢ EyP; =1Sii €&
e 7 :lamatriz de identidad de tamafio »
e A=PAyA*=(ZT-P)A.

En otras palabras, las filas de la matriz. A cuyo nimero est en & son los mismos que los de la matriz 4 , mientras que las otras lineas son cero.
Entonces A = A + A*. Porque A* es una matriz positiva, tenga en cuenta que B = B — A* tiene elementos no diagonales que son <0. Para la
definicion del tipo de reproducibilidad asociada con€, T', asumiremos que B También es una matriz M invertible. Porque
B—(IT—-P)A=(I—- (T-P)AB1)B, estasuposicion es equivalente a p((Z — P)K) < 1, como en (Roberts y Heesterbeek, 2003).
Porque A — B = A — B, es como tener un modelo linealizado d.J /dt = (A — B)J(t) con una matriz de transmision A y una matriz de
transicion B. Véase también la discusion en (van den Driessche y Watmough, 2002). Llegamos a la definicion:

para el modelo (A, B) , la reproducibilidad de un tipo asociado con &€ es la reproducibilidad del modelo (A\, E).

Verifiquemos que esta definicion coincida con la propuesta por Roberts y Heesterbeek (Roberts y Heesterbeek, 2003; Roberts, 2007;
Heesterbeek y Roberts, 2007):

T = p(AB") = p(A(B— 4)7) = p(ABT - A'B7)7)
= p(PAB (I — (T - P)AB™")™') = p(PK(Z — (T - P)K)™") . a1

De hecho, es la misma formula que (Roberts y Heesterbeek, 2003, ecuacion (A3)), que se obtuvo de una manera ligeramente diferente.
Insistamos en el hecho de que el calculo (11) parece nuevo.

Para modelos de formulario de tiempo discreto J(t + 1) = (A + B)J(t) con matrices positivas A y B con p(B) < 1 (ver por ejemplo
(Bacaér, 2009)), tenemos Ry = p(K) con K = A(Z — B)~L. Un calculo similar muestra una vez méis que

T = p(PA(Z — (Z - P)A—B)™")=p(PK(Z - (Z-P)K)™).
5.2 Ambiente periodico

Consideremos ahora un sistema linealizado periddico del periodo t

Y — (4w - B,

que se llama modelo (A(t), B(t)).

e A(t) es una matriz de transmision continua positiva



 B(t) es una matriz de transicidn continua con elementos no diagonales que son < 0.

Se supone ademas que el multiplicador de Floquet dominante p(X (7)) del sistema dX /dt = —B(t) X (t) con X(0) = T es estrictamente menor
que 1.

Tenga en cuenta que si B(t)es constante e igual a B , entonces p(X (7)) = p(exp(—7B)) < 1siy solo si todos los valores propios de B tienen
una parte real> 0, en otras palabras, si B es una matriz M invertible.

Volvamos al caso periodico. Considere, como arriba, un subconjunto &€ de {1, ...,n}y la matriz de proyeccion P que le corresponde.
Definimos

- A(t) = PA(Y)
- A1) = (- P)A(t)
« B(t) = B(t) — A*(t).

Entonces A(t) = ( )+ A*(t) y A(t) — B(t) = A( t) — B(t). Nuevamente tenga en cuenta que la matriz B(t ) tiene elementos fuera de la

diagonal que son < 0. Supongamos que el multiplicador de Floquet dominante p(X (7)) del sistema dX /dt = —B(t) X (t) con X(0) = T es
estrictamente menor que 1. Aqui esta la definicion:

La reproducibilidad de un tipo asociado con € en el modelo (A(t), B(t)) es la reproducibilidad del modelo (A A(t), B(t)).

Recordemos que se propuso la definicion de reproducibilidad para modelos periddicos en (Bacaér y Guernaoui, 2006) y que para el caso
particular de modelos que son sistemas de ecuaciones diferenciales, la teoria de Floquet puede usarse para calcular Ry (Bacaér y Guernaoui,
2006; Bacaér, 2007; Wang y Zhao, 2008). De hecho, si Ry > 0 (el caso Ry = 0 no ocurre por ninguna enfermedad real), Ry se caracteriza como
el unico numero positivo, como el sistema lineal periddico dJ/dt = (A(t)/Ro — B(t))J(t) tiene un multiplicador de Floquet dominante igual
a 1. Mas generalmente, Ry es el radio espectral de un operador integral en un espacio de funciones periddicas (Bacaér y Guernaoui, 2006) y se
interpreta como la tasa de crecimiento asintética por generacion (Bacaér y Ait Dads, 2011). Entonces, la reproducibilidad de un tipo 7 es el
unico niimero positivo tal que

PA(t)

= +(Z - P)A(H) - B(1))J(t) (12)

dJ At) 4
(22X e )J t) = (
= (7~ -Bw)iw

tiene un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Este namero 7 tiene las mismas propiedades de umbral que Ry : usando por ejemplo

(Wang y Zhao, 2008, Teorema 2.2), tenemos T' > 1 si y solo si el sistema dJ /dt = (A\(t) — B(t))J(t) tiene una tasa de crecimiento
maltusiana> 0. Pero esto es igual al parametro maltusiano del sistema dJ /dt = (A(t) — B(¢t))J(t). Entonces, el estado libre de enfermedad es
inestable siy solo si 7> 1.

De hecho, como se sefialo (Thieme, 2009), una formula del formulario RO = p(ABf ) sigue siendo cierto en el caso particular de las
ecuaciones diferenciales periodicas, con (Au)(t) = A(t)u(t) y (Bu)(t) = % + B(t)u(t) para cualquier funcion periédica del periodo T, u(t).
Coeficientes fuera de la diagonal < 0 de B(t) y la condicion p(X (7)) < 1 asegurarse de que B es invertible y su inverso es un operador positivo
(por ejemplo, (B 'u)(t) = [~ exp(— ftix B(y) dy) u(t — z) dz Si B(t)es una funcion escalar) Por lo tanto, una formula para T similar a (11)
sigue siendo cierta, excepto que no parece ser de uso practico.

Para modelos periodicos de periodo T en tiempo discreto
J(t+1) = (At) + B(t))J (¢)

con matrices positivas A(t) y B(t) y p(B(r — 1) --- B(1)B(0)) < 1 como en (Bacaér, 2009), la reprodumbllldad de un tipo todavia estd dada
por la reproducibilidad del modelo equivalente J(t + 1) = (A(t) + B(t))J(t), con A(t) = PA(t), B(t) = (T — P)A(t) + B(t)y siempre que
p(B(r —1)--- B(1)B(0)) < 1.

Finalmente, para modelos periddicos estructurados por tiempo. z transcurrido desde la infeccion, que son de la forma
oJ n oJ
ot Oz

o0
J(¢,0) = / A(t,z) J(t, z) dz,
0

= —B(t,z) J(t,z), (13)

La reproducibilidad de un tipo se puede definir como el nimero real positivo 7 de modo que el sistema (13) con la condicion en el borde
* PA(t,x
J(t,0) = / (# + (T - P)A(t, m))J(t, z)dz
0

tiene un parametro maltusiano nulo (Thieme, 1984), o equivalente, una reproducibilidad (Bacaér y Guernaoui, 2006; Bacaér y Ait Dads, 2011)
igual a 1, siempre que el sistema (13) tenga la condicion en el borde

J(t,0) = /0 YT - P)A(t,2) J(t, 2) da,

tiene un parametro negativo de Malthus (o una reproducibilidad <1). Podemos ver facilmente que esta definicion coincide con (12) si A(t,z) y
B(t, z) no dependas de x .

5.3 Aplicacién



Como ejemplo, considere el modelo en la Seccion 4. El nimero de ratas en el estado libre de enfermedad es S* = K(r/m — 1). Definimos

e Tr : rendimiento reproductivo asociado con ratas
e T : lareproducibilidad asociada con las pulgas
e J(t) : el vector de columna (I(t), F(¢)).

Al centrarnos en el sistema linealizado para ratas y pulgas infectadas, vemos que los sistemas lineales periddicos de ecuaciones diferenciales,
definidos por las siguientes matrices, tienen un multiplicador de Floquet dominante igual a 1:

—-m/ c(l —w)m(6(t))/R
(fﬂ’(l —e—€e)m'/Ro —c O>’ (14)
( -m/ e(1- w)7r(0(t))/TR>
f(l—e—¢€)ym ( —c) o) ’
—m/ c(l — w)m(0(t
(fﬂ"(l—a—a')m'/TF —c ) (15)

Con los valores de los parametros en la seccion anterior, obtenemos Ry ~ 1,3y Tr = T ~ 1,8 (mas presisamente T = T ~ 1,78)

Cabe sefialar que se realiz6 un célculo similar para las enfermedades transmitidas por vectores en (Bacaér, 2007). Lo que se llamo
reproducibilidad era en realidad la reproducibilidad de un tipo (7" fue llamado Ry y Ry fue llamado ) En el caso particular de los sistemas
periodicos 2 x 2 como (14) - (15), (Bacaér, 2007) ya ha demostrado que(Ry)? = Tr = Tr, como en el caso auténomo (Roberts y Heesterbeek,
2003).

6. Dinamica lenta-rapida y el modelo SIR

En la Seccion 4, se observo que la curva para el nlimero de muertes por peste no era sensible al cambio en el parametro ¢ . La explicacion es
simple: el tiempo promedio que tardan las pulgas en encontrar un nuevo host, 1/¢ = 1 dia o 1/30 de un mes, es la escala de tiempo mas corta en
el modelo (7) - (10). En consecuencia, podemos esperar que la ecuacion (9) esté en el estado cuasi estacionario:c F ~ fa'(1 —e — &')m/ I.
Reemplazamos ¢ F en las ecuaciones (7), (8) y (10). Obtenemos el siguiente sistema reducido, que no involucra c :

=P = m S~ (1-)n(0) F (el T em T, (10
dI S ' N '

E:(17w)7r(9)Ff7r(17675)mIfmI, (17)
C;—}: =em'I-mR, (18)
% —wn(0) fR(1—e—eYm' I —aH, D(t)=caH(®). (19)

Podemos verificar que la solucion periddica de este sistema es realmente muy cercana a la del sistema (7) - (10) con ¢ = 30 por mes e incluso
mas cerca si ¢ = 60 por mes (figura no mostrada). Ahora considere la ecuacion (17). Como solo hay un tipo de host obligatorio en el sistema
reducido, la reproducibilidad R,y la reproducibilidad de un tipo T coincide y es igual a la media del tiempo

(1 —w)[E [y 7(6(t)) dt] f'(1 — € — €'). (Bacaér y Guernaoui, 2006, ecuacién (31)) dieron una formula que involucraba la media (con una
definicion correcta de R) Numéricamente obtenemos 7'~ 1.79. No podemos distinguir biolégicamente este valor del valor 1.78 obtenido en la
seccion 5 con la teoria de Floquet.

Tenga en cuenta que (16) - (18) es una especie de version periddica del modelo SIR (2) de Kermack y McKendrick pero con demografia y un
posible retorno después de la recuperacion en la clase saludable. El nimero de muertes dadas por (19) sigue las variaciones de I(¢) con retraso
1/a de una semana

7. Conclusion

Incluso si ya respondimos en la seccion 3 las dos preguntas de la introduccion sobre los valores de los parametros y la reproducibilidad,
resultd que el modelo propuesto por Kermack y McKendrick realmente no era bueno. desde un punto de vista bioldgico. Incluso si la epidemia
de 1906 dur6 solo unos pocos meses, la influencia de la estacionalidad no puede pasarse por alto. Por lo tanto, propusimos un nuevo modelo
periddico en la seccion 4. Dado que el modelo incluia dos hosts diferentes, se calculd la reproducibilidad de un tipo en lugar de Ry en la seccion
5. Por lo tanto, ampliamos la nocién de reproducibilidad de un tipo a modelos estacionales. Finalmente, en la seccion 6, agregamos algunos
comentarios que vinculan la reproducibilidad de un tipo para el modelo con dos hosts y la reproducibilidad de un modelo reducido con un solo
host.

Desde nuestro punto de vista, los problemas planteados por el modelo de Kermack y McKendrick para la epidemia de peste en Bombay en
1906, una enfermedad de interés publico limitado hoy en dia, no importaria si Este modelo solo se utilizo en los libros de texto como uno de los
mejores ejemplos para mostrar como un modelo matematico puede explicar el proceso epidémico y adaptarse a los datos. El primer problema
fue el tamaiio de la poblacion en riesgo. Muchos modelos prestan mucha atencion a la estimacion de la reproducibilidad, que en modelos
simples esta estrechamente relacionada con la fraccién final de la poblacion que termina infectada. ;Pero a qué poblacion se aplican estos
calculos? (Es la poblacion del barrio donde comienza la epidemia, la poblacion de la ciudad, la region o todo el pais? Parece que hay mucha
mas incertidumbre sobreN solo en Ry. Ambos son necesarios para predecir el tamaiio final de la epidemia; y en cierto modo, N es aiin mas
critico para tener el orden de magnitud de la epidemia.

El segundo problema fue que el modelo de Kermack y McKendrick no tuvo en cuenta la estacionalidad, incluso si esta es una de las
caracteristicas mas obvias de la Figura 2. Esta observacion también puede resultar relevante para ciertos estudios contemporaneos sobre
influenza.



La estacionalidad de las epidemias de peste ha recibido una atencioén renovada en los ultimos afios tras la controversia sobre la posible
participacion del bacilo Yersinia pestis en la peste negra del siglo XIV. La estacionalidad de las epidemias de peste de principios del siglo XX en
India y su interpretacion en términos de umbral de temperatura parecian contradecir los datos europeos del siglo XIV al XVIII (Cohn, 2002 y
2010; Welford y Bossak, 2009). En el futuro, quizas deberiamos tratar de explicar estas diferencias en la estacionalidad utilizando modelos
matematicos.
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