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ملخص

الشكل الذي یوضح كیف یتناسب نموذج Kermack و McKendrick مع بیانات عام 1906 لوباء الطاعون في بومباي ھو واحد من أكثر
الأرقام استنساخًا في كتب النمذجة الریاضیة في علم الأوبئة. في ھذه المقالة ، نوضح أن افتراض المعلمات الثابتة في ھذا النموذج یؤدي إلى قیم
رقمیة غیر واقعیة لھذه المعلمات. بالإضافة إلى ذلك ، تظھر التقاریر المنشورة في ذلك الوقت أن أوبئة الطاعون تحدث في بومباي مع موسمیة

ملحوظة كل عام من عام 1897 وعلى الأقل حتى عام 1911. لذا فإن وباء عام 1906 لیس في الحقیقة مثال جید على توقف الوباء لأن عدد
الأشخاص المعرضین للانقراض انخفض إلى ما دون عتبة معینة ، كما اقترح كیرماك وماكیندریك ، ولكن مثال على وباء موسمي. نقدم

نموذجًا موسمیاً للطاعون في بومباي ونحسب صافي النسخ المرتبطة بالفئران والبراغیث. في القیام بذلك ، تم توسیع الفكرة التي قدمھا
روبرتس وھایستربیك إلى النماذج الدوریة.

1 المقدمة

    یوضح الشكل كیف أن نموذج كیرماك وماكیندریك (1927 ؛ 1991) یناسب بیانات 1906 لوباء الطاعون في بومباي معروف جیدًا لدى
، (Waltman ، 1974 ؛ Rohani ، 2008 و Keeling) علماء الأوبئة (الشكل 1). وقد تم استنساخھا في كتب عن علم الأوبئة الریاضي
Edelstein-Keshet ، ؛ Cavalli-Sforza and Feldman ، 1981 ؛ Britton ، 2003 ؛ Banks ، 1994) علم الأحیاء الریاضي

2005 ؛ ھاستینغز ، 1997 ؛ مانجل ، 2006 ؛ موراي ، 2002 ؛ أولینیك ، 1978 ؛ شیغیسادا وكاواساكي ، 1997) ، المعادلات التفاضلیة
(Braun ، 1993) وتاریخ النمذجة الریاضیة (Bacaer، 2011؛   Israel، 1996). البیانات ، التي لم یحدد أصلھا Kermack و

، 1907 ب ، ص. McKendrick (1927) ، من تقریر استقصائي عن الطاعون في الھند نشر في عام 1907 (
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الشكل 1. العدد الأسبوعي للوفیات من الطاعون في بومباي بین 17 دیسمبر 1905 و 21 یولیو 1906 (
Kermack) 1907 ب ، ص. 753). معادلة المنحنى كما في ،

.(and McKendrick، 1927

    ومع ذلك ، لم یحصل Kermack و McKendrick على منحنى الجرس للشكل 1 مباشرة من نموذجھما الأصلي ، وھو نظام من ثلاث
معادلات تفاضلیة ، لأن ھذه لم یكن لھا حل صریح. بدلاً من ذلك ، استخدموا تقریباً معیناً ، حصلوا على حل صریح لھ: عدد الوفیات لكل وحدة

زمنیة  كان في النموذج

تعتمد بطریقة معقدة على معلمات النموذج. أعطى تعدیل البیانات كل أسبوع،  في ،  و  حیث المعلمات الثلاث 
. ذكر كیرماك وماكیندریك أیضًا العدید من الافتراضات التي تبسط نموذجھم ؛ على سبیل المثال ، لا یراعي نموذجھم الأسبوع و 

صراحة الفئران والبراغیث التي تنقل الطاعون. لاحظوا أن:

" لا یتم الوفاء بأي من ھذه الافتراضات بشكل صارم وبالتالي فإن المعادلة العددیة یمكن أن تكون تقریباً تقریباً تقریباً. لا یمكن
توقع التلاؤم الوثیق ، ولا ینبغي رسم الاستنتاجات المتعلقة بالقیم الفعلیة لمختلف الثوابت . "

    على الرغم من ھذا التحذیر ، قد یكون من المفید دراسة ھذا عن كثب. على وجھ الخصوص ، قد یتساءل المرء:

ما ھي قیم معلمات النموذج الأصلي التي تتوافق مع تعدیل الشكل 1؟
ما ھو التكاثر  مرتبطة؟

تلقینا ھذه الأسئلة من یان دارتوا ، مدرس الریاضیات الذي أراد أن یظُھر لتلامیذه محاكاة للنظام الأصلي للمعادلات التفاضلیة وكیف یناسب
البیانات ، دون الحاجة إلى شرح الحسابات المعقدة التي تؤدي إلى التقریب. (1). في الآونة الأخیرة نسبیاً ، حاول (Dietz، 2009) أیضًا

. ومع ذلك ، تم إجراء بعض الأخطاء في الحسابات ولم یلاحظ شيء خاص. العثور على معلمات النموذج والحساب

    في القسم 2 ، نتذكر السیاق التاریخي والصیغ التي حصل علیھا Kermack و McKendrick. في القسم 3 ، نقدم الحسابات التي تسمح لنا
بالعثور على قیم المعلمات من التعدیل ، ونطبقھا على حالة الطاعون في بومباي ونوضح أن القیم التي تم الحصول علیھا غیر واقعیة تمامًا.

لذلك یجب أن نشكك في افتراض القیم الثابتة للمعلمات. یناقش القسم 4 دور الموسمیة ، وھو المسؤول بالتأكید عن تراجع الوباء في عام 1906
، ویقترح نموذجًا دوریاً لوباء الطاعون ھذا. یشمل النموذج البراغیث والجرذان والبشر كما في (كیلینغ وجیلیجان ، 2000 ؛ كیلینغ وجیلیجان ،

2000 ؛ مونیكي وآخرون ، 2009). ولكن لاحظ أن (Monecke et al.، 2009) ینظر فقط في الأوبئة لمدة عام واحد دون مراعاة
الموسمیة. كان أحد النماذج في (Keeling and Gilligan، 2000) موسمیاً ولكنھ نظر إلى مقیاس القرن ، لذا

" لقد تم حساب متوسط   آثار التقلبات الموسمیة. "

ً أ

Advisory Committee890/ cosh2(0,2 t − 3,4)

dz/dt

dz

dt
≃

A

cosh2(Bt − ϕ)
, (1)

ABϕA = 890B = 0,2
ϕ = 3,4

R0

R0



یقدم القسم 5 أولاً تعریف قابلیة استنساخ نوع للنماذج الدوریة. یتم تطبیق ھذا على النموذج في القسم السابق. وھذا یوسع عمل روبرتس
Roberts، ؛Roberts and Heesterbeek، 2003 ؛Heesterbeek and Roberts، 2007) وھیتربیك على النماذج في بیئة ثابتة

2007). یربط القسم 6 إمكانیة استنساخ نوع من نموذجنا الدوري بإمكانیة استنساخ نموذج مخفض. القسم الأخیر یذكر بعض السبل الممكنة
للعمل في المستقبل.

2. الطاعون الدبلي في بومباي والصیغ التي حصل علیھا كیرماك وماكیندریك

    ظھر الطاعون الدبلي في بومباي ، الآن مومباي ، في أغسطس 1896 (جاتاكري ، 1897). أصبحت مستوطنة ، عاودت الظھور في
السنوات التالیة بشخصیة موسمیة قویة كما سنرى في القسم 4. وانتشر الطاعون أیضًا عبر الھند ، مما تسبب في أكثر من عشرة ملایین حالة

وفاة بین 1898 و 1918 (بولیتزر ، 1954 ، ص .26). في ینایر 1905 ، أنشأ وزیر الدولة للھند ، والجمعیة الملكیة ، ومعھد لیستر لجنة
استشاریة. كان مقر لجنتھا العاملة في بومباي. قامت اللجنة بالعدید من التجارب المعملیة والدراسات المیدانیة لدراسة جمیع جوانب المرض.

نتیجة لذلك ، ما یصل إلى أربعة وثمانین "تقاریر دراسة الطاعون في الھند" ، مع مئات الجداول والرسوم البیانیة والخرائط ،
. تمت الآن رقمنة ھذه المجلة وھي متاحة مجاناً على www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/journals/326/ . تأتي

معظم المعلومات في مقالتنا من ھذه التقاریر.

    كان وباء الطاعون الموسمي لعام 1906 ، الذي استمر من ینایر إلى یولیو 1906 ، ھو أول وباء درستھ اللجنة وكذلك الوباء الذي لقي أكبر
قدر من الاھتمام. ولكن في الواقع كانت "شدة معتدلة". تمكنت اللجنة من تحدید دور الفئران والبراغیث بشكل محدد في انتشار الطاعون.

وتجدر الإشارة إلى أن السید كیسافا باي ، الذي كان ماكیندریك سیكتب معھ مقالة في عام 1911 ، ومدیر معھد باستور في الھند في كاسولي ،
حیث كان ماكیندریك یعمل بین عامي 1905 و 1920 ، أعضاء في اللجنة.

    في (Kermack and McKendrick، 1927) ، درس Kermack and McKendrick نموذجًا ریاضیاً یحتوي على ثلاث أقسام:
قتلى أو محصنین. كانت المعادلات  الأشخاص الأصحاء،  المصابون بالطاعون و 

 ، معدل الوفیات أو العلاج. تمكن المؤلفون من إثبات أنھ إذا كانت الظروف الأولیة  ھو نوع من معدل الاتصال و 
،  و 

معادلة لا یبدو لھا حل واضح. افترضوا أن التعبیر بلا أبعاد لا یزال صغیرًا نسبیاً ویستخدم التقریب 
للحصول على

ھذه المعادلة Riccati لھا حل صریح  والذي یعطي عددًا من الوفیات لكل وحدة زمنیة تساوي (1) حیث

ھي اللحظة التي یتم فیھا الوصول لاحظ مع (1) ذلك  ھو الحد الأقصى  (حوالي 900 في الأسبوع في الشكل 1) وذاك 
، B إلى الحد الأقصى (19 أسبوعًا بعد البدایة في الشكل 1). لذلك ھناك بالفعل معلمة واحدة غیر معروفة في عملیة التعدیل ، على سبیل المثال

وربما حاول Kermack و McKendrick عدة قیم. بعد التقدیر الأول لـ B ، ربما أدركوا أنھ یمكن تحسین ملاءمتھم للمنحنى بأكملھ عن
أسابیع. أخیرا ، اختاروا  في الأسبوع وبالتالي طریق تغییر المعاییر قلیلاً: A = 890 في الأسبوع و

. كیف نستنتج أربع معلمات غیر معروفة من ثلاث معادلات فقط؟ ،  و   ، . ومع ذلك ، یحتوي النموذج على أربع معلمات:

3. قیم المعلمات

، نملك     مع 

Journal of Hygiene

x(t)y(t)z(t)

dx

dt
= −k x y,

dy

dt
= k x y − ℓ y,

dz

dt
= ℓ y . (2)

k > 0ℓ > 0x(0) = x0

y(0) = y0z(0) = 0

dz

dt
= ℓ(x0 + y0 − x0 e

−kz/ℓ − z),

k z(t)/ℓe−u ≃ 1 − u + u2/2

dz

dt
≃ ℓ[y0 + ( k x0

ℓ
− 1)z −

x0 k
2

2 ℓ2
z2] .

z(t)

A =
ℓ3 Q2

2x0 k2
,  B =

Q ℓ

2
,   tanh(ϕ) =

k x0

ℓ
− 1

Q
,  Q = √( k x0

ℓ
− 1)

2
+ 2x0 y0

k2

ℓ2
.

Adz/dtt∗ = ϕ/B

t∗ = ϕ/B = 17B = 0,2
ϕ = 3,4x0y0kℓ

R = kx0/ℓ

A =
ℓQ2 x0

2R2
, B =

Q ℓ

2
, tanh(ϕ) =

R − 1

Q
, Q = √(R − 1)2 + 2Ry0/x0 .

http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/journals/326/


وبالتالي  و

لكن معادلات ل  و  تشیر أیضا إلى ذلك  و

بالمعادلتین (3) و (4) نحصل على

الجذر الموجب الوحید لھذه المعادلة التربیعیة في R ھو

. یمكننا أن     لدینا أربعة مجھولین ولكن ثلاث معادلات. العدید من الخیارات للمعلمات تتوافق مع نفس ثلاثیة 
، الحجم الأولي  من السكان الأصحاء في بومباي في عام 1905 أو العدد نقرر إصلاح إحدى المعلمات: متوسط   فترة العدوى بالطاعون

. لا یبدو من الممكن إصلاح ك . الأولي للأشخاص المصابین 

، 1907 ب ، ص. 765) ، متوسط        قد تعتقد في البدایة أن اختیار الفترة المعدیة أمر بسیط نسبیاً. بالنسبة الى (
أیام. ومع ذلك ، ھناك أیضًا فترة حضانة تبلغ حوالي 3 أیام في المتوسط   ( مدة المرض في الحالات الممیتة تقریباً

، 1907 ب ، ص. 765). أخیرًا ، یجب ألا ننسى أن النموذج (2) ھو تبسیط لعملیة العدوى. تصیب الفئران
المصابة البراغیث التي تصیب الفئران الأخرى وأحیاناً البشر. یتم تحدید وباء الطاعون في البشر تمامًا عن طریق وباء الجرذان ، متأخراً

، 1907 ب ، الشكل الثالث). بضعة أیام فقط (

    تخیل بعد ذلك أن النظام (2) ھو نموذج للطاعون في الفئران. في التجارب المعملیة ، ماتت فئران بومباي التي تم نقل الطاعون إلیھا بشكل
، 1906 أ ، ص. 445). ولكن مرة أخرى ، فعال في المتوسط   بعد 9 أیام من تعرضھا الأول للبراغیث المصابة (

لا ینبغي أن ننسى أن ھذه المدة قد لا یكون لھا علاقة تذكر بـ "الفترة المعدیة الواضحة" لأن البراغیث لا تغادر الجرذان إلا عندما تكون میتة
، 1908 ، ص. 285) ، أظھرت التجارب أن البراغیث یمكن أن تظل معدیة لمدة أسبوعین بالفعل. بالنسبة الى (
خلال موسم الطاعون ولكن أسبوعًا واحدًا فقط خارج ھذا الموسم. وبالتالي ھناك اختلافات موسمیة كبیرة ، سنعود إلیھا في القسم 4. وبالتالي ،

في إطار نموذج مستقل بسیط مثل (2) ، اختیار لیس من السھل.

من السكان الأصحاء في بومباي في دیسمبر 1905. في ذلك الوقت ، كان سكان بومباي یتركزون بالكامل     الآن فكر في الحجم الأولي 
تقریباً في "جزیرة بومباي" ومساحتھا البالغة 22 میلاً مربعًا. أعطى تعداد فبرایر 1906 عدد سكان یبلغ حوالي ملیون نسمة (

. تظھر المعادلة (4) ذلك  ھو حل المعادلة التربیعیة ، 1907 ب ، ص. 726). یتم تحدید 

. ھذا یعطي  . لكن (5) یظھر ذلك  نحصل على عدد  و 
ھو عدد من الناس. لذلك لیس من . كلا الحلین سخیف ، الأول لأن وباء 1906 قتل حوالي 10000 شخص ، والثاني بسبب  و 

الممكن أخذ جمیع السكان في خطر.

في بدایة منحنى الوباء. في . دعنا نقول على سبیل المثال     یبقى للتحقق مما إذا كنا نحصل على قیم واقعیة للمعلمات باختیار 
، . بمجرد اختیاره  الواقع ، (Kermack and McKendrick، 1927) (انظر الشكل 1) لا یحدد أي حدث یتوافق مع اللحظة

. مع . أخیرا تعطى من قبل (3) و  . یمكننا حساب و  المعادلة (6) تعطي 
كل أسبوع. لاحظ أن متوسط   الفترة المعدیة سیكون ، نحصل  كل أسبوع،  و 

. الاستنساخ سیكون أیام. سیكون السكان المعرضین للخطر  الأسبوع ، وھذا یعني 
. ھذه تبدو صغیرة إلى حد ما مقارنة بالقیم النموذجیة للأمراض المعدیة الأخرى  وتساوي تقریباً عددیاً 

(Anderson and May، 1991؛ Keeling and Rohani، 2008، p. 21) ، خاصة وأن وباء الطاعون لیس بسبب بطء زیادة في الكثافة
ولكن من شبھ المؤكد عند وصولھم بقارب الجرذان المصابة. بدأ وباء الطاعون الثالث في عام 1894 في ھونغ السكانیة إلى العتبة 

كونغ. ومع ذلك ، كما "الفترة المعدیة الظاھرة"  (الذي یصعب تفسیره ، كما رأینا أعلاه) ھو أیضًا قصیر جدًا ، وھو وقت المضاعفة
. في بدایة الوباء یأخذ قیمة معقولة ، حوالي 13 یوما. تنشأ مشكلة أكبر عندما نعتبر السكان في خطر
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، 1907 ب ، الخریطة الأولى ، ص. 727 و مع تقاریر عن التوزیع الجغرافي لحالات الطاعون بین البشر (
ص. 787-794) ، یبدو أن جمیع المناطق المكتظة بالسكان في جزیرة بومباي تأثرت بالوباء. لا یوجد سبب واضح لكون 57000 شخص فقط

معرضون للخطر عندما یكون مجموع السكان حوالي ملیون شخص.

(یفترض أن یكون عددًا صحیحًا) یمكن أن یؤدي إلى قیم معلمات أكثر معقولیة. یظھر     قد یتساءل المرء ما إذا كان خیار مختلف قلیلاً عن 
. تظل المنحنیات الوبائیة المقابلة (غیر موضحة) جمیعھا قریبة من تلك الموجودة في الشكل ھذا في الجدول 1 ، حیث ندرج عوضا عن 

1 ، ولكن التقریب یتدھور على النحو  یزید.

الجدول 1. حساسیة المعلمات
. لاختیار 

 (أیام)

1

2

3

من المفترض أن یكون أعلى بقلیل من 1 ،     یبدو أن الجدول 1 یشیر إلى أن عملیة التقدیر لدینا لیست قویة حقاً. ولكن دعونا نتذكر ذلك
حیث یكون النموذج حساسًا جدًا للتغییرات الصغیرة في قیم المعلمات. في جمیع الحالات ، قیم مختلفة و  في الجدول 1

كلھا أصغر من أن تكون واقعیة.

، 1907 ب ، ص. 762) یذكر     حتى الآن تم افتراض ضمنیاً أن جمیع الإصابات تؤدي إلى الموت. لكن (
11010 حالة وفاة بین 12245 إصابة ، أي 90٪ من الوفیات. لان یشمل كل من المیت والشفاء ، منحنى  (الشكل 1) یجب

، المعلمات الجدیدة متطابقة المتبقیة. مع ، الإعدادات  و  تحجیمھ بحد أقصى جدید  یساوي 
. ھناك اختلاف بسیط مع الحالة التي یكون فیھا معدل الوفیات 100٪. یقدر أن السكان ،  أیام و 

المعرضین للخطر لا یزال صغیرا للغایة.

    باختصار ، یبدو أن التعدیل على منحنى الوباء في ظل افتراض المعلمات الثابتة یؤدي إلى قیم معلمات غیر واقعیة. لا یكفي ، كما یكتب
كیرماك وماكیندریك (1927 ، ص 715) ذلك

" إن المنحنى المحسوب ، الذي یعني أن المعدلات لم تتغیر خلال فترة الوباء ، یتوافق تقریباً مع الأرقام المرصودة. "

4. الموسمیة

    حل المشكلة في القسم السابق ھو في الواقع بسیط للغایة. یجب التخلي عن النموذج (2). یمكن الحصول على المنحنى في الشكل 1 بقیم
معلمات أكثر واقعیة من خلال تضمین الموسمیة. ھدفنا الآن ھو تطویر نموذج موسمي واقعي لوباء الطاعون وتقدیر التكاثر المقابل. سنقوم
بتضمین المضیفین الرئیسیین ، الفئران والبراغیث ، والتي تعد تكاثرھا من النوع ، T ، مقیاسًا أفضل للجھد المطلوب للسیطرة على الوباء.

لذلك سنناقش أیضًا حساب T للنماذج الموسمیة ، والتي قد تكون ذات اھتمام أوسع.

    ظھر الطاعون في بومباي في أغسطس 1896 ، لكن أول وباء حقیقي بدأ في ربیع عام 1897. وأصبح مستوطنا. تم تسجیل الوفیات من
الطاعون كل شھر تقریباً حتى عام 1911 على الأقل ، مع قمم في مارس أو أبریل من كل عام (الشكل 2). وقد لوحظ ارتفاع معدل الوفیات

بشكل ثابت بین دیسمبر ویونیو ، وانخفاض معدل الوفیات بین یولیو ونوفمبر. ظل الطاعون متكررًا في بومباي حتى عام 1923 (بولیتزر ،
1954 ، ص 28). تختلف ھذه الموسمیة المنتظمة تمامًا عن أوبئة الطاعون من القرن الرابع عشر إلى القرن الثامن عشر في أوروبا ، والتي

حدثت بشكل غیر منتظم وكانت موضوعًا لنماذج سابقة (Keeling and Gilligan، 2000؛ Keeling and Gilligan، 2000؛
.(Monecke et al.، 2009
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الشكل 2. العدد الأسبوعي للوفیات من الطاعون في بومباي بین ینایر ١٨٩٧ ودیسمبر ١٩١١. البیانات من (
، 1908 ، الشكل الأول) ، و ( ، 1907 ب ، ص. 753) ، (

.(226 ، 1912 ، ص. 222

1908 ؛ سانت جون بروكس ، 1917) درس أصل ھذه الموسمیة. وأظھرت مقارنة مع إحصاءات ))    
الأرصاد الجویة أن الوباء لا یمكن أن یستمر عندما یكون متوسط   درجة الحرارة أعلى من 80 درجة فھرنھایت ، أو 26.7 درجة مئویة. تم
التوصل إلى استنتاج مماثل لأجزاء أخرى من الھند ، حیث لعبت الرطوبة دورًا ثانویاً (سانت جون بروكس ، 1917). عصیات الطاعون

حساسة لدرجة الحرارة. أظھرت التجارب المعملیة أن نسبة البراغیث في المعدة التي یحدث منھا تكاثر وفیر لعصیات الطاعون یمكن أن تكون
، 1908 ، ص. 283-285). بشكل نسبي ، یمكن أن تظل عدة مرات في الطقس البارد أكثر من الطقس الدافئ (

البراغیث معدیة لفترة أطول في الطقس البارد من الطقس الحار. تم الحصول على نتائج مماثلة باستخدام غرفة باردة أو غرفة ساخنة.

    عامل آخر كان الوجود الموسمي للبراغیث الفئران. یمكن التقاط المزید ، باستخدام خنازیر غینیا كتصمیمات ، بین ینایر ومارس أكثر من
، 1908 ، ص. 296). متوسط   عدد البراغیث الموجودة في الفئران التي تم اصطیادھا الأشھر الأخرى من العام (

، 1908 ، ص. 297). ومع ذلك ، یمكن أن تكون الاختلافات في وفرة بین فبرایر ومایو كان الأعلى أیضًا (
البراغیث بسبب البراغیث التي تترك فئران الطاعون المیتة للعثور على مضیف جدید.

    بدت موسمیة خصوبة الفئران ، المقدرة بجزء من الفئران الصغیرة والجرذان الحوامل بین الفئران التي تم التقاطھا ، أقل أھمیة (
، 1907 ب ، ص. 748). ومع ذلك ، فقد تذبذب سكان الفئران بالتأكید بسبب الوفیات بسبب الطاعون.

    مع كل ھذه العناصر ، من الواضح أن انخفاض الوباء عام 1906 في یونیو لا یجب أن یعُزى إلى انخفاض عدد الأشخاص الأصحاء تحت
عتبة معینة ، على النحو الذي اقترحھ نموذج كیرماك وماكیندریك ، ولكن ببساطة عامل موسمي یؤثر على العصیات والبراغیث. كنموذج بدیل

، یمكننا محاولة الاحتفاظ بنفس المعادلات (2) ولكن مع المعاملات الدوریة. ولكن عند ھذه النقطة ، یبدو أن النموذج الأكثر تعقیدًا والأكثر
.  ھو عدد الفئران الصحیة ،  عدد الفئران المصابة  واقعیة مناسباً. سنستخدم الرموز القیاسیة الآن  في مكان 
ھو العدد الإجمالي للفئران الحیة. وبشكل أكثر تحدیدًا ، سیتم النظر فقط في  عدد الفئران المحصنة. 

الفئران السوداء ، على الرغم من أن التقاریر تشیر بوضوح إلى أن وباء الطاعون بین ھذه الفئران كان دائمًا مسبوقاً ، مع اختلاف بسیط لبضعة
أسابیع فقط ، عن طریق وبائیة مماثلة بین الفئران البنیة. ھو عدد البراغیث المصابة بالعدوى ، أي التي لم یتم تحدیدھا بعد على الفئران

ھو معدل وفیات الطاعون بین البشر. لا یؤخذ البشر الأصحاء والبراغیث الصحیة في أو الإنسان.  ھو عدد البشر المصابین. 
الاعتبار لأنھ ربما كان أكثر من اللازم: یجب أن نتذكر أنھ كان ھناك ما یقرب من 10000 حالة وفاة بسبب الطاعون في البشر سنویاً في عدد

السكان البالغ ملیون شخص. بما أن الطاعون الدبلي ھو بشكل رئیسي وبائي بین الفئران ، فإن البشر ھم فقط مجموعة من براغیث الفئران
العرضیة ، یتم أخذ عدد الفئران الحساسة والمناعة في الاعتبار. نلخص عملیة العدوى على النحو التالي:
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یعطي الجدول 2 معنى المعلمات وقیمھا العددیة.

الجدول 2. قیم المعلمات.
(لیزلي ، 1945)/شھرخصوبة الفئران 

تعدیل

(لیزلي ، 1945)/شھرمتوسط   العمر المتوقع للفئران

حان الوقت للبراغیث مجانا للعثور على
، 1907 أ ، ص. 475/شھرالمضیف

تعدیلنسبة البراغیث الحرة التي تجد مضیفاً بشریاً

احتمالیة انتقال البراغیث إلى الفئران أو
(θ in ° F) 1908 ، ص. 283البشر ،

تعدیل

، 1908 ، الشكل الأولالرقم 3درجة الحرارة (درجة فھرنھایت)

، 1906 أ ، ص. 445/شھرمدة الطاعون في الفئران

، 1908 ، ص. 284نسبة الجرذان تتعافى دون حصانة

، 1908 ، ص. 284نسبة الفئران الشفاء المناعي

، 1907 ب ، ص. 752متوسط   عدد البراغیث لكل فأر

فرضیةاحتمالیة الانتقال من الجرذ إلى البراغیث

، 1906 ب ، ص. 526/شھرمدة الطاعون في البشر

، 1907 ب ، ص. 762معدل الوفیات

    فیما یلي بعض التعلیقات على النموذج والمعلمات:

قد یلاحظ القارئ التشابھ بین النموذج الحالي والنماذج داخل المضیف لعدوى فیروس العوز المناعي البشري ، الفئران المصابة تطلق
May ، و Nowak) المصابة فیروسات فیروس العوز المناعي البشري عندما تنفجر CD4 البراغیث عندما تموت عندما تطلق خلایا

.(2000
النموذج مناسب للطاعون الدبلي ، وھو الأكثر شیوعًا في الھند (بولیتزر ، 1954 ، ص 28) ، ولكن بالطبع لیس للطاعون الرئوي ،

الذي كان الشكل الرئیسي للوباء في ھاربین (دیتز ، 2009). . یمكن أن ینتقل الطاعون الرئوي مباشرة بین البشر.
، أظھرت التجارب المعملیة أن الانتقال المباشر للطاعون الدبلي لا یمكن أن یحدث في غیاب البراغیث (

1906 أ ، ص. 466).

dS

dt
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ھو نصف العمر). البیانات في المقالة الكلاسیكیة التي كتبھا PH لیزلي (1945) تتعلق بالفأر البني (لاحظ ذلك 
، ، أعطى نتائج مماثلة ( ولكن مزارع تجریبیة من الجرذان السوداء التي یتزاید عدد سكانھا

، والتي تتعلق بحجم مجموعة الفئران ، ھي معلمة مجانیة تم استخدامھا لتعدیل منحنى 1911 ، ص. 199). المعلمة K في تعبیر
الطاعون في البشر.

الیوم ، بسبب الملاحظة التالیة: " في مبنى في بومباي ، حیث كان ھناك لقد أخذنا متوسط   الوقت لكي تجد البراغیث مضیفاً 
وفیات شدیدة للفئران ، ثبت أنھ بسبب الطاعون ، أخذنا براغیث الفئران بأعداد كبیرة على أرجل الرجال الذین دخلوا بعض من الغرف

، 1907 أ ، ص. 475). یأخذ  الیوم لا فرق تقریبا في ھذا المبنى حتى لفترة قصیرة (
(انظر أیضا القسم 6 أدناه).

1907 نسبة  من البراغیث الحرة التي تجد مضیفاً بشریاً یعتمد على الظروف الصحیة في بومباي (
.ω ب). تم استخدامھ كمعلمة للضبط ، مع ملاحظة أن عدد الوفیات من الطاعون یتناسب تقریباً مع

احتمالیة انتقال المرض  نماذج الاعتماد على درجة الحرارة لتطور العصیات في معدة البراغیث. لقد اخترنا وظیفة سلسة مع حد
، 1908 ، ص. 283) ، من المرجح أن ملحوظ نسبیاً عند 80 درجة فھرنھایت بحیث ، كما ھو موضح (

ھي معلمة مجانیة تم استخدامھا تنقل البراغیث الطاعون في الطقس الحار كما ھو الحال في الطقس البارد. أقصى احتمال انتقال 
لضبط منحنى الطاعون في البشر. (Gatacre، 1897، p. 11) یذكر احتمال انتقالھ عن طریق اللدغة أقل من 15٪ ؛ لكن لاحظ ذلك

 ھو احتمال انتقال عالمي ، مما یعني ضمنا لدغات البراغیث المتعددة على الفئران المضیفة.
یوضح الشكل 3 متوسط   درجة الحرارة المسجلة في بومباي من ینایر 1897 إلى دیسمبر 1906 مع خطوة زمنیة لمدة أسبوعین. وھي

قریبة من وظیفة دوریة. لنموذجنا ، نقوم بافتراض مبسط ذلك  ھي دالة دوریة حقیقیة بنقطة  السنة والقیم التي تم الحصول
علیھا عن طریق حساب متوسط   عشر سنوات من البیانات في الشكل 3. لاحظ أنھ لا یوجد ارتباط واضح بین انحراف درجة الحرارة

الشھریة عن متوسطھا والتغیرات في حجم قمم القمم الأوبئة الموسمیة في الشكل 2.
الفئران المصابة التي تصمد أمام الطاعون مع أو بدون مناعة لیس من السھل تقدیرھا لأن العدید من الفئران المستخدمة النسب  و 

في التجارب المعملیة تم تحصینھا بالفعل. لكن تجارب مماثلة ، أجریت على خنازیر غینیا غیر المحصنة مع ظروف درجة حرارة
284). لتبسیط ، افترضنا ذلك ، 1908 ، ص. 283 مواتیة ، تشیر إلى أن 10-20 ٪ یمكن أن تعیش (

. وبھذه الطریقة ، فإن احتمال إصابة الفئران المصابة التي نجت من الطاعون بنسبة ٪50.
، 1907 ب ، ص. 752 ؛ انظر أیضًا یختلف عدد البراغیث الموجودة على الفئران السوداء موسمیاً (

(Otten، 1932) لبیانات Java). لقد حافظنا على المتوسط   فقط البراغیث لكل فأر.
الجرذ كونھ من ذوات الدم الحار ، افترض أن احتمال انتقال طاعون الفئران إلى البرغوث لا یعتمد على درجة الحرارة الخارجیة

. ویساوي الحد الأقصى لاحتمال انتقال البرغوث إلى الفئران: 

، الشكل 3. متوسط   درجة الحرارة في  في بومباي بین ینایر 1897 ودیسمبر 1906 (
1908 ، الشكل الأول) ومتوسطھ الدوري في الخطوط المنقطة.

) لضبط عدد الوفیات الناجمة عن الطاعون. تم تعدیل ھذه المعلمات ،  و      باختصار ، احتفظنا بثلاث معلمات مجانیة رئیسیة (
بالتجربة والخطأ للحصول على الحد الأقصى لعدد الوفیات أقل من 1000 في الأسبوع ، لیكون ذروة الوباء في مارس أو أبریل ، وللوباء

. وبالتالي فإن عدد الجرذان السوداء في ،  و  الموسمي الذي یستمر حوالي 5 أشھر. أخیرًا ، اخترنا:
، أي أقل من فرد واحد من الجرذ الأسود. مع اختیارنا لقیم المعلمات ومع الفئران غیاب الطاعون ھو

أ أ
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المصابة التي تم تقدیمھا في أوائل أغسطس 1896 ، یتقارب النموذج (7) - (10) إلى حل دوري ، نقوم بمقارنتھ مع بیانات السنوات 1904-
1907 في الشكل 4 .

الحل الدوري للنموذج الموسمي. الشكل 4. العدد الأسبوعي لوفیات الطاعون بین ینایر 1904 ودیسمبر 1907 والمكون 

    لا یمكن ضبط ناتج النموذج على السلسلة الزمنیة بأكملھا في الشكل 2 للأسباب التالیة. تعد أول ذروة وبائیة أنتجھا النموذج بعد إدخال حالة
مصابة أكبر عدة مرات من قمم السنوات التالیة حیث أن جمیع الفئران بصحة جیدة في البدایة. ھذا لیس ما نلاحظھ في الشكل 2. نجد تفسیرات
محتملة في تقریر عن الطاعون في بومباي (جاتاكري ، 1897) نشر في عام 1897 ، أي بعد عام من بدایة الوباء وقبل عدة سنوات من إنشاء

اللجنة الاستشاریة ولجنة العمل. یشرح التقریر بالتفصیل الصعوبات في الوصول إلى تقدیرات موثوقة لوفیات الطاعون في السنة الأولى من
الوباء: بضعة أشھر ، وقد قدر أن الوفیات المحسوبة بسبب الطاعون (الشكل 2) كانت أقل من ثلث الوفیات الزائدة المحسوبة بطرح متوسط   

وفیات السنوات السابقة من إجمالي الوفیات التي لوحظت خلال الوباء (Gatacre، 1897، p 2). على العكس من ذلك ، فإن التقریر الذي نشُر
بعد ذلك بعشر سنوات في عام 1907 واثق جدًا من إحصاءات الطاعون لأن تحدید حالات الطاعون أصبح روتینیاً (

، 1907 ب ، ص. 728-734). وبالتالي فإن حجم القمم الوبائیة الأولى في الشكل 2 مشكوك فیھ. عامل مھم آخر
ھو انخفاض عدد السكان من 850،000 إلى 437،000 بین دیسمبر 1896 وفبرایر 1897 ؛ فر الناس من بومباي ھرباً من الطاعون

(جاتاكري ، 1897 ، ص .251). ھذه الھجرة ، ثم اعتبرت " ربما فریدة من نوعھا في تاریخ العالمبالتأكید خفض حجم الذروة الوبائیة الأولى.
عاد السكان إلى مستواھم الطبیعي بعد أشھر قلیلة من الذروة الأولى (Gatacre، 1897، plan 3). وأخیرًا ، قد تكون الذروة الوبائیة الأصغر

بعد عام 1907 (الشكل 2) ناتجة عن التدخلات الفعالة التي اقترحتھا اللجنة بعد أن فھمت بعنایة وبائیات الطاعون. یمیل كل ھذا إلى تبریر
سبب تركیز الشكل 4 فقط على الفترة 1907-1904.

    یوضح الشكل 5 التذبذبات الدوریة لسكان الفئران. لاحظ أنھ مقارنة بالوضع الخالي من المرض ، قسم الطاعون إجمالي عدد الفئران بنحو
5. كما أن أعداد الفئران المعرضة للإصابة صغیرة جدًا أیضًا خلال موسم الطاعون من فبرایر إلى أبریل ولكنھا تبدأ في الزیادة في أواخر

أبریل عندما تقلل درجات الحرارة المرتفعة من انتقال العدوى. تستمر ھذه الزیادة حتى ینایر التالي. ومن ثم فإن عدد الفئران السلیمة وظروف
درجة الحرارة مواتیة لوباء جدید. الحد الأدنى لعدد الفئران المصابة خلال الموسم ھو 26 ، وھو صغیر جدًا بحیث لا یمكن رؤیتھ في الشكل 5
ولكنھ ربما یكون كافیاً لتجنب الانقراض إذا تم أخذ العشوائیة بعین الاعتبار. نسبة الفئران المحصنة تتراوح نسبة R / P بین 25 ٪ في فبرایر

في بدایة الوبائیة الموسمیة و 65 ٪ في مایو في نھایة الوبائیة. كما شوھدت ھذه التغیرات في المناعة في التجارب المعملیة (
، 1908 ، ص. 292). أخیرًا ، یمكننا أن نلاحظ أنھ على عكس نموذج (Monecke وآخرون ، 2009) حیث

كان من المفترض أن تبحث البراغیث عن البشر فقط بعد الانخفاض الكبیر في عدد الفئران (انظر على وجھ الخصوص (Monecke وآخرون
، 2009 ، الشكل 3) ، یتداخل الوباء في الشكل 4 والأوبئة في الشكل 5 على نطاق واسع ، حیث كان الأول بعد أسابیع قلیلة فقط من ھذا

، 1907 ب ، الأخیر. الجرذان السوداء المصابة (الحیة أو المیتة) التي تم فحصھا في بومباي في 1906-1905 (
الشكل الثالث).

D(t)

Advisory Committee

Advisory Committee

Advisory Committee



.( ) والمجموع ( )، مناعة ( )، مصاب ( الشكل 5. السكان الفئران: صحیة (

    بالطبع ، كما ھو الحال في نموذج SIR الكلاسیكي مع الدیموغرافیا الدوریة ، یحتوي النموذج (7) - (10) أیضًا على حلول دون تناغمیة
وربما أیضًا حلول فوضویة لقیم معلمات مختلفة. لم یتم إجراء أي محاولة لرسم مخطط التشعب. قد یفسر ھذا التعقید المحتمل جزئیاً سبب عدم
كون ذروة الوباء الموسمي في الشكل 2 بنفس الحجم. كانت الفكرة ھنا فقط لإظھار أن النموذج الموسمي یمكن أن یلائم البیانات بقیم معلمات

.(Kermack and McKendrick ،   1927) واقعیة ، على عكس

5. استنساخ نوع مع الموسمیة

    دعونا ننتقل الآن إلى السؤال الثاني المطروح في المقدمة: ما ھي قابلیة التكاثر المرتبطة بالطاعون في بومباي؟ سوف نستخدم النموذج
الدوري للقسم السابق والذي یشمل الجرذان والبراغیث. كما لاحظ روبرتس وھیستربیك للأمراض المعدیة مع أكثر من حیوان مضیف واحد
(Heesterbeek and Roberts، 2007؛ Roberts and Heesterbeek، 2003؛ Roberts، 2007) ، من الأفضل حساب ما یسمونھ

قابلیة التكاثر لكل نوع مضیف مختلف. دعونا نتذكر أولاً بعض التعمیمات المتعلقة بإمكانیة استنساخ نوع ما في بیئة ثابتة قبل توسیع الفكرة إلى
نماذج دوریة.

5.1 بیئة ثابتة

مع     ضع في اعتبارك نموذجًا ذاتیاً خطیاً یحتوي على n حالات مصابة

،
A ھي مصفوفة إرسال تكون جمیع عناصرھا ≥0 ،

van den Driessche and ؛Berman and Plemmons، 1994) غیر قابلة للانعكاس M ھي مصفوفة انتقالیة وھي مصفوفة B
.(Watmough، 2002

لاحظ أن (دیكمان وآخرون ، 2010) یستدعي -ب مصفوفة الانتقال. سوف نسمي ھذا النموذج (أ ، ب) . تذكر أنھ بالنسبة للمصفوفة B ذات
العناصر غیر القطریة التي تكون ≤0 ، فإن الشروط الأربعة التالیة متكافئة:

) مصفوفة M غیر قابلة للانعكاس ؛ ب (أو مصفوفة منقولة
كل القیم الذاتیة لـ B لھا جزء حقیقي 

 مع 
B غیر قابل للانعكاس ھي مصفوفة إیجابیة (برمان وبلیمونس ، 1994 ، ص 137-134).

Diekmann and Heesterbeek، 2000، p.) انظر . ، نصف القطر الطیفي للمصفوفة الموجبة  استنساخ 
.(van den Driessche and Watmough، 2002) 105) أو

SIRP

dJ/dt = (A − B)J(t)

J(t) = (J1(t), … , Jn(t))T

BT

> 0
∃ d1 > 0, … , dn > 0djBj,j > ∑i≠j di |Bi,j| ∀j

B−1

R0 = ρ(K)K = AB−1



من جمیع الدول المصابة. كما في (روبرتس و     افترض الآن أن عنصر التحكم تم على مجموعة فرعیة غیر فارغة 
ھیستربیك ، 2003) ، نحدد

و  إذا  ،  إذا  P : مصفوفة الإسقاط في ھذه المجموعة الفرعیة مع إذا 
n مصفوفة ھویة الحجم :

.  و 

ھي نفسھا الموجودة في المصفوفة A ، بینما تكون الخطوط الأخرى صفرًا. ثم بمعنى آخر ، صفوف المصفوفة  الذي رقمھ 
یحتوي على عناصر غیر قطریة تكون ≤0. لتعریف تكاثر النوع . لان مصفوفة إیجابیة ، لاحظ ذلك 

ھو أیضا مصفوفة M غیر قابلة للانعكاس. لان ، T ، سوف نفترض ذلك  المرتبط بـ
، كما في (روبرتس وھیستربیك ، ھذا الافتراض یعادل 

. إنھ مثل وجود نموذج خطي  مع مصفوفة الإرسال  ومصفوفة انتقالیة  2003). لان 
انظر أیضا المناقشة في (van den Driessche and Watmough، 2002). نأتي إلى التعریف:

. للنموذج (أ ، ب) ، استنساخ نوع مرتبط ھو استنساخ النموذج 

دعونا نتحقق من أن ھذا التعریف یتزامن مع التعریف الذي اقترحھ روبرتس وھیستیربیك (روبرتس وھیستربیك ، 2003 ؛ روبرتس ، 2007
؛ ھیستربیك وروبرتس ، 2007):

إنھا بالفعل نفس الصیغة مثل (Roberts and Heesterbeek، 2003، المعادلة (A3)) ، والتي تم الحصول علیھا بطریقة مختلفة قلیلاً.
دعونا نصر على حقیقة أن الحساب (11) یبدو جدیداً.

    لنماذج الوقت المنفصل من النموذج  مع المصفوفات الإیجابیة  و  مع  (انظر على سبیل
. یظھر حساب مماثل ذلك مرة أخرى المثال (Bacaër، 2009))  مع 

5.2 البیئة الدوریة

τ دعونا نفكر الآن في نظام خطي دوري للفترة    

. وھو ما یسمى بالنموذج 

 مصفوفة انتقال مستمر إیجابي
.  ھي مصفوفة انتقال مستمر مع عناصر غیر قطریة 

ویفترض كذلك أن المضاعف المھیمن Floquet  النظام  مع  أقل من 1 تمامًا.

إذا وفقط إذا كان لجمیع القیم الذاتیة لـ B جزء حقیقي> 0 ثابت یساوي B ، إذن     لاحظ أنھ إذا 
، بمعنى آخر ، إذا كانت B مصفوفة M قابلة للانعكاس.

ومصفوفة الإسقاط P المطابقة لھا. نحدد     دعنا نعود إلى الحالة الدوریة. خذ بعین الاعتبار ، كما سبق ، مجموعة فرعیة من 

.

. لاحظ مرة أخرى أن المصفوفة لدیھا عناصر خارج القطر  ثم  و 
. افترض أن المضاعف المھیمن فلوكیت النظام  مع  ھو أقل من 1. وھذا ھو

E ⊂ {1, … ,n}

Pi,j = 0i ≠ jPi,j = 0i = j ∉ EPi,i = 1i ∈ E

I

Â = PAA∗ = (I − P)A

ÂE

A = Â + A∗A∗B̂ = B − A∗

EB̂
B − (I − P)A = (I − (I − P)AB−1)Bρ((I − P)K) < 1

A − B = Â − B̂dJ/dt = (Â − B̂)J(t)ÂB̂

E(Â, B̂)

T = ρ(ÂB̂
−1

) = ρ(Â(B − A∗)−1) = ρ(ÂB−1(I − A∗B−1)−1)
= ρ(PAB−1(I − (I − P)AB−1)−1) = ρ(PK(I − (I − P)K)−1) . (11)

J(t + 1) = (A + B)J(t)ABρ(B) < 1
R0 = ρ(K)K = A(I − B)−1

T = ρ(PA(I − (I − P)A − B)−1) = ρ(PK(I − (I − P)K)−1).

dJ

dt
= (A(t) − B(t))J(t),

(A(t),B(t))

A(t)
B(t)≤ 0

ρ(X(τ))dX/dt = −B(t)X(t)X(0) = I

B(t)ρ(X(τ)) = ρ(exp(−τB)) < 1

E{1, … ,n}

Â(t) = PA(t)
A∗(t) = (I − P)A(t)

B̂(t) = B(t) − A∗(t)

A(t) = Â(t) + A∗(t)A(t) − B(t) = Â(t) − B̂(t)B̂(t)

≤ 0ρ(X̂(τ))dX̂/dt = −B̂(t)X̂(t)X̂(0) = I



التعریف:

. استنساخ نوع مرتبط  في النموذج  ھو استنساخ النموذج 

تذكر أن تعریف التكاثر للنماذج الدوریة تم اقتراحھ في (باكیر وجیرناوي ، 2006) وأنھ بالنسبة للحالة الخاصة للنماذج التي ھي أنظمة
Wang and ؛Bacaër، 2007 ؛Baca andr and Guernaoui، 2006) المعادلات التفاضلیة ، یمكن استخدام نظریة فلوكیت لحساب 

Zhao، 2008). في الواقع ، إذا (القضیة  لا یحدث لأي مرض حقیقي) ،  یوصف بأنھ الرقم الموجب الوحید مثل
ھو نصف القطر النظام الخطي الدوري  بمضاعف فلوكیت السائد یساوي 1. بشكل عام ، 

الطیفي لعامل متكامل على مساحة من الوظائف الدوریة (Bacaër and Guernaoui، 2006) ویتم تفسیره على أنھ معدل مقارب للنمو من
خلال التولید (Bacaër and Ait Dads، 2011). لذا فإن استنساخ نوع T ھو الرقم الموجب الوحید مثل ھذا

لھ معامل Floquet مھیمن یساوي 1. ھذا الرقم T لھ نفس خصائص العتبة  : باستخدام على سبیل المثال (وانغ وتشاو ، 2008 ، نظریة
لدیھ معدل نمو Malthusian> 0. لكن ھذا یساوي 2.2) ، لدینا  إذا وفقط إذا كان النظام 

.T > 1 لذا فإن الحالة الخالیة من المرض غیر مستقرة إذا وفقط إذا كانت . المعلمة المالتوسیة للنظام 

    في الواقع ، كما لوحظ (Thieme ، 2009) ، صیغة من النموذج  لا یزال صحیحا في حالة معینة من المعادلات
. معاملات خارج  ، τ التفاضلیة الدوریة ، مع  و  لأي وظیفة دوریة للفترة

قطر ≤ 0 من  والشرط  ضمان  غیر قابل للانعكاس وعكسھ عامل إیجابي (على سبیل المثال ، 
ھي دالة قیاسیة). لذا تظل صیغة T مشابھة لـ (11) صحیحة ،  إذا 

باستثناء أنھا لا تبدو ذات فائدة عملیة.

    للنماذج الدوریة للفترة τ في وقت منفصل

مع المصفوفات الإیجابیة  و  و  كما ھو الحال في (Bacaër، 2009) ، لا تزال إمكانیة
 ، مع  استنساخ نوع ما مقدمة من خلال استنساخ النموذج المكافئ 

. ، وقدمت ذلك 

    أخیرًا ، للنماذج الدوریة المنظمة حسب الوقت  انقضت منذ الإصابة ، وھي من الشكل

یمكن تعریف قابلیة استنساخ نوع بأنھ الرقم الحقیقي الموجب T بحیث یكون النظام (13) مع الحالة على الحافة

Bacaër and Ait ؛Bacaër and Guernaoui، 2006) أو ما یعادلھ ، قابلیة التكاثر ، (Thieme ، 1984) لدیھ معلمة مالثوسیة فارغة
Dads، 2011) یساوي 1 ، شریطة أن یكون النظام (13) مع الحالة على الحافة

لا تعتمد على لھ معلمة مالثوسیة سلبیة (أو استنساخ <1). یمكننا أن نرى بسھولة أن ھذا التعریف یتزامن مع (12) إذا و 
س .

5.3 التطبیق

. نحدد     كمثال ، ضع في اعتبارك النموذج في القسم 4. عدد الفئران في حالة خالیة من المرض 

E(A(t),B(t))(Â(t), B̂(t))

R0

R0 > 0R0 = 0R0

dJ/dt = (A(t)/R0 − B(t))J(t)R0

dJ

dt
= ( Â(t)

T
− B̂(t))J(t) = ( PA(t)

T
+ (I − P)A(t) − B(t))J(t) (12)

R0

T > 1dJ/dt = (Â(t) − B̂(t))J(t)
dJ/dt = (A(t) − B(t))J(t)

R0 = ρ(AB−1)
(Au)(t) = A(t)u(t)(Bu)(t) = du

dt
+ B(t)u(t)u(t)

B(t)ρ(X(τ)) < 1B

(B−1u)(t) = ∫
∞

0 exp(− ∫
t

t−xB(y) dy)u(t − x) dxB(t)

J(t + 1) = (A(t) + B(t))J(t)

A(t)B(t)ρ(B(τ − 1) ⋯B(1)B(0)) < 1

J(t + 1) = (Â(t) + B̂(t))J(t)Â(t) = PA(t)

B̂(t) = (I − P)A(t) + B(t)ρ(B̂(τ − 1) ⋯ B̂(1)B̂(0)) < 1

x

∂J

∂t
+

∂J

∂x
= −B(t,x) J(t,x),

J(t, 0) = ∫
∞

0
A(t,x) J(t,x) dx,

(13)

J(t, 0) = ∫
∞

0

( PA(t,x)

T
+ (I − P)A(t,x))J(t,x) dx

J(t, 0) = ∫
∞

0
(I − P)A(t,x) J(t,x) dx,

A(t,x)B(t,x)

S∗ = K(r/m − 1)



 : الأداء التناسلي المرتبط بالفئران
 : التكاثر المرتبطة بالبراغیث

.  : متجھ العمود 

من خلال التركیز على النظام الخطي للفئران والبراغیث المصابة ، نرى أن الأنظمة الخطیة الدوریة للمعادلات التفاضلیة ، التي تحددھا
المصفوفات التالیة ، جمیعھا لھا معامل فلوكیت سائد یساوي 1:

.( نحصل على قیم المعلمات في القسم السابق  و  (أكثر دقة 

    وتجدر الإشارة إلى أنھ تم إجراء حساب مماثل للأمراض المنقولة بالنواقل في (باكیر ، 2007). ما كان یسمى التكاثر كان في الواقع تكاثر
). في الحالة الخاصة للأنظمة الدوریة 2 × 2 مثل (14) - (15) ، (باكیر ، 2007) قد أظھرت نوع ( كان یسمى  و  كان یسمى 

.(Roberts and Heesterbeek، 2003) كما في حالة الحكم الذاتي ، بالفعل أن

SIR 6. دینامیات بطیئة سریعة ونموذج

    في القسم 4 ، لوحظ أن منحنى عدد الوفیات من الطاعون لم یكن حساسًا للتغییر في المعلمة ج . التفسیر بسیط: متوسط   الوقت الذي تستغرقھ
یوم أو 1/30 من الشھر ، ھو أقصر مقیاس زمني في النموذج (7) - (10). وبالتالي ، یمكننا البراغیث للعثور على مضیف جدید ،
. نستبدل c F في المعادلات (7) و (8) و (10). نحصل أن نتوقع أن المعادلة (9) ھي في حالة شبھ ثابتة:

: c على النظام المخفض التالي ، والذي لا یشمل

یمكننا التحقق من أن الحل الدوري لھذا النظام قریب جدًا من حل النظام (7) - (10) مع c = 30 في الشھر وأقرب إذا كان c = 60 في الشھر
(الشكل غیر معروض). الآن فكر في المعادلة (17). نظرًا لوجود نوع واحد فقط من المضیف الإلزامي في النظام المخفض ، التكاثر 

Bacaër and Guernaoui،) . وتتزامن استنساخ نوع T وتساوي متوسط   الوقت
). عددیا نحصل على T ≈ 1.79. لا یمكننا 2006، المعادلة (31)) أعطت مثل ھذه الصیغة التي تتضمن المتوسط   (مع تعریف صحیح لـ

.Floquet تمییز ھذه القیمة بیولوجیاً عن القیمة 1.78 التي تم الحصول علیھا في القسم 5 بنظریة

    لاحظ أن (16) - (18) ھو نوع من النسخة الدوریة لنموذج SIR (2) من Kermack و McKendrick ولكن مع الدیموغرافیا والعودة
المحتملة بعد الشفاء في الفصل الصحي. عدد الوفیات الناتجة عن (19) یتبع اختلافات مع تأخیر  أسبوع.

7. الخاتمة

    حتى لو أجبنا بالفعل في القسم 3 على سؤالي المقدمة حول قیم المعلمات وقابلیة التكاثر ، اتضح أن النموذج الذي اقترحھ Kermack و
McKendrick لم یكن جیدًا حقاً. من وجھة نظر بیولوجیة. حتى لو استمر وباء عام 1906 بضعة أشھر فقط ، لا یمكن تجاھل تأثیر الموسمیة.

لذا فقد اقترحنا نموذجًا دوریاً جدیدًا في القسم 4. نظرًا لأن النموذج تضمن مضیفین مختلفین ، فقد تم احتساب قابلیة استنساخ نوع ما بدلاً من
في القسم 5. وبالتالي قمنا بتوسیع مفھوم استنساخ النوع إلى النماذج الموسمیة. أخیرًا ، في القسم 6 ، أضفنا بعض الملاحظات التي تربط

قابلیة استنساخ نوع للنموذج مع مضیفین وإمكانیة استنساخ نموذج مخفض بمضیف واحد.

    من وجھة نظرنا ، فإن المشكلات التي یطرحھا نموذج كیرماك وماكیندریك لوباء الطاعون في بومباي عام 1906 ، وھو مرض ذي اھتمام
محدود بالصحة العامة الیوم ، لن یھم إذا تم استخدام ھذا النموذج فقط في الكتب المدرسیة كأحد أفضل الأمثلة لإظھار كیف یمكن للنموذج

TR
TF

J(t)(I(t),F(t))

( ),

( ),

( ).

−m′ c(1 − ω)π(θ(t))/R0

fπ′(1 − ε − ε′)m′/R0 −c

−m′ c(1 − ω)π(θ(t))/TR
fπ′(1 − ε − ε′)m′ −c

−m′ c(1 − ω)π(θ(t))

fπ′(1 − ε − ε′)m′/TF −c

(14)

(15)

R0 ≃ 1,3TR = TF ≃ 1,8TR = TF ≃ 1,78

TR0R0r0

(R0)2 = TR = TF

1/c = 1
c F ≃ f π′(1 − ε − ε′)m′ I

dS

dt
= b(P) − mS − (1 − ω)π(θ)

S

P
f π′(1 − ε − ε′)m′ I + εm′ I,

dI

dt
= (1 − ω)π(θ)

S

P
f π′(1 − ε − ε′)m′ I − m′ I,

dR

dt
= ε′ m′ I − mR,

dH

dt
= ωπ(θ) f π′(1 − ε − ε′)m′ I − aH, D(t) = σ aH(t).

(16)

(17)

(18)

(19)

R0

(1 − ω) [ 1
τ ∫

τ

0 π(θ(t)) dt] f π′(1 − ε − ε′)
R0

I(t)1/a

R0



الریاضي أن یفسر عملیة الوباء ویمكن أن یتكیف مع البیانات. كانت المشكلة الأولى حجم السكان المعرضین للخطر. تولي العدید من النماذج
الكثیر من الاھتمام لتقدیر قابلیة التكاثر ، والتي ترتبط في النماذج البسیطة ارتباطاً وثیقاً بالجزء الأخیر من السكان الذي ینتھي بھ الأمر

بالعدوى. ولكن على أي سكان تنطبق ھذه الحسابات؟ ھل سكان الحي الذي یبدأ فیھ الوباء ، سكان المدینة أو المنطقة أو الدولة كلھا؟ یبدو أن
. وكلاھما ضروري للتنبؤ بالحجم النھائي للوباء ؛ وبطریقة ما ، فإن N أكثر أھمیة للحصول ھناك الكثیر من عدم الیقین حولN فقط على

على ترتیب حجم الوباء.

    كانت المشكلة الثانیة ھي أن نموذج Kermack و McKendrick لم یأخذ في الاعتبار الموسمیة ، حتى لو كانت ھذه واحدة من أكثر
الخصائص وضوحًا في الشكل 2. وقد تثبت ھذه الملاحظة أیضًا أنھا ذات صلة ببعض الدراسات المعاصرة حول الانفلونزا.

    تلقت موسمیة أوبئة الطاعون اھتمامًا متجددًا في السنوات الأخیرة بعد الجدل حول احتمال تورط عصیة یرسینیا بیستیس في الطاعون
الأسود في القرن الرابع عشر. بدا أن موسمیة أوبئة الطاعون في أوائل القرن العشرین في الھند وتفسیرھا من حیث عتبة درجة الحرارة

Welford and Bossak، ؛Cohn، 2002 and 2010) تتعارض مع البیانات الأوروبیة من القرن الرابع عشر إلى القرن الثامن عشر
2009). في المستقبل ، ربما یجب أن نحاول شرح ھذه الاختلافات في الموسمیة باستخدام النماذج الریاضیة.

شكر

    تم تحفیز ھذه المقالة من خلال أسئلة یان دارتوا ، من مدرسة ألفرید كاستلر الثانویة في بونتواز ، من خلال عرض میك روبرتس على
استنساخ نوع في مؤتمر CMPD3 (بوردو ، یونیو 2010) ، من خلال مناقشة مع ھانز میتز ، والبروفیسور كلاوس دیتز الذي أرسل نسخة

من (دیتز ، 2009).
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